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θέµατα γενικών εξετάσεων 2000 
 

 
 
θέµα 1ο  
 
   Α1.  Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη σε ένα σηµείο xο του πεδίου ορισµού της, να γράψετε  
  (4µ.)     την εξίσωση της εφαπτοµένης της γραφικής παράστασης της f στο σηµείο Α(xο, f(xο)). 
 
   Α2.  Να αποδείξετε ότι, αν µία συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη σε ένα σηµείο xο του πεδίου  
            ορισµού της, τότε είναι και συνεχής στο σηµείο αυτό. 
  (8.5µ.)    
 

   Β1.  Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν γράφοντας στο τετράδιό σας την ένδειξη  
  (4.5µ.)   Σωστό ή Λάθος δίπλα στο γράµµα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση.   
              α. αν η f είναι παραγωγίσιµη στο xο, τότε η f΄ είναι πάντοτε συνεχής στο xο. 
              β. αν η f δεν είναι συνεχής στο xο, τότε η f είναι παραγωγίσιµη στο xο.  
              γ. αν η f έχει δεύτερη παράγωγο στο xο, τότε η f΄ είναι συνεχής στο xο.  
 
   Β2.  Να γράψετε στο τετράδιό σας το γράµµα της στήλης Α και δίπλα τον αριθµό της στήλης Β, 
   (8µ.)     που αντιστοιχεί στην εφαπτοµένη της κάθε συνάρτησης στο σηµείο xο. 
 
                                στήλη Α                                                            στήλη Β            

                                      συναρτήσεις                                         εφαπτοµένες 
 

                    α. f(x) = 3x3      , xο = 1                               1. y = - 2x + π 

                    β. f(x) = ηµ2x    , xο =
2

π
                             2. y =

4

1
x + 1 

                    γ. f(x) = 3 x      , xο = 0                              3. y  = 9x - 6 

                    δ. f(x) = x        , xο = 4                              4. y = - 9x + 5 

                                                                                            5. δεν υπάρχει 
 

απαντήσεις 
 
   Α1. Θεωρία 
 

   Α2. Θεωρία 
 
   Β1.  α Λάθος   β Λάθος   γ Σωστό 
         
   Β2.  α 3    β 1    γ 5    δ 2 
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θέµα 2ο  
 

          ∆ίνεται η συνάρτηση  f(z) =  
i 2-z

i+2z
, z∈C   µε  z ≠ -2i . 

   Α.  Nα βρείτε την τριγωνοµετρική µορφή των µιγαδικών: w1 =f(9-5i),  w2 = ( 5i)-9(f
3

2
 )2004  

 (12µ.) 

   Β.  Θεωρούµε τον πίνακα Μ =
w-0

0w

3

2

2

1   όπου w1 ο µιγαδικός του ερωτήµατος Α.   

 (5µ.)    Να γράψετε στο τετράδιό σας το γράµµα που αντιστοιχεί στη σωστή πρόταση :   
          Ο γραµµικός µετασχηµατισµός Τ µε πίνακα Μ είναι:    
            α. στροφή µε κέντρο την αρχή των αξόνων Ο και γωνία θ = π/4  
            β. συµµετρία ως προς τον άξονα x΄x   
            γ. συµµετρία ως προς τον άξονα y΄y  
            δ. συµµετρία ως προς την ευθεία y = x  

            ε. οµοιοθεσία µε κέντρο την αρχή των αξόνων Ο και λόγο λ = 2 /3 
 
   Γ.  Αν Μ ο πίνακας του ερωτήµατος Β, να βρεθεί ο πίνακας Χ ώστε να ισχύει: Μ•Χ = Κ ,  
 (8µ.)   όπου Κ είναι ο πίνακας του γραµµικού µετασχηµατισµού στροφής µε κέντρο Ο(0, 0)  
         και γωνία θ = π/2 
  
απαντήσεις 
 
   A.  w1 = f(9 - 5i)                                                                                                                                 

              = )i
2

1
-

2

1
(

2

23
=

2

i)-1(3
=

10

5i)-5(3
=

1+3

i)-i)(3-2(3
=

i+3

i)-2(3
=

3i+9

9i-18
22  

                                                                                         ))
4

π
-(ηµi+)

4

π
-(συν(

2

23
=  

          w2 = )
4

2004π
-(ηµi+)

4

2004π
-(συν=))

4

π
-(ηµi+)

4

π
συν(- ( 2004    

                                                     = συν(- 500π - π) + iηµ(- 500π - π) = συν(- π) + iηµ(- π) 
 
   Β.   β. 
 

   Γ.  είναι: Μ =
1-0

01
   =  

2

23
-0

0
2

23

  
3

2
   µε  Μ-1 = 

1-0

01
    =    

10

0-1
  

1-

1
   και:  Κ =  

01

-10
  

 

          συνεπώς: Μ•Χ = Κ  ⇔  Χ = Μ-1 . Κ = 
01-

1-0
=  

01

1-0
  

1-0

01
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θέµα 3ο  
 

          Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο [0, 1] και ισχύει:  f΄(x) > 0  ∀x∈(0, 1). 

          Αν f(0) = 2 και  f(1) = 4, να δείξετε ότι: 
   Α.  η ευθεία y = 3 τέµνει τη cf σε ένα ακριβώς σηµείο µε τετµηµένη  xο ∈ (0, 1). 
  (7µ.) 

   Β.   υπάρχει x1 ∈(0, 1), τέτοιος ώστε:  f(x1) =
4

)54(f+)53(f+)52(f+)51(f
. 

 (12µ.) 
   Γ.   υπάρχει x2∈(0, 1), τέτοιος ώστε η εφαπτοµένη τα cf στο σηµείο Μ(x2, f(x2)) να είναι    
  (6µ.)   παράλληλη στην ευθεία  y = 2x + 2000. 
 
aπαντήσεις 
 
   Α.  αρκεί να δείξουµε ότι υπάρχει ακριβώς τα xο ∈(0, 1) τέτοιος ώστε : f(xο) = 3, πραγµατικά: 
         η f είναι συνεχής στο [0, 1]  (ως παραγωγίσιµη)  και  f(0) =2< 3< 4 = f(1) 
         σύµφωνα λοιπόν µε το Θ. ενδιαµέσων τιµών υπάρχει xο∈(0, 1):  f(xο) = 3 
         κι επειδή η f είναι συνεχής στο [0, 1] µε f΄(x) > 0  ∀x∈(0, 1)  
         η f είναι γν. αύξουσα στο [0, 1]  συνεπώς ο xο είναι µοναδικός 

 
   Β.  1/5, 2/5, 3/5, 4/5 ∈(0, 1)  άρα αφού η f είναι γν. αύξουσα στο [0, 1] ισχύουν: 
 
           f(0) < f(1/5)  < f(1) 

f(0) < f(2/5) < f(1)   
f(0) < f(3/5) < f(1)    
f(0) < f(4/5) < f(1)                                   

                                   ⇔    f(0) < 
4

)5/4(f+)5/3(f+)5/2(f+)5/1(f
 < f(1)         

 
         κι επειδή η f είναι συνεχής στο [0, 1] σύµφωνα µε το Θ. ενδιαµέσων τιµών 

         υπάρχει x1 ∈(0, 1) τέτοιος ώστε: f(x1) = 
4

)5/4(f+)5/3(f+)5/2(f+)5/1(f
 

 
 
   Γ.   η f είναι παραγωγίσιµη  (άρα και συνεχής)  στο  [0, 1] 
         συνεπώς σύµφωνα µε το  Θ.Μ.Τ. του  ∆ιαφορικού Λογισµού υπάρχει x2∈(0, 1) τέτοιος ώστε: 

                f΄(x2) =
0-1

f(0)-)1(f
 

          ⇔       λεφΜ = 2 
           

          ⇔       λεφΜ = λε  ,  όπου (ε): y = 2x + 2000 
                   

         δηλ. η εφαπτοµένη στο Μ(x2, f(x2)) είναι παράλληλη στην y = 2x + 2000 
 
 
 
 

⇒      4f(0) <  f(1/5)+f(2/5)+f(3/5)+f(4/5)  < 4f(1) 



4                                                      δηµήτρη ποιµενίδη – µαθηµατικά κατεύθυνσης γ΄λυκείου 

 
 
θέµα 4ο  

 
         Τη χρονική στιγµή t = 0 χορηγείται σε έναν ασθενή ένα φάρµακο.                                                     
         Η συγκέντρωση του φαρµάκου στο αίµα του ασθενούς δίνεται από τη συνάρτηση: 

         f(t) = 2)β/t(+1

tα
 , t ≥ 0  όπου α και β είναι σταθεροί θετικοί πραγµατικοί αριθµοί και  

         ο χρόνος t µετράται σε ώρες. Η µέγιστη τιµή της συγκέντρωσης είναι ίση µε 15 µονάδες και   
         επιτυγχάνεται 6 ώρες µετά τη χορήγηση του φαρµάκου. 
 

   Α.  Να βρείτε τις τιµές των σταθερών α και β. 
 (15µ.) 

   Β.  Mε δεδοµένο ότι η δράση του φαρµάκου είναι αποτελεσµατική, όταν η τιµή της συγκέντρωσης     
 (10µ.) είναι τουλάχιστον ίση µε 12 µονάδες, να βρείτε το χρονικό διάστηµα κατά το οποίο το  
        φάρµακο δρα αποτελεσµατικά. 
 
απαντήσεις 

   Α. ∀t∈[0, +∞):  f΄(t) =
2

2

2

2

2

2
2

2

22

2

)
β

t
+(1

β

αt
-α

=

)
β

t
+(1

β

t
αt2-)

β

t
+1(α

. 

        αφού η f είναι παραγωγίσιµη στο 6 και έχει στο 6 ακρότατο ( το f(6) = 15 ) 
        σύµφωνα µε το Θ. Fermat  θα είναι: f΄(6) = 0 
 

  f(6) = 15      15=

β

36
+1

α6

2

     15=

β

36
+1

α6

2

              15=

β

36
+1

α6

2

 

                           ⇔                            ⇔                            ⇔ 

             f΄(6) = 0             0=
)

β

36
+1(

β

36α
-α

2
2

2

    0=)
β

36
-1(α 2              1 - 0=

β

36
2    (αφού α > 0) 

                                                                                                     α = 5 
                                                                                          ⇔ 
                                                                                                     Β = 6   (αφού β > 0) 

   Β. f(t)  ≥  12   ⇔   

36

t
+1

t5
2  ≥ 12   ⇔   5t ≥ 12 +

3

t2

   ⇔   t2 – 15t + 36 ≤ 0   ⇔   3 ≤ t ≤ 12 

        συνεπώς το φάρµακο δρα αποτελεσµατικά από την 3η µέχρι και τη 12η ώρα  
        από τη χορήγησή του 
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θέµατα γενικών εξετάσεων 2001 
  

 
 
θέµα 1ο 

 

   Α1.  ∆ίνονται οι µιγαδικοί z1 και z2. Να αποδείξετε ότι : 2121 zz=zz . 

  (7.5µ.) 

   Α2.  Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν γράφοντας στο τετράδιό σας την ένδειξη  
    (5µ.)    Σωστό ή Λάθος δίπλα στο γράµµα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση. 
            Για κάθε µιγαδικό αριθµό z ισχύει : 
 

            α. zz=z 2              β. 22 z=z               γ. z-=z                δ. z=z               ε. z=zi  

 

   Β1.  Αν z1 = 3 + 4i  και  z2 = 1 - i 3 , να γράψετε στο τετράδιό σας τους αριθµούς της στήλης Α  

  (7.5µ.)   και δίπλα σε κάθε αριθµό το γράµµα της στήλης Β έτσι ώστε να προκύπτει ισότητα.   
  
                                            στήλη Α                                                 στήλη Β 
                                           

                                       1. 21zz                                       α.  4 

                                           2.  2
1z                                        β.  2 

                                           3.  
2

2z                                        γ.  25 

                                           4.  - 1z                                        δ.  - 5 

                                           5.  2iz                                         ε.  - 2 

                                                                                             στ.   5 
                                                                                              ζ.  10 
 

   Β2.  Αν για τον µιγαδικό αριθµό z ισχύει: 1=z , να δείξετε ότι:  
z

1
=z .  

   (5µ.)  
 
απαντήσεις 
 
   Α1.  Θεωρία 
 
   Α2.  α Σωστό     β Λάθος     γ Λάθος     δ Σωστό     ε Σωστό 
 
   Β1.   1 ζ          2 γ           3 α          4 δ          5 β 
 

   Β2.   |z|= 1  ⇔  |z|2 =1  ⇔   1=zz  ⇔   
z

1
=z  
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θέµα 2ο  

 
                                                                                            αx2             , x ≤ 3 
          Έστω f µία πραγµατική συνάρτηση µε τύπο: f(x) =                                                

                                                                                           
3-x

e-1 3-x

        , x > 3        

   Α.  Αν η f είναι συνεχής, να αποδείξετε ότι:  α = - 1/9. 
  (9µ.) 

   Β.  Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης της cf  στο σηµείο  Α(4, f(4)). 
  (7µ.) 

   Γ.  Να υπολογίσετε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη cf , τον άξονα x΄x και τις  
  (9µ.)   ευθείες x = 1 και x = 2. 
 
απαντήσεις 
 

   Α.  αφού η f είναι συνεχής στο 3,  ισχύει:   f(3)  =    )x(flim   = )x(flim
+- 3x3x →→

 

                                                           δηλ.:           9α  = 
3-x

e-1
lim

3-x

3x +→
 =   9α  

          κι επειδή: -1=)-e(lim=
3)'-x(

)'e-1(
lim=

3-x

e-1
lim 3-x

3x

3-x

3x

3-x

3x +++ →→→
 

                είναι:  9α = - 1    
                  άρα:    α = - 1/9 
 
   Β.  (εφ):  y -f(4) = f΄(4)(x-4)    (1) 

          για κάθε x > 3 είναι:  f΄(x) = 2

3-x3-x

2

3-x3-x

3)-(x

e+1-3)-x(e-
=

3)-(x

)′3-x)(e-(1-3)-x()′e-1(
 

                              οπότε:   (1) ⇔  y - (1 - e) = - 1(x - 4)                                                                                 
                                      ⇔             y = - x + 5 - e. 
 
   Γ.  αφού η f είναι συνεχής στο  [1, 2]  είναι: 

          =  dx )x(f=E
2

1
∫ 3

α7
 =  

3

α
  -  

3

α8
  = ]

3

x
α[= dx xα 2

1

32

1

2∫  τ.µ. 
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θέµα 3ο  
 
          Για µία συνάρτηση f, που είναι παραγωγίσιµη στο σύνολο R, ισχύει: 
          f3(x) + βf2(x) + γf(x) = x3- 2x2 + 6x - 1  για κάθε x∈R, όπου β,γ∈R  µε  β2 < 3γ. 
 
   Α.  Να δείξετε ότι η συνάρτηση f δεν έχει ακρότατα. 
 (10µ.) 

   Β.  Να δείξετε ότι η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα. 
  (8µ.) 
   Γ.  Να δείξετε ότι υπάρχει µοναδική ρίζα της εξίσωσης f(x) = 0 στο διάστηµα (0, 1) 
  (7µ.) 
 
απαντήσεις   

 
   Α.  αφού η f είναι παραγωγίσιµη στο R, οι θέσεις των ακροτάτων της,  
          σύµφωνα µε το Θ. Fermat, θα είναι ρίζες της f΄, αλλά  ∀x∈R: 

 
          (f3(x) + βf2(x) + γf(x))΄= (x3-2x2+6x-1)΄ ⇔ 3f2(x)f΄(x) + 2βf(x)f΄(x) + γf΄(x) = 3x2 - 4x + 6 
 
                                                                      ⇔ f΄(x)( 3f2(x) + 2βf(x) + γ ) = 3x2 - 4x + 6 > 0  (1) 
                                                                         ( γιατί: ∆=(-4)2-4.3.6 < 0  και 3 > 0 ) 

          συνεπώς ∀x∈R:  f΄(x) ≠ 0 ,  άρα η f δεν έχει ακρότατα. 
 
 
   Β.  το τριώνυµο 3f2(x) + 2βf(x) + γ είναι θετικό ∀x∈R  
          γιατί: 3 > 0 και ∆ = (2β)2- 4•3.γ = 4(β2 - 3γ) < 0 
 
          από την (1) συµπεραίνουµε ότι  ∀x∈R:  f΄(x) > 0  συνεπώς η f είναι γνησίως αύξουσα 
 
 
                                                                                (για x=0):  f(0)( f2(0)+βf(0)+γ )= - 1< 0   (2) 
   Γ.  ∀x∈R: f(x)(f2(x) + βf(x) + γ) =x3- 2x2+ 6x - 1⇒ 
                                                                                 (για x=1):   f(1)( f2(1)+βf(1)+γ )=4 > 0     (3) 
        
          το τριώνυµο f2(x) + βf(x) + γ  έχει:  ∆ = β2 - 4γ < 0  (αφού β2 < 3γ < 4γ)  και  1 > 0 
        
          συνεπώς ∀x∈R:  f2(x) + βf(x) + γ > 0 
 
          από τις (2) και (3)  συµπεραίνουµε ότι:  f(0) < 0   και  f(1) > 0 
 
          κι επειδή η f είναι και συνεχής (ως παραγωγίσιµη) στο  [0, 1], σύµφωνα µε το Θ. Bolzano: 
 
          η  f έχει ρίζα στο (0, 1) και µάλιστα µοναδική αφού η f είναι γνησίως αύξουσα 
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θέµα 4ο  
 
          Έστω µία πραγµατική συνάρτηση f, συνεχής στο R, για την οποία  ∀x∈R:   

          ισχύουν οι σχέσεις:  i.  f(x) ≠ 0  και  ii.  f(x) = 1- 2x2 ∫
1

0

2 dt)xt(tf                                           

          Έστω ακόµη g η συνάρτηση που ορίζεται από τον τύπο:  g(x) = 2x-
)x(f

1
  ,  ∀x∈R. 

   Α.  Να δείξετε ότι ισχύει:  f΄(x) = - 2xf2(x).  
 (10µ.) 

   Β.  Να δείξετε ότι η συνάρτηση g είναι σταθερή. 
  (4µ.) 

   Γ.  Να δείξετε ότι ο τύπος της συνάρτησης f είναι: f(x) = 1/1+x2. 
  (4µ.) 

   ∆.  Να βρείτε το )x2ηµ)x(xf(lim
+x ∞→

.                                                                                                      

  (7µ.) 

 

απαντήσεις 
 

   Α.               dt (xt) f t 2x-1   =  f(x)          :Rx 2
1

0

2∫∈∀  

      x  (για t=1) 

             θέτω   u=xt =                 =  du )u(2uf-1
x

0

2∫  

                                      0 (για t=0)                                    συνεπώς:  f΄(x) = -2xf2(x)                              
           οπότε: du=xdt                                          (αφού η συνάρτηση µε τύπο  2uf2(u)  είναι συνεχής) 

   Β.  0 = 2x-
)x(f

)x(2xf-
- = 2x-

)x(f

΄(x) f
- = ΄(x) g  :Rx 2

2

2∈∀  ,  άρα η  g  είναι σταθερή 

   Γ.  είναι: g(0) = 
)0(f

1
 = 1 κι αφού η g είναι σταθερή, είναι  ∀x∈R:   

          g(x) = 1   δηλαδή: 1 = x-
)x(f

1 2  άρα:  f(x) = 
1+x

1
2  

          αλλιώς:   

          ∀x∈R: f΄(x) = - 2xf2(x) ⇔ - x2=
)x(f

)x(f΄
2  ⇔  )́

)x(f

1
( = (x2)΄ ⇔  

)x(f

1
= x2 + c    (c∈R)  

                                              ⇔ 
c+x

1
=)x(f 2  αλλά: 

c

1
=)0(f  ⇔ 1 =

c

1
 ⇔ c = 1, άρα: 

1+x

1
=)x(f 2  

   ∆.  ∀x∈(0, +∞): |xf(x)ηµ2x| = x2ηµ 
1+x

x
2  ≤ 

1+x

x
2  

                     δηλ.:   -
1+x

x
2  ≤ xf(x)ηµ2x ≤ 

1+x

x
2  

                 επίσης: 0=
x

1
lim=

1+x

x
lim

+x
2

+x ∞→∞→
                   σύµφωνα µε το «κριτήριο παρεµβολής»                                

                      και: 0=)
1+x

x
-(lim 2

+x ∞→
                                   είναι και  0=)x2ηµ)x(xf(lim

+x ∞→
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θέµατα γενικών εξετάσεων 2002  
 

 
 
θέµα 1ο 

 

   Α.  Έστω f µία συνάρτηση συνεχής σε ένα διάστηµα  [α, β] . Αν G είναι µία παράγουσα της f       

 (12µ.)   στο  [α, β], τότε να δείξετε ότι: ∫
β

α

= dt )t(f G(β) - G(α). 

 
   Β1. Έστω η συνάρτηση f(x) = ηµx. Να δείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιµη στο R και ισχύει:    
   (8µ.)   f΄(x) = συνx. 
 
   Β2. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας την ένδειξη  
   (5µ.)   Σωστό ή Λάθος δίπλα στο γράµµα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση. 
 
              α. Αν η συνάρτηση  f είναι ορισµένη στο [α, β] και συνεχής στο (α, β], τότε η f  παίρνει  
                  πάντοτε στο [α, β] µία µέγιστη τιµή. 
 
              β. Κάθε συνάρτηση, που είναι 1-1 στο πεδίο ορισµού της, είναι γνησίως µονότονη. 
 

              γ. Αν υπάρχει το όριο της συνάρτησης f στο xο και 0=)x(flim
oxx→

, τότε: 0=)x(flim
oxx→

. 

 

              δ. Aν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο R, τότε: ∫ ∫ dx ΄(x) xf- xf(x) = dx )x(f . 

 
              ε. Αν )x(flim

oxx→
> 0, τότε f(x) > 0 κοντά στο xo . 

 
απαντήσεις 
 

   Α.  Θεωρία 
 
   Β1. Θεωρία 
 
   Β2.  α Λάθος   β Λάθος   γ Σωστό   δ Σωστό   ε Σωστό 
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θέµα 2ο  
 

          Έστω z  ένας µιγαδικός αριθµός  και  f(v) = ivz,  v∈N*. 
 
   Α.  Nα δείξετε ότι:  f(3) + f(8) + f(13) + f(18) = 0. 
  (7µ.)  

   Β.  Αν  z = ρ  και  Arg(z) = θ, να δείξετε ότι:  f(13) = ρ[συν(
2

π
+ θ) + iηµ(

2

π
+ θ)]. 

  (8µ.) 

   Γ.  Αν  z = 2  και  Arg(z) =
3

π
, να βρείτε το εµβαδόν του τριγώνου µε κορυφές τα σηµεία του     

 (10µ.)   µιγαδικού επιπέδου που είναι εικόνες των µιγαδικών αριθµών:  0, z  και  f(13). 
 
απαντήσεις 
 
   Α.  f(3) = i3z = -iz 
  
          f(8) = i8z = (i4)2z = 12z = z 
 
          f(13) = i13z = (i4)3iz = 13iz = iz 
  
          f(18) = i18z = (i4)4i2z = 14(-1)z = -z 
 
          συνεπώς:  f(3) + f(8) + f(13) + f(18) = 0 
 

   Β.  f(13) = iz = (συν
2

π
ηµi+

2

π
)ρ(συνθ + iηµθ)  =  ρ[ συν(

2

π
+θ) + iηµ(

2

π
+ θ) ] 

 

   Γ.  αν  O, A, B  είναι οι εικόνες των 0, z, iz (αφού: f(13) = iz) αντιστοίχως τότε είναι: 090=BÔA  

                (αφού ο πολλαπλασιασµός του z  µε τον i στρέφει τη διανυσµατική ακτίνα του z  κατά
2

π
)  

          συνεπώς: ΕΑΟΒ = 
2

1
(ΟΑ)(ΟΒ) = 2 

2

1
 = z i z

2

1
 = iz z

2

1
•1•2 = 2τ.µ. 

          αλλιώς:   z = 2(συν
3

π
ηµi+

3

π
) = 1 + i 3  

        f(13) = 2[ συν( ] )
3

π
+

2

π
(ηµi+)

3

π
+

2

π
= 2(- i

2

1
+

2

3
)= - 3 + i 

          οι εικόνες των µιγαδικών 0, z  και f(13) είναι τα σηµεία: Ο(0, 0), Α(1, 3 ), Β(- 3 , 1)  

          ΕΑΟΒ = ( ) OB ,OAdet 
2

1
 = … καλό ταξίδι         (κατά τα γνωστά από τη Β΄Λυκείου) 

          σχόλιο:  το δεδοµένο Arg(z) =
3

π
 ήταν η τιµωρία του συστήµατος στους «αρίστους» 

                       που επέλεξαν τον ευφυή 1ο τρόπο λύσης !  
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θέµα 3ο  

 
          Έστω οι συναρτήσεις f και g µε πεδίο ορισµού το R. ∆ίνεται ότι η συνάρτηση fog είναι 1-1. 
 
   Α.  Να δείξετε ότι η g είναι 1-1. 
  (7µ.) 

   Β.  Να δείξετε ότι η εξίσωση: g(f(x) + x3 - x) = g(f(x) + 2x - 1) έχει ακριβώς δύο θετικές και  
 (18µ.)   µία αρνητική ρίζα. 
 
απαντήσεις 
 
   Α.  ∀x1,x2 ∈R: g(x1) = g(x2)  ⇒ f(g(x1)) = f(g(x2)) ⇔ x1 = x2 (γιατί η fog είναι 1-1) άρα η g είναι 1-1 
 
   Β.  g(f(x) + x3- x) = g(f(x) + 2x - 1) ⇔ f(x) + x3- x = f(x) + 2x-1 (αφού η g είναι 1-1) ⇔ x3- 3x +1=0 

 
          αρκεί λοιπόν να δείξουµε ότι έχει ακριβώς 1 αρνητική και 2 θετικές ρίζες η συνάρτηση:   
          h(x) = x3 - 3x + 1 , x∈R 
          ∀x∈R:  h΄(x) = 3x2 - 3 = 3(x + 1)(x - 1) 
 

x -∞              -1             0            1                  +∞ 

h΄(x)          +        0             -            0           +         

h(x) 
                   3                                              +∞ 
                                                             
-∞                                          -1 

 
          h((-∞, -1]) = ( )()( -1h,xhlim

-x ∞→
] = (- ∞, 3]                                                                                                           

          κι επειδή  0∈(-∞, 3] η h έχει ρίζα στο (-∞, - 1] και µάλιστα µοναδική  (αφού είναι γν. αύξουσα) 

 
          h([- 1, 1]) = [h(1), h(- 1)] = [- 1, 3] 
          κι επειδή  0∈[- 1, 3] η h έχει ρίζα στο [- 1, 1] και µάλιστα µοναδική    (αφού είναι γν.φθίνουσα) 
 
        * η ρίζα αυτή ανήκει ( σύµφωνα µε το Θ. Bolzano ) στο (0, 1)  αφού: 
                     η  h  είναι συνεχής στο [0, 1]  (ως παραγωγίσιµη)  και  h(0)h(1) = 1(- 1) = - 1 < 0 
 
          h([1, +∞)) = [h(1), )xhlim )(

+x ∞→
=[- 1, +∞) 

          κι επειδή 0∈[- 1, +∞) η h έχει ρίζα στο [1, +∞) και µάλιστα µοναδική   (αφού είναι γν. αύξουσα) 

       
          άρα η  h  έχει ακριβώς 1 αρνητική και 2 θετικές ρίζες 
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θέµα 4ο  

 

   Α.  Έστω δύο συναρτήσεις h,g συνεχείς στο [α, β]. Να αποδείξετε ότι αν  ∀x∈[α,β]: h(x) > g(x)  

  (2µ.)    τότε είναι και:  ∫
β

α

dx )x(h >∫
β

α

dx)x(g . 

   Β.  ∆ίνεται η παραγωγίσιµη στο R συνάρτηση f , που ικανοποιεί τις σχέσεις: 
                                     f(x)-e-f(x) = x - 1,  x∈R    και    f(0) = 0. 
     B1. Nα εκφραστεί η  f΄  ως συνάρτηση της f. 
      (5µ.) 
     Β2. Να δείξετε ότι:   x/2 < f(x) < xf΄(x) ,   για κάθε  x > 0. 
     (12µ.) 

     Β3. Αν Ε είναι το εµβαδόν του χωρίου Ω που ορίζεται από τη  cf, τον άξονα  x’x και τις  
      (6µ.)   ευθείες x = 0 και x = 1, να δείξετε ότι:  ¼ < Ε < ½ f(1). 
 
απαντήσεις 
 

   Α.  ∫ ∫ ∫ ∫ ∫⇔⇔⇒∈∀
β

α

β

α

β

α

β

α

β

α
dx)x(g>dx)x(h 0>dx)x(g-h(x)dx 0>g(x)]dx-[h(x) 0>g(x)-h(x) :]β,α[x  

 
   B1. ∀x∈R:  (f(x) - e-f(x))΄= (x-1)΄ ⇔  f΄(x) - (- f΄(x))e-f(x) = 1  ⇔   f΄(x)(1 + e-f(x)) = 1 

                                                                                                 ⇔   f΄(x) = )x(f

)x(f

)x(f- e+1
e

=
e+1
1

 

 
   B2. ∀x∈(0, +∞) η  f είναι παραγωγίσιµη (άρα και συνεχής) στο [0, x]  άρα σύµφωνα µε το 

          Θ.Μ.Τ. του ∆ιαφορικού Λογισµού υπάρχει ξ∈(0, x):  f΄(ξ) =
0-x

f(0)-)x(f
  δηλ. f΄(ξ) =

x

)x(f
  

          
2)x(f

f(x)

]e+1[

(x)f΄e
=...=΄΄(x)f:Rx∈∀ > 0  0 < ξ< x ⇒ f΄(0) < f΄(ξ) < f΄(x) αφού  η f΄είναι γν. αύξουσα 

           συνεπώς η f΄ είναι γν. αύξουσα                    ⇔   
2

1
< 

x

)x(f
< ΄(x)f  

                                                                              ⇔   
2

x
< )x(f < (x)xf΄  

           αλλιώς:      αρκεί  να δείξουµε ότι:       x/2 < f(x)    και   f(x) <  xf΄(x)  
                                                 δηλ. ότι:  2f(x) - x > 0       και   f(x) - xf΄(x) < 0 
           θεωρούµε λοιπόν τις συναρτήσεις:  q(x) = 2f(x) - x  και   s(x) = f(x) - xf΄(x)   
           µελετούµε τη µονοτονία τους στο [0, +∞)  κ.λ.π. 
 
   Β3. από τα Α και Β2 έχουµε: 

          E-)1(f<E<
4

1
  f(x)dx-)]x(xf[<E<]

4

x
[ (x)dxxf΄<dx)x(f<dx

2

x
΄(x)xf<)x(f<

2

x 1

0

1
0

1

0

1

0

1
0

21

0
∫ ⇔∫ ∫ ⇔∫⇒  

                                                                                                            δηλαδή: E<
4

1
 και 2Ε<f(1) 

                                                                                                          συνεπώς:   )1(f
2

1
<E<

4

1
 

 
 
 



θέµατα γενικών εξετάσεων                                    www.sonom.gr                                        13                                         

 
 

 

θέµατα γενικών εξετάσεων 2003  
 

 
 
θέµα 1ο  

 
   Α.  Να αποδείξετε ότι αν µία συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη σε ένα σηµείο xo, τότε είναι και 
 (8µ.)    συνεχής στο σηµείο αυτό. 
 
   Β.  Τι σηµαίνει γεωµετρικά το Θεώρηµα Μέσης Τιµής του ∆ιαφορικού Λογισµού; 
 (7µ.) 

 
   Γ.  Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας τη λέξη 
(10µ.)  Σωστό ή Λάθος δίπλα στο γράµµα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση. 
 
          α. Αν z ένας µιγαδικός αριθµός και z  ο συζυγής του τότε ισχύει:  z-=z=z . 

 
          β. Έστω µία συνάρτηση f συνεχής σε ένα διάστηµα  ∆  και δύο φορές παραγωγίσιµη               
              στο εσωτερικό του  ∆. Αν  f΄(x) > 0  για κάθε εσωτερικό σηµείο  x  του ∆,  
              τότε η  f  είναι κυρτή στο  ∆. 
 
          γ. Για κάθε συνάρτηση  f , παραγωγίσιµη σε ένα διάστηµα ∆ , ισχύει  

                                              ∫ c+)x(f=dx)x(f΄ , c∈R 

          δ. Αν µια συνάρτηση f είναι κυρτή σε ένα διάστηµα ∆, τότε η εφαπτοµένη της  γραφικής 
              παράστασης της f σε κάθε σηµείο του ∆  βρίσκεται «πάνω» από τη γραφική της 
              παράσταση 
 
          ε. Έστω µια συνάρτηση f ορισµένη σε ένα διάστηµα ∆ και xo ένα εσωτερικό σηµείο του ∆. 
              Αν η f είναι παραγωγίσιµη στο xo και f΄(xo) = 0, τότε η f παρουσιάζει υποχρεωτικά 
              τοπικό ακρότατο στο  xo . 
 
απαντήσεις 
 
   Α.  Θεωρία 
 
   Β.  Θεωρία 
 
   Γ.   α Σωστό    β Σωστό    γ Σωστό    δ Λάθος    ε Λάθος 
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θέµα 2ο  

 
         ∆ίνονται οι µιγαδικοί αριθµοί  z = α + βi , όπου  α,β ∈R  και  w =3z – iz + 4 όπου z είναι ο  
         συζυγής του z 
 
   Α.  Να αποδείξετε ότι Re(w) = 3α – β + 4  και  Im(w) =3β – α 
 (6µ.) 

 
   Β.  Να αποδείξετε ότι, αν οι εικόνες του  w  στο µιγαδικό επίπεδο κινούνται στην ευθεία µε  
 (9µ.)  εξίσωση  y = x – 12,  τότε οι εικόνες του  z  κινούνται στην ευθεία µε εξίσωση  y = x – 2 
 
   Γ.  Να βρείτε ποιος από της µιγαδικούς αριθµούς z, οι εικόνες των οποίων κινούνται στην  
(10µ.)  ευθεία µε εξίσωση  y = x – 2 , έχει το ελάχιστο µέτρο 
 
απαντήσεις 
 

   Α. w = 3(α + βi) – i(α – βi) + 4 = 3α + 3βi – iα + βi2 + 4 =3α – β + 4 + (3β – α)i 
 
         συνεπώς:   Re(w) = 3α – β + 4   και   Im(w) =3β – α 
 
 
   Β.   αφού οι εικόνες του  w  στο µιγαδικό επίπεδο κινούνται στην ευθεία µε εξίσωση  y =x –12 
 
         είναι: 3β – α = 3α – β+ 4 – 12  ⇔  4β = 4α – 8  ⇔  β = α – 2 
 
         συνεπώς οι εικόνες του z κινούνται στην ευθεία µε εξίσωση  y=x –2 
 
 
   Γ.   αφού z  είναι η απόσταση της εικόνας του z  από το Ο(0,0), ζητάµε το σηµείο της y = x – 2    

 
         που απέχει λιγότερο από το Ο(0,0) δηλ. το ίχνος της κάθετης από το Ο(0,0) στην y = x –2 
 
         η κάθετη από το Ο(0,0) στην y = x– 2 έχει συντελεστή διεύθυνσης - 1 συνεπώς είναι η y = - x 
                  y = x – 2           x = 1 

                           ⇔               άρα ο ζητούµενος µιγαδικός είναι ο z = 1 – i 
                  y = - x              y = - 1 
 
          αλλιώς: 
 

         είναι:  z = α + (α - 2)i   και   4+4α-α2=2)-α(+α=z 222         

         το  z   είναι ελάχιστο όταν το τριώνυµο 2α2 - 4α + 4  έχει ελάχιστο δηλ. όταν: 1=
22

-4
-=α .    

         άρα ο ζητούµενος µιγαδικός είναι ο z = 1 – i 
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θέµα 3ο  
 

          Έστω η συνάρτηση  f(x) =x5 + x3 + x. 
   Α.  Να µελετήσετε την f ως προς τη µονοτονία και τα κοίλα και να αποδείξετε ότι η f έχει 
 (6µ.)    αντίστροφη συνάρτηση. 
   Β.  Να αποδείξετε ότι  f(ex) ≥ f(1 + x)  για κάθε x∈R. 
 (6µ.) 

   Γ.  Να αποδείξετε ότι η εφαπτοµένη της γραφικής παράστασης της f στο σηµείο (0,0)  
 (5µ.)    είναι ο άξονας συµµετρίας των γραφικών παραστάσεων της  f  και της  f-1. 
   ∆.  Να υπολογίσετε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση  
 (8µ.)    της f-1, τον άξονα των x και την ευθεία µε εξίσωση x = 3. 
 
απαντήσεις 
 
   Α. ∀x∈R: f΄(x) = 5x4 + 3x2 + 1 > 0 , άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στο R,  
        συνεπώς είναι και  «1-1»  και εποµένως έχει αντίστροφη συνάρτηση 
         ∀x∈R: f΄΄(x) =20x3+6x =x(20x2+6).        f΄΄(x) =0 ⇔ x=0  ενώ  f΄΄(x) > 0 ⇔ x > 0, 
        συνεπώς  η f στρέφει τα κοίλα κάτω στο (-∞,0] και πάνω στο [0,+∞). 
   Β.  ∀x∈R: f(ex) ≥ f(1+x)  ⇔  ex ≥ 1+x   (αφού η f είναι γνησίως αύξουσα) ⇔  ex –x –1 ≥ 0                
        Έστω g(x) =ex –x –1, x∈R      ∀x∈R: g΄(x) =ex –1 
 

 
 
  
    άρα  ∀x∈R:  ex –x –1 ≥ 0   
 

   Γ.  η εφαπτοµένη της cf στο (0,0) είναι η  (εφ):  y – 0 =f΄(0)(x –0)  δηλ. η (εφ):  y =x  
         που ως γνωστό είναι ο άξονας συµµετρίας των γραφικών παραστάσεων της  f  και της  f-1 
   ∆. f-1(x)=0 ⇔ x=f(0)=0, ζητάµε λοιπόν το εµβαδόν µεταξύ των: 1-f

c , x΄x, x=0 και x=3   

                                         συνεπώς (λόγω της συµµετρίας ως προς την y=x)  
                                         ζητάµε τελικά το εµβαδόν µεταξύ των:  cf ,  y΄y, y=0 και y=3 
                                         f(x) = 3 ⇔  x=1     (ρίζα προφανής και µοναδική αφού η f «1-1»)       
                                         f(x) < 3 ⇔  f(x) < f(1)  ⇔  x < 1 

                                         συνεπώς:  Ε = ∫ ∫
1

0

1

0

35 dx 3)+x-x--x(=dx f(x)-3  

                                                                                     = .µ.τ
12

25
=]x3+

2

x
-

4

x
-

6

x
-[ 1

0

246

 

        αλλιώς: f-1(x)=0 ⇔ x=f(0)=0,  ζητάµε λοιπόν το εµβαδόν µεταξύ των: 1-f
c , x΄x, x=0 και x=3  

                                              άρα:  Ε =∫
3

0

1- dx )x(f  

                                                          =∫ ∫
1

0

1

0

35 du )u+u3+u5(=du ΄(u) fu  

                                                                              = .µ.τ
12

25
=]

2

u
+

4

u3
+

6

u5
[ 1

0

246

 

 

 

    x -∞                     0                     +∞ 

g΄(x)              -            0            + 

  
 g(x) 

                        min 
                      g(0)=0 

Θέτω  u=f-1(x) 
οπότε x=f(u) 
        dx=f ’(u)du 
για x=0: f(u)=0 ⇔ u=0 
για x=3: f(u)=3 ⇔ u=1  

y 

x O 

x=3 

y=3 
y=x 

cf
-1 

cf 
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θέµα 4ο  

 
          Έστω µια συνάρτηση f συνεχής σε ένα διάστηµα [α, β] που έχει συνεχή δεύτερη παράγωγο  
          στο (α, β). Αν ισχύει  f(α) = f(β) =0  και υπάρχουν αριθµοί  γ∈(α, β), δ∈(α, β) , έτσι ώστε 
          f(γ)f(δ) < 0,  να αποδείξετε ότι: 
   Α.  Υπάρχει µία τουλάχιστον ρίζα της εξίσωσης f(x) = 0  στο διάστηµα (α, β). 
  (8µ.) 

   Β.  Υπάρχουν σηµεία ξ1, ξ2∈(α, β)  τέτοια ώστε   f ΄΄(ξ1) < 0  και  f ΄΄(ξ2) > 0. 
  (9µ.) 
   Γ.  Υπάρχει ένα τουλάχιστον σηµείο καµπής της γραφικής παράστασης της f. 
  (8µ.) 
 
απαντήσεις 
 
        η περίπτωση γ = δ αποκλείεται αφού f(γ)f(δ) < 0,  έστω γ < δ  (οµοίως αν γ > δ) 
 
   Α.  η f είναι συνεχής στο [γ, δ] ⊂ (α, β)  και  f(γ)f(δ) < 0  άρα σύµφωνα µε το θ. Bolzano 
          η f (x) = 0 έχει στο (γ, δ) συνεπώς και στο (α, β) µία τουλάχιστον ρίζα 
 
   Β.  έστω f(γ) > 0 και f(δ) < 0 (οµοίως αν  f(γ) < 0 και f(δ) > 0) 
          η f είναι συνεχής στα [α, γ], [γ, δ], [δ, β] και παραγωγίσιµη στα (α, γ), (γ, δ), (δ, β) 
          συνεπώς σύµφωνα µε το Θ.Μ.Τ. του  ∆ιαφορικού  Λογισµού 
          υπάρχουν   κ∈(α, γ),  λ∈(γ, δ),  µ∈(δ, β)   τέτοιοι ώστε: 

         
( )

α-γ

αf-)γ(f
=)κ(́ f > 0, 

( ) ( )
γ-δ

γf-δf
=΄(λ) f  < 0   και 

( ) ( )
δ-β

δf-βf
=΄(µ) f > 0 

          η f΄ είναι συνεχής στα [κ, λ], [λ, µ] και παραγωγίσιµη στα (κ, λ), (λ, µ) 
          συνεπώς σύµφωνα µε το Θ.Μ.Τ. του  ∆ιαφορικού  Λογισµού 
          υπάρχουν  ξ1 ∈(κ, λ) και ξ2 ∈(λ, µ)  τέτοιοι ώστε: 

         ( ) ( ) ( )

κ-λ

κ ́f-λ ́f
=ξ΄΄ f 1 < 0    και  ( ) ( ) ( )

λ-µ

λ ́f-µ ́f
=ξ΄΄ f 2 > 0 

   Γ.   µε βάση τα δεδοµένα το ζητούµενο δεν αποδεικνύεται, συνεπώς το θέµα είναι ΛΑΘΟΣ  
          και αυτό συνέβη γιατί ο θεµατοδότης θεώρησε βεβαία την αλλαγή προσήµου σε κάποιο από 
          τα σηµεία µηδενισµού µιας συνάρτησης ! (στην περίπτωσή µας της f΄΄) κάτι που όµως δεν ισχύει  

όπως ο οποιοσδήποτε µπορεί να δει: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
         η απάντηση του τότε Υπουργού Εθνικής Παιδείας & Θρησκευµάτων  
         και της διοπτροφόρου Ελληνικής Μαθηµατικής Εταιρείας εξακολουθεί να αναµένεται! 
 
 
 

προσοχή Ε∆Ω! 
σε κανένα από τα σηµεία µηδενισµού της f 

δεν έχουµε αλλαγή του προσήµου της 

  cf 

cf 
    cf 

  cf 

  x 

 y 
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θέµατα γενικών εξετάσεων 2004  
 

 
 
θέµα 1ο  

 
   Α.  Έστω µια συνάρτηση f ορισµένη σ’ ένα διάστηµα ∆ και xo ένα εσωτερικό σηµείο του ∆.  
 (10µ.)    Αν η f παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο xo και είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο αυτό,  
           να αποδείξετε ότι  f΄(xo) = 0 
 
   Β.  Πότε µια συνάρτηση f λέµε ότι είναι παραγωγίσιµη σε ένα σηµείο xo του πεδίου ορισµού της;  
  (5µ.) 
 
   Γ.  Να χαρακτηρίσετε της προτάσεις που ακολουθούν γράφοντας στο τετράδιό της τη λέξη 
 (10µ.)   Σωστό ή Λάθος δίπλα στο γράµµα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση. 
 
           α. η διανυσµατική ακτίνα του αθροίσµατος δύο µιγαδικών αριθµών είναι το άθροισµα 
                των διανυσµατικών ακτίνων της. 
 
           β.  = )x(flim

ox  x→
l, αν και µόνο αν  = )x(flim = )x(flim

=
o

-
o x  xx  x →→

l 

 
           γ. αν οι συναρτήσεις f, g είναι παραγωγίσιµες στο xo, τότε η συνάρτηση  f.g  είναι   
                παραγωγίσιµη στο xo και ισχύει: (f.g)΄xo) = f΄(xo)g΄(xo) 
 
           δ. έστω µια συνάρτηση f, η οποία είναι συνεχής σε ένα διάστηµα ∆. Αν  f΄(x) > 0 σε κάθε 
                εσωτερικό σηµείο του ∆, τότε η f είναι γνησίως φθίνουσα σε όλο το ∆. 
 
           ε. έστω f µια συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστηµα [α, β]. Αν G είναι µια παράγουσα της f 

                στο [α, β], τότε: ∫
β

α

 = dt)t(f G(β) – G(α) 

 
απαντήσεις 
 
   Α.  Θεωρία 
 
   Β.  Θεωρία 
 
   Γ.   α Σωστό    β Σωστό    γ  Λάθος    δ  Λάθος    ε  Σωστό 
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θέµα 2ο  

 
          ∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο f(x) = x2 lnx. 
   Α.  να βρείτε το πεδίο ορισµού της συνάρτησης f, να µελετήσετε τη µονοτονία της και να 
 (10µ.)   βρείτε τα ακρότατά της. 
 

   Β.  να µελετήσετε την f ως της την κυρτότητα και να βρείτε τα σηµεία καµπής της. 
  (8µ.) 
   Γ.  να βρείτε το σύνολο τιµών της f. 
  (7µ.) 
 
απαντήσεις 
 
   A.  Af = (0,+∞) 

         ∀ x∈(0,+∞): f΄(x) = 2xlnx + x2

x

1
 = x(2lnx + 1) 

         f΄(x) = 0  ⇔ 2lnx + 1 = 0  ⇔  lnx = - ½ ⇔ x = e-1/2 = 1/ e  

         f΄(x) > 0  ⇔ 2lnx + 1 > 0  ⇔  lnx > - ½ ⇔ x > e-1/2  
 

    x          0                  1/ e                  +∞ 

f΄(x)        -          0           + 

 
f(x) 

         
                             min 

                         f(1/ e ) 

                         = - 1/2e 
 

   Β.  ∀ x∈(0, +∞):  f΄΄(x) = 2lnx + 2x
x

1
+ 1 = 2lnx + 3 

         f΄΄(x) = 0  ⇔  2lnx + 3 = 0 ⇔  lnx = - 3/2 ⇔  x = e-3/2 = ee1  

         f΄΄(x) > 0  ⇔  2lnx + 3 > 0 ⇔  lnx > - 3/2 ⇔  x > e-3/2    
        

    x          0                 1/e e                 +∞ 

f΄΄(x)                     -           0           + 

          
  f(x) 

                   ∩∩∩∩        σ.κ.       ∪∪∪∪                                                         

                    (1/e e ,f(1/e e ))                                   

                    = (1/e e , -3/2e3) 

 
   Γ.   f(Af) = f( (0, e-1/2] ) U f( [e-1/2, +∞) ) 

                  = [ f(e-1/2), )(xflim
  x 0→

) U [f(e-1/2), )(xflim
+  x ∞→

)         (λόγω της συνέχειας και της µονοτονίας της f) 

                  = [- 1/2e, )(xflim
  x 0→

) U [- 1/2e, +∞)(αφού: +∞=)+∞)(+∞(=xlnlimxlim=xlnxlim
∞+  → x

2

∞+  → x

2

∞+  → x
) 

                  = [- 1/2e, +∞)        
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θέµα 3ο  

 
          ∆ίνεται η συνάρτηση g(x) = ex f(x), όπου f συνάρτηση παραγωγίσιµη στο R  
          και f(0) = f(3/2) = 0 
 
   A.  Nα αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστο ξ∈(0, 3/2) τέτοιο ώστε f΄(ξ) = - f(ξ). 
 
  (8µ.) 

   Β.  Εάν f(x) = 2x2 - 3x, να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα Ι(α) =∫
0

α

dx)x(g , α∈R 

  (8µ.) 
   Γ.  Να βρείτε το όριο )α(Ilim

 -  α ∞→
 

  (9µ.) 

 
απαντήσεις 
 
   Α.  αφού η g είναι παραγωγίσιµη στο [0, 3/2]  µε  g΄(x) = exf(x) + exf΄(x) = ex(f(x) + f΄(x)) 
          και g(0) = g(3/2) = 0 
          σύµφωνα µε το Θ. Rolle υπάρχει ξ∈(0, 3/2): g΄(ξ) = 0 δηλ. f(ξ) + f΄(ξ) = 0  (αφού eξ ≠ 0) 
          δηλ. υπάρχει ένας τουλάχιστον ξ∈(0, 3/2) τέτοιος ώστε:  f΄(ξ) = - f(ξ)       
 

   Β.  Ι(α) = ∫
0

α

2x 3x)dx-x2(e = ∫
0

α

2x 3x)dx-x2(́)e( = ∫
0

α

x0
α

2x 3)dx-x4(e -3x)]-x2(e[  

                                                                            = ∫
0

α

x0
α

2x 3)dx-x4(́)(e -3x)]-x2(e[  

                                                                            = ∫
0

α

x0
α

x0
α

2x ) dx4e - 3)]-x4([e ( - 3x)]-x2(e[  

                                                                            = 0
α

x0
α

x0
α

2x ][4e + 3)]-x4([e - 3x)]-x2(e[  

 
                                                                         … = ( - 2α2 + 7α - 7 )eα + 7 
 

   Γ.  αφού:   
)́(e

7)΄-7α+-2α(
lim = 

e

7-α7+2α-
lim = 7)e-7α+-2α(lim α-

2

 -  α

+

-

α-

2

 -  α

α2

 -  α ∞→

∞

∞

∞→∞→
 

                                                                                  α-
 -  α αe-

7+4α-
lim =

∞→
      

                                                                                   = α

 -  α -  α
elim

α-

7+-4α
lim

∞→∞→
 

                                                                                   = 0  
α-

4α-
lim .

 -  α ∞→
= 4. 0 = 0 

         είναι: 7=7+0=7lim+7)e-α7+-2α(lim=)α(Ιlim
 -  α

α2

 -  α -  α ∞→∞→∞→
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θέµα 4ο  

 
          Έστω η συνεχής συνάρτηση f : R → R  τέτοια ώστε f(1) = 1.  

          Αν για κάθε x∈R, ισχύει g(x)= 1)-x(
z

1
+z3-dt)t(fz

3x

1
∫  ≥ 0, όπου z = α + βi∈C  µε α, β∈R* 

   Α.  Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g είναι παραγωγίσιµη στο R και να βρείτε την g΄. 
  (5µ.) 

   Β.  Να αποδείξετε ότι  
z

1
+z=z  

  (8µ.) 

   Γ.  Με δεδοµένη τη σχέση του ερωτήµατος Β να αποδείξετε ότι  Re( z2 ) = - 1/2 
  (6µ.) 
 
   ∆.  Αν επιπλέον f(2) = α > 0,  f(3) = β  και  α > β,  να αποδείξετε ότι 
  (6µ.)     υπάρχει  xo∈(2, 3)  τέτοιο ώστε  f(xo ) = 0. 
 
απαντήσεις 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

          g΄(x) =
z

1
+z3-)x(fzx3 32  

 
   Β.  αφού η g είναι παραγωγίσιµη στο 1 και g(x) ≥ 0 = g(1) ∀x∈R, δηλ. η g έχει ελάχιστο στο 1 

          σύµφωνα µε το Θ. Fermat είναι:  g΄(1)=0  δηλ. 
z

1
+z3-z3 =0  δηλ. 

z

1
+z=z  

 

   Γ.  
z

1
+z=z    ⇔  

2
2

z

1
+z=z  ⇔  )

z

1
+z)(

z

1
+(z=zz  ⇔  … 0 = 1+z+z 22  

                                                                                      ⇔  (α - βi)2 + (α+βi)2 + 1 = 0 
                                                                           …    ⇔                 α2 - β2 = - 1/2 

          αλλά  z2 = (α + βi)2 = α2 – β2 + 2αβi , συνεπώς:  Re(z2) = - 1/2 
 
 
   ∆.  α2 - β2 = - 1/2  ⇔  (α + β)(α - β) < 0 ⇔  α + β < 0         ( αφού α - β > 0 ) 
                                                               ⇔  β < - α < 0      ( αφού α > 0 ) 
          επειδή η f είναι συνεχής στο [2, 3]  και f(2)f(3) = αβ < 0 
          σύµφωνα µε το Θ. Bolzano υπάρχει xo∈(2, 3)  τέτοιος ώστε:  f(xo ) = 0 
 
 

   Α. αφού η f συνεχής στο R, η συνάρτηση ∫
x

1
dt)t(fz είναι παραγωγίσιµη στο R κι επειδή  

         η συνάρτηση  x3 είναι παραγωγίσιµη στο R ως πολυωνυµική, η συνάρτηση ∫

3
x

1
dt)t(fz είναι 

         παραγωγίσιµη στο R ως σύνθεση  παραγωγίσιµων στο R συναρτήσεων κι αφού η συνάρτηση 

         1)-x(
z

1
+z  είναι παραγωγίσιµη στο R ως πολυωνυµική 

         η g είναι παραγωγίσιµη στο R ως διαφορά παραγωγίσιµων στο R συναρτήσεων µε: 
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θέµατα γενικών εξετάσεων 2005 
  

 
 
θέµα 1ο  

 
   Α.1 Έστω µια συνάρτηση f η οποία είναι ορισµένη σε ένα κλειστό διάστηµα [α, β]. Αν  
     (9µ.)  • η f είναι συνεχής στο [α, β] και  
           • f(α) ≠ f(β) 
           δείξτε ότι για κάθε αριθµό η µεταξύ των f(α) και f(β) υπάρχει ένας τουλάχιστον xο∈(α, β) 
           τέτοιος ώστε f(xο) = η. 
 

   Α.2 Πότε η ευθεία  y = λx + β λέγεται ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης µιας συνάρτησης f  
     (4µ.)  στο +∞ ; 
 

     Β. Να χαρακτηρίσετε της προτάσεις που ακολουθούν γράφοντας στο τετράδιό σας τη λέξη 
    (12µ.) Σωστό ή Λάθος δίπλα στο γράµµα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση. 
 

           α. Αν η f είναι συνεχής στο [α, β] µε f(α) < 0 και υπάρχει ξ∈ (α, β) ώστε f(ξ) = 0,  
                τότε κατ’ ανάγκη f(β) > 0. 
           β. Αν υπάρχει το )xg+xf(lim )()(

ox → x
, τότε κατ’ ανάγκη υπάρχουν τα )x(flim

ox → x
 και )x(glim

ox  x→
. 

           γ. Αν η f έχει αντίστροφη συνάρτηση f-1 και η γραφική παράσταση της f έχει κοινό σηµείο  
                Α µε την ευθεία y = x, τότε το σηµείο Α ανήκει και στη γραφική παράσταση της f-1. 

           δ. Αν 0=)x(flim
ox → x

 και f(x) > 0 κοντά στο xο, τότε +∞=
)x(f

1
lim

ox → x
. 

           ε. Αν η f είναι µια συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστηµα ∆ και α είναι ένα σηµείο του ∆ ,  

               τότε ισχύει (∫
x

α

dt)t(f )΄= f(x) - f(α) για κάθε x∈∆. 

         στ. Αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα διάστηµα ∆ και δε µηδενίζεται σ’ αυτό,  
               τότε αυτή ή είναι θετική για κάθε x∈∆ ή είναι αρνητική για κάθε x∈∆,  
               δηλαδή διατηρεί πρόσηµο στο διάστηµα ∆. 
 
απαντήσεις 
 
   Α.1  Θεωρία 
 
   Α.2  Θεωρία 
 
     Β.  α Λάθος    β Λάθος    γ Σωστό    δ Σωστό    ε Λάθος    στ Σωστό 
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θέµα 2ο  

 

         ∆ίνονται οι µιγαδικοί αριθµοί z1, z2, z3 µε 3=z=z=z 321 . 

   Α. ∆είξτε ότι:  
1

1 z

9
=z . 

  (7µ.)    

   Β. ∆είξτε ότι ο αριθµός 
1

2

2

1

z

z
+

z

z
 είναι πραγµατικός. 

  (9µ.) 

   Γ. ∆είξτε ότι: 133221321 zz+zz+zz
3
1

=z+z+z . 

  (9µ.) 
 
απαντήσεις 
 

     A.  
1

111

2

11 z

9
=z  9=zz  9=z  3=z ⇔⇔⇔   

 

     Β.  
2

1

1

2

1

2

2

1

1

2

2

1

1

2

2

1

z

z
+

z

z
=

z

9
z

9

+

z

9
z

9

=
z

z
+

z

z
=

z

z
+

z

z
 άρα ο αριθµός 

1

2

2

1

z

z
+

z

z
 είναι πραγµατικός.     

 
                                 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

    
  Γ.   

321

133221

321

211332

321

211332

321
321

zzz

zz+zz+zz
9=                  

zzz

zz+zz+zz
9=                  

zzz

zz+zz+zz
9=                  

z

9
+

z

9
+

z

9
=z+z+z

133221

321

133221

zz+zz+zz
3

1
=

zzz

zz+zz+zz
9=
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θέµα 3ο  

 
         ∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο f(x) = eλx , λ > 0. 
   A.  ∆είξτε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα. 
  (3µ.) 

   Β.  ∆είξτε ότι η εξίσωση της εφαπτοµένης της γραφικής παράστασης της f, η οποία διέρχεται 
  (7µ.)  από την αρχή των αξόνων, είναι η  y = λex. Βρείτε τις συντεταγµένες του σηµείου επαφής Μ. 
 
   Γ.  ∆είξτε ότι το εµβαδόν Ε(λ) του χωρίου, το οποίο περικλείεται µεταξύ της γραφικής  

  (8µ.)   παράστασης της f, της εφαπτοµένης της στο σηµείο Μ και του άξονα y΄y, είναι Ε(λ) =
2λ

2-e
 

   ∆.  Υπολογίστε το  
ηµλ+2

)λ(Ελ
lim

2

∞+ → λ
. 

  (7µ.) 

 
απαντήσεις 
 
   Α. Af = R , ∀x∈R: f΄(x) = λeλx > 0 άρα η f είναι γνησίως αύξουσα.       
 
   Β. αν Μ(xo, oxλe ) είναι το σηµείο επαφής τότε 
         (εφΜ):  y - oxλe = λ oxλe (x - xo) και αφού αυτή διέρχεται από το Ο(0, 0) θα είναι 

                      - oxλe = - xo λ oxλe  ⇔  xo =
λ

1
 , συνεπώς: 

         (εφΜ):     y – e = λe(x - 
λ

1
)  δηλ.  y = λex  ενώ το σηµείο επαφής είναι το Μ(

λ

1
, e). 

 
   Γ. ∀x∈R: f΄΄(x) = λ2eλx > 0  άρα η f στρέφει τα κοίλα πάνω σε όλο το R 
        συνεπώς η cf είναι πάνω από την εφαπτοµένη της σε οποιοδήποτε σηµείο της, άρα: 

         Ε(λ)= λ

1

0

2xλλ

1

0

xλ ][
2

λex
-

λ

e
=dx)λex-e(∫ =…= 

2λ

2-e
. 

   ∆. -1 ≤ ηµλ ≤ 1 συνεπώς:   - 
λ

1
 ≤ 

λ

ηµλ
 ≤ 

λ

1
 

                          κι επειδή: 0=
λ

1
lim=)

λ

1
-(lim

+  λ∞+ → λ ∞→
 

        σύµφωνα µε το κριτήριο της παρεµβολής είναι και 0=
λ

ηµλ
lim

∞+ → λ
 

 

        
ηµλ+2

)λ(Ελ
lim

2

∞+ → λ
=

ηµλ)+2(2

2)-e(λ
lim

∞+ → λ
= ∞

∞→∞→
+=

λ

ηµλ
+

λ

2
1

lim
2

2-e
=

)
λ

ηµλ
+

λ

2
2(

2-e
lim

+  λ+  λ
 

         γιατί 
2

2-e
> 0, 

λ

ηµλ+2
> 0 (αφού ηµλ ≥ -1 ⇔ 2+ηµλ≥1)   

         και 0=0+0=
λ

ηµλ
lim+

λ

2
lim=)

λ

ηµλ
+

λ

2
(lim

+  λ+  λ+  λ ∞→∞→∞→
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θέµα 4ο  

 
       Έστω µια συνάρτηση f παραγωγίσιµη στο R τέτοια, ώστε να ισχύει η σχέση 2f΄(x) = ex-f(x) 
        για κάθε x∈R  και  f(0) = 0.  

   Α. Να δεχθεί ότι: f(x) = ln(
2

e+1 x

).  

  (6µ.)              

   Β. Να βρεθεί το 
ηµx

t)dt-x(f

lim

x

0

0  x

∫
→

. 

  (6µ.)                                                                                    

   Γ. ∆ίνονται οι συναρτήσεις: h(x) =∫
x

x-

2005 dt)t(ft  και g(x) =
2007

x2007

. 

  (7µ.) ∆είξτε ότι h(x) = g(x) για κάθε x∈R. 

   ∆. ∆είξτε ότι η εξίσωση ∫
x

x-

2005 dt)t(ft =
2008

1
 έχει ακριβώς µία λύση στο (0, 1). 

  (6µ.)      
 

απαντήσεις 
 
   Α. ∀x∈R :  2f΄(x) = ex-f(x)  ⇔  2f΄(x)ef(x) = ex  ⇔  (2ef(x))΄= (ex)΄  ⇔  2ef(x) = ex + c  (c∈R) 
                                                                                                            2ef(0) = e0 + c ⇒ c = 1 

        συνεπώς: 2ef(x) = ex + 1  δηλαδή  ef(x) = 
2

e+1 x

 άρα: f(x) = ln(
2

e+1 x

). 

   Β.                                            ∫
x

0

t)dt-x(f  =∫
0

x

u)du(f-  =∫
x

0

u)du(f  κι επειδή η συνάρτηση µε τύπο 

                                                                     ∫
x

0

u)du(f  είναι συνεχής ως παραγωγίσιµη θα είναι: ∫∫
0

0

x

0
0 → x

u)du(f=u)du(flim = 0 

        άρα: 
ηµx

t)dt-x(f

lim

x

0

0  x

∫
→

 = 
ηµx

u)du(f

lim

x

0

0  x

∫
→

   =   
΄xηµ

΄u)du(f

lim
)(

)(
x

0

0  x

∫
→

 = 
xσυν

)x(f
lim

0 → x
 = 

0συν

)0(f
 = 

1

0
 = 0. 

   Γ.  ∀x∈R:  h(x) = ∫∫
x

0

2005
-x

0

2005 dt)t(ft+dt)t(ft-  

                   h΄(x) = - (- x)2005f(- x)(- x)΄+ x2005 f(x) = x2005 (f(x) - f(- x)) = … = x2006 
                   g΄(x) = x2006  
                   h΄(x) = g΄(x) ⇔ h(x) = g(x) + c  (c∈R) 
                                             h(0) = g(0) + c ⇔ 0 = 0 + c ⇔ c = 0   άρα  ∀x∈R:  h(x) = g(x)   

   ∆. ∫
x

x-

2005 dt)t(ft =
2008

1
  ⇔  

2007

x2007

=
2008

1
  ⇔  x2007=

2008

2007
  ⇔  x = 2007

2008

2007
∈(0, 1)  

                                                                                                              αφού: 0 < 
2008

2007
< 1 

 

 
 
 

)
0

0
(

                           για t=x  0 
    θέτω:   u=x-t=                       
   οπότε:   t=x-u   για t=0  x 
              dt= -du 
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θέµατα γενικών εξετάσεων 2006 
  

 
 
θέµα 1ο  

 
   Α.1 Έστω µια συνάρτηση f η οποία είναι συνεχής σε ένα διάστηµα ∆. Να αποδείξετε ότι:  
   (10µ.)  • αν f΄(x) > 0 σε κάθε εσωτερικό σηµείο x του ∆, τότε η f είναι γν. αύξουσα σε όλο το ∆.  
           • αν f΄(x) < 0 σε κάθε εσωτερικό σηµείο x του ∆, τότε η f είναι γν. φθίνουσα σε όλο το ∆. 
 
   Α.2 Έστω µια συνάρτηση f συνεχής σε ένα διάστηµα ∆ και παραγωγίσιµη στο εσωτερικό του ∆.  
     (5µ.)  Πότε λέµε ότι η f στρέφει τα κοίλα προς τα άνω ή είναι κυρτή στο ∆; 
 
     Β. Να χαρακτηρίσετε της προτάσεις που ακολουθούν γράφοντας στο τετράδιό σας τη λέξη 
    (10µ.) Σωστό ή Λάθος δίπλα στο γράµµα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση. 
 
           α. Για κάθε µιγαδικό αριθµό z ισχύει: |z|2 = z2. 
 

           β. Αν υπάρχει το )(xflim
ox  x→

> 0, τότε f(x) > 0 κοντά στο xo. 

           γ. Η εικόνα f(∆) ενός διαστήµατος ∆ µέσω µιας συνεχούς και µη σταθερής συνάρτησης f 
                είναι διάστηµα. 
           δ. Ισχύει ο τύπος: (3x)΄= x3x-1 ,  για κάθε  x∈R 

           ε. Ισχύει η σχέση: ∫ ∫
β

α

β

α

β
α f(x)g(x)dx-)]x(g)x(f[=dx)x(g΄)x(f , όπου f΄, g΄ είναι συνεχείς 

                συναρτήσεις στο [α, β]. 
 
απαντήσεις 
 
   Α.1  Θεωρία 
 
   Α.2  Θεωρία 
 
     Β.   α Λάθος    β Σωστό     γ  Σωστό    δ  Λάθος    ε  Σωστό 
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θέµα 2ο  

 
          Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x) = 2 + (x - 2)2 µε x ≥ 2. 
 

     Α.  Να αποδείξετε ότι η f είναι 1-1.   
     (6µ.)  
     Β.  Να αποδείξετε ότι υπάρχει η αντίστροφη συνάρτηση f –1 της f και να βρείτε τον τύπο της. 
     (8µ.) 

     Γ. i.  Nα βρείτε τα κοινά σηµεία των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων f και f –1 µε 
       (4µ.) την ευθεία y = x. 
         ii.  Nα υπολογίσετε το εµβαδό του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις 
       (7µ.)  των συναρτήσεων f και f –1. 
 
απαντήσεις 
 
     Α.  ∀ x∈[2, +∞): f΄(x) = 2(x - 2) > 0, ∀x∈[2, +∞) συνεπώς η f είναι γν. αύξουσα άρα και 1-1. 
 
     Β.  αφού η f είναι 1-1 ορίζεται η f –1 .     
 
           ∀ x∈[2, +∞):  y = f(x) ⇔ y – 2 = (x - 2)2     (συνεπώς αφού (x - 2)2 ≥ 0 είναι και y ≥ 2)  

                                             ⇔ x - 2 = 2-y  

                                             ⇔ x = 2 + 2-y       άρα f –1(x) = 2 + 2-x  , x∈[2, +∝)  

 
     Γ. i. λόγω της συµµετρίας των cf, 1-f

c ως προς την y = x έχουν τα ίδια κοινά σηµεία µε αυτή 

                y = f(x)         x = 2 + (x - 2)2      x = 2        x = 3       
                            ⇔                     ⇔ …            ή                   άρα:  οι cf, 1-f

c  έχουν µε την y = x 

                y = x             y = x                    y= 2         y = 3       κοινά σηµεία τα  Α(2, 2) και Β(3, 3) 
 
        ii. λόγω της συµµετρίας των cf, 1-f

c ως προς την y = x το ζητούµενο εµβαδόν  

            είναι το διπλάσιο του εµβαδού του χωρίου που ορίζεται από τη cf  και την  y = x  
            κι επειδή οι συναρτήσεις f και y = x είναι συνεχείς (ως πολυωνυµικές)  

            είναι: Ε = 2∫
3

2

dx|x-)x(f|   

 

            κι αφού: f(x) – x = 2 + (x - 2)2 – x = (x - 2)2 - (x- 2) = (x - 2)(x - 3) ≤ 0  ∀x∈[2, 3] 
 

            είναι: Ε = 2∫
3

2

2]dx2)-(x-2-[x  = 2 dx)6-x5+-x(∫
3

2

2  

                                                          = 2 3
2

23

6x]-
2

x
5+

3

x
-[  

                                                      …  = 
3

1
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θέµα 3ο  

 
           ∆ίνονται οι µιγαδικοί αριθµοί z1, z2, z3 µε |z1| = |z2| = |z3| = 1 και z1 + z2 + z3 = 0. 
    
     Α.  Να αποδείξετε ότι: 
       i. |z1 - z2| = |z3 - z1| = |z2 - z3|. 
      (9µ.)  
      ii. |z1 - z2|

2 ≤ 4  και  Re(
21zz ) ≥ - 1. 

      (8µ.)  
     Β. Να βρείτε το γεωµετρικό τόπο των εικόνων των z1, z2, z3 στο µιγαδικό επίπεδο, καθώς 
      (8µ.) και το είδος του τριγώνου που αυτές σχηµατίζουν.     
 
απαντήσεις 
 

     Α. i.  |z-z| = |z-z| 1321   ⇔   |z+z+z| = |z-z-z-| 323232      αφού z1 + z2 + z3 = 0   

                                             ⇔   |z+2z| = |z+z2| 2332    

                                             ⇔   2
23

2
32 |z+2z| = |z+z2|                  

                                             ⇔   )z+z2)(z+(2z = )z+z2)(z+z2( 23233232  

                                             ⇔   )z+z2)(z+(2z = )z+z2)(z+z2( 23233232  

                                         …  ⇔   3322 zz = zz  

                                             ⇔   2
3

2
2 |z| = |z|  

                                             ⇔   |z| = |z| 32     που ισχύει, συνεπώς: |z-z| = |z-z| 1321  

                                                                                             οµοίως: |z-z| = |z-z| 3213  

 
         ii.  |z1 - z2| = |z1 + (- z2)| ≤ |z1| + |- z2| = |z1| + |z2| = 2   άρα:  |z1 - z2|

2 ≤ 4   
 

                            |z1 - z2|
2  ≤ 4 

                    ⇔    )z-z)(z-z( 2121  ≤ 4 

                    ⇔    )z-z)(z-z( 2121  ≤ 4 

                    ⇔    2z122111 zz+zz-zz-zz  ≤ 4 

                    ⇔     )zz+z(z -|z|+|z| 1221
2

2
2

1  ≤ 4 

                    ⇔     )zz+z(z-1+1 2121  ≤ 4 

⇔    - 2Re(
21zz ) ≤ 2 

⇔    Re(
21zz ) ≥ - 1 

 
     Β. αφού|z1| = |z2| = |z3| = 1, ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων των z1, z2, z3 στο µιγαδικό  
          επίπεδο είναι ο κύκλος µε κέντρο Ο(0, 0) και ακτίνα 1 
          αφού |z1 - z2| = |z3 - z1| = |z2 - z3|, οι εικόνες των z1, z2, z3 ισαπέχουν ανά δύο  
          συνεπώς είναι κορυφές ισοπλεύρου τριγώνου εγγεγραµµένου στον προαναφερθέντα κύκλο. 
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θέµα 4ο  

 

          ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) =
1-x

1+x
- lnx. 

    Α.  Να βρείτε το πεδίο ορισµού και το σύνολο τιµών της συνάρτησης f. 
    (8µ.)  
   Β.  Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x) = 0 έχει ακριβώς 2 ρίζες στο πεδίο ορισµού της. 
    (5µ.)  
    Γ.  Αν η εφαπτοµένη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης g(x) = lnx στο σηµείο Α(α, lnα) 
    (9µ.) µε α > 0 και η εφαπτοµένη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης h(x) = ex στο σηµείο 
         Β(β, eβ) µε β∈R ταυτίζονται, να δείξετε ότι ο αριθµός α είναι ρίζα της εξίσωσης f(x) = 0. 
 

    ∆. Να αιτιολογήσετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων g και h έχουν ακριβώς δύο 
    (3µ.) κοινές εφαπτόµενες. 
 
απαντήσεις 
 
      Α. πρέπει:  x - 1 ≠ 0  και  x > 0   άρα: Αf = (0, 1) ∪ (1, +∞) 

           η f είναι παραγωγίσιµη (άρα και συνεχής) µε f΄(x) = 
x

1
-

1)-(x

2
-=

x

1
-

)1-x(

1)+(x-1-x
22  < 0 

           συνεπώς η f είναι γνησίως φθίνουσα σε κάθε ένα από τα (0, 1) και (1, +∞) κι αφού: 

           
0 →x

limf(x) = - 1 - (- ∞) = + ∞, 
-1 x

lim
→

f(x) = - ∞ - 0 = - ∞,  

          
+1 x

lim
→

f(x) = + ∞ - 0 = + ∞, 
∞+ x

lim
→

f(x) = 1 - (+ ∞) = -  ∞,   

           είναι:  f((0, 1)) = R και f((1, +∞)) = R  άρα: f(Af) = R 
 
     Β.   αφού 0∈f((0, 1)) και f γν. φθίνουσα στο (0, 1), η f έχει ακριβώς µία ρίζα στο (0, 1) 
           αφού 0∈f((1, +∞)) και f γν. φθίνουσα στο (1, +∞), η f έχει ακριβώς µία ρίζα στο (1, +∞)  
           άρα η f έχει ακριβώς δύο ρίζες 
 

     Γ.  (εφΑ):  y - g(α) = g΄(α)(x - α)  ⇔  y – lna =
α

1
(x - α)  ⇔  y =

α

1
x – 1 + lnα 

          (εφΒ):  y - h(β) = h΄(β)(x - β)  ⇔  y - eβ = eβ(x - β)  ⇔  y = eβx - βeβ + eβ 
           οι εφαπτόµενες αυτές ταυτίζονται αν και µόνο αν: 

             
α

1
= eβ                          β = - lnα 

                                         ⇔ 

             - 1 + lnα = - βeβ + eβ       - 1 + lnα = lnαe-lnα + e-lnα  ⇔ -1 + lnα =
α

1
(1 + lnα) ⇔ - α + αlnα = lnα + 1 

                                                                                                                    ⇔ (α - 1)lnα = α + 1 

                                                                                                                    ⇔ 0=lnα-
1-α

1+α
 

                                                                                                                    ⇔ f(α) = 0 
          άρα οι εφαπτόµενες ταυτίζονται αν και µόνο αν ο α είναι ρίζα της εξίσωσης f(x) = 0 
 
     ∆. από το Γ. ερώτηµα προκύπτει ότι οι cgκαι ch έχουν ακριβώς δύο κοινές εφαπτόµενες αφού 
          σύµφωνα µε το Β. ερώτηµα η εξίσωση f(x) = 0 έχει ακριβώς δύο ρίζες 
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θέµατα γενικών εξετάσεων 2007 
  

 
 
θέµα 1ο  

 
   Α.1 Αν z1 , z2 είναι µιγαδικοί αριθµοί, να αποδειχθεί ότι: |z1z2| = |z1||z2| 
    (8µ.) 

   Α.2 Πότε δύο συναρτήσεις f, g λέγονται ίσες;  
    (4µ.) 

   Α.3 Πότε η ευθεία  y = l  λέγεται οριζόντια ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης της f στο +∞; 
    (3µ.) 

     Β. Να χαρακτηρίσετε της προτάσεις που ακολουθούν γράφοντας στο τετράδιό σας τη λέξη 
    (10µ.) Σωστό ή Λάθος δίπλα στο γράµµα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση 
 
           α.  Αν f συνάρτηση συνεχής στο διάστηµα [α, β] και για κάθε x∈[α, β] ισχύει f(x) ≥ 0  

                τότε ∫
α

β

dx)x(f  > 0              

           β. Έστω f µια συνάρτηση συνεχής σε ένα διάστηµα ∆ και παραγωγίσιµη σε κάθε εσωτερικό  
                σηµείο x του ∆. Αν η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα στο ∆ τότε f΄(x) > 0 σε κάθε  
                εσωτερικό σηµείο x του ∆ 
           γ. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο x0 και η συνάρτηση g είναι συνεχής στο x0 ,  
               τότε η σύνθεσή τους gof είναι συνεχής στο x0   
           δ. Αν f είναι µια συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστηµα ∆ και α είναι ένα σηµείο του ∆,  

               τότε )́( dt)t(f∫
)x(g

α

= f(g(x))g΄(x)   

               µε την προϋπόθεση ότι τα χρησιµοποιούµενα σύµβολα έχουν νόηµα 

           ε. αν α > 1 τότε  0=αlim x

∞-  → x
  

 
απαντήσεις 
 
   Α.1  Θεωρία 
   Α.2  Θεωρία 
   Α.3  Θεωρία 
     Β.   α. Λάθος  
            β. Λάθος   
            γ.  Λάθος  
            δ.  Σωστό  
            ε.  Σωστό 
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θέµα 2ο  

 

          ∆ίνεται ο µιγαδικός αριθµός z = 
i2+α

iα+2
 µε α∈R  

     α.  Να αποδειχθεί ότι η εικόνα του µιγαδικού z ανήκει στον κύκλο µε κέντρο Ο(0, 0)  
    (9µ.)  και ακτίνα ρ = 1  

     β. Έστω z1, z2 οι µιγαδικοί που προκύπτουν από τον τύπο z =
i2+α

iα+2
 για α=0 και α=2 αντίστοιχα 

         i.  Να βρεθεί η απόσταση των εικόνων των µιγαδικών αριθµών z1 και z2        
         (8µ.)  
         ii. Να αποδειχθεί ότι ισχύει:  (z1)

2ν = (- z2)
ν για κάθε φυσικό αριθµό ν 

         (8µ.)   
 
απαντήσεις 
 

     α. 1=
2+α

α+2
=

|i2+α|

|iα+2|
=|

i2+α

iα+2
|=|z|

22

22

 

          άρα η εικόνα του µιγαδικού z ανήκει στον κύκλο µε κέντρο Ο(0, 0) και ακτίνα ρ = 1  
 

     β. i.z1 = i -=
i

1
  z2 = 1  

            η απόσταση των εικόνων των z1 και z2 είναι: | z1 - z2 | = |- i - 1| = 2=-1)(+-1)( 22  

 
        ii. για κάθε φυσικό ν:  (z1)

2ν = (- i)2ν = [(- i)2]ν = (- 1)ν  και  (- z2)
ν = (- 1)ν   

             συνεπώς: (z1)
2ν = (- z2)

ν   
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θέµα 3ο  

 

          ∆ίνεται η συνάρτηση: f(x) = x3 – 3x – 2ηµ2θ  όπου θ∈R µια σταθερά µε  θ ≠ κπ +
2

π
,  κ∈Z 

     α.  Να αποδειχθεί ότι η f παρουσιάζει ένα τοπικό µέγιστο, ένα τοπικό ελάχιστο  
    (7µ.)  και ένα σηµείο καµπής  
     β. Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση f(x) = 0 έχει ακριβώς τρεις πραγµατικές ρίζες  
   (8µ.) 

     γ. Αν x1, x2 είναι οι θέσεις των τοπικών ακροτάτων και x3 η θέση του σηµείου καµπής της f,   
   (3µ.)  να αποδειχθεί ότι τα σηµεία Α(x1, f(x1)), B(x2, f(x2)) και Γ(x3, f(x3)) βρίσκονται στην   
         ευθεία y = – 2x – 2ηµ2θ 
     δ. Να υπολογισθεί το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της  
    (7µ.) συνάρτησης f και την ευθεία y = – 2x – 2ηµ2θ 
 
απαντήσεις 

 
     α. ∀x∈R:   f΄(x) = 3(x2 – 1) 
                    f΄΄(x) = 6x 
          σύµφωνα µε τον πίνακα µελέτης της f 
          η f έχει στο – 1 τ.µ. το f(- 1) = 2συν2θ      (> 0) 
          η f έχει στο  1  τ.ε. το f(1) = - 2(1 + ηµ2θ) (< 0) 
          η f έχει σ.κ. το (0, - 2ηµ2θ) 
 
     β. η f είναι συνεχής ως πολυωνυµική 

         ∞-=xlim=)x(flim 3

- x∞-  → x ∞→
  και   ∞

∞∞→
+=xlim=)x(flim 3

+ x+ x →
 

          συνεπώς και λόγω και της µονοτονίας της f: 
          f( (-∞, - 1] ) = (-∞, 2συν2θ]   f( [- 1, 1] ) = [- 2(1 + ηµ2θ), 2συν2θ]   f( [1, +∞) ) = [- 2(1 + ηµ2θ), +∞) 
          0∈f((-∞, -1]) και η f είναι γν. αύξουσα στο (-∞, -1] άρα η f έχει ακριβώς µία ρίζα στο (-∞, -1] 
          0∈f([-1, 1])   και η f είναι γν. φθίνουσα στο [-1, 1] άρα η f έχει ακριβώς µία ρίζα στο [-1, 1] 
          0∈f([1, +∞))  και η f είναι γν. αύξουσα στο [1, +∞) άρα η f έχει ακριβώς µία ρίζα στο [1, +∞)          
          άρα η εξίσωση f(x) = 0 έχει ακριβώς τρεις πραγµατικές ρίζες 
 
      γ. 2συν2θ =- 2(- 1) - 2ηµ2θ          - 2(1 + ηµ2θ) = - 2(1) - 2ηµ2θ          - 2ηµ2θ = - 2(0) – 2ηµ2θ 
          αφού οι συντεταγµένες των σηµείων Α(- 1, 2συν2θ), Β(1, - 2(1 + ηµ2θ)) και Γ(0, - 2ηµ2θ)   
          επαληθεύουν την εξίσωση της ευθείας  y = – 2x – 2ηµ2θ, τα σηµεία ανήκουν στην ευθεία  
  
      δ. έστω g(x) = – 2x – 2ηµ2θ, x∈R 
          η g είναι συνεχής (πολυωνυµική) 
          f(x) - g(x) = x3 – x 
          µε ρίζες και πρόσηµο που φαίνονται δίπλα 

          Ε = ∫
1

1-

dx|g(x)-f(x)|  = ∫ ∫
0

1-

1

0

33 dx)x-(x+x)dx-(x  =  1
0

42
0 
1-

24

]
4

x
-

2

x
[+]

2

x
-

4

x
[   = 

2

1
 

   
 
                     
 

    x  -∞             -1             0            1              +∞ 

f΄(x)          +        0             -            0        + 

f΄΄(x)                    -             0            + 

f(x) 

                   τ.µ                       τ.ε.           

                  ∩∩∩∩          σ.κ.         ∪∪∪∪ 

 

    x  -∞            -1             0            1              +∞ 

f(x)-g(x)         -        0      +      0      -     0       + 
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θέµα 4ο  

 
          Έστω f µια συνεχής και γνησίως αύξουσα συνάρτηση στο διάστηµα [0, 1] για την οποία  
          ισχύει f(0) > 0. ∆ίνεται επίσης συνάρτηση g συνεχής στο διάστηµα [0, 1] για την οποία  
          ισχύει g(x) > 0 για κάθε x∈[0, 1].  

          Ορίζουµε τις συναρτήσεις:  F(x)=∫
x

0

dt)t(g)t(f , x∈[0, 1]       G(x)=∫
x

0

dt)t(g , x∈[0, 1]             

     α.  Να δειχθεί ότι F(x) > 0  για κάθε x στο διάστηµα (0, 1]                                                                   (8µ.) 
     β.  Nα αποδειχθεί ότι:  f(x)G(x) > F(x)   για κάθε x στο διάστηµα (0, 1]                                        (6µ.)  

     γ.  Nα αποδειχθεί ότι ισχύει: 
)x(G

)x(F
≤

)1(G

)1(F
  για κάθε x στο διάστηµα (0, 1]                                     (4µ.) 

     δ.  Να βρεθεί το όριο: ∫∫∫
→

x

0

5
x

0

2
x

0
0  x

x )dt)t(g()dttηµ)(dt)t(g)t(f(lim

2

+
                                         (7µ.)  

απαντήσεις 
 
     α. ∀x∈[0, 1]:  F΄(x) = f(x)g(x) > 0  
          γιατί f(x) ≥ f(0) > 0 (αφού f γν. αύξουσα στο [0, 1] ) και g(x) > 0 
          άρα η F είναι γνησίως αύξουσα στο [0, 1] συνεπώς  ∀x∈(0, 1]: x > 0  ⇒  F(x) > F(0)=0 
 

     β. αφού η f είναι γνησίως αύξουσα στο [0, 1],  
          ∀x∈(0, 1] & ∀t∈[0, x]: f(x) ≥ f(t)            (και η ισότητα ισχύει µόνο για t = x) 
                   ⇔                 g(t)f(x) ≥ g(t)f(t)       (αφού από την υπόθεση, ∀t∈[0, 1]: g(t) > 0)  
                   ⇔  g(t)f(x) - g(t)f(t) ≥ 0 

                      ⇒ ∫
x

0

t g(t)f(t)]d-)x(f)t(g[  > 0 ⇔ ∫
x

0

dt)t(g)x(f > ∫
x

0

dt)t(f)t(g ⇔ f(x)G(x) > F(x) 

 

     γ.  ∀x∈(0, 1]:  ́]
)x(G

)x(F
[ =

)x(G

F(x)G΄(x)-)x(G)x(F΄
2 =

)x(G

F(x)]-)x(G)x(f)[x(g
2 > 0 (λόγω υπόθεσης και β.)  

          συνεπώς η συνάρτηση 
)x(G

)x(F
 είναι γνησίως αύξουσα στο (0, 1]  άρα  ∀x∈(0, 1]:  

)x(G

)x(F
≤

)1(G

)1(F
 

     δ. ∫∫∫
→

x

0

5
x

0

2
x

0
0  x

x )dt)t(g()dttηµ)(dt)t(g)t(f(lim

2

+
= 

∫

∫

→
x

0

x

0

0  x

dt)t(g

dt)t(g)t(f

lim
+ 5

x

0

2

0 → x x

dttηµ

lim

2

+

∫
 

          (και τα δύο όρια είναι απροσδιόριστης µορφής 
0

0
)   =

∫

∫
→

x

0

x

0

0  x
)́dt)t(g(

)́dt)t(g)t(f(

lim
+ )́x(

)́dttηµ(

lim 5

x

0

2

0  x

2

+

∫

→
 

                                                                               =
)x(g

)x(g)x(f
lim

+0  x→ 5

x2
lim

+0 → x
4

4

0 → x x

xηµ
lim

+
=f(0)

.
0
.
1=0 

                                                                                ( αφού η f είναι συνεχής στο 0 και 1=
u

uηµ
lim

+0 → u
)  
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θέµατα γενικών εξετάσεων 2008  
 

 
 
θέµα 1ο  

 

   Α.1 Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση f(x) = ln|x|, x∈R* είναι παραγωγίσιµη στο R* και (ln|x|)΄= 
x

1
    

   (10µ.) 

   Α.2 Πότε µία συνάρτηση f λέµε ότι είναι συνεχής σε ένα κλειστό διάστηµα [α, β];  
     (5µ.) 

     Β. Να χαρακτηρίσετε της προτάσεις που ακολουθούν γράφοντας στο τετράδιό σας τη λέξη 
    (10µ.) Σωστό ή Λάθος δίπλα στο γράµµα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση 
 
           α.  Αν µία συνάρτηση f: Α→ R είναι 1-1, τότε για την αντίστροφη συνάρτηση f-1 ισχύει: 
                                  f-1(f(x)) = x, x∈A   και   f(f-1(y)) = y, y∈f(A)             
  

           β. Μία συνεχής συνάρτηση f διατηρεί πρόσηµο σε καθένα από τα διαστήµατα στα οποία  
                οι διαδοχικές ρίζες της f χωρίζουν το πεδίο ορισµού της 
 

           γ. Όταν η διακρίνουσα ∆ της εξίσωσης αz2 + βz + γ = 0 µε α,β,γ∈R και α ≠ 0 είναι αρνητική, 
                τότε η εξίσωση δεν έχει ρίζες στο σύνολο C των µιγαδικών   
 

           δ. Αν µία συνάρτηση f είναι δύο φορές παραγωγίσιµη στο R και στρέφει τα κοίλα προς τα   
               άνω, τότε κατ’ ανάγκην θα ισχύει  f΄΄(x) > 0  για κάθε πραγµατικό αριθµό x 
 

           ε. αν η f είναι συνεχής σε διάστηµα ∆ και α, β, γ ∈∆ τότε ισχύει 

                                   ∫∫∫
β    

γ

γ    

α

β    

α

dx)x(f+dx)x(f=dx)x(f   

 
απαντήσεις 
 
   Α.1 Θεωρία 
   Α.2 Θεωρία 
 
     Β.  α. Σωστό   
           β. Σωστό    
           γ.  Λάθος  
           δ.  Λάθος   
           ε.  Σωστό 
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θέµα 2ο  

 

          Αν για τους µιγαδικούς z και w ισχύουν |(i + 2 2 )z| = 6  και |w - (1 - i)| = |w - (3 - 3i)|,  
          να βρείτε: 
 
     α. το γεωµετρικό τόπο των εικόνων των µιγαδικών αριθµών z  
    (6µ.)    
     β. το γεωµετρικό τόπο των εικόνων των µιγαδικών αριθµών w 
    (7µ.) 

     γ. την ελάχιστη τιµή του |w|  
    (6µ.)    
     δ. την ελάχιστη τιµή του |z - w|  
    (6µ.)        
 
απαντήσεις 
 

     α. |(i + 2 2 )z| = 6  ⇔  | i + 2 2 ||z| = 6  ⇔  8+1 |z| = 6  ⇔  |z| = 2 

          άρα o γ.τ. των εικόνων των z είναι ο κύκλος µε κέντρο Ο(0, 0) και ακτίνα ρ = 2  
 

 
     β. αφού οι εικόνες των w ισαπέχουν από τις εικόνες των 1 - i  και 3 - 3i δηλαδή από τα σηµεία 
         Α(1, - 1) και Β(3, - 3), o γ.τ. των εικόνων των w είναι η µεσοκάθετη  µ του ΑΒ το οποίο έχει  

         λΑΒ = 
1-3

(-1)-3-
= - 1  και µέσο το σηµείο Μ(

2

3-1-
 ,

2

3+1
) = Μ(2, - 2) 

         (µ): y - (- 2) = 
1-

1-
 (x - 2)  ⇔  (µ): x – y – 4 = 0 

 
     γ. αφού |w| είναι η απόσταση της εικόνας του w από το Ο(0, 0),  
          η ελάχιστη τιµή του |w| είναι η ελάχιστη απόσταση της εικόνας του w από το Ο(0, 0) 

          κι αυτή σύµφωνα µε το β. είναι η:  d(O, µ) = 22=
-1)(+1

|4-0-0|
22

 

 

     δ. σύµφωνα µε την τριγωνική ανισότητα: |z-w| ≥ ||w|-|z|| ≥ (λόγω των α. και β.)|2 2 - 2|= 2 2 -2  

         συνεπώς η ελάχιστη τιµή του |z - w| είναι:  2 2 - 2 
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θέµα 3ο  

                                                        xlnx,  x > 0 
          ∆ίνεται η συνάρτηση: f(x) = 
                                                        0     ,  x=0 
     α. να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f είναι συνεχής στο 0  
    (3µ.)    

     β. να µελετήσετε ως προς τη µονοτονία τη συνάρτηση f και να βρείτε το σύνολο τιµών της 
   (9µ.) 

     γ. να βρείτε το πλήθος των διαφορετικών θετικών ριζών της εξίσωσης:  x = x

α

e ,   

   (6µ.) για όλες τις πραγµατικές τιµές του α 
     δ. να αποδείξετε ότι ισχύει:  f΄(x + 1) > f(x + 1) - f(x),  για κάθε x > 0  
    (7µ.)  
 

απαντήσεις 

     α. )0(f=0=)x(lim=

x

1
x

1

lim = 
)́

x

1
(

)΄x(ln
lim = 

x

1
xln

lim = )x(flim
+  x

2

+  x+  x

+

+

+  x+  x
-

- 0→0→0→

∞

∞

0→0→
άρα η f είναι συνεχής στο 0 

     β. ∀x∈(0, +∞): f΄(x) = 1 + lnx , η f είναι συνεχής στο (0, +∞) ως παραγωγίσιµη 

          f΄(x) = 0  ⇔  x =
e

1
                 f΄(x) > 0  ⇔  x > 

e

1
                 f΄(x) < 0  ⇔  0 < x < 

e

1
 

         συνεπώς η f είναι γν. αύξουσα στο [
e

1
, +∞) και γν. φθίνουσα στο [0, 

e

1
] αφού είναι συνεχής και στο 0 

          f([0, +∞) = f([0, 
e

1
]) ∪ f([

e

1
, +∞)) = [f(

e

1
), f(0)] ∪ [f(

e

1
), )x(flim

∞+  →x
)  

                        = [-
e

1
, 0] ∪ [- 

e

1
, +∞)  

                        = [-
e

1
, +∞) 

     γ. ∀x∈(0, +∞): x = x

α

e   ⇔  lnx =
x

α
  ⇔  f(x) = α  (1) 

         λύσεις της (1) είναι οι θετικές τετµηµένες των κοινών σηµείων της cf µε την ευθεία (ε): y = α 

         ∀x∈(0, +∞):f΄΄(x) =
x

1
> 0 άρα (αφού η f είναι συνεχής και στο 0) η f΄είναι γν. αύξουσα και η f ∪ στο [0, +∞) 

         σύµφωνα και µε τα συµπεράσµατα του β. (η f έχει στο 
e

1
 min το -

e

1
) συµπέρασµα για το πλήθος των  

         ριζών της (1) προκύπτει από την πρόχειρη (λέµε τώρα…) γραφική παράσταση των f και ε: 

         αν α < - 
e

1
 η (1) είναι αδύνατη, αν α = - 

e

1
 έχει µία µόνη λύση (το

e

1
) 

         αν -
e

1
 < α < 0 έχει 2 λύσεις, αν α = 0 έχει µία µόνη λύση (το 1)  

         και τέλος αν α > 0 έχει µία λύση 

 
 
 
 
      δ. η f είναι παραγωγίσιµη στο [x, x + 1], x > 0 
          συνεπώς σύµφωνα µε το Θ.Μ.Τ. υπάρχει ξ∈(x, x + 1): f΄(ξ) = f(x + 1) - f(x) 
          οπότε: f΄(x + 1) > f(x + 1) - f(x)   ⇔   f΄(x + 1) > f΄(ξ)  που ισχύει  

          αφού  x + 1 > ξ  και η f΄ είναι όπως είπαµε στο γ. γνησίως αύξουσα στο (0, +∞)         
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θέµα 4ο  

 

          Έστω f µία συνάρτηση συνεχής στο R για την οποία ισχύει:  f(x) = (10x3 + 3x) 45-f(t)dt∫
2  

0

  

     α.  να αποδείξετε ότι: f(x) = 20x3 + 6x - 45  
    (8µ.) 
     β.  δίνεται επίσης µία συνάρτηση g δύο φορές παραγωγίσιµη στο R.  

    (4µ.)  Nα αποδείξετε ότι: 
h

h)-(xg′-)x(g′
lim=)χ(g΄΄

0   h→
 

     γ.  αν για τη συνάρτηση f του ερωτήµατος α. και τη συνάρτηση g του ερωτήµατος β. ισχύουν:  

          45+)x(f=
h

h)-g(x+2g(x)-)h+x(g
lim 20  → h

 και g(0) = g΄(0) = 1, τότε: 

          i. να αποδείξετε ότι:  g(x) = x5 + x3 + x + 1 
          (10µ.)  
         ii. να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g είναι 1-1 
           (3µ.)   
 
απαντήσεις 
 

     α. f(x) = (10x3 + 3x) 45-f(t)dt∫
2  

0

⇔  ∫ ∫∫∫
2  

0

2  

0

3

2  

0

2  

0

45dx-dx)x3+x10(f(t)dt=  f(x)dx  

                                                        ⇔           ∫
2  

0

2 
0 

24

f(t)dt1)-]
2

3x
+

4

x10
([=90    

                                                        ⇔ 2=f(t)dt∫
2  

0

                    άρα   f(x) = 20x3 + 6x - 45 

 

     β. )x(g΄΄=
u

(x)g′-)u+x(g′
lim      =      

h

h)-(xg′-)x(g′
lim

0  u

0  →
0     h

h - =u

0  h →

→

→

48476
 

 
     γ. i. η g ως παραγωγίσιµη είναι και συνεχής συνεπώς  

           
2h

h)-(xg′-)h+x(g′
lim=

)′(h

)′h)-g(x+2g(x)-)h+x(g(
lim = 

h

h)-g(x+2g(x)-)h+x(g
lim

0  h20  h

0

0
 

20   h →→→
 

            = β.) γωόλ))(x(g΄΄+)x(g΄΄(
2

1
=)

h

h)-(xg′-)x(g′
lim+

h

(x)g′-)h+x(g′
lim(

2

1
0  h0  h →→

 = g΄΄(χ) 

           45+)x(f=
h

h)-g(x+2g(x)-)h+x(g
lim 20  → h

⇔g΄΄(x) = 20x3 + 6x ⇔ g΄(x)= 5x4 + 3x2 + c1  (c1∈R) 

            αλλά:  g΄(0) = 1  ⇔ c1 = 1     οπότε:     g΄(x) = 5x4 + 3x2 + 1  ⇔  g(x) = x5 + x3 + x + c2   (c2∈R) 
            αλλά:    g(0) = 1  ⇔ c2 = 1     οπότε:     g(x) = x5 + x3 + x + 1 
 
         ii. ∀x∈R: g΄(x) = 5x4 + 3x2 + 1 >  0 συνεπώς η g είναι γνησίως αύξουσα άρα και 1-1 
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θέµατα γενικών εξετάσεων 2009 
  

 
 
θέµα 1ο  

 
   Α.  Έστω µία συνάρτηση f ορισµένη σε ένα διάστηµα ∆. Αν η f είναι συνεχής στο ∆ και για   
  (10µ.)   κάθε εσωτερικό σηµείο x του ∆ ισχύει f΄(x) = 0, να αποδείξετε ότι η f είναι σταθερή  
          σε όλο το ∆.    
 

   Β.  Πότε µία συνάρτηση f λέγεται παραγωγίσιµη σε ένα σηµείο xo του πεδίου ορισµού της; 
   (5µ.)   
   Γ.  Να χαρακτηρίσετε της προτάσεις που ακολουθούν γράφοντας στο τετράδιό σας τη λέξη 
  (10µ.)  Σωστό ή Λάθος δίπλα στο γράµµα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση 
 
           α.  Αν z1, z2 είναι µιγαδικοί αριθµοί, τότε ισχύει  |z1z2| = |z1||z2|             
  

           β. Μία συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού Α λέµε ότι παρουσιάζει (ολικό) ελάχιστο στο xo∈A, 
                όταν f(x) ≥ f(xo) για κάθε x∈A 
 

           γ. 1=
x

1-xσυν
lim

0  →x
   

 

           δ. Κάθε συνάρτηση f συνεχής σε ένα σηµείο του πεδίου ορισµού της είναι και  
               παραγωγίσιµη στο σηµείο αυτό  
 

           ε. Αν µία συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα διάστηµα [α, β] και ισχύει f(x) < 0  
               για κάθε x∈[α, β], τότε το εµβαδόν του χωρίου Ω που ορίζεται από τη γραφική  
               παράσταση της f, τις ευθείες x = α, x = β και τον άξονα x΄x είναι  

               ∫
β      

 α    

dx)x(f=)Ω(Ε  

 
απαντήσεις 
 
   Α. Θεωρία 
 
   Β. Θεωρία 
 
   Γ.  α. Σωστό   
         β. Σωστό    
         γ.  Λάθος  
         δ.  Λάθος   
         ε.  Λάθος  
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θέµα 2ο  

 
          Θεωρούµε τους µιγαδικούς αριθµούς z = (2λ + 1) + (2λ - 1)i ,  λ∈R 
 
     Α. α.  Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας πάνω στην οποία βρίσκονται οι εικόνες των   
            (9µ.) µιγαδικών αριθµών z, για τις διάφορες τιµές του  λ∈R  
 
          β.  Από τους παραπάνω µιγαδικούς αριθµούς να αποδείξετε ότι ο µιγαδικός αριθµός zο =1- i 
            (8µ.) έχει το µικρότερο δυνατό µέτρο 
 
     Β. Να βρεθούν οι µιγαδικοί αριθµοί w οι οποίοι ικανοποιούν την εξίσωση  |w|2 + w - 12 = zo  
     (8µ.) όπου zo ο µιγαδικός αριθµός που αναφέρεται στο προηγούµενο ερώτηµα. 
 
 
απαντήσεις 
 

     Α. α.  αν  Μ(xz , yz) είναι η εικόνα του z στο µιγαδικό επίπεδο, είναι xz  = 2λ + 1 ⇔ λ =
2

1-xz   

                                                                                                 οπότε: yz = 2λ - 1 ⇔ yz  = xz - 2 
 

                                                                                                             άρα Μ ∈ (ε): y = x- 2 
 

 
          β. από τους προηγούµενους µιγαδικούς, µικρότερο µέτρο έχει αυτός που έχει εικόνα  
               το ίχνος Μο της κάθετης (κ) από το Ο(0, 0) στην (ε) 
               κ  ⊥ ε  ⇔  λκ λε = - 1  ⇔  λκ = - 1   συνεπώς  (κ): y = - x 
 
                   y  = - x            x = 1 
                                 ⇔                    άρα είναι Μο(1, - 1)  
                   y  = x - 2         y = - 1       και ο µιγαδικός µε το µικρότερο µέτρο είναι ο zo = 1 - i 
 
 
     Β. αν είναι w = α + βi (a,β∈R) ένας από τους ζητούµενους µιγαδικούς, τότε: 
                                                                                        α2 + α – 12 = 0        α = - 4             α = 3 
          |w|2 + w - 12 = zo  ⇔  α2 + β2 + α – βi – 12 =1 - i  ⇔                        ⇔                  ή 
                                                                                        β = 1                     β = 1               β = 1 
 
          συνεπώς οι µιγαδικοί που ζητάµε είναι οι w1  = - 4 + i  και w2 = 3 + i 
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θέµα 3ο  

                                                         

          ∆ίνεται η συνάρτηση: f(x) = αx – ln(x + 1), x > - 1, όπου α > 0 και α ≠ 1 
                                                         

     Α.  αν ισχύει f(x) ≥ 1 για κάθε x > - 1, να αποδείξετε ότι a = e  
    (8µ.) 
    

     B.  για α = e, 
        α.  να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f είναι κυρτή 
         (5µ.) 
 

         β.  να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f είναι γνησίως  φθίνουσα στο διάστηµα (- 1, 0] και 
         (6µ.)  γνησίως αύξουσα στο διάστηµα [0, +∞) 

 

         γ.  αν β, γ∈(- 1, 0) ∪ (0, +∞), να αποδείξετε ότι η εξίσωση  0=
2-x

1-)γ(f
+

1-x

1-)β(f
   

         (6µ.)  έχει τουλάχιστον µία ρίζα στο (1, 2)    
 

απαντήσεις 

 

    Α. ∀x∈(- 1, +∞):  f΄(x) = αx lnα - 
1+x

1
  και  f(x) ≥ 1  ⇔  f(x) ≥ f(0) 

         αφού η f έχει στο 0∈(- 1, +∞) ελάχιστο σύµφωνα µε το Θ.Fermat  
         θα είναι f΄(0) = 0 δηλ. lnα = 1 άρα α = e 
 

    Β. α. ∀x∈(- 1, +∞):  f΄(x)  = ex  - 
1+x

1
  και  f΄(x) = ex + 2)1+x(

1
> 0  άρα η f είναι κυρτή 

 
         β. σύµφωνα µε το προηγούµενο ερώτηµα η f΄είναι γνησίως αύξουσα συνεπώς: 
              ∀x∈(- 1, 0): f΄(x) < f΄(0) = 0  ενώ  ∀x∈(0, +∞): f΄(x) > f΄(0) = 0   
              κι αφού η f΄είναι συνεχής (ως παραγωγίσιµη) στο 0, η συνάρτηση f είναι:  
               γνησίως  φθίνουσα στο διάστηµα (- 1, 0] και γνησίως αύξουσα στο διάστηµα [0, +∞)   
        

         γ. ∀x∈(1, 2): 0=
2-x

1-)γ(f
+

1-x

1-)β(f
⇔ (x - 2)(f(β) - 1) + (x - 1)(f(γ) - 1) = 0 

             έστω g(x) = (x - 2)(f(β) - 1) + (x - 1)(f(γ) - 1) , x∈[1, 2] 
 
             • η g είναι συνεχής ως πολυωνυµική 
             • g(1)g(2) = - (f(β) - 1) (f(γ) - 1) < 0 
               (γιατί από το προηγούµενο ερώτηµα συµπεραίνουµε ότι η f έχει στο 0 ελάχιστο το f(0) = 1   
                  συνεπώς f(β) < 1 και f(γ) < 1) 

 
             άρα σύµφωνα µε το Θ. Bolzano υπάρχει στο (1, 2) µία τουλάχιστον ρίζα της εξίσωσης 

             g(x) = 0 δηλ. ισοδύναµα της 0=
2-x

1-)γ(f
+

1-x

1-)β(f
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θέµα 4ο  

          Έστω f µία συνάρτηση συνεχής στο διάστηµα [0, 2] για την οποία ισχύει:  ∫
    

  
2)f(t)dt-(t

2

0

= 0 

                                                                                                           3+
  

f(t)dt-
x

)x(H x     

0
∫ , x∈(0, 2] 

           ορίζουµε τις συναρτήσεις H(x) = ∫
x

0

  

  
tf(t)dt , x∈[0, 2],  G(x) = 

                                                                                                            2

2

0  →t t

t-1-1
lim6 ,      x = 0 

     α.  να αποδείξετε ότι η συνάρτηση G είναι συνεχής στο διάστηµα [0, 2]  
    (5µ.) 

     β.  να αποδείξετε ότι η G είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα (0, 2) και ότι ισχύει G΄(x)= - H(x)/x2, 0<x<2  
    (6µ.)   
     γ.  να αποδείξετε ότι υπάρχει ένας αριθµός α∈(0, 2) τέτοιος ώστε να ισχύει Η(α) = 0  
    (7µ.)             

     δ.  να αποδείξετε ότι υπάρχει ένας αριθµός ξ∈(0, α) τέτοιος ώστε να ισχύει  ∫
   

  
f(t)dtξ=∫

   

  
dt)t(tfα

α

0

2
ξ

0

 

    (7µ.)                       

απαντήσεις 
     α. οι συναρτήσεις f(t), tf(t) είναι συνεχείς στο [0, 2] συνεπώς οι συναρτήσεις ∫

x     

0  
f(t)dt ,H(x) είναι 

         παραγωγίσιµες άρα και συνεχείς στο [0, 2] εποµένως η G ως αποτέλεσµα πράξεων µεταξύ συνεχών 
         συναρτήσεων είναι συνεχής στο (0, 2] 

         G(0) = 3=
)t-1+1(t

)t-(1-1
lim6=

t

t-1-1
lim6

22

2

0  →t
2

2

0  t→
             0=)x(xflim=

)́x(

)x(H΄
lim=x

)x(H
lim

0  x0  x

0

0

0  x →→→
 

         3=3+0-0=3+
   

  
f(t)dtlim-

x

)x(H
lim=)x(Glim

x

00  x0  x0  x
∫

→→→
=G(0) συνεπώς η G είναι συνεχής και στο 0 

          άρα η G είναι συνεχής στο διάστηµα [0, 2]        
 
     β. όπως σας τα είπα στο α.  

          η G,  ως αποτέλεσµα πράξεων µεταξύ παραγωγίσιµων συναρτήσεων είναι παραγωγίσιµη στο (0, 2) 

          µε G΄(x) = 22

22

2 x

H(x)
 -=

x

)x(fx-H(x)-)x(fx
=f(x)-

x

H(x)-)x(xH΄
 

 
     γ. σύµφωνα µε το β. αρκεί ν.δ.ό. υπάρχει  α∈(0, 2) τέτοιος ώστε να ισχύει G΄(α) = 0 
         • η G είναι συνεχής στο [0, 2], παραγωγίσιµη στο (0, 2) 

         • G(2) = 3+0=3+
2

 
2)f(t)dt-t(

=3+
  

f(t)dt-
2

   

  
tf(t)dt

.υπ

2 

0  
2     

0

2

0
∫

∫

∫

 = 3 = G(0) 

         άρα σύµφωνα µε το Θ. Rolle υπάρχει  α∈(0,  2) τέτοιος ώστε να ισχύει G΄(α) = 0 
 

     δ. αρκεί ν.δ.ό. υπάρχει ξ∈(0, α) ώστε 
α

-=
ξ

-

α     

0
2

ξ

0   
f(t)dt

  

  
tf(t)dt ∫∫

δηλ. (βλέπε β.) ώστε G΄(ξ) =
α

-

α     

0  
f(t)dt∫

 

         • αφού α∈(0, 2) η G είναι συνεχής στο [0, α] και παραγωγίσιµη στο (0, α) 
         άρα σύµφωνα µε το Θ.Μ.Τ. υπάρχει  ξ∈(0, α) τέτοιος ώστε     

         G΄(ξ) =
α

  
f(t)dt

-=
α

3-3+
   

f(t)dt-
α

)α(H

=
a

G(0)-)α(G

α   

0  

α  

0  
∫∫

(βλέπε β.) 
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θέµατα γενικών εξετάσεων 2010  
 

 
 
θέµα Α  

 
   Α1. Έστω µία συνάρτηση f ορισµένη σε ένα διάστηµα ∆. Αν F είναι µία παράγουσα της f στο ∆, 
   (6µ.)   τότε να αποδείξετε ότι:  
           • όλες οι συναρτήσεις της µορφής G(x) = F(x) + c, c∈R  είναι παράγουσες της f στο ∆ και 
           • κάθε άλλη παράγουσα G της f στο ∆ παίρνει τη µορφή G(x) = F(x) + c, c∈R 
 

   Α2. Πότε η ευθεία x = xo λέγεται κατακόρυφη ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης µίας  
    (4µ.)  συνάρτησης f;   
 

   Α3. Έστω µία συνάρτηση f συνεχής σε ένα διάστηµα ∆ και παραγωγίσιµη στο εσωτερικό του ∆. 
    (5µ.)  Πότε λέµε ότι η f στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω ή είναι κοίλη στο ∆; 
 

   Α4. Να χαρακτηρίσετε της προτάσεις που ακολουθούν γράφοντας στο τετράδιό σας τη λέξη 
   (10µ.)  Σωστό ή Λάθος δίπλα στο γράµµα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση 
 

           α.  η διανυσµατική ακτίνα της διαφοράς των µιγαδικών αριθµών α + βi και γ + δi  
                είναι η διαφορά των διανυσµατικών ακτίνων τους               
  

           β. έστω συνάρτηση f συνεχής σε ένα διάστηµα ∆ και παραγωγίσιµη στο εσωτερικό του ∆. 
                Αν η f είναι γνησίως αύξουσα στο ∆, τότε η παράγωγός της δεν είναι υποχρεωτικά  
                θετική στο εσωτερικό του ∆ 
 

           γ.  αν µία συνάρτηση f είναι γνησίως φθίνουσα και συνεχής σε ένα ανοικτό διάστηµα (α, β), 
                τότε το σύνολο τιµών της στο διάστηµα αυτό είναι το διάστηµα (Α, Β), 
                όπου Α = f(x)lim

+ α  → x
  και Β = f(x)lim

- β  x→
 

 

           δ.  (συνx)΄= ηµx, x∈R   
 

           ε.  αν f(x)lim
o

x   x→
 < 0, τότε f(x) < 0 κοντά στο xo  

 

απαντήσεις 
 
   Α1. Θεωρία 
 

   Α2. Θεωρία 
 

   Α3. Θεωρία 
 

   Α4.  α. Σωστό   
           β. Σωστό    
           γ.  Λάθος  
           δ.  Λάθος   
           ε.  Σωστό   
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θέµα Β  
 

            ∆ίνεται η εξίσωση 2=
z

2
+z  όπου z∈C µε z ≠ 0 

     Β1. να βρείτε τις ρίζες z1 και z2 της εξίσωσης   
      (7µ.)   
 

     Β2. να αποδείξετε ότι 0=z+z 2010 
2

2010 
1   

      (6µ.)  
 

     Β3. αν για τους µιγαδικούς αριθµούς w ισχύει |w -  4 + 3i| = |z1 - z2| τότε να βρείτε  
      (7µ.)   το γεωµετρικό τόπο των εικόνων των w στο µιγαδικό επίπεδο  
 

     Β4. για τους µιγαδικούς αριθµούς w του ερωτήµατος Β3, να αποδείξετε ότι 3 ≤ |w| ≤ 7  
      (5µ.)  
 
απαντήσεις 
 

     Β1. 2=
z

2
+z  ⇔  z2 - 2z + 2=0  ⇔  

2

4i±2
=z 2,1   άρα:  z1 = 1 + i  και  z2 = 1 - i 

 

     Β2. 201020102010 
2

2010 
1 i)-1(+)i+1(=z+z  

                              [ ] [ ] 0=2i)(-)i2(=-2i)(+)i2(=i)-1(+)i+1(= 10051005100510051005210052  

 
     Β3. |w -  4 + 3i| = |z1 - z2|  ⇔  |w - 4 + 3i| = |2i|  ⇔  |w - (4 - 3i)| = 2 
            συνεπώς ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων των w στο µιγαδικό επίπεδο είναι ο κύκλος c 
            µε κέντρο Κ(4, - 3) και ακτίνα ρ = 2 
 
     Β4. σύµφωνα µε την τριγωνική ανισότητα:  

           ||w – 4 + 3i| - |4 - 3i|| ≤ |(w - 4 + 3i) + (4 - 3i)| ≤ |w – 4 + 3i| + |4 - 3i| 

                 ⇔                               |2 - 5| ≤ |w| ≤ 2 + 5   (σύµφωνα µε το Β3 κι αφού |4 - 3i| = 5=-3)(+4 22 ) 

            ⇔                                        3 ≤ |w| ≤ 7 
 
 
            αλλιώς: 
 
            σύµφωνα µε το Β3 η εικόνα του w ανήκει στον c,  
            συνεπώς: ΟΑ ≤ |w| ≤ ΟΒ 
             ⇔     ΟΚ - ρ ≤ |w| ≤ ΟΚ + ρ 

             ⇔        5 - 2 ≤ |w| ≤ 5 + 2  (αφού ΟΚ=|4-3i|= 5=-3)(+4 22 ) 

             ⇔             3 ≤ |w| ≤ 7 
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θέµα Γ  
 
            ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = 2x + ln(x2 + 1),   x∈R 

                                                         

    Γ1.  να µελετήσετε ως προς τη µονοτονία τη συνάρτηση f  
     (5µ.) 

    Γ2.  να λύσετε την εξίσωση: 2(x2 - 3x + 2) = ln[
1+x

1+2)-x3(
4

2

]  

     (7µ.) 

    Γ3.  να αποδείξετε ότι η f έχει δύο σηµεία καµπής και ότι οι εφαπτόµενες της γραφικής  
     (6µ.)   παράστασης της f στα σηµεία καµπής της τέµνονται σε σηµείο του άξονα y΄y 
 

   Γ4.  να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα  Ι = ∫
1             

1 -           

xf(x)dx     

     (7µ.)     
  
απαντήσεις 

 

    Γ1.  ∀x∈R: f΄(x)  = … = 
1+x

1+x+x
2 2

2

> 0 (γιατί ∀x∈R: x2 + 1 > 0 και x2 + x + 1 > 0 αφού έχει ∆ = - 3 < 0)  

           άρα η f είναι γνησίως αύξουσα 

    Γ2.  ∀x∈R: 2(x2 - 3x + 2) = ln[
1+x

1+2)-x3(
4

2

]  ⇔  2x2 + ln(x4 + 1) = 2(3x - 2) + ln[(3x - 2)2 + 1] 

⇔ f(x2) = f(3x - 2) 
            (κι αφού η f ως γν. αύξουσα είναι ‘1-1’)       ⇔                   x2

 = 3x - 2 
                                                                       ⇔       x2 - 3x + 2 = 0               ⇔  x = 1  ή  x = 2 

    Γ3.  ∀x∈R:  f΄΄(x) = … = 22

2

)1+x(

x-1
2    ( ρίζες και πρόσηµο της f΄΄ είναι αυτά του τριωνύµου  1 - x2 )  

            αφού η f΄΄ µηδενίζεται αλλάζοντας πρόσηµο στα σηµεία - 1 & 1, η cf έχει 2 σηµεία καµπής  
            τα σηµεία Α(- 1,f(- 1)) και Β(1,f(1)) δηλαδή τα Α(- 1, -  2 + ln2) και Β(1, 2 + ln2)                        
            η  (εφΑ):  y + 2 - ln2 = 1(x + 1) τέµνει τον y΄y στο σηµείο Γ(0, - 1 + ln2) 
            η  (εφB):  y - 2 - ln2 = 3(x - 1) τέµνει τον y΄y στο σηµείο Γ(0, - 1 + ln2)        

    Γ4.               ∫
1             

1 -           

2 1)dx+xln(x   = 

                                                     =  ∫
1 -           

1             

2 1)du+uln(u   

                                                     = - ∫
1             

1 -           

2 1)du+uln(u   

                                                     = - ∫
1             

1 -           

2 1)dx+xln(x           συνεπώς: ∫
1             

1 -           

2 1)dx+xln(x   = 0 

            άρα: ∫
1             

1 -           

xf(x)dx     = ∫
1             

1 -           

22 1)]dx+xln(x+[2x    = ∫
1             

1 -           

2dx2x   + ∫
1             

1 -           

2 1)dx+xln(x   

                                                                                    =   1
1

3

]
3

x2
[  + 0   

                                                                                    =     
3

4
 

 
                                   για x=1   - 1 

    θέτω: u = - x =                                    
                             για x=-1   1 

               οπότε: x = - u 
                  και dx = - du 
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θέµα ∆  

 
             ∆ίνεται η συνεχής συνάρτηση f: R → R η οποία για κάθε x∈R ικανοποιεί τις σχέσεις:           

                                              f(x) ≠ x          ∫
x

0

dt
t-)t(f

t
+3=x-)x(f  

     ∆1.  να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιµη στο R µε παράγωγο f΄(x) =
x-)x(f

)x(f
,  x∈R  

       (5µ.) 

     ∆2.  να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  g(x) = (f(x))2 - 2xf(x),  x∈R, είναι σταθερή  
       (7µ.)   

     ∆3.  να αποδείξετε ότι f(x) = x + 9+x2 , x∈R  
       (6µ.)             

     ∆4.  να αποδείξετε ότι  ∫
1+x

x

dt)t(f   < ∫
2+x

1+x

dt)t(f , για κάθε x∈R  

       (7µ.)           

             
απαντήσεις 
 

     ∆1.  η συνάρτηση µε τύπο  
t-)t(f

t
 είναι συνεχής στο R ως αποτέλεσµα πράξεων µεταξύ 

             συνεχών στο R συναρτήσεων άρα (∫
x

0

dt
t-)t(f

t )΄=
x-)x(f

x
 συνεπώς η συνάρτηση 

             f(x) = ∫
x

0

dt
t-)t(f

t
+3+x  είναι παραγωγίσιµη στο R µε f΄(x) = 1 + 

x-)x(f

x
=

x-)x(f

)x(f
 

 
 
     ∆2. ∀x∈R:  g΄(x) = 2f(x)f΄(x) - 2f(x) - 2xf΄(x) 
 

                                 = 
x-)x(f

)x(f2 2

- 2f(x) - 
x-)x(f

)x(xf2
 

 

                                 = 
x-)x(f

2xf(x)-)x(xf2+)x(2f-)x(2f 22

 

 

                                 = 0                                                       άρα η g είναι σταθερή στο R 
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     ∆3.  όπως είδαµε στο ∆2 είναι  ∀x∈R: g(x) = c  (c∈R)  
             αλλά g(0) = f2(0) = 32 = 9   συνεπώς  ∀x∈R: g(x) = 9 
 

             ∀x∈R:  g(x) = 9  ⇔  f2(x) - 2xf(x) = 9 
                                      ⇔  f2(x) - 2xf(x) + x2 = x2 + 9 

                                      ⇔  (f(x) - x)2 = x2 + 9 
 

             [η συνάρτηση h(x) = f(x) - x  

             είναι συνεχής στο R (ως διαφορά συνεχών συναρτήσεων) και δε µηδενίζεται για καµία τιµή του x           
             συνεπώς διατηρεί πρόσηµο στο R  

             κι αφού  h(0) = f(0) = 3 > 0   είναι   ∀x∈R: h(x) > 0] 
 

             εποµένως  ∀x∈R:  f(x) - x = 9+x2  
 

             άρα:   f(x) = x + 9+x2 ,  x∈R 

                
 

     ∆4.  έστω  s(x)  = ∫
1+x

x

dt)t(f ,  x∈R 

              ∀x∈R: s΄(x) = ( ∫
0

x

dt)t(f  + ∫
1+x

0

dt)t(f )΄ 

                                 = ( -∫
x

0

dt)t(f  + ∫
1+x

0

dt)t(f )΄ 

                                 = f(x+1) - f(x) 

                                 αλλά   f΄(x) =1+
9+x

x
2

=
9+x

9+x+x
2

2

 > 
9+x

x+x
2

2

=
9+x

|x|+x
2

 ≥ 0 

                                 συνεπώς η f είναι γνησίως αύξουσα εποµένως 
 

                                 x+1 > x  ⇔  f(x+1) > f(x)  ⇔  f(x+1) - f(x) > 0  ⇔  s΄(x) > 0 
 

                                 δηλαδή η s είναι γνησίως αύξουσα, άρα: 
 

                                 x < x + 1  ⇔  s(x) < s(x + 1) 

                                                ⇔ ∫
1+x

x

dt)t(f   < ∫
2+x

1+x

dt)t(f  
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θέµατα γενικών εξετάσεων 2011 
  

 
 
θέµα Α  

 
   Α1. Έστω µια συνάρτηση f ορισµένη σε ένα διάστηµα ∆ και xο ένα εσωτερικό σηµείο του ∆.        
  (10µ.)    Αν η f παρουσιάζει τοπικό ακρότατο  στο xο  και είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο αυτό,  
           να αποδείξετε ότι:  f΄(xο) = 0 
 

   Α2. ∆ίνεται  συνάρτηση f ορισµένη στο R.  Πότε η ευθεία y = λx+β λέγεται ασύµπτωτη της 
    (5µ.)   γραφικής παράστασης της f στο +∝; 
 

   Α3. Να χαρακτηρίσετε της προτάσεις που ακολουθούν γράφοντας στο τετράδιό σας τη λέξη 
   (10µ.)  Σωστό ή Λάθος δίπλα στο γράµµα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση 
 

           α. για κάθε µιγαδικό αριθµό  z ≠ 0 ορίζουµε z0 = 1               
  

           β. µια συνάρτηση f: A→R  λέγεται συνάρτηση 1-1, όταν για οποιαδήποτε x1, x2∈A ισχύει 
                η συνεπαγωγή: αν x1 ≠ x2 τότε f(x1) ≠ f(x2) 
            

           γ. για κάθε x∈R1 = R – {x/ συνx = 0} ισχύει: (εφx)΄ = −
xσυν

1
2  

 

           δ.  ισχύει ότι: 1=
x

ηµx
lim

∞ +  x→
   

 

           ε.  οι γραφικές παραστάσεις C και  C΄ των συναρτήσεων f  και  f–1  είναι συµµετρικές ως     
                προς την ευθεία  y = x που διχοτοµεί  τις γωνίες xOy και x΄Oy ΄   
 
απαντήσεις 
 
   Α1. Θεωρία 
 

   Α2. Θεωρία 
 

   Α3.  α. Σωστό   
           β. Σωστό    
           γ.  Λάθος  
           δ.  Λάθος   
           ε.  Σωστό   
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θέµα Β  
 
            Έστω  οι µιγαδικοί αριθµοί z  και w µε z≠3i , οι οποίοι ικανοποιούν τις σχέσεις: 

             2|=3i+z|+|3iz| -  και 
3iz

1
+3iz=w

-
-  

     Β1. να βρείτε το γεωµετρικό τόπο των εικόνων των µιγαδικών αριθµών z    
      (7µ.)   
 

     Β2. να αποδείξετε ότι 
3iz

1
=3i+z

-
 

      (4µ.)  
 

     Β3. να αποδείξετε ότι ο w είναι πραγµατικός αριθµός και ότι  −2 ≤ w ≤ 2            
      (8µ.)    
 

     Β4. να αποδείξετε ότι  |z-w|=|z|  
      (6µ.)  
 
απαντήσεις 
 

     Β1. 2|=3i+z|+|3iz| -   ⇔  2|=3i-z|+|3iz| -   ⇔  2|z-3i|=2  ⇔  |z-3i|= 1 

            συνεπώς ο γ.τ. των εικόνων των z είναι ο κύκλος µε κέντρο Κ(0, 3) και ακτίνα 1 
 

     Β2. |z-3i|= 1  ⇔  |z-3i|2 =1  ⇔  1=)3i-z3i)((z -   ⇔  
3iz

1
=3i+z

-
  

 

     Β3. 
3iz

1
+3iz=w

-
- = z-3i+z +3i = 2Re(z)∈R 

            |
-

-
3iz

1
+3iz|=|w| ≤ 2|=3i+z|+|3iz| -  

            κι αφού w∈R: |w|≤ 2  ⇔  −2 ≤ w ≤ 2 
 

     Β4. έστω z=α+βi (α, β∈R) τότε είναι: 
            |z-w|=|α+βi-2α|=|-α+βi|=|z| 
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θέµα Γ  
 
            ∆ίνεται η συνάρτηση  f: R → R, δύο φορές παραγωγίσιµη στο R µε f΄(0)=f(0)=0, η οποία 
           ικανοποιεί τη σχέση:  ex(f΄(x) + f΄΄(x)- 1) = f΄(x) + xf΄΄(x)  για κάθε x∈R 
                                                         

    Γ1.  να αποδείξετε ότι  f(x) = ln(ex - x),  x∈R  
     (8µ.) 
 

    Γ2.  να µελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς τη µονοτονία και τα ακρότατα 
     (3µ.) 
 

    Γ3.  να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της f έχει ακριβώς δύο σηµεία καµπής  
     (7µ.)    
 

   Γ4.  να αποδείξετε ότι η εξίσωση ln(ex - x) = συνx έχει ακριβώς µία λύση στο διάστηµα (0, π/2) 

     (7µ.)      
 
απαντήσεις 

 
    Γ1.  ∀x∈R: ex(f΄(x) + f΄΄(x)- 1) = f΄(x) + xf΄΄(x) ⇔ (exf΄(x)-ex)΄=(xf΄(x))΄ 
                                                                               ⇔ exf΄(x)-ex=xf΄(x)+c  (c∈R) 
                                                                                    e0f΄(0)-e0=0f΄(0)+c ⇔ c=-1 
                                                                                    exf΄(x)-ex=xf΄(x)-1 ⇔ f΄(x)(ex-x)=ex-1 
           έστω g(x)=ex-x, x∈R 
            ∀x∈R: g΄(x)=ex-1 
 
 
     άρα ∀x∈R: ex-x ≥ 1 > 0 
 
 

            συνεπώς: f΄(x)=
xe

1e
x

x

-

-
 ⇔ f΄(x)=(ln(ex-x))΄ ⇔ f(x)=ln(ex-x)+d  (d∈R) 

                                                                                     f(0)=ln(e0-0)+d ⇔ d=0 
                                                                               άρα f(x)=ln(ex-x), x∈R 
       
   Γ2. 
 
 
 
 
 

    Γ3.  ∀x∈R: f΄΄(x)= 2x

xx

2x

xxxx

x)(e

12e+xe
=

x)(e

1)1)(e(ex)(ee

-

--

-

----
 

 
            έστω s(x)=-xex+2ex-1, x∈R 
            ∀x∈R: s΄(x)=-ex-xex+2ex=ex(1-x) 
 
 

x -∞                        0                         +∞ 

g΄(x)               -             0            + 

g(x)                           min 
                            1 

x -∞                        0                         +∞ 

f΄(x)               -             0            + 

f(x)                           min 
                            0 
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          =)
e

1
-x-(2e

+ 
lim=s(x)

+ 
lim x

x

xx ∞→∞→
(+∝)(2-∝-0)= (+∝)(-∝)=-∝ 

          =1)-
e

x-2
(

- 
lim=s(x)

- 
lim x-

xx ∞→∞→
0-1=-1 αφού σύµφωνα µε τον κανόνα de l’ hospital:    

          0=
e-

1-

∞- →
lim=

)΄(e

x)΄-(2

- 
lim=

e

x-2

∞- →
lim x-

x
x-

x
x-

x ∞→
 

 
 

           η s είναι συνεχής (ως παραγωγίσιµη) και γν. αύξουσα στο (-∝, 1] συνεπώς: 

           s((-∝, 1])=( s(x)
- 

lim
x ∞→

, s(1)]=(-1, e-1] 

           αφού 0∈(-1, e-1], η s έχει στο (-∝, 1] ρίζα και λόγω της µονοτονίας της s η ρίζα αυτή είναι  
           µοναδική και η s αλλάζει πρόσηµο σ’ αυτή 
 
 

           η s είναι συνεχής (ως παραγωγίσιµη) και γν. φθίνουσα στο [1, +∝) συνεπώς: 

           s([1, +∝))=( s(x)
 

lim
+x ∞→

, s(1)]=(-∝, e-1] 

           αφού 0∈(-∝, e-1], η s έχει στο [1, +∝) ρίζα και λόγω της µονοτονίας της s η ρίζα αυτή είναι  
           µοναδική και η s αλλάζει πρόσηµο σ’ αυτή 
 

           ρίζες και πρόσηµο της f΄΄ είναι αυτά της s  (αφού ∀x∈R: (ex-x)2>0) 
           άρα η cf έχει ακριβώς δύο σηµεία καµπής 
 
 

    Γ4. έστω h(x)=ln(ex-x)-συνx, x∈[0, π/2] 
 

           η h είναι συνεχής στο [0, π/2] και 
           h(0)h(π/2)=-f(π/2)<0  (από Γ2.) 
 

           συνεπώς σύµφωνα µε το θ. Bolzano η h έχει ρίζα στο (0, π/2)  
           και µάλιστα µοναδική αφού είναι γνησίως αύξουσα (συνεπώς 1-1) αφού: 
 

           ∀x∈(0, π/2): h΄(x)=f΄(x)+ηµx>0 (από Γ2.) 
 
           άρα η εξίσωση ln(ex - x) = συνx έχει ακριβώς µία λύση στο διάστηµα (0, π/2) 
            
 
 
 
 
 
 

x -∞                        1                         +∞ 

s΄(x)               +             0            - 

s(x)                           max 
                         e-1>0 
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θέµα ∆  
 

            ∆ίνονται οι συνεχείς συναρτήσεις f, g: R→R oi οποίες για κάθε x∈R ικανοποιούν 

            τις σχέσεις: i. f(x)>0 και g(x) >0  ii. ∫
x -

0

2t

2x dt
t)+g(x

e
=

e

f(x)-1
 iii. ∫

x -

0

2t

2x dt
t)+f(x

e
=

e

g(x)-1
          

     ∆1.  να αποδείξετε ότι οι συναρτήσεις f και g είναι παραγωγίσιµες στο R και ότι f(x)=g(x)  
       (9µ.)   για κάθε x∈R 

     ∆2.  να αποδείξετε ότι f(x)=ex, x∈R 
       (4µ.)   

     ∆3.  να υπολογίσετε το όριο: 

)
x

1
f(

lnf(x)
lim

-0  → x
  

       (5µ.)             

     ∆4.  να υπολογίσετε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της  

       (7µ.)     συνάρτησης F(x) = ∫
x

 1

2
)dtf(t , τους άξονες x΄x και y΄y και την ευθεία µε εξίσωση  x = 1  

απαντήσεις 
 

     ∆1.  ∀x∈R: ∫
x -

0

2t

2x dt
t)+g(x

e
=

e

f(x)-1
 ⇔ ∫

x -

0

2t

2x
dt

t)+g(x

e
e-1=f(x) ∫

x 

0

2u

du
g(u)

e
+1=  

                                                             ⇒  f΄(x)=
g(x)

e
2x

  (γιατί αφού η συνάρτηση e2x/g(x) είναι 

                                                                     συνεχής, η συνάρτηση ∫
x 

0

2u

du
g(u)

e
 είναι παραγωγίσιµη) 

             συνεπώς: f΄(x)g(x)=e2x  και οµοίως: f(x)g΄(x)=e2x   
             f΄(x)g(x)=f(x)g΄(x) ⇔ [f(x)/g(x)]΄=0 ⇔ f(x)=cg(x) (c∈R)  αλλά οι ii.&iii.  
             για x=0 δίνουν: f(0)=g(0)=1, οπότε:           f(0)=cg(0) ⇔ c=1  άρα ∀x∈R: f(x)=g(x) 
 

     ∆2. ∀x∈R: f΄(x)g(x)=e2x ⇔ [f2(x)]΄=(e2x)΄⇔ f2(x)=e2x+d (c∈R) αλλά f2(0)=e0+d ⇔ d=0 
                                                             συνεπώς f2(x)=e2x κι αφού f(x)>0 είναι f(x)=ex 
 

     ∆3.  το όριο είναι το 
1/x

e
lim=

e

x
lim

-1/x

-0   x
1/x-0   x →→

  = 
(1/x)΄

(e
lim

-1/x

-0   x

΄)

→
= - 

-1/x

-0   x
elim

→
= -∝          

 

     ∆4.  ∀x∈R: F΄(x)=f(x2)=
2x

e >0 συνεπώς η F είναι γν. αύξουσα οπότε: x≤ 1 ⇒ F(x)≤F(1)=0 

             E= ∫∫
1

0

1

0
F(x)dx-=dx|F(x)| ∫

1

0
F(x)dx(x)'-= ∫

1

0

1 
0 (x)dxxF'+-[xF(x)]= ∫

1

0

2x
dxxe=  

                                                                                                                    =
1 
0 

2x

]
2

e
[  

                                                                                                                    =
2

1-e
τ.µ. 

 

                           για t=-x  0 
    θέτω:   u=x+t=                       
   οπότε:   t=u-x   για t=0   x 
              dt=du 
 

∞

∞

-

+
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θέµατα γενικών εξετάσεων 2012  
 

 
 
θέµα Α  

 
   Α1. Έστω µια συνάρτηση f η οποία είναι συνεχής σε ένα διάστηµα ∆. Αν f΄(x) > 0 σε κάθε        
   (7µ.)    εσωτερικό σηµείο του ∆, τότε να αποδείξετε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα σε όλο το ∆. 
 

   Α2. Πότε λέµε ότι µία συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα κλειστό διάστηµα [α, β]; 
    (4µ.)    
 

   Α3. Έστω συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού Α. Πότε λέµε ότι η f παρουσιάζει στο xo∈A τοπικό  
    (4µ.)    µέγιστο; 
 

   Α4. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας δίπλα στο         
   (10µ.)  γράµµα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση τη λέξη Σωστό αν η πρόταση είναι σωστή    
           ή Λάθος αν η πρόταση είναι λανθασµένη 
 

           α.  Στο µιγαδικό επίπεδο οι εικόνες δύο συζυγών µιγαδικών είναι σηµεία συµµετρικά ως   
                προς τον πραγµατικό άξονα               
  

           β.  Μια συνάρτηση f είναι 1-1, αν και µόνο αν για κάθε στοιχείο y του συνόλου τιµών της η  
                εξίσωση f(x)=y έχει ακριβώς µία λύση ως προς x 
            

           γ.  Aν είναι +∞=
→

f(x)lim
oxx

, τότε f(x)< 0 κοντά στο xo     

 

           δ.  (σφx)΄= 
xηµ

1
2

, x∈R – {x| ηµx = 0}   

 

           ε.  ∫∫ ′+=′
β

α

β
α

β

α

(x)g(x)dxf[f(x)g(x)](x)dxgf(x) , όπου f΄,g΄ είναι συνεχείς συναρτήσεις  

                στο [α, β]  
 
απαντήσεις 
 
   Α1. Θεωρία 
 

   Α2. Θεωρία 
 

   Α3. Θεωρία 
 

   Α4. α. Σωστό   
           β. Σωστό    
           γ.  Λάθος  
           δ.  Λάθος   
           ε.  Λάθος    
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θέµα Β  
 
            Θεωρούµε τους µιγαδικούς αριθµούς z και w για τους οποίους ισχύουν οι επόµενες   

            σχέσεις:  |z-1|2 +|z+1|2 =4  (1)   |w-5w |=12   (2)      
 

     Β1.  Να αποδείξετε ότι ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων των µιγαδικών αριθµών z στο    
      (6µ.)   επίπεδο είναι κύκλος µε κέντρο την αρχή των αξόνων και ακτίνα ρ=1 
 

     Β2. Αν z1, z2 είναι δύο από τους παραπάνω µιγαδικούς αριθµούς z µε |z1-z2|= 2  τότε,  
      (7µ.)   να βρείτε το |z1+z2| 
 

     Β3. Να αποδείξετε ότι ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων των µιγαδικών αριθµών w στο    

      (6µ.)   επίπεδο είναι η έλλειψη µε εξίσωση 1
4

y

9

x 22

=+  και στη συνέχεια να βρείτε τη µέγιστη και  

            την ελάχιστη τιµή του |w|    
 

     Β4. Για τους µιγαδικούς αριθµούς z, w που επαληθεύουν τις σχέσεις (1) και (2) να αποδείξετε  
      (6µ.)  ότι:  1 ≤ |z-w| ≤ 4 
 

Απαντήσεις 
 

     Β1. |z-1|2 +|z+1|2 =4  ⇔  (z-1)(z -1)+ (z+1)(z +1)=4   

                                      ⇔  zz -z-z +1+zz +z+z +1=4   
                                      ⇔  2|z|2 =2    
                                      ⇔  |z|=1  
            συνεπώς ο γ.τ. των εικόνων των z είναι ο κύκλος µε κέντρο O(0, 0) και ακτίνα 1 
 

     Β2. είναι |z1|=|z2|=1 και  |z1-z2|= 2  ⇔ |z1-z2|
2 =2   

                                                              ⇔ (z1-z2)( 1z - 2z )=2 

                                                              ⇔  |z1|
2 –z1 2z -z2 1z +|z2|

2 =2   

                                                              ⇔   z1 2z +z2 1z =0 

            οπότε |z1+z2|
2 =(z1+z2)( 1z + 2z )= |z1|

2 +z1 2z +z2 1z +|z2|
2 = 2 συνεπώς |z1+z2|= 2  

 

     Β3. έστω w=x+yi (x,y∈R) τότε |w-5w |=12  ⇔  |x+yi-5x+5yi|=12  

                                                                       ⇔  22 (6y)4x)( +− =12  

                                                                       ⇔  16x2 +36y2 =144  

            συνεπώς ο γ.τ. των εικόνων των w στο επίπεδο είναι η έλλειψη µε εξίσωση 1
4

y

9

x 22

=+  

            η οποία έχει µεγάλο ηµιάξονα µήκους 3 και µικρό ηµιάξονα µήκους 2  
            άρα:  |w|min =2  και  |w|max =3 
 

     Β4.  σύµφωνα µε την τριγωνική ανισότητα είναι: ||z|-|-w|| ≤ |z+(-w)| ≤ |z|+|-w| 
                                                                          δηλ. ||z|-|w|| ≤ |z+w| ≤ |z|+|w| 
                                         συνεπώς: 1=2-1 ≤ |w|-|z|=||z|-|w|| ≤ |z+w| ≤ |z|+|w| ≤ 1+3=4 
                                                      (αφού σύµφωνα µε τα προηγούµενα είναι |z|=1 και 2 ≤ |w| ≤ 3) 
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θέµα Γ  
 
            ∆ίνεται η συνάρτηση  f(x)=(x-1)lnx-1, x > 0 
                                                         

    Γ1.  Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστηµα ∆1 =(0, 1]  
     (6µ.)   και γνησίως αύξουσα στο διάστηµα ∆2 =[1, +∞).  
            Στη συνέχεια να βρείτε το σύνολο τιµών της f. 
 

    Γ2.  Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  xx-1 =e2013, x > 0 έχει ακριβώς δύο θετικές ρίζες. 
     (6µ.)   
 

    Γ3.  Αν x1, x2  µε x1< x2 είναι οι ρίζες της εξίσωσης του ερωτήµατος Γ2, να αποδείξετε ότι  
     (6µ.)   υπάρχει xo∈(x1, x2) τέτοιο ώστε f΄(xo)+f(xo)=2012. 
 

   Γ4.  Να βρείτε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της  
     (7µ.)   συνάρτησης g(x)=f(x)+1 µε x > 0, τον άξονα x΄x και την ευθεία x=e. 
 
απαντήσεις 

 

    Γ1.  ∀x∈(0, +∞):  f΄(x)=
x

1x
lnx

−
+ =

x

1xxlnx −+
 

            ∀x∈(0, 1): x> 0, lnx< 0, x-1< 0  συνεπώς: f΄(x) < 0 
            ∀x∈(1, +∞): x> 0, lnx> 0, x-1> 0  συνεπώς: f΄(x) > 0 
            f(x)lim

0x +→
=+∞  f(x)lim

x +∞→
=+∞ 

 
x   0                         1                         +∞ 

f΄(x)                -             0            + 

f(x)                           min 
 +∞                      - 1                         +∞ 

 
             άρα η f είναι γνησίως φθίνουσα στο (0, 1] και γνησίως αύξουσα στο [1, +∞), ενώ 
               f((0, +∞))=          f((0, 1])  ∪  f([1, +∞)) 
                              =          [-1, +∞)   ∪  [-1, +∞) 
                              =[-1, +∞) 
 

   Γ2.  ∀x∈(0, +∞): xx-1 =e2013 ⇔ (x-1)lnx=2013 ⇔ (x-1)lnx-1=2012 ⇔ f(x)=2012 
            η f είναι συνεχής (ως παραγωγίσιµη) και γνησίως φθίνουσα στο (0, 1] και 2012∈f((0, 1]) 
            άρα η f έχει ακριβώς µία ρίζα στο (0, 1] 
            η f είναι συνεχής (ως παραγωγίσιµη) και γνησίως αύξουσα στο [1, +∞) και 2012∈f([1, +∞)) 
            άρα η f έχει ακριβώς µία ρίζα στο [1, +∞) 
            συνεπώς η εξίσωση  xx-1 =e2013, x > 0 έχει ακριβώς δύο θετικές ρίζες 
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    Γ3.  αρκεί να δείξω ότι στο (x1, x2) υπάρχει ρίζα της εξίσωσης: 
            f΄(x)+f(x)=2012  ⇔  f΄(x)ex +f(x)ex =2012ex  ⇔  (f(x)ex)΄=(2012ex)΄   
                                                                                  ⇔  (f(x)ex - 2012ex)΄=0 
            πραγµατικά η συνάρτηση s(x)= f(x)ex - 2012ex , x> 0 
              ••••  είναι παραγωγίσιµη (άρα και συνεχής) στο [x1, x2] µε s΄(x)= f΄(x)ex +f(x)ex - 2012ex   

              ••••  s(x1)=2012 1xe -2012 1xe =0=2012 2xe -2012 2xe = s(x2) 
            συνεπώς σύµφωνα µε το θ.Rolle η εξίσωση s΄(x)=0 έχει ρίζα στο (x1, x2) 
            δηλαδή υπάρχει xo∈(x1, x2) τέτοιος ώστε f΄(xo)+f(xo)=2012 
 

    Γ4.  στο Γ1 βρήκαµε ότι η f έχει στο 1 ελάχιστο το -1 συνεπώς: 
            g(x)=0 ⇔ f(x)= -1 ⇔ x=1  και  ∀ x∈[1,e] είναι f(x)≥ -1 ⇔ g(x) ≥ 0 άρα: 

            Ε= ∫ +
e

1

1)dx(f(x) = ∫ −
e

1

1)lnxdx(x  

                                    = ∫ ′
−

e

1

2

lnxdx )
2

1)(x
(  

                                    = dx
x

1

2

1)(x
lnx]

2

1)(x
[

e

1

2
e 
1 

2

∫
−

−
−

 

                                    = )dx
2x

1
1

2

x
(

2

1)(e
e

1

2

+−−
−

∫  

                                    = e 
1 

22

]
2

lnx
x

4

x
[

2

1)(e
+−−

−
 

                                    = 1)
4

1

2

1
e

4

e
(

2

12ee 22

+−+−−
+−

 

                                    =
4

3e2 −
τ.µ. 
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θέµα ∆  
 

             Έστω η συνεχής συνάρτηση f: (0, +∞) → R, η οποία για κάθε x> 0 ικανοποιεί τις σχέσεις: 

             τις σχέσεις:   •••• f(x) ≠ 0     •••• ∫
+− 1xx 

1 

2

f(t)dt  ≥ 

e

xx 2−
    ••••  lnx-x= - |f(x)|edt

f(t)

tlntx 

1 
•








+

−
∫           

     ∆1.  Να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιµη και να βρείτε τον τύπο της.  
      (10µ.)    
 

             Αν είναι f(x)=e-x(lnx - x), x> 0, τότε: 
 

     ∆2.  Να υπολογίσετε το όριο: 







−

+→
f(x)

f(x)

1
ηµ(f(x))lim 2

0  x
 

       (5µ.)   
 

     ∆3.  Με τη βοήθεια της ανισότητας lnx≤ x-1, που ισχύει για κάθε x> 0, να αποδείξετε ότι 

       (6µ.)   η συνάρτηση F(x)= ∫
x

α

f(t)dt , x> 0, όπου α > 0, είναι κυρτή (2µ.). Στη συνέχεια  

            Να αποδείξετε ότι: F(x)+F(3x) > 2F(2x), για κάθε x> 0 (4µ.).    
          

     ∆4. ∆ίνεται ο σταθερός πραγµατικός αριθµός β > 0.  
       (4µ.)   Να αποδείξετε ότι υπάρχει µοναδικό ξ∈(β, 2β) τέτοιο ώστε: F(β)+F(3β)=2F(ξ)   

 

απαντήσεις 
 

     ∆1.  έστω η συνάρτηση g(x)= ∫
+− 1xx 

1 

2

f(t)dt  - 
e

xx 2−
, x∈(0, +∞) 

             η g είναι παραγωγίσιµη στο (0, +∞) µε g΄(x)=(2x-1)f(x) -
e

2x1 −
 

             και  ∫
+− 1xx 

1 

2

f(t)dt  ≥ 

e

xx 2−
 ⇔ g(x) ≥ 0 ⇔ g(x) ≥ g(1) δηλ. η g έχει στο 1 (που είναι εσωτερικό     

             σηµείο του (0, +∞)) ελάχιστο συνεπώς σύµφωνα µε το θ. Fermat: g΄(1)=0 ⇔ f(1)= -
e

1
 

             αφού η f είναι συνεχής και f(x) ≠ 0 ∀x∈(0, +∞), διατηρεί πρόσηµο και είναι:   f(x)< 0 

             συνεπώς lnx-x= - |f(x)|edt
f(t)

tlntx 

1 
•








+

−
∫ ⇔ 

f(x)

xlnx −
= ∫ +

−x 

1 
edt

f(t)

tlnt
 

                 (έστω s(x)= ∫
−x 

1 
dt

f(t)

tlnt
, x> 0)             ⇔ s΄(x)=s(x)+e  

             ⇔ s΄(x)e-x -s(x)e-x =e-x+1 ⇔ (s(x)e-x)΄=(-e-x+1)΄ ⇔ s(x)e-x = -e-x+1 +c (c∈R) 
                                                                                    ⇒ (για x=1)  0= -1+c ⇔ c=1  

             συνεπώς s(x)= -e+ex  ⇒ s΄(x)=ex  ⇔  
f(x)

xlnx −
=ex ⇔ f(x)= e-x(lnx - x) 

             η συνάρτηση lnx-x είναι παραγωγίσιµη (διαφορά παραγωγίσιµων συναρτήσεων) 
             η συνάρτηση e-x είναι παραγωγίσιµη (σύνθεση των παραγωγίσιµων συναρτήσεων ex και -x) 
             συνεπώς η f είναι παραγωγίσιµη (γινόµενο παραγωγίσιµων συναρτήσεων) 
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     ∆2. f(x)lim
0  x +→

= -∞   θέτω u=
f(x)

1
 οπότε f(x)=

u

1
 και ulim

0  x +→
=0  συνεπώς: 

            







−

+→
f(x)

f(x)

1
ηµ(f(x))lim 2

0  x
= 








−

→ u

1

u

ηµu
lim

20  u
=

20  u u

uηµu
lim

−

→
 =

)(u

)u(ηηµ
lim

20  x ′

′−

→
=

u

1συνu
lim

2

1
0  u

−

→
=0 

 

     ∆3.  αφού η f είναι συνεχής ∀x∈(0, +∞):  

             F΄΄(x)=(F΄(x))΄=f΄(x)= -e-x(lnx-x)+e-x(
x

1
-1)= -e-x(lnx-x+1-

x

1
)> 0  

             (επειδή lnx-x+1 ≤ 0, 
x

1
> 0 και e-x > 0) συνεπώς η F είναι κυρτή 

             η F είναι παραγωγίσιµη στα [x, 2x] και [2x, 3x]  
             συνεπώς σύµφωνα µε το ΘΜΤ υπάρχουν x1∈(x, 2x) και x2∈(2x, 3x) τέτοιοι ώστε 

             F΄(x1)=
x2x

F(x)F(2x)

−

−
 και  F΄(x2)=

2x3x

F(2x)F(3x)

−

−
           

             αφού η F είναι κυρτή η F΄είναι γνησίως αύξουσα συνεπώς 

             x1< x2 ⇔ F΄(x1) <  F΄(x2) ⇔ 
x2x

F(x)F(2x)

−

−
< 

2x3x

F(2x)F(3x)

−

−
 ⇔ F(x)+F(3x) > 2F(2x) 

 

     ∆4.  έστω η συνάρτηση h(x)=2F(x)-F(β)-F(3β), x∈[β, 2β]⊂ (0, +∞) 
             η h είναι συνεχής στο [β, 2β] ως αποτέλεσµα πράξεων µεταξύ συνεχών συναρτήσεων 
             h(2β)=2F(2β)-F(β)-F(3β)< 0 (σύµφωνα µε το ∆3) 
             h(β)=F(β)-F(3β) 
             ∀x∈(0, +∞): F΄(x)=f(x)< 0 (γιατί lnx-x+1 ≤ 0 ⇔ lnx-x≤ -1< 0 ενώ e-x > 0) 
             άρα η F είναι γνησίως φθίνουσα οπότε β< 3β ⇔ F(β)-F(3β)> 0 δηλαδή h(β)> 0 
             σύµφωνα µε το θ.Bolzano υπάρχει ξ∈(β, 2β) τέτοιος ώστε: h(ξ)=0 δηλ. F(β)+F(3β)=2F(ξ) 
             ο ξ είναι µοναδικός αφού η h είναι γνησίως φθίνουσα  
             (γιατί  ∀x∈[β, 2β]: h΄(x)=2 F΄(x)< 0) 
 

 

 

)(

0

0


