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ταυτότητες… 
 

 

► (α+β)2 = α2+β2+2αβ                                                                    ⇒ α2+β2 = (α+β)2-2αβ                       

 

► (α+β)3 = α3+β3+3α2β+3αβ2=α3+β3+3αβ(α+β)                                 ⇒ α3+β3 = (α+β)3-3αβ(α+β)                

 

► α2-β2 = (α+β)(α-β)       
 

► α3+β3 = (α+β)(α2-αβ+β2)       

 

► α3-β3 = (α-β)(α2+αβ+β2)      

 

► (α+β+γ)2 = α2+β2+γ2+2αβ+2βγ+2γα        
 

► α3+β3+γ3-3αβγ =
2

1
(α+β+γ)( (α-β)2+(β-γ)2+(γ-α)2 ) = (α+β+γ)(α2+β2+γ2-αβ-βγ-γα)     

 

► αν-βν = (α-β)(αν-1+αν-2β+αν-3β2+…βν-1)       ∀ν∈Ν        

 

► αν+βν = (α+β)(αν-1-αν-2β+αν-3β2-…+βν-1)     ∀ν περιττό ! 
 
 

 

διάταξη… 
 

 

► α < β  ⇔  α-β < 0                        ► αβ > 0 και α ≤ β  ⇒ 
α

1
 ≥ 

β

1
           

                                                                                αν  γ > 0:  αγ ≤ βγ             

► α ≤ β και β ≤ γ  ⇒  α ≤ γ              ► α ≤ β ⇔          

                                                                                αν  γ < 0:  αγ ≥ βγ        

 
► α ≤ β και γ ≤ δ  ⇒ α+γ ≤ β+δ        ► 0 < α ≤ β και 0 < γ ≤ δ  ⇒  αγ ≤ βδ        

 
 

 

δυνάµεις… 
 

 

► α0 = 1  (α≠0)        ► α1 = α              ► αν = αν-1α  (ν∈Ν*)         ► α-ν = 
να

1
        ► ν µν

µ

α=α                

► (αβ)ν = ανβν         ► (
β

α
)ν = 

ν

ν

β

α
       ► αµαν = αµ+ν                    ► νµ-

ν

µ

α
α

α
=        ► (αµ)ν = αµν 
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αναλογίες… 
 

 

►  
δ

γ
=

β

α
  ⇒            ► αδ=βγ            ► 

δ

β
=

γ

α
               ► 

γ

δ
=

α

β
             ► 

δ

δ+γ
=

β

β+α
 

                            ► λ= ...=
β

α
=

β

α
=

β

α

3

3

2

2

1

1  ⇒⇒⇒⇒ λ=
...+β+β+β

...+α+α+α

321

321  

 
 

απόλυτες  τιµές… 
 

 

                -x ,  x ≤ 0   ► |x| ≥ 0      ► |x| ≥ x      ► |x| ≥ -x      ► |-x|=|x|        ► 22 x=x  

► |x|= 

                 x ,  x ≥ 0   ► |x|=α ⇔ x = α  ή  x = -α    ►|x|=|α|⇔ x = α  ή  x = -α                

 

► |xy|=|x||y|           ► 
y

x
=

y

x
                            ► y-x  ≤ y+x  ≤ y+x (τριγωνική ανισότητα) 

 

             •   αν α > 0 :   ►|x| ≤ α  ⇔  -α ≤ x ≤ α        ►|x| ≥ α  ⇔  x ≤ -α   ή  x ≥ α               

             •   αν α < 0 :   ►|x| ≤ α ,  αδύνατη              ►|x| ≥ α , ισχύει  ∀x∈R              
 

 

ριζικά… 
 

 

► ∀α∈[0, +∞)  υπάρχει µοναδικός  x∈[0, +∞): xν =α  (ν∈Ν)  και ν α=x  
 

► x   =x2                            ► ( ) x=x
2

                           ► ν

µ
ν µ α  =α              

► νκ µκµν α  =α                        ► ν νν βα  =β α                      ► ( ) ν µµν α  =α                       

► µνµ ν α  =α                          ► ννν αβ  =βα                     ► ν
ν

ν

β

α
  =

β

α
          

 
 

η εξίσωση  xν = α… 
 

 

α (∈R) ν (∈Ν) ρίζες της xν = α 

α = 0 ν∈Ν 0 

ν άρτιος ν α -  και  ν α  
α > 0 

ν περιττός ν α  

ν άρτιος δεν υπάρχουν 
α < 0 

ν περιττός ν α-  
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εξισώσεις και ανισώσεις 1ου βαθµού… 
 

 
 

 
 
►                                                                                ►                                                        
 
 
 
 
 
 
  
 
 

                           ► 
 
 
 
 

 

το τριώνυµο  f(x) = αx2 + βx + γ  (α ≠≠≠≠ 0)… 
 

 
∆=β2-4αγ ρίζες µορφή πρόσηµο 

∆ >>>> 0 x1,2 = 
2α

∆±β-
 α(x-x1)(x-x2) 

-∞               x1                 x2                 +∞ 
                   0                  0 
     οµόσηµο      ετερόσηµο      οµόσηµο 
       του α            του α            του α 

∆ = 0 ρ=x1=x2= 
2α

-β
 α(x-ρ)2 

-∞                           ρ                           +∞ 
                              0 
          οµόσηµο                οµόσηµο 
            του α                     του α 

∆ <<<< 0 ____ ____ 

-∞                                                       +∞ 
 
                        οµόσηµο 
                          του α 

♦ S = x1 + x2 = 
α

β
-         ♦ P = x1 x2 =

α

γ
  

♦ αν  x + y= S  και  xy = P  
    τότε οι x,y (αν υπάρχουν) είναι οι ρίζες της:  ω2 -Sω+P=0  και αντιστρόφως 

 
 
 
 
 
 
 

β≠0 

 αx=β 

β=0 

 αδύνατη (καµία λύση) 

α

β
=x  

α=0 

α≠0 

 αόριστη (άπειρες λύσεις) 

 (µοναδική λύση) 

α >0 

α=0 

α <0 

β ≤ 0 

β >0 

 x < 
α

β
 

 x > 
α

β
 

 αδύνατη 

 x∈R 

 αx< β 

                                                  αx+β: 

α >>>>0 

α <<<< 0 

 - 

  -  + 

  + 

   0 

  0 

 +∞  -∞ α

β
-
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πολυώνυµα… 
 

 

► δύο πολυώνυµα είναι ίσα όταν έχουν ίσους συντελεστές των οµοβάθµιων όρων 

 

► η ταυτότητα της διαίρεσης του πολυωνύµου Ρ(x) µε το µη µηδενικό πολυώνυµο Q(x) είναι: 
 

P(x) = Q(x)π(x)+υ(x) 
 

     βαθµόςP(x)=βαθµόςQ(x)+βαθµόςπ(x)  και  βαθµόςυ(x)<βαθµόςQ(x) ή υ(x) είναι το µηδενικό πολυώνυµο 

 

► το υπόλοιπο της διαίρεσης  P(x):(x-ρ)  είναι  υ = Ρ(ρ) 

 

► ένα πολυώνυµο P(x) έχει παράγοντα το x-ρ αν και µόνο αν το ρ είναι ρίζα του Ρ(x) 
 

► αν ο ακέραιος ρ ≠ 0, είναι ρίζα της:  ανx
ν+αν-1x

ν-1+…+α1x+αο = 0  µε ακέραιους συντελεστές, 

      τότε ο ρ είναι διαιρέτης του αο  

 

► το πηλίκο και το υπόλοιπο της διαίρεσης ενός πολυωνύµου Ρ(x) µε το x-ρ  

      µπορούν να βρεθούν εύκολα µε το σχήµα του Horner 
 

      για παράδειγµα, σύµφωνα µε το  
      διπλανό σχήµα του Horner: 
      2x4 –x2 +3x+1=(x+2)( 2x3 –4x2 +7x-11)+23 

 
 

 

2x2 γραµµικά συστήµατα… 
 

 

                                                                                1221
22

11
β-αβα = 

βα

βα
 = D             

                                                                              1221
22

11
x βγ-βγ=

βγ

βγ
=D               

                                                                              1221
22

11
y γα-γα=

γα

γα
=D   

 

► αν  D ≠≠≠≠ 0 :   το  (Σ)  έχει µοναδική λύση την:  (x, y) = ( 
D

D
  ,

D

D yx  ) 

 

► αν  D = 0 :   το  (Σ)  είναι αδύνατο (καµία λύση)  ή  αόριστο (άπειρες λύσεις), ειδικότερα: 

 

                           ► αν   Dx ≠ 0 ή Dy ≠ 0 : το  (Σ)  είναι αδύνατο 

 

                           ► αν   Dx = Dy = 0 : το  (Σ)  είναι αόριστο  

                                εκτός από την περίπτωση που είναι:  α1 = α2 = β1 = β2 = 0  και  γ1 ≠ 0 ή γ2 ≠ 0  

                                οπότε το  (Σ)  είναι αδύνατο 

2   0 -1    3   1  
 -4 8 -14 22 -2 

2 -4 7 -11 23  

              α1x+β1y = γ1 

  (Σ) : 

              α2x+β2y = γ2 
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η ευθεία… 
 

 

► γενική µορφή εξίσωσης ευθείας  (ε): Αx+Βy+Γ=0    (όπου:Α≠0 ή Β≠0)     

 

► ειδικές µορφές:   

       ■ y=αx+β     ο α καθορίζει τη διεύθυνση της ευθείας ε, συµβολίζεται λε                                                               
                          και ονοµάζεται  συντελεστής διεύθυνσης της ε                                                                               
                          αν ω είναι η γωνία που σχηµατίζει η ε µε τον x’x  τότε είναι:  α=λε=εφω  
                          ο β καθορίζει το σηµείο τοµής της ε µε τον y’y    
       ■ y=αx         διέρχεται από το Ο(0,0)    
       ■ y=y0          παράλληλη στον x’x, τέµνει τον y’y στο (0,y0)    
       ■ x=x0          παράλληλη στον y’y, τέµνει τον x’x στο (x0,0)     

 

► η εξίσωση κάθε ευθείας έχει ή µπορεί να πάρει τη µορφή: y=αx+β    

                      και είναι η γραφική παράσταση της συνάρτησης f(x)=αx+β     
                      εκτός από την x=x0 η οποία δεν είναι γραφική παράσταση συνάρτησης και   
                      ούτε µπορεί να πάρει τη µορφή y=αx+β αφού δεν έχει συντελεστή διεύθυνσης  
 

► για να σχεδιάσουµε την y=αx+β χρειαζόµαστε 2 σηµεία της συνήθως τα Α(-β/α,0) & Β(0,β) 
 

► αν  (ε1): y=α1x+β1  και  (ε2): y=α2x+β2  είναι δύο ευθείες, τότε:     

       ■ αν α1≠≠≠≠α2                        οι ε1,ε2  τέµνονται         (ειδικά, αν α1α2=-1 οι ε1,ε2 είναι κάθετες)   
         συνεπώς το σύστηµα των εξισώσεών τους έχει µοναδική λύση  (το σηµείο τοµής τους)    
       ■ αν α1=α2 και β1≠≠≠≠β2              οι ε1,ε2  είναι παράλληλες       
         συνεπώς το σύστηµα των εξισώσεών τους είναι αδύνατο  (δεν έχει καµία λύση)   
       ■ αν α1=α2 και β1=β2         οι ε1,ε2  ταυτίζονται   
         συνεπώς το σύστηµα των εξισώσεών τους είναι αόριστο  (έχει άπειρες λύσεις) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

α

β
-

 y=αx  y=αx+β 

     y=yo 

   x=xo 

  β 

 y=0 

 yo  

   ω 

 x=0 

   O 

 y 

y΄ 

   xo   x΄  x 
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πρόοδοι… 
 

 

► ν-οστός όρος αριθµητικής προόδου µε διαφορά ω :  αν=αν-1+ω=α1+(ν-1)ω    

  

► οι α,β,γ είναι διαδοχικοί όροι αριθµητικής προόδου αν και µόνο αν: 2β=α+γ ,                                                    

                                                                          β=
2
γα +

 είναι ο αριθµητικός µέσος των α και γ       

► άθροισµα των ν πρώτων όρων  αριθµητικής προόδου:  Σν = α1+α2+…+αν = ν
2

αα ν1   
+

   

 

► ν-οστός όρος γεωµετρικής προόδου µε λόγο λ :  αν=λαν-1=α1λ
ν-1     

  

► οι α, β, γ  είναι διαδοχικοί όροι γεωµετρικής προόδου αν και µόνο αν:  β2=αγ ,   

                                                                          β= αγ  είναι ο γεωµετρικός µέσος των α και γ    

► άθροισµα των ν πρώτων όρων  γεωµετρικής προόδου:  Σν = α1+α2+…+αν = α1
1-λ

λν 1-
    (λ≠1)    

► άθροισµα  «άπειρων όρων»  γεωµετρικής προόδου µε λόγο λ  (όπου: |λ|< 1) :  S = 
λ-1

α1     

 
 

 

εκθετικές και λογαριθµικές µορφές… 
 

 

► αx > 0                             ► αx =θ ⇔ x=logα θ                              ► logα x∈R         ( 0< α ≠1 ) 
 

                ► logα α
x =x                                          ► αlog

α
θ =θ 

    

                   ► logα 1=0                                            ► logα α=1   
                            

                   ► log10 θ ↔ logθ                                  ► loge θ ↔ lnθ 
 

► logα xy=logα x+logα y         ► ylog-xlog  =  
y

x
log ααα                     ► logα x

ν =νlogα x 

                   ► αx =βxlog
β
α  (αλλαγή εκθετικής βάσης)        ► logα x=

αlog

xlog

β

β
   (αλλαγή λογαριθµικής βάσης) 

 
 

     ▼ αν  α > 1                                                 ▼ αν  0 < α < 1         
 
 

► αx ≤ αy  ⇔  x ≤ y                                      ► αx ≤ αy  ⇔  x ≥ y   
 

► αx ≤ y  ⇔  x ≤ logαy                                  ► αx ≤ y  ⇔  x ≥ logα y     
 

► logα x ≤ logα y  ⇔  x ≤ y                            ► logα x ≤ logα y  ⇔  x ≥ y    
 

► logα x ≤ y  ⇔  x ≤ αy                                  ► logα x ≤ y  ⇔  x ≥ αy       
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τριγωνοµετρία… 
 

 

                         ► 
ρ

y
ηµθ =  

                         ► 
ρ

x
συνθ =  

                         ► 
x
y

εφθ =  

                         ► 
y
x

σφθ =  

 
                   

► -1 ≤ ηµθ ≤ 1                ► -1 ≤ συνθ ≤ 1                 ► εφθ∈(-∞, +∞)             ► σφθ∈(-∞, +∞) 
 
 

                   ► 
συνθ

ηµθ
εφθ =                       ► 

ηµθ

συνθ
σφθ =                   ► εφθσφθ = 1  

 

                   ► ηµ2θ+συν2θ = 1                  ►
θεφ+1

θεφ
=θηµ 2

2
2               ►

θεφ1

1
θσυν 2

2

+
=                             

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

+∞ 
  εφ 

  συν 

  ηµ 

    σφ 

  x 

 - 

-π 

 π 
    0   -1 

 -1 

  1 

 + 

  0, 2π 

  -2π 
 

 +∞  -∞ 

  -∞ 

2

π
-

2

π3
 

    ηµx 

 σφx 

     συνx  1  

  εφx 

2

π3
- 

2

π
 

 x 

►L = 2πR 

►
180

πRµ
 = 

BA
l ⌢  

► αR = 
BA

l ⌢  

►
180

µ
 = 

π

α
 

    x 

 y 

  θ 

   ρ 

    x 

 y 

  O 

     θ 

  ρ 

  M(x,y) 

   O 

 A 
   B 

  R 

  L 

    θ=µο 

      =α rad 
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     τόξο σε 

     
         rad 

 
      

           ο 

συνάρτηση 

   
     0 
 

 

     0ο 

6

π
 

 
30ο 

4

π
 

 
45ο 

3

π
 

 
60ο 

2

π
 

 
90ο 

ηµ =
2

0
0 

2

1
=

2

1
 

2

2
 

2

3
 1=

2

4
 

συν 1  
2

3
 

2

2
 

2

1
 0  

εφ 0 
3

3
 1 3  _ 

σφ _ 3  1 
3

3
 0 

 
 
 

►  αντίθετα τόξα (θ,-θ) έχουν το ίδιο συν   

►  παραπληρωµατικά τόξα (θ,π-θ) έχουν το ίδιο ηµ   

►  τόξα που διαφέρουν κατά π (θ,π+θ) έχουν αντίθετο ηµ και συν   

►  τόξα που διαφέρουν κατά 2κπ (θ,2κπ+θ) τα έχουν όλα ίδια     

►  συµπληρωµατικά τόξα (θ, 
2

π
-θ) έχουν: ηµ↔↔↔↔συν  και  εφ↔↔↔↔σφ 

 
 

                 ► ηµx = ηµθ     ⇔ x = 2κπ+θ  ή  x = 2κπ+π-θ           ειδικά:   ηµx = 0  ⇔ x=κπ    

                 ► συνx = συνθ  ⇔ x = 2κπ+θ  ή  x = 2κπ-θ              ειδικά:  συνx = 0  ⇔ x = κπ+
2

π
       

                 ► εφx = εφθ     ⇔ x = κπ+θ                                

                 ► σφx = σφθ     ⇔ x = κπ+θ                                                                          (κ∈Ζ) 

 

 

► η  f(x)=ρηµωx  (ρ,ω>0)  έχει  περίοδο:  Τ = 
ω

2π
  max: ρ  και  min: -ρ     (οµοίως η f(χ)=ρσυνωχ)          

► η  f(x)=ρεφωx  (ω>0)    έχει  περίοδο:  Τ = 
ω

π
                                       (οµοίως η f(x)=ρσφωx)    

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 θ  π-θ 

 π+θ  2π-θ 

   -θ 
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                                      ► ηµ(α+β) = ηµασυνβ+ηµβσυνα         (1)           ► εφ(α+β) = 
εφαεφβ-1

εφβεφα +
   

                                      ► ηµ(α-β) = ηµασυνβ-ηµβσυνα          (2) 

                                      ► συν(α+β) = συνασυνβ-ηµαηµβ        (3)          ► εφ(α-β) = 
εφαεφβ1
εφβ-εφα

+
  

                                      ► συν(α-β) = συνασυνβ+ηµαηµβ        (4)                       
                                                                                                                        (τύποι αθροισµάτων)   
 
► ηµ2α = 2ηµασυνα       ► συν2α = συν2α-ηµ2α = 2συν2α-1 = 1-2ηµ2α                                                                                           
                                                                                                                           (τύποι διπλασίων)     

 

► ηµ2α = 
2

συν2α-1
       ► συν2α = 

2

+συν2α1
       ► εφ2α = 

συν2α1
συν2α-1

+
 

                                                                                                                 (τύποι αποτετραγωνισµού)   
 

► εφ2α = 
α

εφα2
2εφ-1

         ► ηµ2α = 
α+

εφα2
2εφ1

           ► συν2α = 
α+1

α
2

2

εφ

εφ-1
                                                                                                                   

                                                                                                       (τύποι καθολικής αντικατάστασης)         

 

                     (1)+(2) ⇒  ► 2ηµασυνβ = ηµ(α+β)+ηµ(α-β)           (5)  

                     (4)-(3) ⇒  ► 2ηµαηµβ = συν(α-β)-συν(α+β)          (6)  

                     (3)+(4) ⇒  ► 2συνασυνβ = συν(α+β)+συν(α-β)      (7)     
                                                                                                     (τύποι µετασχηµατισµού γινοµένων) 

 

                           (5) ⇒  ► ηµΑ+ηµΒ = 2ηµ
2
Β-Α

συν
2
ΒΑ +

        (8)                                                               

                           (8) ⇒  ► 
2
ΒΑ

συν
2
Β-Α

ηµΒ-ηµΑ
+

ηµ2  =     

                           (7) ⇒  ► 
2
Β-Α

συν
2
ΒΑ

2συνΒσυνΑ
+

συν=+  

                           (6) ⇒  ► 
2
Β-Α

ηµ
2
ΒΑ

συνΒ-συνΑ
+

ηµ2-  =   

                                                                                                  (τύποι µετασχηµατισµού αθροισµάτων) 

 
► f(x)=αηµx+βσυνx=ρηµ(x+φ)     (αβ≠0) 
 

                        όπου :  ρ = 22 βα +   και  φ  τόξο µε  συνφ = 
ρ

α
  και  ηµφ = 

ρ

β
 

 

                                       ► R
ηµΓ

γ

ηµΒ

β

ηµΑ

α
2===   (R η ακτίνα του περιγεγραµµένου κύκλου) 

                                                                                                                                 (ν. ηµιτόνων) 

► σε τρίγωνο ΑΒΓ:                                                                                                 

 

                                       ►  α2  = β2+γ2 -2βγσυνΑ  (και κυκλικά)    
                                                                                                                             (ν. συνηµιτόνων) 
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συναρτήσεις… 
 

 
τα πεδία ορισµού, η µονοτονία, τα ακρότατα και τα σύνολα τιµών  

των ακολούθων συναρτήσεων θεωρούνται γνωστά  
(προκύπτουν άλλωστε αµέσως από τις γραφικές τους παραστάσεις) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2
xα=y

2
xα=y

0>α

0<α

|x|=y

|x|-=y 0<α ,
x

α
=y

0>α ,
x

α
=y

3
xα=y

3
xα=y

0>α

0<α

γ+xβ+xα=y
2

))
2α

β
f(- ,

2α

β
-(Κ

0<∆  ,0>α

2α

β
-=x

γ+xβ+xα=y
2

))
2α

β
f(- ,

2α

β
-(Κ

0=∆  ,0>α 2α

β
-=x

γ+xβ+xα=y
2

))
2α

β
f(- ,

2α

β
-(Κ

0>∆  ,0<α
2α

β
-=x
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κι άλλες πολλές γραφικές παραστάσεις… 
 

 

       ► αν g(x) = f(x-α)     η cg  είναι η  cf  µετακινηµένη οριζόντια  κατά α   
 

       ► αν g(x) = f(x)+β     η cg είναι η  cf  µετακινηµένη κατακόρυφα  κατά β  
   

       ► αν g(x) = f(-x)       η cg  είναι η  συµµετρική της cf  ως προς τον άξονα y’y   
 

       ► αν g(x) = -f(x)       η cg  είναι η  συµµετρική της cf  ως προς τον άξονα x’x    
 

       ► αν g(x) = -f(-x)      η cg είναι η  συµµετρική της cf  ως προς το Ο(0,0)   
    

       ► αν   ∀x∈Af   ισχύει   -x∈Af    και :   

              ▪   f(-x) = f(x)   η f είναι  άρτια  και η  cf  συµµετρική ως προς τον y’y   

              ▪   f(-x) = -f(x)  η f είναι  περιττή  και η  cf  συµµετρική ως προς  O(0,0)  
 

       ► η cf   έχει κοινό σηµείο µε τον y΄y το ( 0,f(0) ), αν βέβαια 0∈Αf  

              η cf  έχει κοινά σηµεία µε τον x΄x τα σηµεία µε τετµηµένες τις λύσεις της:  f(x) = 0      
              η cf  είναι πάνω (κάτω) από τον x΄x όταν:  f(x) > 0  (f(x) < 0) 
 

       ► τα κοινά σηµεία (αν υπάρχουν) των cf και cg έχουν τετµηµένες τις λύσεις της: f(x) = g(x) 

              η cf  είναι πάνω (κάτω) από τη cg όταν:  f(x) > g(x)  (f(x) < g(x)) 
 

 

όπως… 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

x=y

x-=y

x-=y

x--=y

|x|=y

|x|-=y

xηµ=y

xσυν=y

1

2

π π

xεφ=y

2

π
=x

2

π
-=x

xe=y

xln=y

1

1
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αρκετά ασχοληθήκαµε όµως µε όλα αυτά… 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                       Vincent Willem van Gogh (1853-1890)                         Starry night (1889) 


