
 



Κεφάλαιο 3ο:        ∆ΙΑΦΟΡΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ     1o ΜΕΡΟΣ  

 
 

Ερωτήσεις του τύπου «Σωστό - Λάθος» 
 
1. * Η εφαπτοµένη της γραφικής παράστασης µιας σταθερής 

συνάρτησης σε οποιοδήποτε σηµείο του πεδίου ορισµού της 
συµπίπτει µε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης.  

 
 

Σ Λ 
2. * α) Αν µια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο x0, τότε θα 

είναι συνεχής στο x0. 
β) Αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής στο x0, τότε θα είναι 

παραγωγίσιµη στο x0. 
γ) Αν µια συνάρτηση f δεν είναι συνεχής στο x0, τότε δεν 

είναι παραγωγίσιµη στο x0.  
δ) Αν µια συνάρτηση f δεν είναι παραγωγίσιµη στο x0, τότε 

δεν είναι συνεχής στο x0. 

 
Σ Λ 

 
Σ Λ 

 
Σ Λ 

 
Σ Λ 

3. * Στον τύπο f ΄ (x0) = 
0 ∆x 

lim
→ ∆x

)(x f - ∆x)  (x f 00 +  το ∆x είναι 

πάντοτε θετικό.  

 
   

Σ Λ 

4.  * Οι πολυωνυµικές συναρτήσεις είναι παραγωγίσιµες στο R.  Σ Λ 

5. * Οι εφαπτοµένες της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 
f (x) = αx + β σε οποιοδήποτε σηµείο του πεδίου ορισµού 
της συµπίπτουν µε τη γραφική παράσταση της f.  

 
 

Σ Λ 
6. * Αν υπάρχει η (f + g)΄ (x0) τότε υπάρχουν και οι f ΄ (x0) και 

g΄ (x0).  
 

Σ Λ 
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7.  ** Στο σχήµα η γραφική 
παράσταση της g 
προκύπτει από µια 
κατακόρυφη µετατόπιση 
της Cf. Ισχύει 
f ΄ (x) = g ΄ (x), για κάθε x 
στο κοινό πεδίο ορισµού 
τους.  

y

0 x

cf

cg

y

0 x

cf

cg

 

 
 
 
 
 
 

Σ Λ 

 

8.  *  Αν ισχύει f (x) = - x, οι γραφικές 
παραστάσεις f και f ΄ είναι αντίστοιχα 
Cf και Cf΄.  -1

x

y

0x´

y´
Cf́

Cf

y=-x
y=-1

 
 
 

Σ Λ 

9.  * Αν f ΄ (x) = 3x2 τότε πάντα ισχύει f (x) = x3.  Σ Λ 
10.  *  Είναι (ηµ (3x + 2)) ΄ = (3x + 2)΄ συν (3x + 2).  Σ Λ 
11.  * Αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα σηµείο x0 του 

πεδίου ορισµού της και 
0 h 

lim
→ h

)(x f - h)  (x f 00 +  = + ∞ ή - ∞ 

τότε ορίζεται ως εφαπτοµένη της Cf στο (x0, f (x0)) η ευθεία 
µε εξίσωση x = x0.  

 
 
 
 

Σ Λ 
12.  * Αν η γραφική παράσταση 

της g προκύπτει από την Cf 
µε κατακόρυφη 
µετατόπιση, τότε οι 
εφαπτοµένες στα σηµεία 
µε τετµηµένη x0 = α είναι 
παράλληλες και ισχύει f ΄ 
(α) = 2, τότε θα είναι και g 
΄ (α) = 2.  

 

Cg

y

0 x

Cf

α

 
 
 
 
 
 
 

Σ Λ 

13.  * Το 
0 ∆x 

lim
→ ∆x

e - e 00 x∆x  x +

 = f ΄ (x0), όπου f (x) = ex.  
 

Σ Λ 
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14.  * Αν 
0 xx 

lim
→ 0

0

 x-x 
)(x f - (x) f

= + ∞ ή - ∞, τότε η f δεν είναι 

παραγωγίσιµη στο x0. 

 
 

Σ Λ 

15.  * Αν 
-
0 xx 

lim
→ 0

0

 x-x 
)(x f - (x) f

 ≠ 
+→ 0 xx 

lim
0

0

 x-x 
)(x f - (x) f

, τότε η f δεν 

είναι παραγωγίσιµη στο x0. 

 
 

Σ Λ 

16.  * Αν 
0 xx 

lim
→ 0

0

 x-x 
)(x f - (x) f

= + ∞ ή - ∞ και η f είναι συνεχής 

στο x0, τότε η Cf δέχεται εφαπτοµένη την x = x0.  

 
 

Σ Λ 

17.  * Αν 
-
0 xx 

lim
→ 0

0

 x-x 
)(x f - (x) f

 ≠ 
+→ 0 xx 

lim
0

0

 x-x 
)(x f - (x) f

 και η f είναι 

συνεχής στο x0, τότε η Cf δεν δέχεται εφαπτοµένη στο 
σηµείο x0. 

 
 
 

Σ Λ 

18.  *  Η κλίση της f (x) = x4 είναι διαφορετική σε κάθε σηµείο 
της.  

 
Σ Λ 

19.  *  Σε κάθε σηµείο της f (x) = x3 αντιστοιχεί ένα δεύτερο 
σηµείο µε την ίδια κλίση.  

 
Σ Λ 

20.  * Αν συνάρτηση f είναι περιττή και παραγωγίσιµη στο R, 
τότε η f ΄ είναι άρτια.  

 
Σ Λ 

21.  *  Αν η συνάρτηση f είναι πολυωνυµική ν βαθµού, τότε η 
συνάρτηση f ΄ είναι πολυωνυµική ν - 1 βαθµού.  

 
Σ Λ 

 
22.  * Οι εφαπτοµένες των γραφικών παραστάσεων των 

συναρτήσεων f (x) = x2, g (x) = x2 + 3, h (x) = x2 - 20 για x = 
x1 είναι παράλληλες. 

 
 

Σ Λ  
23. * Αν y = αx + β, τότε ο ρυθµός µεταβολής των τιµών του y 

εξαρτάται από τις τιµές της µεταβλητής x. 
 

Σ Λ 
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24.  * Η παράγωγος της f στο x = 2 είναι ίση 

µε 1.  x

y

0x´

y´

Cf

2

2
 
 

Σ Λ 

 
25.  * Η συνάρτηση f του σχήµατος έχει 

εφαπτοµένη στο x0.   x

y

0x´

y´

Cf

x0

 
 

Σ Λ 

26.  * Η κλίση της εφαπτοµένης της f (x) = 3x - 2 στο x0 = - 1 
είναι ίση µε 3.  

 
Σ Λ 

27.  *  Ο ρυθµός µεταβολής της συνάρτησης θέσης ενός κινητού 
s (t) είναι η στιγµιαία ταχύτητα του κινητού.  

 
Σ Λ 

28.  * Ο ρυθµός µεταβολής της πρώτης παραγώγου µιας 
παραγωγίσιµης συνάρτησης f είναι η δεύτερη παράγωγος 
της f.  

 
Σ Λ 

29.  * Αν η συνάρτηση f⋅g είναι παραγωγίσιµη στο x0, τότε και οι 
δύο συναρτήσεις f, g είναι παραγωγίσιµες στο x0.  

 
Σ Λ 

30.  * Ισχύει (logx)΄ = 
x
1 , για κάθε x > 0. 

 
Σ Λ 

31.  * H κλίση µιας παραγωγίσιµης συνάρτησης f στο x0 είναι η 
παράγωγος της f στο x0.  

 
Σ Λ 

32.  * Mια συνάρτηση f και η παράγωγός της f ΄, έχουν πάντοτε 
το ίδιο πεδίο ορισµού.   

 
Σ Λ 

33.  * Αν η συνάρτηση f δεν είναι συνεχής στο x0, τότε δεν 
ορίζεται εφαπτοµένη της Cf στο σηµείο της Μ (x0, f (x0)).  

 
Σ Λ 

34.  * Αν µια συνάρτηση f δεν είναι παραγωγίσιµη στο x0, τότε 
µπορεί να είναι συνεχής στο σηµείο αυτό.  

 
Σ Λ 

35.  * Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο x0, τότε 
η γραφική παράσταση της f δέχεται εφαπτοµένη στο 
σηµείο Α (x0, f (x0)) µε συντελεστή διεύθυνσης 
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λ = 
0 h 

lim
→ h

)(x f - h)  (x f 00 + .  
 

Σ Λ 
36.  * Η εφαπτοµένη της γραφικής παράστασης της f σ’ ένα 

σηµείο της, δεν µπορεί να έχει µ’ αυτήν δεύτερο κοινό 
σηµείο.  

 
Σ Λ 

 
 
 

37.  * Αν για την παραγωγίσιµη συνάρτηση f στο R ισχύει f (x) > 0 

για κάθε x ∈ R, τότε ( )(x) f ΄ = 
(x) f 2

1 .  

 
 

Σ Λ 

38.  * Αν οι συναρτήσεις f + g και f είναι παραγωγίσιµες στο x0, 
τότε και η συνάρτηση g είναι παραγωγίσιµη στο x0.  

 
Σ Λ 

39.  * Αν f (x) = 
(x) g
1 , τότε f ΄ (x) = 

(x) ́ g
1 .  

 

Σ Λ 

40.  * Ο ρυθµός µεταβολής της περιµέτρου ενός τετραγώνου ως 
προς την πλευρά του είναι 4.  

 
Σ Λ 

41.  * Για κάθε συνάρτηση f ορισµένη και παραγωγίσιµη στο R 
ισχύει:  [f (- x)]΄ = f ΄ (- x).  

 
Σ Λ 

42.  * Για κάθε x0 ∈ Df ισχύει [f (x0)]΄ = 0.  Σ Λ 
 
 

43.  * Η συνάρτηση f, της οποίας η 
γραφική παράσταση φαίνεται στο 
σχήµα, είναι συνεχής  στο x0 αλλά 
όχι παραγωγίσιµη.  

y

0x´

y´

xx0

 
 

 
Σ Λ 

 
 
44.  * Αν η ευθεία είναι εφαπτόµενη της 

Cf, τότε ισχύει f ΄ (x0) = 1.   

y

0x´

y´

xx0

Cf

45°

 
 
 

Σ Λ 
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45.  * Αν x0 ∈ Df και 
0 h 

lim
→ h

)(x f - h) - (x f 00  = α, α ∈ R, τότε 

f ΄ (x0) = - α.  

 
 

Σ Λ 
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Ερωτήσεις πολλαπλής επιλογής 
 

1.  * H συνάρτηση f, µε f (x) = 
x
1  έχει παράγωγο στη θέση x0 = 2 που ισούται µε  

Α. 2  Β. - 2  Γ. - 
4
1   ∆. 4  Ε. 0 

 
2.  * Ο συντελεστής διεύθυνσης της εφαπτοµένης της γραφικής παράστασης της 

συνάρτησης f (x) = - x3 + 5 στο σηµείο Α (1, 4) είναι 
Α. 5  Β. - 5  Γ. - 3  ∆. 3  Ε. 2 
 

3.  * Αν 
0 x 

lim
→ x

(0) f - (x) f  = 2, τότε ισχύει ότι 

Α. η f δεν ορίζεται στο x0 = 0  Β. f ΄ (0) = 2        Γ. f ΄ (2) = 0 
∆. η f δεν είναι συνεχής στο x0 = 0 Ε. κανένα από τα παραπάνω 

 
4. * Αν η f είναι παραγωγίσιµη στο x0, τότε η παράγωγος της συνάρτησης f στο 

x0 είναι 

Α. 
0 ∆x 

lim
→ ∆x

)(x f - ∆x)  (x f 00 +   Β. 
0 ∆x 

lim
→ ∆x

∆x)  (x f 0 +  

Γ. 
0 ∆x 

lim
→ 0

00

x
)(x f - ∆x)  (x f +

  ∆. 
0 h 

lim
→ 0

0

x
(h) f - h)  (x f +

  

E. 
0 h 

lim
→ (h) f

(h) f - h)  (x f 0 +  

 
5.  * ∆ίνεται η συνάρτηση f µε f (x) = lnx. Η f ΄ (x0), x0 > 0,  δίνεται από το όριο 

Α. 
0 h 

lim
→ h

lnx - h)  (xln 00 +   Β. 
0 h 

lim
→ h

h
x

ln 0

 

Γ. 
0 h 

lim
→ h

h - h)  (xln 0 +   ∆. 
0 h 

lim
→ h

lnh - h)  (xln 0 +   

E. 
0 ∆x 

lim
→ ∆x

 x- ∆x)  (xln 00 +   
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6.  * Αν µια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο x0 ∈ ∆, τότε δεν ισχύει ότι 
Α. Η Cf δέχεται εφαπτοµένη στο A (x0, f (x0)) 
B. H f είναι συνεχής στο x0 
Γ. O συντελεστής διεύθυνσης της εφαπτοµένης στο A (x0, f (x0)) είναι f ΄ (x0) 
∆. Η Cf δέχεται εφαπτοµένη στο A (x0, f (x0)) την x = x0 

E. Υπάρχει το 
0 h 

lim
→ h

)(x f - h)  (x f 00 +  και είναι πραγµατικός αριθµός 

 
7. * Σε ποιο από τα παρακάτω σχήµατα ο άξονας y΄y δεν είναι κατακόρυφη 

εφαπτοµένη της Cf στο (0, 0); 

y

0x´

y´

x

y=

  

y

0x´

y´

x

y= x

  

y

0x´

y´

x

xy=

 
 

Α. (α)        Β. (β)          Γ. (γ)  
 

 
y

0x´

y´

x

xy=-
  

y

0x´

y´

x

(ε)

y=x3

 
 
∆. (δ)       Ε. (ε) 

 
 
8. * Έστω η συνάρτηση f (x) = - x3. Η εφαπτοµένη της Cf στο (0, 0) είναι 

Α. ο άξονας xx΄  Β. ο άξονας yy΄  Γ. η ευθεία y = x 
∆. η ευθεία y = - x  Ε. η ευθεία y = 3x 
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9. * Αν για µια συνάρτηση f ισχύει ότι f ΄ (x0) = 0 για κάποιο x0, τότε η 
εφαπτοµένη της Cf στο σηµείο Α (x0, f (x0)) είναι  
Α. η ευθεία µε εξίσωση y = f (x0)  
Β. η ευθεία µε εξίσωση x = x0 Γ. δεν ορίζεται εφαπτοµένη στο Α 
∆. η ευθεία µε εξίσωση y = x  Ε. ο άξονας yy΄ 

 
10. * Μια συνεχής συνάρτηση στο x0, δέχεται σαν εφαπτοµένη στο Α (x0, f (x0)) 

την ευθεία µε εξίσωση x = x0, όταν  

Α. το 
0 h 

lim
→ h

)(x f - h)  (x f 00 +  είναι πραγµατικός αριθµός 

Β. ένα από τα όρια 
-
0 h 

lim
→ h

)(x f - h)  (x f 00 + , 
+→ 0 h 

lim
h

)(x f - h)  (x f 00 +  ή και τα 

δύο είναι + ∞ ή - ∞   
Γ. είναι παραγωγίσιµη στο x0 ∆. ισχύει f (x) = + ∞ ή - ∞ 

0 xx 
lim
→

Ε. ισχύει f (x) = l 
∞+→ x 

lim

 
11.  * O συντελεστής διεύθυνσης της εφαπτοµένης της Cf στο Α (x0, f (x0)) µιας 

παραγωγίσιµης συνάρτησης f ισούται µε  
Α. f (x0)    Β. x0    Γ. f  ΄ (x0)  
∆. f ΄΄ (x0)   Ε. οποιονδήποτε πραγµατικό αριθµό  

 
12.  * Η 5η παράγωγος της f (x) = 4x3 + 5x2 + 6x - 1 είναι 

Α. - 1 Β. 4  Γ. x  ∆. 0  Ε. 24 

 
13.  * ∆ίνεται η συνάρτηση του σχήµατος. Από τα 

σηµεία 3, 5 και 7 η f έχει παράγωγο  
Α. στο 3  B. στο 5 Γ. στο 7 
∆. σε όλα  E. σε κανένα από αυτά 

y

0x´
y´

x3 5 7
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14. * Η γραφική παράσταση Cf της συνάρτησης f (x) = x2 
και της ευθείας y = 2x - 5 φαίνεται στο διπλανό 
σχήµα. Το σηµείο x0 στο οποίο η εφαπτοµένη της Cf 
είναι παράλληλη στην ευθεία, είναι  

Α. 
4
1          B. 

2
1   Γ. 1      ∆. 

2
3   E. 2 

Cf y

0x´

y´

xx0

-5

y=
2x

-5

5
2

 

 
 

15. * Στο διπλανό σχήµα οι εφαπτοµένες 
(ε1), (ε2) της Cf είναι παράλληλες στον 
άξονα x΄x, τότε τα x1, x2 είναι  

Α. -
2
1  και 

2
1  B. -

4
3  και 

4
3  

Γ. -
2
3  και 

2
3  ∆. - 1 και 1  

y

x´

y´

x2

x1

0 x

3

(ε )1

3

(ε )2
Cf

y=–x +3x3

 
E. - 2 και 2 
 
 

16.  * Οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f (x) = lnx και g (x) = x2 στο 
σηµείο µε τετµηµένη x0, δέχονται παράλληλες εφαπτοµένες. Τότε το x0 είναι 

Α. - 1 B. -
2
2  Γ. 

2
2   ∆. 1  E. 

2
1  

 
 

17.  * Η γραφική παράσταση της παραγώγου µιας 
συνάρτησης f φαίνεται στο σχήµα. Από τις 
παρακάτω συναρτήσεις η f είναι 

Α. f (x) = x2   Β. f (x) = 
2
1 x2 + 3 

Γ. f (x) = 
2
1 x2 + 2x  ∆. f (x) = 

2
3 x2 + 1 

1

y

0x´

y´

x1

 

Ε. f (x) = 2x 
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18.  * H συνάρτηση f, της οποίας η γραφική παράσταση 
φαίνεται στο σχήµα, είναι ορισµένη στο [0, + ∞) και 

ισχύει: 
0 x 

lim
→ x

(x) f = + ∞. Από τις παρακάτω προτάσεις 

λάθος είναι η 

y

0x´

y´

x

Cf

 
Α. Η Cf έχει κατακόρυφη εφαπτοµένη την x = 0  
Β. H f είναι συνεχής στο 0   Γ. Η f δεν είναι παραγωγίσιµη στο 0 
∆. Υπάρχει η f ΄ (0)   Ε.  f (x) = 0 

0 x 
lim
→

 
19. * Για τις παραγωγίσιµες συναρτήσεις f, g στο διάστηµα (0, + ∞) ισχύει  

g (x) = f (x + 
x
1 ). H τιµή της g΄ (1) είναι  

Α. f ΄ (2)   Β. 2f ΄ (2)   Γ. 0 
∆. f ΄ (0)   Ε. κανένα από τα προηγούµενα 

 
 

20.  * ∆ίνεται η συνάρτηση f (x) = x2000. Η παράγωγος της f µε τάξη 2001, δηλαδή 

η , είναι ίση µε  (2001)
(x)f

Α. 2001   Β. 2000    Γ. 0  
∆. 1. 2. 3. … 2001  Ε. κανένα από τα προηγούµενα 

 
21.  * Για τη συνάρτηση f ισχύει ότι είναι παραγωγίσιµη στο πεδίο ορισµού της 

και υπάρχουν σε αυτό x1, x2 πραγµατικοί αριθµοί ώστε f ΄ (x1) = f ΄ (x2). Η 
γραφική παράσταση της f µπορεί να είναι 
 
 
 
Α. 

x

y

0

Cf

 

 
 
B. 

x

y

0

Cf
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Γ. x

y

0

Cf

 

 
 
∆. x

y

0

Cf

 
 
 
 
Ε. x

y

0

Cf

 
 
 
 

22.  * Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο R και ισχύει f ΄ (x0) = 2. Η γωνία 
που σχηµατίζει η εφαπτοµένη της Cf στο (x0, f (x0)) µε τον άξονα x΄x είναι 
περίπου 
Α. - 64° Β. 27,3° Γ. 63,4° ∆. 89°  Ε. 106,4° 

 
 

23.  * Οι συναρτήσεις f, g είναι δυο φορές παραγωγίσιµες στο κοινό πεδίο 
ορισµού τους R. Για να έχουν κοινή εφαπτοµένη στο Α (1, 2), από τις 
παρακάτω συνθήκες: 
Ι. f ΄ (1) = g ΄ (1)   ΙΙ. f (1) = g (1)   
ΙΙΙ. f, g συνεχείς στο x0 = 1  ΙV. f ΄΄ (1) = g ΄΄ (1) 
απαραίτητες είναι:  
Α. µόνο η Ι  Β. µόνο η ΙΙ  Γ. οι Ι και  ΙΙ 
∆. οι ΙΙ και IV E. όλες 
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Ερωτήσεις αντιστοίχισης 
 

1.  * Σε κάθε γραφική παράσταση Cf της στήλης Α του πίνακα Ι να αντιστοιχίσετε 
τη γραφική παράσταση Cf΄ από τη στήλη Β, συµπληρώνοντας τον πίνακα ΙΙ.  

Πίνακας Ι 
Στήλη Α:   Cf Στήλη Β:   Cf΄ 

 
1. 
 
 
 
 
 
2. 
 
 
 
 
 
3. 
 
 
 
 
 
 
4. 
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α. 
 
 
 
 
β. 
 
 
 
 
γ. 
 
 
 
 
 
δ. 
 
 
 
 
ε.  
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0
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y

0 x
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Πίνακας ΙΙ 

1 2 3 4 
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2.  * Σε κάθε γραφική παράσταση της στήλης Α του πίνακα Ι να αντιστοιχίσετε 
την εφαπτοµένη της (ε) στο x0 που βρίσκεται στη στήλη Β, καθώς και τη 
σχέση από τη στήλη Γ η οποία προκύπτει από τη µορφή της εφαπτοµένης, 
συµπληρώνοντας τον πίνακα ΙΙ.  

Πίνακας Ι 
Στήλη Α Στήλη Β Στήλη Γ 

 
 
1. 
 
 
 
 
2. 
 
 
 
 
3. 
 

x´
y´

y

x0 x0

 
 

x´
y´

y

x0 x0

 
 

x´
y´

y

x0 x0

 
 
 
 

 

 
 
 
α.
 
 
 
 
β.
 
 
 
 
γ.
 
 
 
 
δ.

x´

y´

y

x0

( )ε

 
 

x´

y´

y

x0

( )ε

 
 

x´

y´

y

x0

( )ε

 
 

x´

y´

y

x0

( )ε

 
 

 
 
p. f ΄ (x0) < 0 
 
 
q. f ΄ (x0) = 0 
 
 
r. f ΄ (x0) > 0 
 
 
s. δεν ορίζεται f ΄ (x0)  
 
 
 

Πίνακας ΙΙ 
1 2 3 
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3. * Στη στήλη Α του πίνακα Ι γράφονται συναρτήσεις και ένα σηµείο της 
γραφικής τους παράστασης και στη στήλη Β η κλίση τους στο σηµείο αυτό. 
Να κάνετε την αντιστοίχιση, συµπληρώνοντας τον πίνακα ΙΙ.  

 
Πίνακας Ι 

Στήλη Α Στήλη Β 
 
 
1.  f (x) = |x - 1| 

στο σηµείο (2, 0) 
 
 
2.  g (x) = 3x + κ 

στο σηµείο (- 1, κ - 3) 
 
 
3.  h  (x) = e-x 

στο σηµείο (0, 1) 
 
 
4.  φ (x) = logx 

στο σηµείο (10, 1) 
 
 
5.  s (x) = xe, x > 0 

στο σηµείο (e, ee) 
 

 
 

α. 
10ln10

1  

 
β. ln2 
 
γ. 1 
 

δ. 
ln10
10  

 
ε. ee 
 
στ. 3 
 
ζ. - 1 
 

 

 
Πίνακας ΙΙ 

1 2 3 4 5 
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4. * Να αντιστοιχίσετε κάθε συνάρτηση f της στήλης Α του πίνακα Ι µε την 
παράγωγό της f ΄ στη στήλη Β όπου ορίζεται, συµπληρώνοντας τον πίνακα 
ΙΙ.   

 
Πίνακας Ι 

Στήλη Α Στήλη Β 
 

1.  f (x) = αx 

 

2. f (x) = ηµ (νx) 

 

3. f (x) = log |x| 

 

4. f (x) = xα 

 

5. f (x) = συνxν 

 

6. f (x) = xlnx - x 

 
 

α. f ΄ (x) = 
xln10

1  

 
β. f ΄ (x) = - νxν-1 ηµxν 

 
γ. f ΄ (x) = lnx  

 
δ. f ΄ (x) = αxlnα 

 
ε. f ΄ (x) = αxα-1 
 

στ. f ΄ (x) = 
xlnα

1  

 
ζ. f ΄ (x) = - νxν-1 + ηµxν-1 

 
θ. f ΄ (x) = νσυν (νx) 

 
Πίνακας ΙΙ 

1 2 3 4 5 6 
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5. * Να αντιστοιχίσετε κάθε συνάρτηση της στήλης Α του πίνακα Ι µε την 
εφαπτοµένη της γραφικής της παράστασης στο (0, 0), αν υπάρχει. Η εξίσωση 
της εφαπτοµένης υπάρχει στη στήλη Β. Να κάνετε την αντιστοίχιση, 
συµπληρώνοντας τον πίνακα ΙΙ.  

 
Πίνακας Ι 

Στήλη Α Στήλη Β 
 

1.  f (x) = x  

 

2. g (x) = 2x 

 

3. h (x) = ηµx 

 

4. φ (x) = x3 

 

5. s (x) = |x| 

 

 
α. y = x 
 
β. y = x + 1 

 
γ. δεν υπάρχει 

 
δ. y = 2x 

 
ε. y = - x 
 
στ. x = 0 
 
ζ. y = 0 

 
 

 
Πίνακας ΙΙ 

1 2 3 4 5 
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6.  * H στήλη Α περιέχει γραφικές παραστάσεις συναρτήσεων και τις 
εφαπτοµένες τους στο σηµείο µε τετµηµένη x0 = 1. Σε κάθε σχήµα της 
στήλης Α του πίνακα Ι να αντιστοιχίσετε τη σχέση της στήλης Β, η οποία 
ερµηνεύει αλγεβρικά στο συγκεκριµένο σχήµα, τη θέση της εφαπτοµένης, 
συµπληρώνοντας τον πίνακα ΙΙ.  

Πίνακας Ι 
Στήλη Α Στήλη Β 

 
1. 
 
 
 
 

2. 
 
 
 
 

3. 
 
 
 
 

4. 
 
 

x

y

0 1

ε
cf

 
 

y

0 x1
ε

cf

 
 

x

y

0 1

ε

cf

 
 

x

y

0 1

ε
cf

 

 
 

α. f ΄ (1) = 0 
 

β. 
∞→ x 

lim
1-x 

(1) f - (x) f  = 0 

 
γ. f ΄ (1) > 0 
 

δ. 
0 h 

lim
→ h

(1) f - h)  (1 f +  = + ∞ 

 
ε. f ΄ (1) < 0 
 
ζ. f ΄ (1) > f ΄ (0) 
 

 
Πίνακας ΙΙ 

1 2 3 4 
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7. * Να αντιστοιχίσετε κάθε συνάρτηση f της στήλης Α του πίνακα Ι µε την 
παράγωγό της f ΄ στη στήλη Β, συµπληρώνοντας τον πίνακα ΙΙ.  

 
Πίνακας Ι 

Στήλη Α Στήλη Β 
 

1.  f (x) = ηµ2x 

 

2. f (x) = συν2x 

 

3. f (x) = ηµ2x 

 

4. f (x) = συν2x 

 
α. f ΄ (x) = - ηµ2x 
 
β. f ΄ (x) = - 2ηµ2x 

 
γ. f ΄ (x) = ηµ2x 

 
δ. f ΄ (x) = - συν2x 

 
ε. f ΄ (x) = 2ηµx 
 
στ. f ΄ (x) = 2συν2x 

 
 

 
Πίνακας ΙΙ 

1 2 3 4 
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8. * Να αντιστοιχίσετε κάθε σύµβολο της στήλης Α του πίνακα Ι µε το σύµβολο 
της στήλης Β, το οποίο έχει την ίδια σηµασία, συµπληρώνοντας τον πίνακα 
ΙΙ.  

Πίνακας Ι 
Στήλη Α Στήλη Β 

 

1.  
dx

g)(f d ⋅  

 

2. 
dx
df

⋅
dx
dg  

 

3. 
2

dx
df







  

 

4. 2

2

dx
fd  

 
α. f ΄΄ (x) 
 
β. [f ΄ (x)]2 

 
γ. f ΄ (x) g (x) + f (x) g΄ (x)  

 
δ. 2 f ΄ (x) ⋅ f (x) 

 
ε. f ΄ (x) ⋅ g ΄ (x) 
 
στ. f ΄ (x) ⋅ g ΄ (x) + f (x) ⋅ g (x) 

 
 

 
Πίνακας ΙΙ 

1 2 3 4 
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9. * Σε κάθε γραφική παράσταση Cf συνάρτησης f της στήλης Α του πίνακα Ι 
να αντιστοιχίσετε τη γραφική παράσταση της παραγώγου συνάρτησης από τη 
στήλη Β, συµπληρώνοντας τον πίνακα ΙΙ.  

 
Πίνακας Ι 

Στήλη Α Στήλη Β 
 
 
1. 
 
 
 
 
 
 
2. 
 
 
 
 

y

x

y

0 1

y´

x´
1

Cf

 
 
 

2 xx´

y

y´

0

2

4

-2 6

Cf

 

 
 
α. 
 
 
 
 
β. 
 
 
 
 
γ. 
 
 
 

y

x

y

0
1

y´

x´
C ´f

 
 

y

1 xx´

y´

0

1

-1

C ´f

 
 

2 xx´

y

y´

0

1

-1 C ´f

-2 6

 

 
Πίνακας ΙΙ 

1 2 
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10. * Σε κάθε γραφική παράσταση συνάρτησης f της στήλης Α του πίνακα Ι, να 
αντιστοιχίσετε την τιµή της παραγώγου στο x = 2 της στήλης Β, 
συµπληρώνοντας τον πίνακα ΙΙ.  

Πίνακας Ι 
Στήλη Α Στήλη Β 

 
 
1. 
 
 
 
 
2. 
 
 
 
 
3. 
 
 
 
 
4. 
 
 
 

y

x

y

0 1

y´

x´
1

 
 

y

x

y

0 1

y´

x´
-1

y=–x2

 
 

y

x

y

0

y´

x´
1

y=ex

 
 

x´

y´

y

x0

1

 

 
α.  f ΄ (2) = - 4 
 
 
β. f ΄ (2) = 0 
 
 
γ. f ΄ (2) = 1 
 
 
δ. f ΄ (2) = 2 
 
 
 
ε. f ΄ (2) = eln2 
 
 
στ. f ΄ (2) = e2 
 
 

 
Πίνακας ΙΙ 

1 2 3 4 
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Ερωτήσεις συµπλήρωσης 
 
1. * Να συµπληρώσετε τα κενά στη στήλη Β του παρακάτω πίνακα.  

Στήλη Α Στήλη Β 
Γραφική παράσταση συνάρτησης f Παράγωγος της f στο σηµείο x0 = 1 

 
 
1. 
 
 
 
 
2. 
 
 
 
3. 
 
 
 
 
4. 
 
 
 

y

x

y

0

y´

x´

y=

 
 

y

x

y

0

y´

x´ 1

 
 

y

x

y

0

y´

x´

y=e2x–1

 
 

y

x

y

0

y´

x´

y= 1
x

 

 

1.  f ΄ (1) …………………… 

 

 

2. f ΄ (1) …………………… 

 

 

3. f ΄ (1) …………………… 

 

 

4. f ΄ (1) …………………… 
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Ερωτήσεις διάταξης 
 

1. * Να διατάξετε τις κλίσεις των παρακάτω συναρτήσεων στο σηµείο τους µε 
τετµηµένη x0 = 1.  

 α)  f (x) = x3   β)  g (x) = x2 

 γ)  h (x) = 
2
1  x  δ)  φ (x) = 5  ε)  σ (x) = lnx 

 

2.  * Να διατάξετε από τον µικρότερο στον µεγαλύτερο τους συντελεστές 
διεύθυνσης των εφαπτοµένων των γραφικών παραστάσεων των παρακάτω 
συναρτήσεων, στα αντίστοιχα σηµεία τους.  

 α)  f (x) = - 5x + 4 στο σηµείο (1, - 1)   
β)  g (x) = 2x  στο σηµείο (0, 1) 

γ)  h (x) = x-  στο σηµείο (- 4, 2) 

δ)  φ (x) = συν22x στο σηµείο (
2
π , 1) 

ε)  σ (x) = log2x στο σηµείο (1, 0) 
 

3.  * Τέσσερα κινητά κινούνται στον ίδιο άξονα και οι θέσεις τους σε κάθε 

χρονική στιγµή t δίνονται από τους τύπους s1 (t) = 
2
1 t2,   s2 (t) = 3ηµ 

2
πt ,  

s3 (t) = 2t3 - t2,   s4 (t) = tlnt. Να διατάξετε τις ταχύτητες των κινητών από τη 
µικρότερη προς τη µεγαλύτερη τη χρονική στιγµή t = 2.  
 

 

4.  * Στο διπλανό σχήµα δίνονται οι γραφικές 
παραστάσεις τεσσάρων συναρτήσεων f, g, h 
και φ. Να διατάξετε τους συντελεστές 
διεύθυνσης των εφαπτοµένων τους στο 
σηµείο µε τετµηµένη x0 = 1, κατά αύξουσα 
σειρά.  x

y

0

y´

x´ 1

Cφ

Cg
CfCh

1

 
 



Ερωτήσεις ανάπτυξης 
 
 
1.  ** Η  συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη 

στο R και η ευθεία (ε) είναι εφαπτοµένη 
της Cf στο σηµείο (0, f (0)). Μετακινούµε 
τη Cf παράλληλα προς τους άξονες, όπως 
φαίνεται στο σχήµα, και ονοµάζουµε g τη 
συνάρτηση η οποία αντιστοιχεί στη Cg.   
α) Να βρείτε µια σχέση η οποία να 

συνδέει τις συναρτήσεις f και g.  
β) Με βάση την προηγούµενη σχέση να δείξετε ότι g ΄ (x0) = f ΄ (x0 - 4) για 

κάθε x0 ∈ R.  
γ) Να βρείτε την g ΄ (4).  

 
2. ** Η γραφική παράσταση Cf της συνάρτησης 

f (x) = x3 και η εφαπτοµένη της (ε) στο σηµείο 
Α (1, 1) φαίνονται στο διπλανό σχήµα. Αν x0 είναι 
το σηµείο τοµής των Cf και (ε):  
α) να βρείτε το σηµείο x0. 
β) να αποδείξετε ότι η κλίση της εφαπτοµένης της 

Cf στο x0 είναι τετραπλάσια της κλίσης της 
εφαπτοµένης της Cf στο Α. 

x

y

0
x´

y´

1
x0

Cf

Α

(ε)

 
 

 

3.  ** ∆ίνεται η συνάρτηση f (x) = 17 8x  - x 2 + , x ∈ R.  

α) Να δείξετε ότι το πλησιέστερο σηµείο της Cf (x0, f (x0)) στον άξονα x΄x 
είναι το σηµείο της που έχει παράλληλη εφαπτοµένη στον άξονα x΄x.  

β) Να βρείτε το x0 και την ελάχιστη απόσταση.  
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4. ** Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου του 

διπλανού σχήµατος.  

y

x05 22

45°

 
 
5. ** ∆ίνεται η συνάρτηση f µε f (x) = αx2 + βx. Να βρείτε τα α και β ώστε η Cf 

να διέρχεται από το σηµείο (3, -9) και να έχει στο σηµείο αυτό εφαπτοµένη 
παράλληλη στον άξονα x΄x.  

 
6.  ** ∆ίνεται η συνάρτηση f (x) = ex, x ∈ R.  

α) Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτοµένης (ε) της Cf στο σηµείο (0, 1). Να 
παραστήσετε γραφικά την Cf και την (ε).  

β) Με χρήση του ερωτήµατος (α), να βρείτε µια προσέγγιση του 
αποτελέσµατος e-0,0135. Να συγκρίνετε την προσέγγιση που βρήκατε µε το 
αποτέλεσµα που δίνει ένας υπολογιστής τσέπης.  

Σηµείωση: Η παραπάνω άσκηση θα µπορούσε να χρησιµοποιηθεί για µια εισαγωγή 
στην έννοια του διαφορικού.  

 
7.  ** ∆ίνονται οι συναρτήσεις f (x) = ex και g (x) = e-x. 

α) Να εξετάσετε αν οι εφαπτοµένες των Cf και Cg στα σηµεία (x0, f (x0)) και 
(x0, g (x0)) αντίστοιχα µε x0 = 1, είναι κάθετες.  

β) Να εξετάσετε αν ισχύει το ίδιο για κάθε x0 ∈ R.  
 

8. ** ∆ίνονται οι συναρτήσεις f (x) = e-x και g (x) = - lnx. Να αποδειχθεί ότι η 
ευθεία που ορίζεται από τα σηµεία στα οποία οι γραφικές τους παραστάσεις 
τέµνουν τους άξονες, είναι κοινή τους εφαπτοµένη.  
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9.  ** Να βρεθούν οι εφαπτοµένες της γραφικής παράστασης της f (x) = x , οι 
οποίες φέρονται από το σηµείο Α (0, 1).  

 
 
10.  ** ∆ίνεται η συνάρτηση f (x) = lnx, x > 0. Ποια γωνία σχηµατίζει µε τον 

άξονα x΄x  η εφαπτοµένη της Cf στο σηµείο τοµής της µε τον άξονα x΄x;  
 
 

11.  ** Έστω η συνάρτηση f (x) = ln (x + 1  x 2 + ). Να εξετάσετε αν η Cf έχει 

οριζόντια εφαπτοµένη, αφού αποδείξετε ότι x + 1  x 2 +  > 0.  
 
 

12.  ** ∆ίνεται η εξίσωση f (x) = 1 + 3 2x .  
α) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης της Cf στο σηµείο Α (8, 5).  
β) Να βρείτε τα σηµεία τοµής της εφαπτοµένης µε τους άξονες.  

 
 

13.  ** ∆ίνονται οι συναρτήσεις f (x) = 
2e
1  x2 και g (x) = lnx, µε x > 0.  

α) Να αποδείξετε ότι υπάρχει x0 ώστε f ΄ (x0) = g ΄ (x0).  
β) Να αποδείξετε ότι f (x0) = g (x0). 
γ) Να βρεθεί η εξίσωση της κοινής εφαπτοµένης τους στο σηµείο αυτό.  

 

14.  ** Αν f1, f2, f3, f4 είναι παραγωγίσιµες συναρτήσεις και f (x) = 
(x) f(x) f

(x) f(x) f

43

21

, 

να αποδείξετε ότι  f ΄ (x) =  
(x) f(x) f

(x) ΄f(x) ΄f

43

21
 + 

(x) ΄f(x) ΄f

(x) f(x) f

43

21
. 
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15.  ** Εξηγήστε γιατί η παρακάτω διαδικασία οδηγεί σε άτοπο  

x4 = x⋅x3 = , άρα (x444444 21
οιx προσθετέ

3333  x ...   x  x x ++++

444 3444 2
φορέςx 

22 3x  ...  3x +++

3
4)΄ = 

  δηλαδή 

4x

΄










+++ 44 344 21

φορέςx 

333  x ...   x x ,

3 = , άρα 4x1
2  3x 3 = 3x3, εποµένως 4 = 3  !!! 

 
16.  ** Να βρείτε τις παραγώγους των παρακάτω συναρτήσεων: 

α) f (x) = 3x2lnx β) g (x) = συν 2 -x  γ) h (t) =  
2t

e-3t

 

 
17.  ** O όγκος ενός κύβου αυξάνει µε ρυθµό 1,5 cm3/sec. Να βρείτε το ρυθµό 

αύξησης της επιφάνειάς του όταν ο όγκος είναι 27 cm3.  
∆ίνονται  Όγκος κύβου πλευράς α: V = α3 

Εµβαδόν επιφάνειας κύβου πλευράς α: Ε = 6α2 

 
18.  ** Ένα σηµείο κινείται σε άξονα και η θέση του τη χρονική στιγµή t 

καθορίζεται από τη συνάρτηση s (t) = 3t2 - t - 1. Να υπολογίσετε:  
α) την ταχύτητά του κατά τη χρονική στιγµή t1 = 2 sec 
β) την επιτάχυνσή του κατά τη χρονική στιγµή t2 = 4 sec 
γ) πότε η ταχύτητα είναι 0.  

 
19.  ** Η θέση ενός κινητού που κινείται σε άξονα δίνεται από τη συνάρτηση  

s (t) = ln (t + 1), t ≥ 0 (ο χρόνος µετράται σε sec).  
α) ∆είξτε ότι η κίνηση είναι επιβραδυνόµενη.  
β) Να βρεθεί το µέτρο της ταχύτητας και της επιβράδυνσης του κινητού τη 

χρονική στιγµή t0 = 3.  
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20. ** Έχει παρατηρηθεί ότι πίνοντας ένα 
αναψυκτικό µε καλαµάκι, µια αναρρόφηση 
διαρκεί περίπου 1 sec και η ποσότητα του 
αναψυκτικού που καταναλώνεται κατά την 
αναρρόφηση είναι ίση µε την ποσότητα που 
χωρά στο καλαµάκι. Το ποτήρι έχει διάµετρο 
4 cm και το καλαµάκι έχει διάµετρο 0,4 cm 
και ύψος 25 cm.  
Να βρεθεί η ταχύτητα µε την οποία 
κατεβαίνει η στάθµη του αναψυκτικού στο 
ποτήρι σε κάθε αναρρόφηση. 

 

 

∆ίνεται ο όγκος κυλίνδρου ύψους h και ακτίνας βάσης r: V = π⋅r2⋅h. 
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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ  -  ΥΠΟ∆ΕΙΞΕΙΣ   
ΣΤΙΣ  ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ  
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Κεφάλαιο 3ο:        ∆ΙΑΦΟΡΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ     1o ΜΕΡΟΣ  

 
 

Απαντήσεις στις ερωτήσεις του τύπου “Σωστό-Λάθος” 
 
 
 

1. Σ  14. Σ  30. Λ  
2. α) Σ  15. Σ  31. Σ  

β) Λ  16. Σ  32. Λ  
γ) Σ  17. Σ  33.  Σ  
δ) Λ  18. Σ  34. Σ  

3. Λ  19. Σ  35.  Σ  
4. Σ  20. Σ  36. Λ  
5. Σ  21. Σ  37. Λ  
6. Λ  22. Σ  38. Σ  
7. Σ  23. Λ  39. Λ  
8. Σ  24. Σ  40.  Σ  
9. Λ  25. Λ  41. Λ  

10. Σ  26. Σ  42. Σ  
11. Σ  27. Σ  43. Σ  
12. Σ  28. Σ  44. Σ  
13. Σ  29. Λ  45. Σ  
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Απαντήσεις στις ερωτήσεις πολλαπλής επιλογής 
 
 
 

1. Γ  9. Α  16. Γ  
2. Γ  10. Β  17. Β  
3. Β  11. Γ  18. ∆  
4. Α  12. ∆  19. Γ  
5. Α  13. Γ  20. Γ  
6. ∆  14. Γ  21. Γ  
7. Ε  15. ∆  22. Γ  
8. Α     23. Γ  

 
Μερικές ενδεικτικές λύσεις 

 
7.  Στην ερώτηση έχουµε δώσει και τους τύπους των γραφικών παραστάσεων. 

Αυτό δεν σηµαίνει ότι ο µαθητής για απαντήσει πρέπει να πάρει τον ορισµό 
της κατακόρυφης εφαπτοµένης για καθεµιά συνάρτηση. Πρέπει να 
καταλάβει ότι εφαπτόµενη µιας καµπύλης «έρχεται» από τη «ράχη» της 
γραφικής παράστασης. Η µόνη που δεν είναι έτσι είναι η Ε.  

 
17.  Από τα δεδοµένα του σχήµατος συµπεραίνουµε ότι η f ΄ (x) = x (αφού είναι 

ευθεία y = αx και διέρχεται από το (1, 1). Παραγωγίζοντας τις δοσµένες 
συναρτήσεις βλέπουµε ότι f ΄ (x) = x, δίνει µόνο η Β, η οποία είναι και η 
σωστή.  

 
21.  Η υπόθεση f ΄ (x1) = f ΄ (x2) σηµαίνει ότι υπάρχουν δυο σηµεία µε τετµηµένες 

x1, x2, ώστε στα σηµεία αυτά να µπορούν να αχθούν παράλληλες 
εφαπτοµένες. Αναζητούµε λοιπόν σε ποιο σχήµα υπάρχει τέτοια δυνατότητα. 
Είναι προφανές ότι είναι µόνο το σχήµα Γ.  
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Απαντήσεις στις ερωτήσεις αντιστοίχισης 

 
1.  1 ε  2.  1 β p 
 2 δ   2 γ r 
 3 α   3 α q 
 4 β     
 
3.  1 γ  4.  1 δ 
 2 στ   2 θ 
 3 ζ   3 α 
 4 α   4 ε 
 5 ε   5 β 
     6 γ 
 
5.  1 στ  6.  1 γ 
 2 δ   2 ε 
 3 α   3 α 
 4 ζ   4 δ 
 5 γ     
 

7.  1 γ  8.  1 γ 
 2 α   2 ε 
 3 στ   3 β 
 4 β   4 α 
 

9.  1 β  10.  1 γ 
 2 γ   2 α 
     3 στ 
     4 β 
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Απαντήσεις στις ερωτήσεις διάταξης 

 
1.  φ΄ (1) < h΄ (1) < σ΄ (1)  < g΄ (1) < f ΄ (1)   
 

2. f ΄ (1)  < h΄ (4) < φ΄ (
2
π ) < σ΄ (1) < g΄ (0) 

 
3. υ2 < υ1 < υ4 < υ3 
 
4. λh < λφ < λf < λg 
 
 
 

Απαντήσεις - υποδείξεις στις ερωτήσεις ανάπτυξης 

 
1.  α) g (x) = f (x - 4) + 3 β) g ΄ (x) = f ΄ (x - 4)   

γ) g ΄ (4) = εφ120° 
 
 
2.  α) x0 = - 2    β) f ΄ (- 2) = 4f ΄ (1) 

 
 

3.  f ΄ (x) = 
17 8x  - x

4) -(x 
2 +

, f ΄ (x) = 0   ⇔   x = 4  

f ´
+∞

f 

−∞

− +0
4

min
(4,1)  
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4.  Το άνω ηµικύκλιο είναι γραφική παράσταση της συνάρτησης  

f (x) = 22  x- ρ  όπου ρ η ζητούµενη ακτίνα και - ρ ≤ x ≤ ρ.  

Ισχύει f ΄ (-
2
5  2 ) = εφ 45° = 1 µε f ΄ (x) = 

22  x- ρ 2

2x - , άρα ρ = 5. 

Άρα η εξίσωση του κύκλου θα είναι: x2 + y2 = 25.  
 
 
5.  Πρέπει f (3) = - 9 και f ΄ (3) = 0, άρα α = 1, β = - 6 
 
 
6.  α) y = x + 1    

β) e-0,0135 ≈ 1 - 0,0135 = 0,9865 (o υπολογιστής τσέπης δίνει 0,98659) 
 
 
7.  α) f ΄ (1) ⋅ g ΄ (1) = - 1  β) ισχύει 
 
 
8.  y = - x + 1  και  f  ΄ (0) = g ΄ (1) = - 1 

 
 

9. Αν (x0, f (x0)) το σηµείο επαφής, τότε η εξίσωση της εφαπτοµένης είναι  

y - 0x  = 
0x2

1  (x - x0) και επειδή διέρχεται από το σηµείο (0, 1) έχουµε 1 

- 0x  = 
0x2

1  (- x0), άρα 1 - 0x  = - 
2
1  0x , δηλαδή 

2
1  0x  = 1, 

δηλαδή x0 = 4, οπότε η εφαπτοµένη είναι y = 
4
1  x + 1. Επίσης έχει και την   

x = 0 
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10.  Στο σηµείο x0 = 1 έχουµε f ΄ (1) = 1, άρα εφω = 1, άρα ω = 45° 
 
 

11.  Ισχύει x + 1  x 2 +  > x + 2x  > x + |x| ≥ 0  

f ΄ (x) = 
1  x

1  x x 
2

2

+

++  > 0, για κάθε x ∈ R, άρα δεν έχει οριζόντια 

εφαπτοµένη 
 
 

12.  α) y - 5 = 
3
1  (x - 8) 

β) Τέµνει τον x΄x στο σηµείο (- 7, 0) και τον y΄y στο σηµείο (0, 
3
7 ) 

 
 

13.  α) x0 = e   

γ) y = 
e

1  x - 
2
1   

 
 
14.  Αναπτύσσουµε την ορίζουσα και παραγωγίζουµε 
 
 
15.  Το x4 δεν µπορεί να γραφεί x3 + x3 + … + x3 για κάθε x ∈ R 

 
 

17.  2 cm2/sec 
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18.  α) s ΄ (2) = 11  β) s ΄΄ (4) = 6  γ) t = 
6
1  

 
 

19.  α) υ (t) = 
1 t 

1
+

 φθίνουσα συνάρτηση του t 

β) υ (3) = 
4
1     |γ (3)| = 

16
1  

 
 

20.  Το καλαµάκι χωρά π (0,2)2 25 cm3 ≈ 3,14 cm3, άρα 
dt
dV  = - 3,14 cm3/sec (ο 

ρυθµός ελάττωσης του όγκου).  

Ο όγκος του αναψυκτικού: V = π⋅22⋅h = 4πh και ισχύει 
dt
dV  = 

dh
dV  ⋅

dt
dh , άρα 

- 3,14 = 4π 
dt
dh , άρα 

dt
dh  = - 

4
1  cm/sec.  
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Κεφάλαιο 3ο:        ∆ΙΑΦΟΡΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ    2ο  ΜΕΡΟΣ  

 

Ερωτήσεις του τύπου «Σωστό - Λάθος» 
 
1. * Αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστηµα [α, β], 

παραγωγίσιµη στο διάστηµα (α, β) και f (α) = f (β), τότε 
υπάρχει τουλάχιστον ένα σηµείο x0 εσωτερικό στο διάστηµα 
[α, β], στο οποίο η εφαπτοµένη του διαγράµµατος της f, 
είναι παράλληλη στον άξονα x΄x.   

 
 
 
 

Σ Λ 
2. * Αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστηµα [α, β] και 

παραγωγίσιµη στο διάστηµα (α, β), τότε υπάρχει ένα 
τουλάχιστον σηµείο x0 ∈ (α, β), στο οποίο η εφαπτοµένη της 
Cf είναι παράλληλη προς την ευθεία που διέρχεται από τα 
σηµεία (α, f (α)) και (β, f (β)).  

 
 
 
 

Σ Λ 
3. * Για τη συνάρτηση του 

σχήµατος, υπάρχει τουλάχιστον 
ένα σηµείο Μ (ξ, f (ξ)) της Cf µε 
ξ ∈ (α, β), όπου η εφαπτοµένη 
της f να είναι παράλληλη προς 
την ΑΒ.  

 
 
 

Σ Λ 

 

4.  * Για τη συνάρτηση f ισχύουν οι 
προϋποθέσεις του θεωρήµατος µέσης 
τιµής στο διάστηµα [0, x0].  

x

y

0x´

y´

x0

Cf

 
 

 
Σ Λ 

5. * Υπάρχουν συναρτήσεις για τις οποίες ισχύει το 
συµπέρασµα του θεωρήµατος του Rolle, χωρίς να ισχύουν 
όλες οι υποθέσεις του θεωρήµατος. 

 
 

Σ Λ 
6. * Αν για µια συνάρτηση f ισχύουν οι υποθέσεις του 

θεωρήµατος του Rolle, τότε υπάρχει x0, ώστε η εφαπτοµένη 
της Cf στο (x0, f (x0)) να είναι παράλληλη µε τον άξονα x΄x.  

 
 

Σ Λ 
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7. * Αν για µια συνάρτηση f εφαρµόζεται το θεώρηµα του Rolle 
στο [α, β], τότε εφαρµόζεται και το θεώρηµα µέσης τιµής 
στο ίδιο διάστηµα.  

 
 

Σ Λ 
8.  *  Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α, β], τότε κρίσιµα 

σηµεία της f είναι τα σηµεία του διαστήµατος (α, β) στα 
οποία η f ΄ µηδενίζεται και τα σηµεία του διαστήµατος (α, β) 
στα οποία η f δεν παραγωγίζεται.  

 
 
 

Σ Λ 
9.  * Αν f ΄ (x) = (x - 1)2, τότε το σηµείο x0 = 1 είναι τοπικό 

ακρότατο της f.  
 

Σ Λ 
10.  * Αν f ΄ (x) = |x - 1|, τότε το σηµείο x0 = 1 είναι τοπικό 

ακρότατο της f. 
 

Σ Λ 
11.  * Αν f ΄ (x) = x2 + 1, τότε η εξίσωση f (x) = 0 έχει το πολύ 

µια ρίζα.  
 

Σ Λ 
12.  * Αν για µια συνάρτηση f ισχύει f ΄ (x) > 0 για κάθε x ∈ R, 

τότε η εξίσωση f (x) = 0 έχει το πολύ µια ρίζα στο R.  
 

Σ Λ 
13.  * Αν f ΄ (x) = x2 - 5x + 6, τότε η f είναι γνησίως φθίνουσα 

στο διάστηµα [2, 3].  
 

Σ Λ 

14.  * Αν η γραφική παράσταση της 
παραγώγου µιας συνάρτησης f φαίνεται 
στο σχήµα, τότε η f έχει ακρότατο το x0 = 
1.  

x

y

0x´

y´

1

1

C ´f  
 
 

Σ Λ 

15.  * Αν η γραφική παράσταση της 
παραγώγου µιας συνάρτησης f φαίνεται 
στο διπλανό σχήµα, τότε η f είναι 
γνησίως αύξουσα συνάρτηση στο R.  

y

0x´

y´

x
Cf´

 
 
 

Σ Λ 

16.  * Αν η γραφική παράσταση της 
παραγώγου µιας συνάρτησης f φαίνεται 
στο διπλανό σχήµα, τότε η f είναι 
γνησίως αύξουσα συνάρτηση στο R. 

y

0x´

y´

x

C ´f

 
 
 

Σ Λ 
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17. * Αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α, β], f (α) f (β) < 0 
και f ΄ (x) < 0 για κάθε x ∈ [α, β], τότε η εξίσωση f (x) = 0 
έχει µία µόνο ρίζα στο (α, β).  

 
 

Σ Λ 
18.  *  Αν f ΄ (x) = (x + 3) x2, τότε το x0 = - 3 είναι θέση τοπικού 

ελαχίστου.  
 

Σ Λ 
19.  *  Για τη συνάρτηση f µε f (x) = 3x2, x ∈ [- 3, 2] υπάρχει ένα 

µόνο τοπικό ακρότατο.  
 

Σ Λ 
20.  * Για τη συνάρτηση f (x) = ηµx, x ∈ R, υπάρχει τουλάχιστον 

ένα τοπικό ελάχιστο µεγαλύτερο από κάποιο τοπικό µέγιστο. 
 

Σ Λ 
21.  *  ∆ίνεται η συνεχής συνάρτηση f µε f ΄ (x) > 0 για κάθε x ∈ R. 

Αν f (3) = 5, τότε µπορεί να ισχύει f (5) = 4.  
 

Σ Λ 
22.  * Στο διπλανό σχήµα φαίνεται η 

γραφική παράσταση της Β΄΄ (t) όπου Β 
(t) είναι η συνάρτηση του βάρους 
κάποιου ανθρώπου που βρίσκεται σε 
δίαιτα, µετά από χρόνο t. Τότε ο ρυθµός 
µείωσης του βάρους, στην αρχή 
µειώνεται και µετά αυξάνεται.  

 

0 t

CB´́

B´´(t)
 
 
 
 
 
 

Σ Λ  
 

23. * Στο σχήµα φαίνεται η γραφική 
παράσταση της f ΄ µια συνάρτησης f. 
Τότε η f έχει τουλάχιστον δύο θέσεις 
τοπικών ακροτάτων.  

x

y

0

y´

x´ α β

 
 
 

Σ Λ 

24.  * Αν f ΄ (x) = , τότε η f δεν µπορεί να έχει τοπικά 
ακρότατα.  

16-x2
e +  

Σ Λ 

 
25.  * Η συνάρτηση του σχήµατος έχει θετική 

πρώτη παράγωγο για κάθε x ∈ (0, + ∞).  

y´

y

0x´ x
5

12 Cf

 

 
 

Σ Λ 
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26.  * Αν οι συναρτήσεις f, g παρουσιάζουν στο σηµείο x0 τοπικό 
ελάχιστο, τότε και η συνάρτηση f + g θα παρουσιάζει κι 
αυτή στο x0 τοπικό ελάχιστο.  

 
 

Σ Λ 
27.  * Αν µια άρτια συνάρτηση έχει στο x0 τοπικό ελάχιστο, τότε 

και στο - x0 θα έχει τοπικό ελάχιστο.  
 

Σ Λ 
28.  * Αν η γραφική παράσταση της 

παραγώγου µιας συνάρτησης f είναι 
αυτή του σχήµατος, τότε η f είναι 
γνησίως φθίνουσα στο R.  

y

0x´

y´

x

C ´f

 
 
 

Σ Λ 

29.  * Υπάρχουν συναρτήσεις ορισµένες στο R οι οποίες έχουν 
άπειρα τοπικά ακρότατα. 

 
Σ Λ 

30.  * Αν η f ΄ έχει µία µόνο ρίζα, τότε η f θα έχει το πολύ δύο 
ρίζες.  

 
Σ Λ 

31.  ** Αν η f ΄ έχει µόνο δύο ρίζες, τότε η f έχει δύο ακριβώς 
τοπικά ακρότατα.   

 
Σ Λ 

32.  * Αν για τη συνάρτηση f ισχύει f ΄ (x) = 3 µε x ∈ R, τότε η 
γραφική παράσταση της f είναι µια ευθεία.  

 
Σ Λ 

33.  * Ένα τοπικό ελάχιστο µιας συνάρτησης f, είναι πάντοτε 
µικρότερο από κάθε τοπικό µέγιστο της ίδιας συνάρτησης.  

 
Σ Λ 

34.  * Το µικρότερο από τα τοπικά ελάχιστα µιας συνάρτησης f 
(εφόσον υπάρχουν), είναι πάντοτε και ελάχιστο της f. 

 
Σ Λ 

35.  * Μια συνάρτηση f παραγωγίσιµη σ’ ένα ανοικτό διάστηµα ∆, 
µε f ΄ (x)  ≠ 0 για κάθε x ∈ ∆, δεν παρουσιάζει ακρότατα στο 
∆.  

 
 

Σ Λ 
36.  * Μια συνεχής και σταθερή συνάρτηση στο [α, β] 

παρουσιάζει ακρότατο σε κάθε σηµείο του διαστήµατος [α, 
β].  

 
Σ Λ 

37.  * Αν µια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο ∆ = (α, x0) ∪ 
(x0, β) και ισχύει f ΄ (x) = 0 για κάθε x ∈ ∆, τότε η f είναι 
σταθερή στο ∆.  

 
 

Σ Λ 
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38.  * Αν οι συναρτήσεις f, g είναι παραγωγίσιµες σ’ ένα 
διάστηµα ∆, και διαφέρουν κατά µία σταθερά, τότε έχουν 
ίσες παραγώγους.  

 
 

Σ Λ 
39.  ** Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α, β] και 

παραγωγίσιµη στο (α, β), µε f ΄΄ (x) < 0 για κάθε x ∈ [α, β], 

τότε η εξίσωση f ΄ (x) = 
α - β

(α) f - (β) f , έχει µία µόνο ρίζα στο 

(α, β).  

 
 
 

Σ Λ 

 

40.  * Η γραφική παράσταση Cf µιας 
συνάρτησης f, φαίνεται στο 
διπλανό σχήµα. Τότε το x0 είναι 
σηµείο καµπής της f.  

x

y

0

y´

x´ x0

Cf
 

 
 
 

Σ Λ 

41.  * Αν f ΄΄ (x) = (x - 2)2, τότε η f έχει σηµείο καµπής στο x0 = 2.   Σ Λ 

42.  * Αν η συνάρτηση f έχει σηµείο καµπής στο σηµείο x0 του 
πεδίου ορισµού της, τότε πάντοτε θα υπάρχει η δεύτερη 
παράγωγος της f στο x0.  

 
 

Σ Λ 
 

43.  * H γραφική παράσταση µιας 
συνάρτησης f φαίνεται στο σχήµα. 
Τότε θα ισχύει f ΄΄ (x) ≤ 0 για κάθε 
x ∈ (0, + ∞).  

y

0

y´

x

 
 
 

Σ Λ 

44.  * Αν µια συνάρτηση f είναι δυο 
φορές παραγωγίσιµη, και η 
γραφική παράσταση της f ΄ 
φαίνεται στο σχήµα, τότε η f 
στρέφει τα κοίλα προς τα πάνω.  

y

0x´

y´

xα β

C ´f
 
 
 
 

Σ Λ 

45.  * Μια πολυωνυµική συνάρτηση 3ου βαθµού έχει 
οπωσδήποτε σηµείο καµπής.  

 
Σ Λ 
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46.  * Μια πολυωνυµική συνάρτηση 4ου βαθµού έχει 
τουλάχιστον ένα σηµείο καµπής.  

 
Σ Λ 

 
47.  * Η συνάρτηση f, της οποίας η 

γραφική παράσταση φαίνεται στο 
σχήµα, παρουσιάζει δύο σηµεία 
καµπής.  

y

x0

Cf

x´

y´

 
 
 

Σ Λ 

48.  * Μια συνάρτηση f είναι κοίλη σ’ ένα διάστηµα ∆, αν η 
εφαπτοµένη της σε κάθε σηµείο (x0, f (x0)), x0 ∈ ∆, 
βρίσκεται πάνω από τη γραφική της παράσταση.   

 
 

Σ Λ 
49.  * Για να είναι το σηµείο Α (x0, f (x0)) σηµείο καµπής της 

γραφικής παράστασης µιας συνάρτησης f, αρκεί η f ΄΄ να 
αλλάζει πρόσηµο εκατέρωθεν του x0.   

 
Σ Λ 

50.  * Αν f (x) = 2x, τότε η µόνη συνάρτηση που έχει την f 
παράγωγο είναι η g (x) = x2.   

 
Σ Λ 

51.  * Αν οι συναρτήσεις f, g είναι παραγωγίσιµες στο διάστηµα 
∆ και ισχύει f (x) = g (x) + c, για κάθε x ∈ ∆, τότε στα 
σηµεία των Cf και Cg µε την ίδια τετµηµένη, οι εφαπτοµένες 
είναι παράλληλες.   

 
 
 

Σ Λ 
52.  * Η συνάρτηση y = x6 + 3, x ∈ R, είναι µια λύση της 

διαφορικής εξίσωσης y΄΄ + y = 0.  
 

Σ Λ 
 
 

53.  * Η συνάρτηση, της οποίας η γραφική 
παράσταση φαίνεται στο σχήµα, είναι 

µία λύση της εξίσωσης 
dx
dy  = x.  

x´

y

0

y´

x1

1
2

y=αx2  
 
 

Σ Λ 

54.  * Μία λύση της διαφορικής εξίσωσης 2

2

dx
yd  = y είναι η 

συνάρτηση y = 3.  

 
 

Σ Λ 
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55.  * Η παράγουσα του γινοµένου δυο συναρτήσεων µε κοινό 
πεδίο ορισµού, είναι ίση µε το γινόµενο των παραγουσών 
αυτών.  

 
 

Σ Λ 
56.  * Αν για τις συναρτήσεις f, g ισχύει f ΄΄ (x) = g ΄΄ (x), x ∈ 

[α, β], τότε g ΄ (x) = f ΄ (x) + c, x ∈ [α, β].   
 

Σ Λ 

57.  * Αν για τις συναρτήσεις f, g ισχύει f ΄΄ (x) = g (x), x ∈ R, 
τότε η συνάρτηση f ΄ (x) είναι µια παράγουσα της g (x).   

 
Σ Λ 

 

58.  * Η γραφική παράσταση της 
συνάρτησης f που φαίνεται στο 
σχήµα, αντιπροσωπεύει µία λύση 
της εξίσωσης y΄ = 2x.  

x

y

0

y´

x´

-1

y=x +c2

 

 
 
 

Σ Λ 

59.  * Οι λύσεις της διαφορικής εξίσωσης y΄ = 2 είναι εξισώσεις 
παράλληλων ευθειών µε συντελεστή διεύθυνσης 2.  

 
Σ Λ 

60.  * ∆ίνεται η διαφορική εξίσωση y΄ = 2x. Αν y = f (x) είναι µια 
λύση της, τότε η εφαπτοµένη της στο σηµείο (- 1, f (- 1)) 
έχει κλίση 2.  

 
 

Σ Λ 
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Ερωτήσεις πολλαπλής επιλογής 
 
1.  * Το θεώρηµα µέσης τιµής του διαφορικού λογισµού για κάθε α, β ∈ R και 

τη συνάρτηση f (x) = ex εξασφαλίζει την ύπαρξη ενός αριθµού κ ∈ R, ώστε 
να ισχύει 
Α. eα-β = eκ (α - β)  Β. eα - eβ = κ (α - β)  
Γ. eα - eβ = eκ (α - β)  ∆. eα - eβ = eκ (β - α)   

Ε. eα - eβ = 
κ
1  (α - β)  

 
2.  * Αν για τις παραγωγίσιµες στο R συναρτήσεις f, g ισχύει f ΄ (x) = g ΄ (2x),  

x ∈ R, τότε  
Α. f (x) = g (2x) + c  Β. f (x) = 2g (2x) + c   

Γ. f (x) = g (2x) + 2c  ∆. f (x) = 
2
1  g (2x) + c   

Ε. f (x) = g (x) + 2c 
 

3.  * Το διάγραµµα Cf΄της παραγώγου µιας συνάρτησης f 
φαίνεται στο διπλανό σχήµα. Τότε είναι λάθος ότι 
Α. Το σηµείο (- 2, 0) είναι τοπικό ελάχιστο της f 
Β. Το σηµείο (2, 0) είναι τοπικό µέγιστο της f 

y

x

y

0

1

y´

x´ -2 2

C ´f
 

Γ. Η f είναι γνησίως αύξουσα στο διάστηµα [- 2, 2]  
∆. Η f είναι γνησίως φθίνουσα στα διαστήµατα (- ∞, - 2] και [2, + ∞) 
Ε. Το σηµείο (0, 1) είναι τοπικό µέγιστο της f 

 
4. * Η γραφική παράσταση Cf µιας συνάρτησης f είναι 

αυτή που φαίνεται στο διπλανό σχήµα.  
α) Η εξίσωση f ΄ (x) = 0 έχει λύση  

Α. x = 0  Β. x = 1  Γ. x = 2   
∆. x = 3           E. x = 4 

x

y

0
1

y´
x´ 32 4

3
4

Cf  
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β) Η ανίσωση f ΄ (x) ≤ 0 έχει λύση το διάστηµα 
Α. (- ∞, 2] Β. [2, + ∞) Γ. [0, 4]         ∆. (- ∞, 0]       E. [4, + ∞) 

γ) Η ανίσωση f ΄ (x) ≥ 0 έχει λύση το διάστηµα 
Α. (- ∞, 2] Β. [2, + ∞) Γ. [0, 4]         ∆. (- ∞, 0]       E. [4, + ∞) 

 
5.  * Αν f (x) = x5 + 2004x + 2000, τότε η εξίσωση f (x) = 0 έχει  

Α. καµία ρίζα στο R   Β. µία το πολύ ρίζα στο R 
Γ. µία µόνο ρίζα στο R  ∆. δύο τουλάχιστον ρίζες στο R  
E. τρεις τουλάχιστον ρίζες στο R 
 

 

6.  * Η γραφική παράσταση Cf΄ της παραγώγου µιας 
συνάρτησης f φαίνεται στο διπλανό σχήµα. Η γραφική 
παράσταση της f µπορεί να είναι x´

y´

y

x0

y´

C ´f

 
 

 
 
Α. 

y

0x´

y´

x

 

 
 
 
B. 

y

0x´

y´

x

 
 
 
 
Γ. 

y

0x´

y´

x

 

 
 
∆. 

y

0x´

y´

x

 
 
 
 
Ε. 

y

0x´

y´

x
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7.  * Η συνάρτηση f έχει γραφική παράσταση την Cf που 
φαίνεται στο διπλανό σχήµα. Ισχύει  
Α. f ΄ (x) > 0, για κάθε x ∈ R 
B. η f ΄ (x) έχει δύο ρίζες 
Γ. η f ΄ (x) ≠ 0, για κάθε x ∈ R y´

x´

y

x
0

y

x
0

Cf

 
∆. f ΄ (x) < 0, για κάθε x ∈ R  
E. δεν είναι δυνατόν να προκύψει κάποιο συµπέρασµα για την f ΄.  

 
8.  * Για την παραγωγίσιµη στο R συνάρτηση f ο πίνακας τιµών της f ΄ είναι  
 

x - ∞  - 2  1  + ∞ 

f ΄ (x)  - 0 + 0 -  
 
Η γραφική παράσταση της f µπορεί να είναι η 
 
 
 
Α. 

y

x
0

y´

x´ -2 1

 

 
 
B. 

y

x
0

y´

x´ -2 1

 
 
 
 
Γ. 

y

x
0

y´

x´ -2 1

 

 
 
∆. 

y

x
0

y´

x´ -2 1

 
 
 
 
Ε. 

y

x
0

y´

x´ -2 1
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9.  * Η παραγωγίσιµη συνάρτηση f έχει πεδίο ορισµού το διάστηµα (α, β] και  
f ΄ (x) < 0 για κάθε x ∈ (α, β]. Τότε 
Α. η f έχει δύο ακρότατα  Β. η f δεν έχει ακρότατα   
Γ. η f έχει ολικό µέγιστο  ∆. η f έχει ολικό ελάχιστο 
Ε. η f έχει ολικό µέγιστο και ολικό ελάχιστο  
 

10. * Μια συνάρτηση συνεχής και γνησίως µονότονη στο R θα έχει  
Α. καµία ρίζα   Β. µία το πολύ ρίζα  
Γ. ακριβώς µία ρίζα   ∆. δύο τουλάχιστον ρίζες  
Ε. κανένα από τα παραπάνω 

 

11.  * Μια συνάρτηση συνεχής στο R και η οποία έχει ετερόσηµα τοπικά 
ακρότατα, θα έχει 
Α. καµία ρίζα         Β. µία το πολύ ρίζα           Γ. µία τουλάχιστον ρίζα 
∆. το πολύ τρεις ρίζες       Ε. δύο τουλάχιστον ρίζες 

 
12.  * Έστω µια συνάρτηση f, συνεχής στο κλειστό διάστηµα [α, β]. Τότε οι 

θέσεις των πιθανών ακροτάτων είναι  
Α. µόνο οι ρίζες της f ΄   
Β. µόνο τα σηµεία όπου η f δεν παραγωγίζεται 
Γ. µόνο τα άκρα του πεδίου ορισµού της   
∆. µόνο οι ρίζες της f ΄ και τα άκρα 
Ε. οι ρίζες της f ΄, τα σηµεία όπου η f δεν παραγωγίζεται και τα άκρα του 

πεδίου ορισµού της.   
 

13.  * Η συνάρτηση, της οποίας η γραφική παράσταση 
δίνεται στο διπλανό σχήµα, έχει πλήθος τοπικών 
ακροτάτων  
Α. 2  B. 3  Γ. 4   
∆. 5  E. 6 

x

y

y´

x´ 0
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14. * Αν µια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο x0, µε f ΄ (x0) = 0, τότε  
Α. η f παρουσιάζει ακρότατο στο x0  
B. η f παρουσιάζει ελάχιστο στο x0    
Γ. η f παρουσιάζει µέγιστο στο x0    
∆. η f δεν µπορεί να έχει ακρότατο στο x0    
E. η f πιθανόν να παρουσιάζει ακρότατο στο x0  

 
15. * Έστω µια συνάρτηση f, η οποία παρουσιάζει τοπικά και ολικά ακρότατα, τότε  

Α. κάθε τοπικό µέγιστο είναι µεγαλύτερο από κάθε τοπικό ελάχιστο 
B. δεν υπάρχει τοπικό ελάχιστο που να είναι µεγαλύτερο από κάποιο τοπικό 

µέγιστο 
Γ. το µέγιστο είναι µεγαλύτερο από το ελάχιστο 
∆. το ελάχιστο είναι µεγαλύτερο από το µέγιστο 
E. το µέγιστο είναι µικρότερο από κάθε τοπικό ελάχιστο 
 

16.  * Έστω µια συνάρτηση f, η οποία είναι δυο φορές παραγωγίσιµη στο x0 µε  
f ΄ (x0) = 0 και f ΄΄ (x0) ≠ 0. Τότε η f παρουσιάζει 
Α. σηµείο καµπής στο x0  B. ελάχιστο στο x0 

Γ. µέγιστο στο x0   ∆. τοπικό ακρότατο στο x0 

E. η f δεν αλλάζει µονοτονία στο x0 
 
17.  * Έστω µια συνάρτηση f, δυο φορές παραγωγίσιµη σ’ ένα διάστηµα ∆ και  

x0 ∈ ∆, ώστε η Cf να έχει σηµείο καµπής το Α (x0, f (x0)). Τότε  
Α. το x0 είναι ρίζα της f ΄   
Β. το x0 είναι ρίζα της f ΄ και όχι ρίζα της f ΄΄   
Γ. το x0 είναι ρίζα της f ΄΄ 
∆. στο Α η Cf δεν δέχεται εφαπτοµένη 
Ε. στο Α η Cf δέχεται κατακόρυφη εφαπτοµένη 
 

18.  * ∆εν υπάρχουν σηµεία καµπής για τη συνάρτηση 
Α. f (x) = συνx  Β. g (x) = ηµx  Γ. h (x) = x3 + 2x2 
∆. φ (x) = x2 + 1  Ε. τ (x) = x7  
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19.  * H συνάρτηση f (x) = 
3
1  x3 - x2 - 3x + 2 έχει  

Α. δύο σηµεία καµπής   Β. ένα σηµείο καµπής  
Γ. κανένα σηµείο καµπής   ∆. τρία σηµεία καµπής  
Ε. περισσότερα από τρία σηµεία καµπής 

 
 
20.  * ∆ίνεται η συνάρτηση f (x) = ex + 1. Τότε η παράγουσα F αυτής µε F (0) = 0 

είναι η συνάρτηση  
Α. F (x) = ln (1 - x)  Β. F (x) = ex + 2x Γ. F (x) = - ex + x + 1  
∆. F (x) = ex + x - 1  Ε. F (x) = - e-x 

 
 

21.  * ∆ίνεται η συνάρτηση h (t) του ύψους του νερού στο 
δοχείο του διπλανού σχήµατος τη χρονική στιγµή t. Αν 
γεµίζουµε το δοχείο µε σταθερή ποσότητα νερού ανά 
χρονική µονάδα, τότε ισχύει  
Α. η h είναι φθίνουσα  
Β. η h είναι σταθερή  
Γ. η h έχει ένα σηµείο καµπής ∆. η h έχει δύο σηµεία καµπής  
Ε. η h δεν έχει σηµείο καµπής 

 
 
22.  * Μια παράγουσα της συνάρτησης f (x) = lnx, x > 0 είναι η συνάρτηση  

Α. F1 (x) = lnx  Β. F2 (x) = 
x
1   Γ. F3 (x) = 

lnx
1  

∆. F4 (x) = 
x

lnx   Ε. F5 (x) = x⋅lnx - x 
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23. * Στο διπλανό σχήµα φαίνονται µερικές λύσεις µιας 
διαφορικής εξίσωσης (ε). Η διαφορική εξίσωση είναι η  

Α. 
dx
dy  = 

κ
x 2

, κ ≠ 0  B. 
dx
dy  = κx2   

x´

y

0

y´

x

 

Γ. 
dx
dy  = x2 + c  ∆. 

dx
dy  = 2x  E. 

dx
dy  = 

x
2  

 
 

24.  * H συνάρτηση y = εφx, x ∈ [0, 
2
π ) ∪ (

2
π ,

2
3π ) ∪ (

2
3π , 2π)] έχει  

Α. µια θέση τοπικού ελάχιστου  
Β. µια θέση τοπικού µέγιστου 
Γ. ένα σηµείο καµπής   
∆. µία κατακόρυφη ασύµπτωτη 
Ε. όλα τα παραπάνω 

 
 
25. * Οι συναρτήσεις f (x) = ex + c είναι λύσεις της διαφορικής εξίσωσης 

Α. y΄΄ + y΄ = 0  B. y΄ + y = 0  Γ. y΄΄ - y΄ = 0 
∆. y΄΄ - y΄ = 2  E. y΄΄ + y΄ + y = 0 
 
 

26. * Στο διπλανό σχήµα φαίνονται οι γραφικές 
παραστάσεις των συναρτήσεων υ1 και υ2 που 
δείχνουν τις ταχύτητες δυο αυτοκινήτων σε σχέση 
µε το χρόνο t. Τότε ισχύει  
Α. υ1΄ (t) = υ2΄ (t) κατά τη διάρκεια του πρώτου 

λεπτού 

υ

0 t1

Cυ1

C υ2

 

B. υ1΄ (t) > υ2΄ (t) µετά το πρώτο λεπτό 
Γ. υ1΄ (t) < υ2΄ (t) µετά το πρώτο λεπτό 
∆. κατά τη χρονική στιγµή t = 1 η επιτάχυνση των δυο κινητών είναι ίδια 
E. κάθε χρονική στιγµή έχουν την ίδια επιτάχυνση 
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27.  * ∆ίνονται οι παρακάτω γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f, g, h 

x

y

0x´

y´

Ch

3
3

x

y

0x´

y´

1

-1
g(x)=-x3

x´ x

y

0

y´

1

1

f(x)=x3

 
Από αυτές λύσεις της διαφορικής εξίσωσης y΄ = 3x2 µπορεί να είναι οι 
συναρτήσεις 
Α. µόνο η f    Β. µόνο η g   Γ. µόνο η h  
∆. η f και η h  Ε. η g και η h 

 
 
28.  * Έστω f µια παραγωγίσιµη συνάρτηση. Για τις τιµές του h πολύ κοντά στο 0, 

η διαφορά f (x + h) - f (x) προσεγγίζεται καλύτερα από  
Α. την παράγωγο f ΄ (x)  Β. το διαφορικό h f ΄ (x) 
Γ. το h    ∆. το h f (x)   Ε. το h ΄ f (x) 
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Ερωτήσεις αντιστοίχισης 
 
1.  * Για τις συναρτήσεις, που οι γραφικές τους παραστάσεις φαίνονται στη 

στήλη Α του πίνακα  Ι, κάποια από τις προϋποθέσεις του θεωρήµατος του 
Rolle στο [α, β] δεν ισχύει. Οι συνθήκες αυτές φαίνονται στήλη Β. Να 
κάνετε την αντιστοίχιση, συµπληρώνοντας τον πίνακα ΙΙ.  

Πίνακας Ι 
Στήλη Α Στήλη Β 

 
 
 
1. 
 
 
 
 
 
2. 
 
 
 
 
 
3. 
 
 
 

 

x

y

0

y´

x´ α β

f(β)

 
 

x

y

0

y´

x´ α β

 
 

x

y

0

y´

x´ α β
x0

 

 
 
 
α.  f συνεχής στο [α, β] 
 
 
 
β.  f παραγωγίσιµη στο (α, β) 
 
 
 
γ.  f (α) = f (β) 
 
 
 
 

 
Πίνακας ΙΙ 

1 2 3 
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2.  * Να αντιστοιχίσετε κάθε συνάρτηση της στήλης Α του πίνακα Ι µε τη θέση 
ακροτάτου που παρουσιάζει η συνάρτηση αυτή και που γράφεται στη στήλη 
Β, συµπληρώνοντας τον πίνακα ΙΙ.  

Πίνακας Ι 
Στήλη Α Στήλη Β 

 
 
1.  f (x) = - 3x2 + 4x + 7, x ∈ R 
 
 
2. f (x) = |x + 2|, x ∈ R 
 
 
3. f (x) = 3x + 2, x ∈ [- 1, 2) 
 

4. f (x) =  






∈

∈

0] 1, (-     x , x-

2] (0,         x x,

2

 

5. f (x) = 
3

x 3

- 4x2 + 7x,  

x ∈ (- 1, 2) 
 

 

 
 

α. 2 
 
β. - 2 
 
γ. 1 
 
δ. 0 
 

ε. 
3
2  

 
στ. - 1 
 
ζ. - 3 
 

 

 
Πίνακας ΙΙ 

1 2 3 4 5 
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3. * Να αντιστοιχίσετε κάθε συνάρτηση της στήλης Α του πίνακα Ι µε τη θέση 
του σηµείου καµπής (αν υπάρχει) που βρίσκεται στη στήλη Β, συµπληρώνο-
ντας τον πίνακα ΙΙ.  

Πίνακας Ι 
Στήλη Α Στήλη Β 

 
 
1.  f (x) = 2x3 + 6x2 + 15 
 
 

2.  f (x) = x  

 
 
3.  f (x) = (x - 2)3 
 
 

4.  f (x) =  








<

≥

0    x ,x

0   x ,x

3

2

 

 
 

α. - 2 
 
β. 2 
 
γ. 0 
 
δ. - 1 
 
ε. 1 
 
στ. δεν υπάρχει 
 

 

 
Πίνακας ΙΙ 

1 2 3 4 
    

 254



4. * Να αντιστοιχίσετε σε κάθε γραφική παράσταση συνάρτησης f της στήλης Α 
του πίνακα Ι την παράγουσά της F από τη στήλη Β, συµπληρώνοντας τον 
πίνακα ΙΙ.   

Πίνακας Ι 
Στήλη Α Στήλη Β 

Γραφικές παραστάσεις f Γραφικές παραστάσεις F 
 
 
 
1. 
 
 
 
 
2. 
 
 
 
 
3. 
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y´

y

x0

α
y=α

 
 

x

y

0

y´

x´

 
 

x

y

0x´
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α. 
 
 
 
 
 
β. 
 
 
 
 
γ. 
 
 
 
 
δ.  
  

 

x

y

0
c

y´

x´

 
 

y

0 x

y´

x´

 
 

x

y

0x´

y´

c

 
 

y

0 x

y´

x´

 
 

Πίνακας ΙΙ 
1 2 3 
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5.  ** Σε κάθε διαφορική εξίσωση της στήλης Α του πίνακα Ι να αντιστοιχίσετε 
τη µερική της λύση που η γραφική της παράσταση είναι στη στήλη Β, 
συµπληρώνοντας τον πίνακα ΙΙ. Η αρχική συνθήκη για κάθε διαφορική 
εξίσωση είναι η f (0) = 1.  

Πίνακας Ι 
Στήλη Α Στήλη Β 

 

 

 

1.  
3
1  

dx
dy = x2 

 

 

2. x ⋅
dx
dy  = 

2
1  (x > 0) 

 

 

3. (x + e) ⋅ 
dx
dy  = 1 (x > - e) 

 

 

 
 
α. 
 
 
 
 
 
β. 
 
 
 
 
γ. 
 
 
 
 
δ. 
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Πίνακας ΙΙ 
1 2 3 
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6. * H στήλη Α του πίνακα Ι περιέχει τις παραγώγους των συναρτήσεων f1, f2, f3, 
f4 και η στήλη Β τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων. Να γίνει 
αντιστοίχιση, συµπληρώνοντας τον πίνακα ΙΙ.  

 
Πίνακας Ι 

Στήλη Α Στήλη Β 
 

 

 

 

 

1.  f1΄ (x) = x2 + 1 

 

 

 

2. f2΄ (x) = - 5 

 

 

 

3. f3΄ (x) = 0 

 

 

 
 
 
α. 
 
 
 
 
β. 
 
 
 
 
γ. 
 
 
 
 
δ. 
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x0
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Πίνακας ΙΙ 

1 2 3 
   

 

 257



7. * Ένα κινητό κινείται ευθύγραµµα µε ταχύτητα υ0. Τη χρονική στιγµή t0 = 0 
περνά από το σταθερό σηµείο Ο. Αν s (t) είναι η απόσταση του κινητού από 
το Ο καθώς αποµακρύνεται από αυτό, να αντιστοιχίσετε σε κάθε µορφή 
κίνησης από τη στήλη Α του πίνακα Ι το κατάλληλο διάγραµµα της στήλης 
Β, συµπληρώνοντας τον πίνακα ΙΙ.  

Πίνακας Ι 
Στήλη Α Στήλη Β 

 

 

 

 

1.  οµαλά επιταχυνόµενη 

 

 

 

2.  κίνηση µε σταθερή ταχύτητα 

 

 

 

3. οµαλά επιβραδυνόµενη  

και ακινητοποίηση 

 

 

 
 
α. 
 
 
 
β. 
 
 
 
 
γ. 
 
 
 
 
δ. 
 
 
ε. 
  

S(t)

t
0

 
 

S(t)

t
0

 
 

S(t)

t
0

 
 

S(t)

t
0

 
S(t)

t
0

Πίνακας ΙΙ 
1 2 3 
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Ερωτήσεις συµπλήρωσης 
 
1. * Στη στήλη Α φαίνονται οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων των 

επιταχύνσεων τεσσάρων κινητών. Να συµπληρώσετε στη στήλη Β τους 
πιθανούς τύπους των συναρτήσεων των ταχυτήτων τους.  

Στήλη Α Στήλη Β 
γραφική παράσταση επιτάχυνσης συνάρτηση ταχύτητας 

 
 
 
1. 
 
 
 
2. 
 
 
 
 
3. 
 
 
 
 
 
4. 
 
 
 

 

t

γ

0

γ´
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2 γ(t)=2

 
 

0

1
γ(t)=e t

t´ t
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1
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tt´
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0

3π
2

π
2 π

-1

1 γ(t)=συνt

γ

t

γ´

t´
2π

 

 

 

1.  …………………………… 

 

 

2. …………………………… 

 

 

3. …………………………… 

 

 

 

4. …………………………… 
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2. * Στη στήλη Α φαίνονται οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f, g, h, 
φ. Να συµπληρώσετε τα κενά στη στήλη Β, βάζοντας την κατάλληλη 
ανίσωση που δείχνει το πρόσηµο των παραγώγων τους για x > 3.  

 
Στήλη Α Στήλη Β 

γραφικές παραστάσεις  πρόσηµο f ΄ (x) για x ≥ 3 
 
 
 
1. 
 
 
 
 
 
2. 
 
 
 
 
3. 
 
 
 
 
4. 
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1. …………………………… 

 

 

 

2. …………………………… 

 

 

3. …………………………… 

 

 

4. …………………………… 

 
 

 260



 

3. * Στο διπλανό σχήµα δίνεται η γραφική παράσταση 
Cf µιας συνάρτησης f. Να σχεδιάσετε στο ίδιο 
σύστηµα αξόνων τη γραφική παράσταση Cg της g αν 
g ΄ (x) = - f ΄ (x) και g (1) = 2. 

2

y

x

y

0

y´

x´ 1

2
Cf

 
 
 

Ερωτήσεις διάταξης 
 
1. * Να διατάξετε µε αύξουσα σειρά τις τετµηµένες των ακροτάτων και των 

σηµείων καµπής της συνάρτησης f (x) = (x - 1)3 (x + 1)3.  
 
2.  * ∆ίνεται η συνάρτηση f (x) = x3 - 1 και τα διαστήµατα [-2, -1], [- 1, 0],  

[0, 1], [1, 2]. Να βρείτε τους αριθµούς ξ1, ξ2, ξ3, ξ4 που προκύπτουν από την 
εφαρµογή του θεωρήµατος µέσης τιµής για την f στα παραπάνω διαστήµατα. 
Να διατάξετε τους παραπάνω αριθµούς µε φθίνουσα σειρά.  

 
3.  * Αν µια συνάρτηση f στρέφει τα κοίλα κάτω στο R και x1 < x2, να διατάξετε 

τους αριθµούς f ΄ (x1), f ΄ (x2), f ΄ 






+
2
 x x 21

 . 
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Ερωτήσεις ανάπτυξης 
 

1. ** Για να υπολογίσει κάποιος την x  (0 ≤ x ≤ 1) χρησιµοποιεί για 

προσέγγιση τον αριθµό 
2
1  x + 

2
1 , ενώ ένας άλλος τον αριθµό 

3
1 2x + .  

α) Να εκτιµήσετε ποια από τις δύο προσεγγίσεις δίνει το ελάχιστο (απόλυτο) 
σφάλµα για τις τιµές του x:    i) στο διάστηµα [0,12  0,13],    

ii) στο διάστηµα [0,95  1].  
β) Να κάνετε στο ίδιο σύστηµα αξόνων τις γραφικές παραστάσεις των 

συναρτήσεων f (x) = x , g (x) = 
2
1  x + 

2
1 , h (x) = 

3
1 2x +  και να 

ερµηνεύσετε τα αποτελέσµατα του ερωτήµατος (α).  
 
 

2.  ** ∆ίνεται η συνάρτηση f (t) = 
24  2t

192  5t
2

2

+
+  του πληθυσµού µιας πόλης σε 

χιλιάδες ως προς το χρόνο t.  
α) Να δείξετε ότι ο πληθυσµός θα µειώνεται, και όσο περνά ο χρόνος θα 

πλησιάσει τους 2.500 κατοίκους.  
β) Να βρείτε την οριζόντια ασύµπτωτη της Cf στο + ∞.  

 
 
3.  ** Το κόστος παραγωγής υλικού για την κατασκευή βάσεων κυλινδρικού 

δοχείου είναι 3 δρχ./cm2, ενώ για την κατασκευή της παράπλευρης 
επιφάνειας είναι 2 δρχ./cm2. Να βρείτε τη σχέση της ακτίνας της βάσης και 
του ύψους του κυλινδρικού δοχείου ώστε να έχουµε το ελάχιστο κόστος, µε 
την προϋπόθεση ότι ο όγκος θα είναι σταθερός.  
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4. ** α) Θεωρούµε τις συναρτήσεις f (x) = x4 + x2 + 1 και g (x) = f (x) ηµx,  
x ∈ R. Να αποδείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των f, g δέχονται 
κοινή εφαπτοµένη σε κάθε κοινό τους σηµείο.  

β) Να εξετάσετε την ισχύ της παραπάνω πρότασης στη γενική περί- 
πτωση που η f είναι τυχαία παραγωγίσιµη συνάρτηση µε f (x) > 0 και  
g (x) = f (x) ηµκx, x ∈ R.  

 
5. ** Να αποδείξετε ότι για κάθε x ∈ R ισχύει: ηµ6x + συν6x + 3ηµ2x συν2x = 1 

µε τη βοήθεια των παραγώγων.  
 
6. ** α) Να βρεθεί η πλάγια ασύµπτωτη της γραφικής παράσταση της 

συνάρτησης f (x) = 
x 1

x 2

+
 στο + ∞.  

β) Να δείξετε ότι οι τιµές της f (x) για x > 100 προσεγγίζονται από την  
g (x) = x - 1 µε σφάλµα που δεν ξεπερνά το 0,01.  

 
7. ** Ένα κινητό ξεκινά από σηµείο Α και κινείται ευθύγραµµα. Πέντε λεπτά 

µετά την εκκίνηση φτάνει στο σηµείο Β που απέχει 5 km από το Α και 
σταµατά. Ας υποθέσουµε ότι η απόσταση του κινητού από το Α τη χρονική 
στιγµή t δίνεται από µια τριτοβάθµια πολυωνυµική συνάρτηση s (t). Να 
βρεθούν: 
α) ο τύπος της s (t). 
β) η µέγιστη ταχύτητα που ανέπτυξε το κινητό 
γ) τα διαστήµατα στα οποία η κίνηση ήταν επιταχυνόµενη ή 

επιβραδυνόµενη.  
 

8.  ** ∆ίνεται η παραβολή µε εξίσωση y = x2. Ένα σηµείο Μ (x, y) κινείται 
πάνω στην παραβολή. Να βρεθεί η θέση του σηµείου αυτού, όταν οι ρυθµοί 
µεταβολής των συντεταγµένων του είναι ίσοι.  
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9.  ** Αν η συνάρτηση κόστους µιας επιχείρησης για ποσότητα παραγωγής q 
είναι C (q) = q3 - 21q2 + 53q + 1000 και η συνάρτηση εσόδων είναι  
R (q) = - 3q2 + 20q + 1300, να προσδιοριστεί το µέγιστο κέρδος και οι τιµές 
του κόστους και των εσόδων που πραγµατοποιείται το µέγιστο κέρδος.  

 
10.  ** Για ποιες τιµές του κ η συνάρτηση f (x) = x3 + κx2 + 1 έχει σηµείο καµπής 

για x = 1; 
 

11.  ** Για ποια χορδή ΒΓ παράλληλη προς την εφαπτοµένη ενός κύκλου σ’ ένα 
σηµείο του Α, το εµβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ είναι µέγιστο;  

 
12.  ** Είναι γνωστό ότι αν f, g δύο παραγωγίσιµες συναρτήσεις σε ένα διάστηµα 

∆ τότε (f⋅g)΄ = f΄⋅g + f⋅g΄. Συχνά γίνεται το λάθος να εφαρµόζεται η ισότητα 
(f⋅g)΄ = f΄⋅g΄. Είναι όµως η ισότητα αυτή πάντα λανθασµένη; Αν f (x) = e3x να 
βρείτε µια µη µηδενική συνάρτηση g για την οποία να ισχύει (f⋅g)΄ = f΄⋅g΄.  

 
13.  ** Εξηγήστε γιατί η χρήση του κανόνα του L’ Hospital δεν δίνει την 

πραγµατική τιµή του ορίου: 
1 x 

lim
→ 4 5x  - x

3 -2x   x
2

3

+
+  = 

1 x 
lim
→ 5-2x 

2  3x 2 +  = 
1 x 

lim
→ 2

6x  = 3  

(η πραγµατική τιµή είναι - 
3
5 ). 

 
14.  ** Η ενέργεια, που καταναλώνεται κατά την κίνηση σωµατιδίου, δίνεται από 

τον τύπο Ε (υ) = 
υ
1  [2 (υ - 35)2 + 750], υ > 0, όπου υ είναι η ταχύτητα του 

σωµατιδίου, υ > 0.  
α) Να βρείτε την ταχύτητα που πρέπει να έχει το σωµατίδιο ώστε να 

καταναλώνει την ελάχιστη ενέργεια.  
β) Πόση είναι η ελάχιστη αυτή ενέργεια;  
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15.  ** Στο σχήµα φαίνεται τµήµα παραβολής µε εξίσωση 

y = 
14
1 (48 - x2), και το ισοσκελές τρίγωνο ΟΒΓ µε 

ΟΒ = ΟΓ. 
α) Να βρείτε τα σηµεία Β, Γ για τα οποία το εµβαδόν 

του τριγώνου ΟΒΓ γίνεται µέγιστο. 

x

y

0x´

y´

x

ΒΓ

 
β) Ποιο είναι αυτό το µέγιστο εµβαδόν;  
 

16.  ** Έστω f η συνάρτηση της ποσότητας κάποιας ουσίας στο αίµα, σε σχέση 

µε το χρόνο t. Αν ο ρυθµός µεταβολής της f είναι ίσος µε 
2-t 

1 , t > 2:  

α) Να βρείτε τον τύπο της f, αν ισχύει f (3) = 4. 
β) Μέχρι ποια χρονική στιγµή θα ισχύει f (t) > 1; 

 
17.  ** Έστω f (x) = x2 (3 - x), όπου η f µετρά την αντίδραση του οργανισµού σε 

ποσότητα x µιας ουσίας (αύξηση πίεσης, πτώση θερµοκρασίας σώµατος 
κ.λπ.). Να βρείτε την τιµή του x για την οποία η αντίδραση έχει τη µέγιστη 
τιµή. Ποια είναι η µέγιστη τιµή;  

 
18.  ** Η γραφική παράσταση Cf΄ της παραγώγου µιας 

συνάρτησης f είναι η παραβολή που φαίνεται στο 
διπλανό σχήµα.  
α) Να κατασκευάσετε πίνακα µονοτονίας της f.  
β) Να βρείτε τον τύπο της f, αν f (0) = 1.  

x

y

0
x´

y´

5
2

9
4

1

4

4

y=f ´(x)

 
γ) Να κάνετε πρόχειρη γραφική παράσταση της f.  
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19.  ** Η γραφική παράσταση Cf µιας συνάρτησης f είναι 
αυτή που φαίνεται στο διπλανό σχήµα. Να λυθούν:  
α) f ΄ (x) = 0  β) f ΄ (x) < 0       γ) f ΄ (x) > 0 x

y

0x´

y´

-2
2

-1
1

 
 

20.  ** Έστω η συνάρτηση f (x) = αx2, α > 0. Στο σηµείο Μ της Cf µε τετµηµένη 
x1 > 0 φέρνουµε εφαπτοµένη (ε) που τέµνει τον x΄x στο Τ. Θεωρούµε τα 
σηµεία Ρ, Ν πάνω στον x΄x ώστε ΜΡ ⊥ x΄x και ΜΝ ⊥ (ε).  
α) Να δείξετε ότι:   

i) ΟΡ = 2ΤΡ  ii) ΤΡ = 
)(x ́ f
)(x f

1

1  

 iii) ΡΝ = f (x1)⋅f ΄ (x1) iv) ΤΜ = 
)(x ́ f
)(x f

1

1 ⋅ ( )2
1 )(x ́ f  1+  

β) Να δείξετε ότι για τη συνάρτηση f (x) = ex το ΤΡ είναι σταθερό. Για ποια 

εκθετική συνάρτηση ισχύει ΤΡ = 
2
1 ;  

γ) Το κοµµάτι ΑΒ της πίστας δοκιµών 
αυτοκινήτων που αναπτύσσουν µεγάλες 
ταχύτητες είναι τµήµα παραβολής µε 
κορυφή στο Α. Στο σηµείο Κ, που απέχει 40 
µέτρα από το προστατευτικό διάζωµα ΑΠ, 
το αυτοκίνητο Κ εκτρέπεται λόγω της πολύ 
µεγάλης oλισθη- 

A

B

Π

Κ

 

ρότητας, κινείται σχεδόν ευθύγραµµα κατά τη διεύθυνση της 
εφαπτοµένης. και προσκρούει στο διάζωµα ΑΠ σε απόσταση 8 µέτρα από 
το Α. Ποια θα µπορούσε να είναι η εξίσωση του τµήµατος ΑΒ; 
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Σηµείωση:  Η προηγούµενη άσκηση µπορεί να χρησιµοποιηθεί σαν βάση για 
ανάπτυξη και άλλων ερωτηµάτων όπως για παράδειγµα αν ισχύουν οι 

ίδιες σχέσεις και για παραβολή της µορφής y2 = αx (y = κ x ).  

21.  ** Στο σχήµα (α) να υπολογίσετε τη γωνία ω και στο σχήµα (β) να 
υπολογίσετε τον αριθµό α. (Σε καθένα από τα παρακάτω σχήµατα η (ε) είναι 
εφαπτοµένη της Cf).  

 

x

y

0x´

y´

A

y=lnx

ω

(ε)

 

x

y

0x´

y´

A

y=
α

x

45°

(ε)

 
(α)  (β) 

 
 

22.  ** Ένα κέντρο έρευνας για την ασφάλεια των αυτοκινήτων εξετάζει το 
διάστηµα s που διανύει ένα  αυτοκίνητο από τη στιγµή που ο οδηγός θα 
διακρίνει ένα εµπόδιο µέχρι την ακινητοποίησή του. Οι ερευνητές κατέληξαν 

σε µια σχέση της µορφής 3Κ 
dt
ds - ets2 = 0 όπου t ο χρόνος που µεσολαβεί 

από τη στιγµή που ο οδηγός αντιλαµβάνεται το εµπόδιο µέχρι να πατήσει το 
φρένο, Κ µια σταθερά που εξαρτάται από το µοντέλο και παριστάνει το 
διάστηµα που θα διανύσει το αυτοκίνητο από τη στιγµή που ο οδηγός θα 
πατήσει φρένο µέχρι την ακινητοποίησή του (υποτίθεται ότι στην έρευνα 
χρησιµοποιήθηκε για όλα τα αυτοκίνητα ταχύτητα 80 km/h).  
α) Να βρείτε τη συνάρτηση s (t) χρησιµοποιώντας µια κατάλληλη αρχική 

συνθήκη.  
β) Να µελετήσετε τη µονοτονία της συνάρτησης και να ερµηνεύσετε τα 

αποτελέσµατα.  
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γ) Κάποιος γνωρίζει ότι ο χρόνος αντίδρασής του είναι 0,8 sec. Πόση 
απόσταση πρέπει να κρατά από ένα προπορευόµενο αµάξι όταν τρέχει µε  
υ = 80 km/h;  
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23.  ** Ο W. Estes έχει ασχοληθεί µε την καµπύλη εκµάθησης ενός 
πειραµατόζωου. Το πειραµατόζωο µέσα σε έναν ελεγχόµενο χώρο έπρεπε να 
επιλέξει τον κατάλληλο µοχλό ώστε να πάρει το φαγητό του. Με την πάροδο 
του χρόνου ο αριθµός των σωστών επιλογών r (σε µια εβδοµάδα) βρέθηκε 

ότι δίνεται από τον τύπο   r (t) = 0,24t-25e  1
13

+
  (t εβδοµάδες εκπαίδευσης).   

α) Να εξετάσετε αν το πειραµατόζωο θα βελτιώνει συνεχώς τις επιδόσεις 
του.  

β) Τι θα συµβεί αν το πείραµα συνεχιστεί για µεγάλο χρονικό διάστηµα;  
 
 

24.  ** Ο υπολογιστής τσέπης για να υπολογίσει τις δυνάµεις του αριθµού e, 

δηλαδή τις τιµές του ex, χρησιµοποιεί το άθροισµα 1 + x + 
2

x 2

 + 
6

x 3

 + 
24
x 4

 

(στην ουσία χρησιµοποιεί πολύ περισσότερους προσθετέους).  
α) Να δείξετε ότι για κάθε x > 0 η προσέγγιση του υπολογιστή είναι 

µικρότερη από την πραγµατική τιµή του ex.  
β) Να εξετάσετε αν η εξίσωση 24ex = 12x2 + 4x3 + x4, x ≥ 0 έχει λύση. 
γ) Να δείξετε ότι για ολοένα µεγαλύτερες τιµές του ex, x > 0, έχουµε ολοένα 

µεγαλύτερο σφάλµα.  
 
 
25.  ** Μια συνάρτηση f έχει f (0) = 1 και f ΄ (0) = 2. Να βρείτε προσεγγιστικές 

τιµές για τα f (0, 1) και f (- 0,05).  
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26. ** ∆ίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης µε τύπο f (x) = x3 + κx2 + x + 
λ, κ, λ ∈ R.  

x

y

0x´

y´

A

x1

Β

x2

 

Να δείξετε ότι x1 ⋅ x2 = 
3
1 .  

 
 

27.  ** ∆ίνεται η συνάρτηση f (x) = x2 + (x - 1000)2, x ∈ R. 
α) Να βρείτε τα διαστήµατα µονοτονίας της f.  
β) Να συγκρίνετε τους αριθµούς 10002 και 9982 + 22. 
γ) Να βρείτε τα διαστήµατα µονοτονίας της f (x) = (x - α)ν + xν, α ∈ R και  

α > 0, ν ∈ Ν*, ν = 2ρ.  
Να συγκρίνετε τους αριθµούς 10000100 και 9000100 + 1000100.  

 
 

28.  ** ∆ίνονται οι παραγωγίσιµες συναρτήσεις f και g µε πεδίο ορισµού το 
ανοικτό διάστηµα ∆. Να δείξετε ότι αν η h (x) = f (x) - g (x) έχει στο x0 ∈ ∆ 
µέγιστο, τότε η f και η g έχουν παράλληλες εφαπτοµένες στο x0 ∈ ∆.  
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29.  ** Το παρακάτω σχήµα παριστάνει την είσοδο µιας σήραγγας του εθνικού 
οδικού δικτύου. Όταν η κίνηση είναι αυξηµένη παρατηρείται 
«µποτιλιάρισµα» των αυτοκινήτων στη σήραγγα αυτή. Μια οµάδα 
συγκοινωνιολόγων µελέτησε τη ροή f των αυτοκινήτων για ένα µεγάλο 
χρονικό διάστηµα και κατέληξε σε έναν τύπο ο οποίος εκφράζει τη ροή 
(πλήθος αυτοκινήτων / sec) σαν συνάρτηση της ταχύτητας υ των 

αυτοκινήτων µέσα στη σήραγγα. Ο τύπος είναι f (υ) = 
73  

22
υ  υ

22υ
2

++
. 

60
km/hΜήκος

20km

 
α) Ποιες επεµβάσεις προτείνετε στη σήµανση που υπάρχει στην είσοδο της 

σήραγγας;  
β) Ποια είναι η µέγιστη δυνατή ροή αυτοκινήτων µέσα στη σήραγγα;  
 
 

30.  ** Να αποδείξετε µε τη βοήθεια των παραγώγων ότι οι συναρτήσεις  
f (x) = (ex + e-x)2 και g (x) = (ex - e-x)2, x ∈ R, διαφέρουν κατά µία σταθερά. 
Να βρεθεί αυτή η σταθερά.  
 
 

31.  ** Η κατανάλωση ενός φορτηγού που τρέχει µε σταθερή ταχύτητα υ είναι  

1 + 
300
υ2

 lt πετρέλαιο την ώρα, το πετρέλαιο κοστίζει 150 δρχ. το lt και η 

αµοιβή του οδηγού είναι 4.000 δρχ. την ώρα. Να βρείτε την ταχύτητα του 
φορτηγού για να έχουµε το ελάχιστο δυνατό κόστος µεταφοράς, καθώς και 
τα έξοδα της µεταφοράς για µια απόσταση 500 km.  

 
 

 271



 
 
 
 
 
 
 

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ  -  ΥΠΟ∆ΕΙΞΕΙΣ   
ΣΤΙΣ  ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ  
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Κεφάλαιο 3ο:        ∆ΙΑΦΟΡΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ     2o ΜΕΡΟΣ  

 
 

Απαντήσεις στις ερωτήσεις του τύπου “Σωστό-Λάθος” 
 
 

1. Σ  21. Λ  41. Λ  
2. Σ  22. Σ  42. Λ  
3. Λ  23. Σ  43. Σ  
4. Σ  24. Σ  44. Σ  
5. Σ  25. Σ  45. Σ  
6. Σ  26. Σ  46. Λ  
7. Σ  27. Σ  47. Σ  
8. Σ  28. Λ  48. Σ  
9. Λ  29. Σ  49. Λ  

10. Λ  30. Σ  50. Λ  
11. Σ  31. Λ  51. Σ  
12. Σ  32. Σ  52. Λ  
13. Σ  33.  Λ  53. Λ  
14. Λ  34. Σ  54. Λ  
15. Σ  35.  Σ  55. Λ  
16. Λ  36. Σ  56. Σ  
17. Σ  37. Λ  57. Σ  
18. Σ  38. Σ  58. Σ  
19. Λ  39. Σ  59. Σ  
20. Λ  40.  Λ  60. Λ  
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Απαντήσεις στις ερωτήσεις πολλαπλής επιλογής 
 
 
 

1. Γ  9. ∆  19. Β  
2. ∆  10. Β  20. ∆  
3. Ε  11. Γ  21. Γ  

4.  α) Γ  12. Ε  22. Ε  
β) Β  13. Ε  23. ∆  
γ) Α  14. Ε  24. Ε  

5. Γ  15. Γ  25. Γ  
6. Α  16. ∆  26. Β  
7. Β  17. Γ  27. ∆  
8. Α  18. ∆  28. Β  

 
Μερικές ενδεικτικές λύσεις 

 
2. Πρέπει να εξηγήσουµε ότι οι συµβολισµοί g΄ (2x) και (g (2x))΄ είναι 

διαφορετικοί. Το g΄ (2x) είναι η παράγωγος της g στο 2x, ενώ  
(g (2x))΄ = g΄ (2x) ⋅ (2x)΄ = 2g΄ (2x). Άρα η δοσµένη σχέση f ΄ (x) = g΄ (2x) 

δίνει f ΄ (x) = 
2
1  2g΄ (2x)  ⇔  f ΄ (x) = 

2
1  (g (2x))΄  ⇔  f  ΄ (x) = (

2
1  g (2x))΄, 

άρα f (x) = 
2
1  g (2x) + c  (απάντηση Α). 

 
7. Εδώ θέλουµε από τη γραφική παράσταση της f, να βγάλουµε κάποιο 

συµπέρασµα για την f ΄. Από το σχήµα βλέπουµε ότι η f αλλάζει µονοτονία, 
άρα δεν µπορεί να είναι σωστή η Α, Γ και η ∆. Παρατηρώντας προσεκτικά το 
σχήµα βλέπουµε ότι αλλάζει δύο φορές µονοτονία, άρα έχει δύο ρίζες η  
f ΄. Έτσι σωστή είναι η Β.  
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16. Η υπόθεση f ΄΄ (x0) ≠ 0 σηµαίνει f ΄΄ (x0) > 0 ή f ΄΄ (x0) < 0. Στην πρώτη 
περίπτωση η f θα είχε ελάχιστο το x0, δηλαδή ακρότατο. Στη δεύτερη 
περίπτωση θα είχε µέγιστο στο x0, δηλαδή πάλι ακρότατο. Έτσι, σε κάθε 
περίπτωση έχει ακρότατο, χωρίς να ξέρουµε το είδος του ακροτάτου, 
συνεπώς σωστή είναι η ∆.  

 
 

Απαντήσεις στις ερωτήσεις αντιστοίχισης 

 
1.  1 γ  2.  1 ε 
 2 α   2 β 
 3 β   3 στ 
     4 α 
     5 γ 
 
3.  1 δ  4.  1 δ 
 2 στ   2 α 
 3 β   3 γ 
 4 γ     
 
5.  1 β  6.  1 δ 
 2 δ   2 α 
 3 α   3 β 
 

7.  1 α 
 2 δ 
 3 β 
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Απαντήσεις στις ερωτήσεις διάταξης 

 

1.  - 1 < - 
5
5  < 0 < 

5
5 < 1  

 

2. ξ1 = - 
3
7  < ξ2 = - 

3
1  < ξ3 = 

3
1  < ξ4 = 

3
7  

 

3. f ΄ (x2) < f ΄ 






+
2
 x x 21

 < f ΄ (x1)  

 
 

Απαντήσεις - υποδείξεις στις ερωτήσεις ανάπτυξης 

 

1.  α) Η συνάρτηση f1 (x) = | x - 
2
1  x - 

2
1 | έχει σύνολο τιµών το [0, 

2
1 ], ενώ η 

f2 (x) = x  - 
3

1 2x +  µηδενίζεται κοντά στο 
8
1 = 0,125. Άρα στο  

[0,12  0,13] καλύτερη προσέγγιση δίνει η 
3

1 2x +  ενώ στο [0,95  1]  

η 
2
1  x + 

2
1   

β) Παρατηρήστε ότι η y = 
2
1  x + 

2
1  είναι εφαπτοµένη της Cf στο (1, 1) 

 
 
2.  α) f ΄ (t) < 0  για  t > 0    f (t) = 2,5   

∞→ t 
lim

β) y = 
2
5   
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3.  Εµβαδόν βάσεων 2πρ2, εµβαδόν παράπλευρης επιφάνειας 2πρ⋅h. Συνολικό 

κόστος 3⋅2πρ2 + 2⋅2πρh µε όγκο V = πρ2⋅h, άρα h = 2πρ
V , οπότε το συνολικό 

κόστος Κ (ρ) = 6πρ2 + 
ρ

4V . Για Κ΄ (ρ) = 0 προκύπτει 12πρ3 - 4V = 0, άρα 3ρ = 

h  
 
 
4.  α) Αν x0 η τετµηµένη του κοινού σηµείου τότε f (x0) = g (x0), άρα ηµx0 = 1, 

g΄ (x0) = f ΄ (x0)⋅ηµx0 + f (x0)⋅συνx0, όµως συνx0 = 0, ηµx0 = 1, άρα  
g΄ (x0) = f ΄ (x0) 

β) Για τα κοινά σηµεία f (x) = g (x) ⇔ f (x) = f (x) ηµκx, άρα ηµκx = 1 και  
g ΄ (x) = f ΄ (x) ηµκx + κσυνx⋅f (x), άρα g ΄ (x) = f ΄ (x) για ηµκx = 1  

 
 
5.  f (x) = ηµ6x + συν6x + 3ηµ2x⋅συν2x, οπότε f ΄ (x) = 0 
 
 
6.  α) y = x - 1        

β) Αν δ = 
 x1

x 2

+
 - (x - 1) = 

x1
1
+

 ισχύει δ < 0,01 για x > 100  

 
 
7.   α) s ΄ (t) = υ (t) = αt2 + βt + γ  µε υ (0) = 0, υ (5) = 0, άρα υ (t) = αt2 - 5αt  

δηλαδή s (t) = 
3
αt 3

- 
2

5αt 2

+ c µε s (0) = 0 και s (5) = 5.  Άρα α = - 
25
6  

β) υ (2, 5) = 90 

γ) στο [0, 
2
5 ] επιταχ.    στο (

2
5 , 5] επιβραδ. 
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8.  Αν Μ (x, y) σηµείο της y = x2 θέλουµε (x2)΄ = x΄, δηλαδή 2x = 1, άρα x = 
2
1 , 

y = 
4
1  

 
 

9.   q = 11   c (11) = 373   R (11) = 1157 
 
 

10.  κ = - 3 
 
 
11. Έστω Α (- ρ, 0) το σηµείο επαφής. Τότε το Β έχει συντεταγµένες  

(x, 22  x- ρ ), άρα (ΑΒΓ) = (ρ + x) 22  x- ρ  = f (x) ( - ρ ≤ x ≤ ρ).   

 f ΄ (x) = 
22  x- ρ

 x)- (ρ  x) (ρ +  και όταν x = 
2
ρ , η f παρουσιάζει µέγιστο, άρα η ΒΓ 

πρέπει να απέχει  3 
2
ρ  από το Α.  

α)  Αν ο κύκλος εφάπτεται στον y΄y στο Ο (0, 0), τότε αν Β (x, y), OK = x 
και στο ορθογώνιο τρίγωνο ΟΒ∆ το ΒΚ είναι ύψος, άρα  

y2 = BK2 = OK⋅K∆ = x (2ρ - x), άρα y = 2 x-2ρx , οπότε το εµβαδόν  

Ε = x 2 x-2ρx = f (x). Για την f (x) προκύπτει το ίδιο µέγιστο και αυτό 

αποτελεί ισχυρή ένδειξη ότι η θέση των αξόνων είναι ανεξάρτητη του 
αποτελέσµατος.  

β)  Παρατηρούµε ότι στη θέση µεγίστου εµβαδού ΒΓ = 3 ρ, άρα το τρίγωνο 

πρέπει να είναι ισόπλευρο. Το πρόβληµα της εγγραφής µέσα σε κύκλο 
τριγώνου µε µέγιστο εµβαδό είναι ένα κλασικό γεωµετρικό πρόβληµα, 
του οποίου η αναλυτική αντιµετώπιση θα µπορούσε να είναι η 
προτεινόµενη παραπάνω.  
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12.  g (x) = ce 2
3x

 
 
 

13.  Στο δεύτερο βήµα δεν ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήµατος L’ Hospital 
 
 

14.  α) υ = 40   β) Ε (40) = 20 µονάδες ενέργειας 
 
 

15.  α) Ε = 
14

 x-48x 3

 Β (4, 
7

16 ) Γ (- 4, 
7

16 ) 

β) Ε = 
7
64  

 
 

16.  α) f (t) = ln (t - 2) + 4  β) t > 2 + e-3  
 
 
17.  x = 2   f (2) = 4 

 
 

18.  α)  (- ∞, 1] ↑,  (1, 4] ↓ (4, + ∞) ↑ 
β)  Από το σχήµα προκύπτει ότι f ΄ (x) = x2 - 5x + 4,  

άρα  f (x) = 
3

x 3

- 
2
5  x2 + 4x + c  και αφού f (0) = 1, άρα c = 1  

γ)  

x

y

0x´

y´

17
6

1

1
4

 
 
 

19.  α) x1 = - 1    x2 = 1   β) - 1 < x < 1        γ) - 2 < x < - 1  ή  1 < x < 2 
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20. α)  i)  OP = x1, η (ε) έχει εξίσωση:  

y - αx1  = 2αx2
1 (x - x1). Για y = 0 

προκύπτει  

x = 
2

1x
(η τετµηµένη του Τ), άρα ΟΡ 

=2ΤΡ 

ii)  εφω = 
TP
MP , άρα f ΄ (x1) = TP⋅f (x1) 

xΜ

ΝΤ P
ω

 

iii)  Στο ΤΜΝ ορθογώνιο τρίγωνο ισχύει ΡΝ⋅ΤΡ = ΜΡ2, άρα  

ΡΝ = f2 (x1) ⋅ )(x f
)(x ́ f

1

1  

iv) 
MP
TM  = 

PN
MN , άρα ΤΜ = 

PN
MNMP ⋅  και MN = 22 PN  MP +  

β)  ΤΡ = 1 για την ex και αν ΤΡ = 
2
1  α = e2  

γ)  ΑΤ = 8 άρα το ΟΤ του (α) ερωτήµατος είναι 8,  δηλαδή ΟΡ = 16 
εποµένως f (16) = 40, δηλαδή α⋅162 = 40, άρα η παραβολή έχει εξίσωση  

y = 216
40 x2 

 
 

21.  α) εφω = f ΄ (1) µε f (x) = lnx, άρα εφω = 1 δηλαδή ω = 45°   
β) εφ45° = f ΄ (0) µε f (x) = αx, άρα 1 = α°⋅lnα, δηλαδή α = e 
 
 

22.  α) 
΄








(t) s
1- = 

΄









3κ
e t

. Άρα s (t) = 
4  e-

3κ
t +

 αφού για t = 0 s (t) = κ.  

Αυτό σηµαίνει ότι ακόµη και αν ο οδηγός είχε µηδενικό χρόνο 
αντίδρασης (0 καθυστέρηση), το αυτοκίνητο θα διένυε διάστηµα κ.  

β)  s ΄ (t) > 0 άρα s (t) ↑, δηλαδή µεγαλύτερος χρόνος αντίδρασης 
µεγαλύτερο διάστηµα ακινητοποίησης 
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γ)  s (0, 8) = 1,7κ 
23.  α) r΄ (t) > 0, δηλαδή r (t) ↑  

β) r (t) = 13  
∞+→ t 

lim

 

24.  α) f (x) = ex - 1 - x - 
2

x 2

- 
6

x 3

- 
24
x 4

, x > 0, τότε f (3) (x) ↑ µε ελάχιστο το 0, 

άρα f (2) (x) ↑ µε ελάχιστο το 0, άρα f ΄ (x) ↑ µε ελάχιστο το 0, άρα f  ↑ µε 
f (x) > 0 

β) αδύνατη 
γ) η f είναι ↑ και δίνει τη διαφορά του ex από το άθροισµα 
 
 

25.  (f (x) + ∆x) - f (x) ≈ f ΄ (x) ∆x για x = 0 και ∆x = 0,1  
f (0, 1) ≈ 1,2 ενώ µε όµοιο τρόπο f (- 0,05) ≈ 0,9 
 
 

26.   Στα σηµεία Α, Β οι εφαπτόµενες είναι παράλληλες προς τον x΄x άρα τα x1, x2 

είναι ρίζες της f ΄ (x) =  3x2 + 2κx + 1, όµως x1⋅x2 = 
α
γ  = 

3
1  

 
 

27.  α)  f ΄ (x) = 0   ⇔  x = 500, άρα για x < 500 f ↓, ενώ για x > 500 f ↑ 
β)  f (1000) > f (998) από το (α) ερώτηµα. Θα µπορούσαµε ακόµη να πούµε ότι 

f (0) > f (2) και να καταλήξουµε στο ίδιο συµπέρασµα: 10002 > 9982 + 22 
γ) Παρατηρούµε ότι εδώ έχουµε µια γενίκευση των (α), (β) και  

f ΄ (x) = ν [(x - α)ν-1 + xν-1], µια προφανής ρίζα της f ΄ είναι η x0 = 
2
α   

(αφού ν = 2ρ) που είναι µοναδική, αφού f ΄΄ (x) > 0, άρα f ΄ (x) ↑.  

 Η µονοτονία της f είναι: f ↓ στο (- ∞, 
2
α ] και f ↑ στο (

2
α , + ∞).  

 Για α = 10.000 και ν = 100 προκύπτει f (10.000) > f (9.000) 
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28.  h ΄ (x0) = 0  ⇔ f ΄ (x0) = g ΄ (x0), άρα παράλληλες εφαπτοµένες 
 
 

29.  α) f ΄ (υ) = 0  τότε υ ≈ 40, άρα η σήµανση πρέπει να γίνει 40 km/h  
β) f (40) ≈ 5 αυτ/sec 

 
 
30.  f ΄ (x) = g ΄ (x) άρα f (x) = g (x) + c για x = 0  c = 4 

 
 

31.  Σε t ώρες έξοδα καυσίµου 150 (1 + 
300
υ2

) t, αφού θα κινηθεί επί t = 
υ

500  .  

Άρα θεωρούµε την Κ (t) = 150 (1 + 
300
υ2

) t + 4.000t 

Άρα Κ (υ) = 150 (1 + 
300
υ2

) 
υ

500  + 4.000 
υ

500  

Βρίσκουµε υ = 300.8 ≈ 91 χιλ./ώρα και έξοδα Κ (91) ≈ 45.500 δρχ.  
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