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Θέμα Α

Α1. Να διατυπώσετε και να αποδείξετε το Θεώρημα Ενδιάμεσων Τιμών.
Α2. Πότε μία συνάρτηση f λέγεται παραγωγίσιμη σε [α,β];

Α3. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο φύλλο των απαντήσεών σας Σωστό ή Λάθος δίπλα στον αριθμό που ακολουθεί σε κάθε πρόταση:
1. Η εικόνα f(Δ) μίας συνεχούς και μη σταθερής συνάρτησης f, είναι διάστημα.
2. Αν μία συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστημα [α,β) και γνησίως φθίνουσα σε αυτό, τότε το σύνολο τιμών της είναι το f([α,β))=
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3. Ισχύει ότι 
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4. Η συνάρτηση 
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 είναι παραγωγίσιμη στο πεδίο ορισμού της. 

5. Αν μία συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη, τότε κατ’ ανάγκη θα είναι συνεχής.

Μονάδες: (3 + 7) + 5 + 10 = 25

Θέμα B
Δίνεται η εξίσωση |z|2 + Re[(2+2i)z] + 1 = 0  (1)  με z(
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Β1. Να αποδείξετε οι εικόνες των μιγαδικών z ανήκουν σε κύκλο με κέντρο Κ(-1,1) και ακτίνα ρ = 1.

Β2. Για τους μιγαδικούς που επαληθεύουν την εξίσωση (1) να βρείτε την ελάχιστη και τη μέγιστη τιμή του |z – 2 + 2i|.
Β3. Αν z1, z2 είναι δύο λύσεις της εξίσωσης (1) να δείξετε ότι |z1 – z2 | ≤ 2.
Β4. Αν t1, t2 είναι δυο μιγαδικοί που επαληθεύουν την εξίσωση (1) και η παράσταση |t1 – t2| παίρνει τη μέγιστη τιμή της, να βρείτε το  |t1 + t2|.

Μονάδες: 8 + 7 + 4 + 6 = 25

Θέμα Γ

Γ1. Δίνονται οι συναρτήσεις f(x) = αx3 + βx και g(x) = x2 – x – 1, με α, β(
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. Η ευθεία 
y = 10x – 16 εφάπτεται της Cf στο σημείο της Α(2 , f(2)).

i. Να αποδείξετε ότι α = 1 και β = –2.  
ii. Να αποδείξετε ότι οι Cf και Cg έχουν σε κοινό τους σημείο κοινή εφαπτομένη της οποίας να βρείτε την εξίσωση.

Γ2. Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f: [0 ,+
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για την οποία ισχύει  ότι f(0) = 2, 
f΄(0) = 1 και η f΄ είναι γνησίως αύξουσα στο [0 , +
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). Να αποδείξετε ότι για κάθε x ≥ 0 ισχύει ότι x + 2 ≤  f(x)  ≤  xf΄(x) + 2.  Πότε ισχύει η ισότητα;

Μονάδες: (7 + 8) + (8 + 2) = 25

Θέμα Δ

 Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f: 
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 με f(1) = 2 και f(2) = 4.

Δ1. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 2f(x)f΄(x) = 3f΄(x) + 4x έχει τουλάχιστον μία λύση στο (1 , 2).

Δ2. Να αποδείξετε ότι η Cf έχει τουλάχιστον μία εφαπτομένη η οποία διέρχεται από την αρχή των αξόνων.

Δ3. Να αποδείξετε ότι  Cf  τέμνει την καμπύλη y = 
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x3 + x σε τουλάχιστον ένα σημείο. 
Δ4. Αν επιπλέον η f΄ είναι γνησίως αύξουσα, τότε να αποδείξετε ότι:

i. Υπάρχει μοναδικό x0((1 , 2) τέτοιο, ώστε  f΄(x0) = 2.
ii. f(4) > 8.
Μονάδες: 5 + 5 + 5 + (5 + 5) = 25
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