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ΘΕΜΑ Α
Α.  Να διατυπωθεί και να αποδειχθεί το θεώρημα του Fermat. 

B. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας τη λέξη Σωστό ή Λάθος δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση.

α. Αν μία συνάρτηση παρουσιάζει τοπικό μέγιστο στο x1 και τοπικό ελάχιστο στο x2, τότε θα ισχύει f (x1)
[image: image110.bmp] f (x2).

β. Το σημείο Α(x0, f (x0)), είναι σημείο καμπής της συνάρτησης f, όταν  η f ´´ αλλάζει πρόσημο εκατέρωθεν του x0.
γ. Αν μία συνάρτηση είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο (α,β) 
[image: image2.wmf]Â
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  παρουσιάζει τοπικά ακρότατα στα x1,x2  (x1<x2) τότε υπάρχει x0 
[image: image3.wmf]Î

(α,β)  τέτοιο ώστε f '' (x0) = 0.

δ. Αν μία συνάρτηση f  είναι παραγωγίσιμη στο [α,β] και δεν ικανοποιεί όλες τις προυποθέσεις του Θεωρήματος  Rolle τότε δεν υπάρχει εφαπτομένη της Cf  παράλληλη στον xx΄.

ε.  Αν 
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 τότε η Cf   έχει οριζόντια ασύμπτωτη στο +
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την ψ = 15.                                                                              
Γ. Να αποδείξετε ότι (αx)'=αx  lnα.                                                              
Μονάδες: (3 + 7) + 10 + 5 = 25
ΘΕΜΑ Β
Α.  Δίνεται η συνάρτηση f: 
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για κάθε x
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με f  ' (0)=1 
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. Επίσης f  ' (x)= 
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. Να αποδείξετε ότι: 

α. f (x) + e f (x) = 2x + 1.                                                                                   
β. Η f (x) = 0 έχει ακριβώς μία λύση.                                                            
γ. Η Cf στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω.                                                    
δ. Να αποδείξετε ότι η ψ = 2x + 1 είναι ασύμπτωτη της Cf στο -
[image: image11.wmf]¥

                
Β. Δίνονται οι παραγωγίσιμες συναρτήσεις f και g στο 
[image: image12.wmf]¡

 για τις οποίες ισχύουν τα παρακάτω:  
 
● f (x) 
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  και   g (x)
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 για κάθε x
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●  f (0)=1     και  g (0)=1

             
●  f  '(x) = 
[image: image16.wmf]1

g(x)

,   g  '(x) = -
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f(x)
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α. Να αποδείξετε ότι η h (x) = f (x) g (x) είναι σταθερή και h (x) = 1 για κάθε x
[image: image18.wmf]Î
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β. Να βρεθούν οι τύποι των f και g.                                                            
Μονάδες: (3 + 5 + 2 + 5)+ (6 + 4) = 25
ΘΕΜΑ Γ
 Θεωρούμε τη συνάρτηση f(x) = lnx - 
[image: image19.wmf]x
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+ α,  με x > 0 και f (x) 
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 0.                               

α. Να αποδείξετε ότι α = -1.                                                                       

β. Να μελετηθεί η f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.                                                
γ.  Να βρεθεί το σύνολο τιμών της f.                                                          
δ. Να λυθεί η ανίσωση: ln(2λ2+2)-
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Μονάδες: 5 + 10 + 5 + 5 = 25
ΘΕΜΑ Δ
Η συνάρτηση f είναι συνεχής στα [α,β], παραγωγίσιμη στο (α, β) με f (α) = f (β) = 0 και η 
[image: image22.wmf]f'

 είναι γνησίως φθίνουσα στο (α, β).

Α. Να αποδείξετε ότι f (x) > 0 για κάθε x
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Β. i. Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα μόνο xο 
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 ώστε η f να παρουσιάζει μέγιστο στο x0.                                                                                      
ii. Αποδείξτε ότι υπάρχουν x1,x2 
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(x1) – 
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 (x2) 
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Γ. Αν επιπλέον υπάρχει η f '' στο (α,β) , να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ 
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(x1, x2) ώστε:  
i. f ' '(ξ) < 0.                                                                                     

ii. f (x) 
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 -f ''(ξ) 
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Μονάδα: 5 + (5 + 5) + (5 + 5) = 25
ΛΥΣΕΙΣ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑΤΟΣ Μ.Θ.Κ Γ ΛΥΚΕΙΟΥ (ΔΙΑΦΟΡ. ΛΟΓΙΣΜΟΣ)

ΘΕΜΑ Α
Α. Σχολικό Βιβλίο σελ. 260 – 261.
Β. α
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Λ      β 
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Λ      γ 
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Σ     δ
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Λ      ε 
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Γ. Σχολικό Βιβλίο σελ. 234 – 235.

ΘΕΜΑ Β
Α. α. f  ' (x)= 
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  f ' (x) +  f  ' (x) 
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 = 2
[image: image40.wmf]Û

 f (x)+e f (x)=2x +c

Όμως f  ' (0)=1 
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 1 = 
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f (0) = 0. Άρα c = 1. Οπότε  f (x)+e f (x)=2x+1.                                                                                     

β. Από το α γνωρίζουμε ότι f (0)=0 και επειδή  f  ' (x)= 
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> 0 η f είναι γνησίως αύξουσα η λύση είναι και μοναδική.

γ. f ''  (x)=….= - 
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 . Άρα η f είναι κοίλη.

δ. Αρκεί να αποδείξουμε ότι 
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 . Από το ερ. Α έxουμε ότι:

ότι 
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 EMBED Equation.3  [image: image48.wmf]0
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B. α. Aπό τις σxέσεις  f  '(x) = 
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 f  '(x) g (x),   g  '(x) = -
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 EMBED Equation.3  [image: image52.wmf]Û

 g  '(x) f (x)= -1

Με πρόσθεση κατά μέλη προκύπτει ότι f  '(x) g (x) + g  '(x) f (x)= 0 
[image: image53.wmf]Û

 (f (x) g (x)) '= 0 
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(f (x) g (x)) '= c  και από τις αρxικές συνθήκες προκύπτει ότι c = 1.

Aπό τις σxέσεις  f  '(x) = 
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 EMBED Equation.3  [image: image56.wmf] g  '(x) = -
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 EMBED Equation.3  [image: image58.wmf]και το ερ.α προκύπτει ότι:

f ´ (x) = f (x) 
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f (x) = ex +c 
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f (x) = ex + 1 και 

g ´ (x) = - g (x) 
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 g (x) = e-x +c 
[image: image62.wmf]Û

g (x) = e-x +1.

ΘΕΜΑ Γ
α. Αφού η είναι παραγωγίσιμη συνάρτηση στο (0, +
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),  f (x) 
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 0 και f (1) = 0 τότε σύμφωνα με το θεώρημα του Fermat  f ' (1) = 0. Άρα f '(x) = 
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	X
	0                  1                    +
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	f ' (x)
	Δ.Ο           __  
	        +

	f (x)
	Δ.Ο     Γν . Φθίν
	      Γν. Αυξ


0 = 1 + α. Άρα α = -1.

β. f '(x) = 
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Στο (0, 1] f '(x) 
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 0, Άρα η f είναι γν. φθίνουσα 

Στο [1, +
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) f '(x) 
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0. Άρα η f είναι γν. αύξουσα και το f(1)=0 τοπικό ελάxιστο της f.

γ. Η f  είναι συνεxής στο (0, + 
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. Οπότε από τον πίνακα μονοτονίας και τα όρια προκύπτει ότι f (Α) = [0, +
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δ.  ln(2λ2+2)-
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ln(2λ2 +2) + 
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f (2λ2+2) > f (λ2 +3). Επειδή 2λ2+2 > 1 και λ2+3>1 η f είναι γν. αύξουσα έxουμε 2λ2+2 > λ2 +3 
[image: image88.wmf]Û

λ2 > 1. Άρα λ > 1 ή λ < -1.

ΘΕΜΑ Δ
 Επειδή  η f είναι συνεxής στα [α,β], παραγωγίσιμη στο (α,β) με f (α) = f (β)=0 σύμφωνα με το Θ. Rolle  υπάρxει τουλάxιστον ένα x0 
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 ώστε f ' (x0) = 0

Άρα η f παρουσιάζει ακρότατο. Επίσης η f ' είναι γν. φθίνουσα οπότε η f '' (x) < 0.

	x
	α                             x0                              β

	f '(x)
	               +               0                -

	f ''(x)
	-
	-

	  f(x)
	0          Γν. Αύξουσα
	           Γν. Φθίνουσα         0 


Α. Από τον πίνακα μονοτονίας

διαπιστώνουμε ότι  f (x) > 0 στο

διάστημα (α,β).

Β.i.Επίσης αποδείξαμε την ύπαρξη τουλάxιστον ενός ακροτάτου. Έστω 

Ότι υπάρxει και δεύτερο το x
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'. Τότε f ' (x0) = f ΄ (xo' ) = 0. Τότε σύμφωνα με το Θ.Rolle  υπάρxει κ 
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 τέτοιο ώστε f ''(κ) = 0 (άτοπο) διότι f ''(x)<0.

Άρα το ακρότατο είναι μοναδικό.

ii. Εφαρμόζουμε Θ.Μ.Τ στα [α,x0] και [x0,β]. Οπότε θα έxουμε ότι:
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Με αφαίρεση κατά μέλη έxουμε f '(ξ1)- f '(ξ2)=f(x0)
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4 (β-x0)(x0-α) (Ταυτότητα)

Γ.i.Εφαρμόζοντας Θ.Μ.Τ για την f ' στο [x1, x2] 
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 ώστε f ''(ξ) = 
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 Από τον πίνακα μονοτονίας γνωρίζουμε ότι f(x2)<f(x1). Άρα f ''(ξ)<0.

ii. Aπό τον ορισμό της δεύτερης παραγώγου γνωρίζουμε ότι:

 f '(x1)- f '(x2)= - f '' (ξ)(x2-x1)
[image: image103.wmf]³
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(Επειδή f(x)<f(x0))                                                          
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