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ΘΕΜΑ Α

Α1. Να διατυπωθεί και να αποδειχθεί το θεώρημα ενδιάμεσων τιμών.

Α2. Πότε μία συνάρτηση ονομάζεται 1 – 1;

A3. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν γράφοντας στο φύλλο των απαντήσεών σας τη λέξη Σωστό ή Λάθος, δίπλα στον αριθμό που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση:
1.  Για κάθε μιγαδικό αριθμό z = α + βi, α, β∈
[image: image242.bmp] ισχύει ότι 
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3. Αν μία συνάρτηση 
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είναι συνεχής στο 
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[image: image7.wmf]f(x)0

³

 για κάθε 
[image: image8.wmf][

]

x,

Îab

αλλά όχι παντού μηδέν, τότε 
[image: image9.wmf]f(x)dx0.
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4. Αν 
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5. Έστω f μία συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστημα [α, β]. Αν G είναι μία παράγουσα της 
[image: image12.wmf]x
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 στο [α,β], τότε 
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Μονάδες: (2+8) + 5 + 10 = 25

ΘΕΜΑ Β
Έστω η συνεχής συνάρτηση 
[image: image14.wmf]f:
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, η οποία ικανοποιεί τις σχέσεις:
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Β1. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο 
[image: image19.wmf]¡

 και να δείξετε ότι α = 0. 

Β2. Να αποδείξετε ότι 
[image: image20.wmf](
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Β3. Να βρείτε:

i. Την εξίσωση της εφαπτομένης (ε) της γραφικής παράστασης 
[image: image22.wmf]f
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 της συνάρτησης f στο σημείο της με τετμημένη 
[image: image23.wmf]2
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ii. Το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση 
[image: image24.wmf]f
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 της συνάρτησης f , από την εφαπτομένη (ε) της 
[image: image25.wmf]f
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 και τις ευθείες με εξισώσεις 
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Μονάδες: (4+10)+(4+7)=25
ΘΕΜΑ Γ

Δίνεται η  f  συνεχής στο 
[image: image28.wmf]¡

, 
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Γ1. Να δειχτεί ότι 
[image: image35.wmf]f(x)0
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  για κάθε 
[image: image36.wmf]x
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Γ2. Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των z.
Γ3. Να βρείτε το όριο 
[image: image37.wmf](
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Γ4. Αν το εμβαδόν της 
[image: image38.wmf]f

 με  
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 είναι μικρότερο του 
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, να δειχτεί ότι η  εξίσωση 
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Μονάδες: 5 + 4 + 7 + 9 = 25

ΘΕΜΑ Δ
Έστω η συνάρτηση f ,συνεχής στο 
[image: image45.wmf]¡

 και παραγωγίσιμη στο 
[image: image46.wmf]0
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Αν 
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  και ο μιγαδικός 
[image: image50.wmf]z

 για τον οποίο ισχύει ότι 
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 (1), τότε:
Δ1. Να αποδείξετε ότι οι εικόνες του μιγαδικού, ανήκουν στην ευθεία (ε) 
[image: image52.wmf]y2x
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Δ2. Αν η ευθεία ε, είναι πλάγια ασύμπτωτη της 
[image: image53.wmf]f
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 στο 
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 να  βρείτε τον πραγματικό αριθμό κ ώστε να ισχύει 
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Δ3. Να αποδείξετε ότι: 
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Δ4. Να αποδείξετε ότι η g είναι παραγωγίσιμη στο 
[image: image57.wmf]¡

 και να βρεθεί η 
[image: image58.wmf]g(x)
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Δ5.  Αν ο μιγαδικός 
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 ικανοποιεί την σχέση (1) να δειχθεί ότι υπάρχει 
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)

(

)

fg

x=x

.
Μονάδες: 4 + 4 + 5 + 6 + 6 = 25

ΛΥΣΕΙΣ ΘΕΜΑΤΩΝ

ΘΕΜΑ Α
Α1. Διατύπωση και απόδειξη Θ.Ε.Τ (Σχολικό Βιβλίο σελ.194)

Α2. Ορισμός (Σχολικό Βιβλίο σελ.151)

Α3. 1(Σωστό
2(Λάθος
 3(Λάθος
  4(Σωστό
    5(Σωστό

ΘΕΜΑ Β
α. H συνάρτηση f είναι συνεχής στο 
[image: image62.wmf]¡

, άρα η συνάρτηση 
[image: image63.wmf](
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 είναι παραγωγίσιμη στο 
[image: image64.wmf]¡

, άρα και συνεχής στο 
[image: image65.wmf]¡

, οπότε η 
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[image: image67.wmf]¡

. Η συνάρτηση 
[image: image68.wmf](
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 είναι συνεχής στο 
[image: image69.wmf]¡

, άρα και η συνάρτηση 
[image: image70.wmf](
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 είναι παραγωγίσιμη στο 
[image: image71.wmf]¡

. Επίσης οι συναρτήσεις 
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. Παραγωγίζοντας και τα δυο μέλη της σχέσης (1) έχουμε:
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[image: image76.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

-+=--Þ=+-

òò

 x x

 0 0

2

ημxxfxftdtημxxσυνxxfxftdtημxxσυνx

, 
[image: image77.wmf]Î

¡

x

 . (4)
Από τη σχέση (4) για κάθε 
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Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη σε καθένα από τα διαστήματα 
[image: image80.wmf](
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, γιατί ο τύπος της f προκύπτει από πράξεις μεταξύ παραγωγίσιμων συναρτήσεων σε καθένα από αυτά τα διαστήματα. Από τη σχέση (3) έχουμε ότι η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη και στο 
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Είναι: 
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[image: image88.wmf](
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β) Παραγωγίζοντας και τα δύο μέλη της σχέσης (4) έχουμε:
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[image: image91.wmf](
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Σε καθένα από τα διαστήματα 
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Επομένως: 
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γ. i. Είναι:
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οπότε η εξίσωση της εφαπτομένης (ε) της 
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ii. Στο διάστημα 
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Επομένως η εφαπτομένη (ε) της 
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[image: image241.png]
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ΘΕΜΑ Γ

α. Η f και διάφορη του μηδενός για κάθε 
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β. Η σχέση 
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διότι  Η εικόνα του z  κινείται στον μοναδιαίο κύκλο και συνεπώς 
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ΘΕΜΑ Γ
α. Η f και διάφορη του μηδενός για κάθε 
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β. Η σχέση 
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διότι  Η εικόνα του z  κινείται στον μοναδιαίο κύκλο και συνεπώς 
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 από τη σχέση (1). Από Θεώρημα Bolzano, υπάρχει ένα τουλάχιστον 
[image: image196.wmf](

)

o

x0,1

Î

 τέτοιο ώστε 
[image: image197.wmf](

)

(

)

0

 x

2

 

0

0

x

h0ftdt3t6t60

=Û--+=

ò

 .
ΘΕΜΑ Δ

α. Έστω 
[image: image198.wmf]zxyi

=+

, 
[image: image199.wmf]x,y

Î

¡

. Τότε έχουμε: 
[image: image200.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

z2iz2ixyi2ixyi2ix2y1ix2y1i

-+=+-Û+-+=++-Û-++=++-Û



[image: image201.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2222

2222

x2y1x2y1x2y1x2y1

-++=++-Û-++=++-Û



[image: image202.wmf]2222

x4x4y2y1x4x4y2y14y8xy2x

-++++=+++-+Û=Û=


Συνεπώς οι εικόνες του μιγαδικού, ανήκουν στην ευθεία (ε) 
[image: image203.wmf]y2x

=

.
β. Επειδή η ευθεία (ε) 
[image: image204.wmf]y2x

=

 είναι ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της f στο 
[image: image205.wmf]+¥

 έχουμε 
[image: image206.wmf](

)

x

fx

lim2

x

®+¥

=

 και 
[image: image207.wmf](

)

(

)

x

limfx2x0

®+¥

-=

.

Αρχικά έχουμε 
[image: image208.wmf]22222

5

ημu115ημu1

uuuuu

£Û-££

 και 
[image: image209.wmf]22

uu

11

limlim0

uu

®+¥®+¥

æöæö

-==

ç÷ç÷

èøèø

.

Άρα από κριτήριο παρεμβολής έχουμε 
[image: image210.wmf]2

u

5

ημu

lim0

u

®+¥

æö

=

ç÷

èø

.

Οπότε 
[image: image211.wmf](

)

(

)

1

u

x

x

 

0

2

u

2

u

x0

11

fu

5

ημu

xf5x

ημκ

κ

20

κκ2

xx

uu

10lim  lim

12

fu2u2022

f2

xx

+

+

=

®

®+¥

®+¥

®

æö

-+

-+

ç÷

-++

èø

====

-++

æö

-+

ç÷

èø

.

Άρα  
[image: image212.wmf]κ2

10

κ18

2

+

=Û=

. 

γ. Έχουμε 
[image: image213.wmf](

)

 1

 0

g(x)fxtdt

=

ò

, οπότε για 
[image: image214.wmf]x0

=

 έχουμε: 
[image: image215.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

[

]

(

)

(

)

(

)

11

1

0

00

g0f0dtf01dtf0tf010f0

==×==-=

òò

Για 
[image: image216.wmf]x0

¹

 θέτουμε 
[image: image217.wmf]xtu

=

, οπότε 
[image: image218.wmf]du

dt

x

=

.  Για 
[image: image219.wmf]t0

=

έχουμε 
[image: image220.wmf]u0

=

, ενώ  για 
[image: image221.wmf]t1

=

 έχουμε 
[image: image222.wmf]ux

=

.

Συνεπώς για 
[image: image223.wmf]x0

¹

 έχουμε 
[image: image224.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

 1 x x

 0 0 0

fudu

1

gxfxtdtfudu

xx

===

òòò

.

Τελικά,  
[image: image225.wmf](

)

(

)

(

)

 x

 0

1

fudu  

αν x0

gx

x

f0              

αν x0

ì

¹

ï

=

í

ï

=

î

ò

.

δ. Έχουμε ότι η f  είναι συνεχής στο 
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Επομένως η g παραγωγίσιμη στο 
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