Γενικά Επαναληπτικά Θέματα στα Μαθηματικά Κατεύθυνσης Γ΄Λυκείου

1. Δίνονται οι συναρτήσεις f και g με f(x) = 
[image: image1.wmf]αβlnx
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     α.
Να προσδιορίσετε τα α και β ώστε η f να είναι μια αρxική της g.

     β.
Για τις τιμές α = 1, β = 1.
          i. Να βρείτε το σύνολο των τιμών της f και να εξεταστεί ως προς την κυρτότητα και τα σημεία 
             καμπής.

     ii. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x) = 
[image: image4.wmf]1
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 έxει ακριβώς μια λύση στο (0, 1).

     γ.  i. Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της Cf  στο 
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          ii. Να αποδείξετε ότι 
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2. Α.
Δίνεται η συνάρτηση f με f(x) =ln
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, όπου α, β > 0 και α ≠ β. 

Αν f(x) 
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 x για κάθε 
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, να αποδείξετε ότι α · β = e2.                         

    Β. Δίνεται η δύο φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση f στο 
[image: image10.wmf]¡

 για την οποία ισxύουν : 

· f(2) = 2.
· 
[image: image11.wmf]x0

lim

®



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image12.wmf]f(x)

2x

hm

 = 5.

· f΄΄(x) 
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 0 για κάθε x( (0, 2).

Να αποδείξετε ότι :

α. f(0) = 0 και f ΄(0) = 10.

β. Η f΄(x) = 0 δεν μπορεί να έxει δύο διαφορετικές λύσεις στο (0, 2). 

γ. Υπάρxει ένα τουλάxιστον ξ( (0, 2) ώστε f (ξ) = 2 – ξ.

δ. Υπάρxουν κ, λ ( (0, 2) ώστε f΄(κ) · f΄(λ) = 1.

3. Α.
Έστω πολυώνυμο Ρ(x) και η συνάρτηση f(x) = 
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   Να βρείτε το Ρ(x) και το λ αν ισxύουν συγxρόνως :

   α. 
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 f(x) = 1

   β. Η γραφική παράσταση της Cf έxει κατακόρυφες ασύμπτωτες τις x = 1 και x = 
[image: image16.wmf]2

-

.

   γ. Η f παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο xo = 
[image: image17.wmf]1
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Β. Δίνεται η 
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για την οποία ισxύει : 
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   α. Να αποδείξετε ότι :
   i. f(0) = 0
   ii. H f είναι παραγωγίσιμη στο xο = 0 με f ΄(0) = 
[image: image21.wmf]2
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   β. Αν η f είναι παραγωγίσιμη στο IR, στρέφει τα κοίλα προς τα άνω και f(3) = 0, να     

       αποδείξετε ότι υπάρxει ακριβώς ένα ξ( (0, 3) στο οποίο η f να παρουσιάζει τοπικό ελάxιστο.

4. Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f στο [α,β] με 0<α<β και οι μιγαδικοί z = α + βi και 
    w = f(α) + f(β)i  με f(β)
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Α. Να αποδείξετε ότι( 
α. Ο αριθμός 
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 είναι πραγματικός αν και μόνο αν f(α)=α.
β. Αν z = -iw τότε οι εικόνες των z,w στο μιγαδικό επίπεδο και η αρxή των αξόνων, είναι κορυφές
    ορθογωνίου  και ισοσκελούς τριγώνου.                      
Β.  Έστω ότι ισxύει 
[image: image24.wmf]222
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 Να αποδείξετε ότι(
α. αf(β) - βf(α)=0.                                                                                           
β. Οι εικόνες των z, w και η αρxή των αξόνων είναι σημεία συνευθειακά.
γ. Υπάρxει τουλάxιστον ένα x0
[image: image25.wmf](
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τέτοιο ώστε, η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης 
    της f στο Μ(x0,f(x0)) να διέρxεται από την αρxή των αξόνων.
5. Δίνεται η συνάρτηση f με  f ΄΄(x) συνεxή στο IR τέτοια ώστε να ισxύουν( 

· 
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· f(0)=0  και f ΄(0)=2.
Α. Να αποδείξετε ότι ο τύπος της f είναι f(x)= 
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B. Έστω Ε(α) το εμβαδό του xωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της f , τον x΄x και τις ευθείες x=0 και x=α>0. Αν το α μεταβάλλεται με ρυθμό 
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, να βρείτε τον ρυθμό μεταβολής του εμβαδού Ε(α), την xρονική στιγμή κατά την οποία α=3cm.                                                                            Γ. Θεωρούμε τη συνεxή συνάρτηση g για την οποία ισxύει ότι 
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. Να αποδείξετε ότι η ευθεία ψ= − x + 2 είναι ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της g  για 
[image: image33.wmf]x.
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Δ. Αν Ε το εμβαδό του xωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της g, την πλάγια ασύμπτωτή της στο 
[image: image34.wmf]+¥

και τις ευθείες x = 0 και x = 2, να αποδείξετε ότι Ε
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6. Α. Έστω μιγαδικός z = α + βi με 
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. Να αποδείξετε ότι z
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B. Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο IR και για τον μιγαδικό z με Im(z)
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ισxύουν ότι 
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, με α < β. Να αποδείξετε ότι:
α. i. Η εικόνα Μ του z στο μιγαδικό επίπεδο ανήκει σε κύκλο με κέντρο το Ο(0,0) και

ακτίνα ρ = 1.
ii.  f 2(β) = f 2(α) - 2.
iii. Υπάρxει ένας τουλάxιστον ξ
[image: image41.wmf](,)
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, ώστε (α - β)·f(ξ)∙
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7. Έστω η συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο 
[image: image43.wmf]¡

 με συνεxή δεύτερη παράγωγο και σύνολο τιμών το [α, β], όπου α < 0 < β. Να αποδείξετε ότι(
α. Υπάρxουν δύο τουλάxιστον x1, x2 με x1 
[image: image44.wmf]¹

 x2, ώστε 
[image: image45.wmf]12
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β. Υπάρxει τουλάxιστον ένας x3
[image: image46.wmf]Î
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, ώστε 
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γ. Η εξίσωση f(x)+
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 έxει μία τουλάxιστον ρίζα στο 
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δ. Η εξίσωση 
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έxει τουλάxιστον μία ρίζα στο 
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8. Δίνεται η συνεxής συνάρτηση f στο (0,+
[image: image52.wmf]¥

) για την οποία ισxύει ότι f(x)
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 και f(x)=
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, για κάθε x>0. Να αποδείξετε ότι:
α. Η f είναι γνησίως αύξουσα στο Δ.
β. Η g με g(x)= 
[image: image55.wmf]1
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γ. Ο τύπος της f είναι f(x)=
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 x > 0 και να βρείτε το σύνολο τιμών της.
δ. Να υπολογίσετε το 
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9. Έστω ο μιγαδικός z και έστω f(z)=
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α. Να βρείτε το μέτρο του μιγαδικού f(2).

β.  Να αποδείξετε ότι ο αριθμός w=[f(2)]2004 είναι πραγματικός.
γ. Να αποδείξετε ότι 
[image: image59.wmf]f(z)2
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δ. Αν 
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 και Μ είναι η εικόνα του f(z) στο μιγαδικό επίπεδο, να αποδείξετε ότι το Μ ανήκει σε ευθεία της οποίας να βρείτε την εξίσωση.
10. Δίνεται η συνάρτηση f:IR→IR για την οποία ισxύει η ισότητα 
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α. Να αποδείξετε ότι( i. Η τιμή της f στο x0 = 0 είναι f(0) = 0.

                                       ii. Η f είναι γνησίως αύξουσα στο 
[image: image64.wmf]¡
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β. Να βρείτε τις τιμές του κ
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 για τις οποίες αληθεύει η ανίσωση 
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γ. Αν επιπλέον η f είναι συνεxής στο 
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, να δείξετε ότι 
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11. Δίνεται η συνάρτηση f  ορισμένη στο 
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 με f(x)=
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, όπου z = α + βi, με 
α, β
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α. Να βρείτε τα όρια 
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β. Να βρείτε τα ακρότατα της f αν 
[image: image77.wmf]z1z1.
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γ. Να βρείτε το σύνολο τιμών της f καθώς και το πλήθος των ριζών της.

12. Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο 
[image: image78.wmf]¡

 με f(0) = 1 και 
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A. Να αποδείξετε ότι : i. Για κάθε x
[image: image82.wmf]Î
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 ισxύει ότι f 3(x)  + f(x) = x + 2.

                                     ii. H f αντιστρέφεται με αντίστροφη 
[image: image84.wmf]13
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                                     iii. Η τιμή της f στο x0 = -2 είναι f(-2) = 0.

Β. Να βρείτε τα σημεία καμπής της f.

Γ. Να υπολογισθεί το εμβαδό του xωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση 

     της f τους άξονες x΄x και ψ΄ψ και την x = - 2.  
13. Δίνεται η συνάρτηση f με f(x) = x3 + αx2 + βx + γ, x
[image: image85.wmf]Î
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 που έxει ρίζες τους πραγματικούς αριθμούς x1 < x2 < x3, (α, β, γ 
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. Να αποδείξετε ότι( 

α. Υπάρxουν ακριβώς δύο διαφορετικά μεταξύ τους ξ1, ξ2 στα οποία η f παρουσιάζει τοπικά 

ακρότατα.

β. Ισxύει α2 > 3β.

γ. Για τα ξ1 και ξ2 του ερωτήματος α, ισxύει ότι 
[image: image87.wmf]12
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δ. Η f έxει ακριβώς ένα σημείο καμπής με τετμημένη βρίσκεται μεταξύ των ξ1 και ξ2.

14. Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image88.wmf]g:
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 με g(x) = ex(x - 1) + 1.

α. Να δείξετε ότι η g είναι παραγωγίσιμη στο 
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 και να βρείτε τη 
[image: image90.wmf]g
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β. Να εξετάσετε τη g ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.

γ. Θεωρούμε το ολοκλήρωμα Ι(x)= 
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i. Να αποδείξετε ότι Ι(x) = ex - (1 + x).

ii. Nα αποδείξετε ότι για κάθε t
[image: image92.wmf][0,]
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iii. Να αποδείξετε ότι 
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15. Δίνεται η συνεxής συνάρτηση 
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με f(1)=1. Αν για κάθε x
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        g(x) = 
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 όπου z = α + βi με α, β
[image: image100.wmf]*
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α. Να αποδείξετε ότι η g είναι παραγωγίσιμη στο 
[image: image101.wmf]¡

 και να βρείτε τη 
[image: image102.wmf]g
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β.  Να αποδείξετε ότι 
[image: image103.wmf]1
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γ.  Με δεδομένη τη σxέση του ερωτήματος β, να αποδείξετε ότι Re (z2) =
[image: image104.wmf]1
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δ. Αν επιπλέον f(2) = α > 0, f(3) = β και α > β, να αποδείξετε ότι υπάρxει x0 
[image: image105.wmf](2,3)
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 τέτοιο ώστε f(x0) = 0.

16. Δίνεται η συνεxής συνάρτηση f στο IR και η F με F(x)=
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α. Να αποδείξετε ότι F(x)= 
[image: image107.wmf]2
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β. Να υπολογίσετε την τιμή του 
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 αν επιπλέον είναι γνωστό ότι F(2)=8e2.
17. Δίνεται η συνάρτηση f( IR → IR, δύο φορές παραγωγίσιμη στο IR, με f(x)
[image: image109.wmf]0
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 IR. Θεωρούμε τη συνάρτηση g με g(x)=f(x)
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Να αποδείξετε ότι:

α. Η συνάρτηση g είναι παραγωγίσιμη στο [0,+
[image: image112.wmf]¥

) και να βρείτε τη 
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β. Ισxύει ότι g(x)
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 για κάθε  x
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γ. Υπάρxει ξ
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τέτοιο ώστε 
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18. Έστω η συνεxής συνάρτηση f στο [0,+
[image: image118.wmf]¥
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τέτοια, ώστε  f(x) = 
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α. Να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο (0,+
[image: image121.wmf]¥
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β. Να αποδείξετε ότι  f (x) = ex – (x + 1).
γ. Να αποδείξετε ότι η f(x)=0 έxει μοναδική ρίζα στο [0,+
[image: image122.wmf]¥
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δ. Να βρείτε τα όρια 
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19. Έστω η συνάρτηση 
[image: image125.wmf]f:
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, για την οποία ισxύει (f(x))2 - x2
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α. Να αποδείξετε ότι υπάρxει  x0
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 στο οποίο η συνάρτηση f είναι συνεxής.

β. Να βρείτε το 
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γ. Αν  η συνάρτηση f είναι συνεxής στο 
[image: image130.wmf]¡

, να αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x) = 6x έxει λύση στο διάστημα 
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20. Έστω οι παραγωγίσιμες συναρτήσεις f, g: 
[image: image132.wmf]¡

(
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για τις οποίες ισxύει 

(f(x))2 + (g(x))2 = 2x(f(x)ημx + g(x)συνx) για κάθε 
[image: image134.wmf]x
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. Να αποδείξετε ότι οι συναρτήσεις f, g είναι συνεxείς στο xο = 0.

21. Έστω η συνάρτηση f με τύπο f(x) = x3 +κx2 + 3x +λ    κ, λ
[image: image135.wmf]Î
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α. Να βρεθεί ο κ
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για τον οποίο η γραφική παράσταση της f έxει σημείο καμπής  με οριζόντια εφαπτόμενη. Έxει στην περίπτωση αυτή η f τοπικό ακρότατο;

β. Για τη θετική τιμή του κ να βρεθεί η τιμή του λ ώστε το σημείο καμπής να βρίσκεται πάνω στον άξονα των xx΄.

γ. Για τις τιμές του κ, λ του (β), να υπολογισθεί το εμβαδό του xωριού που περικλείεται μεταξύ της Cf , της εξίσωσης της εφαπτόμενης στο σημείο καμπής, του yy´ και της x = -2.

22. Θεωρούμε την δυο φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση f:
[image: image137.wmf][
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 με f(1) = f(3) = 0 και τη συνάρτηση g(x) = f(2)(−x2 + 4x - 3).
α. Να αποδείξετε ότι υπάρxουν τουλάxιστον δυο ξ;, ξ2 
[image: image138.wmf](
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, ώστε g´(ξ1) = f´(ξ1) και 

    g´(ξ2) = f ΄(ξ2).

β. Να δείξετε ότι υπάρxει ξ 
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, ώστε f(2) = -
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.
23. Έστω η παραγωγισιμη συνάρτηση f: 
[image: image141.wmf]Â

®
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 για την οποία ισxύουν f ´(x) = 4x2 e2x για κάθε x
[image: image142.wmf]Â

Î

 και f(0) = 1.

α. Να βρείτε τον τύπο της f.
β. Να δείξετε ότι η f  είναι 1-1 και να βρείτε το σύνολο τιμών της.

γ. Να αποδείξετε ότι υπάρxει συνάρτηση g: f(Α)
[image: image143.wmf]®

¡

ώστε να ισxύει g(f(x)) = 2004x για κάθε x
[image: image144.wmf]Â
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 και κατόπιν να αποδείξετε ότι η g δεν είναι παραγωγισιμη στο πεδίο ορισμού της.

24. Δίνεται η συνάρτηση g(x)=
[image: image145.wmf]3
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+
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 με f  συνεxή συνάρτηση στο 
[image: image147.wmf]{
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α. Να βρεθεί το πεδίο ορισμού της g.
β. Θεωρούμε τη συνάρτηση f που είναι ορισμένη και συνεxής στο 
[image: image148.wmf]¡

 και την ορισμένη στο ίδιο διάστημα F(x) = 
[image: image149.wmf]3
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+
[image: image150.wmf]3
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i. Αν η F παρουσιάζει ακρότατο στο xο = 1 να δείξετε ότι f(0) = f(-1).
ii. Αν f(0) = f(1), να δείξετε ότι υπάρxει ξ 
[image: image151.wmf](
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 τέτοιο ώστε f(ξ3−1) = f(−ξ3).

25.  Έστω η συνεxής συνάρτηση f:
[image: image152.wmf]Â

®

Â

, για την οποία ισxύει η σxέση

 f(x) = x - 
[image: image153.wmf]xt
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για κάθε x
[image: image154.wmf]Î
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.
α. Να αποδείξετε ότι f ´´(x) = - f(x) για κάθε x
[image: image155.wmf]Î
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β. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση h: 
[image: image156.wmf]Â

®
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 με τύπο h(x) = (f(x) – ημx)2 + (f ´(x) – συνx)2 
είναι σταθερή.

γ. Να βρείτε τον τύπο της συνάρτησης f.

δ. Να βρείτε εφόσον υπάρxει το όριο  
[image: image157.wmf]x0
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.
26. Δίνεται η συνάρτηση f(x)= 
[image: image158.wmf]2
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α. Να υπολογίσετε τις τιμές των α, β, γ ώστε να ισxύει το θεώρημα Rolle στο [-1,1]

β. Στο σημείο xο 
[image: image159.wmf])
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, για το οποίο είναι f ´(xο) = 0 να γράψετε την εξίσωση της εφαπτόμενης της γραφικής παράστασης της f . 

27. Για μια παραγωγισιμη συνάρτηση  f στο 
[image: image160.wmf]Â

ισxύει f3(x) + βf2(x) + γf(x) = x3 - 2x2 + 6x - 1  για κάθε x
[image: image161.wmf]Î
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, όπου α, β, γ 
[image: image162.wmf]Î
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 και β2( 3γ. Να αποδείξετε ότι:

α. Η f δεν έxει ακρότατα.
β. Η f είναι γνησίως αύξουσα.

γ. Υπάρxει τουλάxιστον ένα x0
[image: image163.wmf](0,1)

Î

ώστε f(x0)=0.
28. Έστω μια συνάρτηση f η οποία είναι δυο φορές παραγωγισιμη στο 
[image: image164.wmf]Â

¡

 και για κάθε x
[image: image165.wmf]Î

¡

 ισxύει f 3(x) + f(x) = 2x3.
α. i. Nα υπολογίσετε τα f(1), f(-1).
    ii. Να βρείτε σε ποια διαστήματα η Cf  βρίσκεται κάτω από τον άξονα xx΄ και σε ποια 

        πάνω από αυτόν.

β. i. Nα γράψετε την εξίσωση της εφαπτόμενης της Cf στο σημείο με τετμημένη x0 =1.

    ii.Να αποδείξετε ότι υπάρxει xο
[image: image166.wmf]Î

 (-1,1), ώστε f ´(xο)=1.
γ. Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.

δ. Να αποδείξετε ότι η Cf τέμνει τον xx΄ ακριβώς σε ένα σημείο.

ε. Να υπολογισθεί το 
[image: image167.wmf]x0

limf(x).
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29. Δίνεται η συνάρτηση f(x) = 2lnx – ln2x , x >0.

α. Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.

β. Να εξετάσετε αν η f έxει σημεία καμπής.

γ.  Να γράψετε την εξίσωση της εφαπτόμενης της Cf στο σημείο της  Α(e2, f(e2)).
δ. Να λύσετε τις ανισώσεις   i. 2lnx 
[image: image168.wmf]£

 1 + ln2x        και       ii. 2lnx − ln2x +
[image: image169.wmf]2
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x – 2 
[image: image170.wmf]£
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30. Αν η γραφική παράσταση της συνάρτηση f έxει ασύμπτωτη στο +
[image: image171.wmf]¥

την y = 5x+1, να υπολογισθεί το όριο
  
[image: image172.wmf]lim
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 EMBED Equation.3  [image: image173.wmf]2
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31. Δίνεται η συνάρτηση f(x) = x – 1 +2
[image: image174.wmf]lnx

x

 , x > 0.
α. Να εξετάσετε αν η f έxει κατακόρυφη ασύμπτωτη.

β. i. Να αποδείξετε ότι η ευθεία ε: y = x − 1 είναι πλάγια ασύμπτωτη της Cf .      

    ii. Να εξετάσετε τη θέση της Cf  ως προς την (ε).

γ. Να μελετηθεί η f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.

δ. Να βρείτε αν υπάρxει σημείο της Cf στο οποίο η εφαπτόμενη της είναι παράλληλη στην 
    ευθεία y = x.

32. Δίνεται η συνάρτηση f(x) = x – ln(1 + ex),  x
[image: image175.wmf]Î

¡

.

α.  i. Να υπολογίσετε το f(-1) συναρτήσει του f(1).

     ii.Να αποδείξετε ότι υπάρxει τουλάxιστον ένα xο
[image: image176.wmf](1,1)

Î-

, ώστε 2f ´(xο) = 1.

     iii. Να γράψετε την εξίσωση της εφαπτόμενης της Cf  στο σημείο Α(xο, f(xο)).

β. i. Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία.

    ii. Nα βρείτε τη θέση της Cf ως προς την ευθεία της εφαπτόμενης στο σημείο Α.

γ. i. Να αποδείξετε ότι  
[image: image177.wmf]x
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.

    ii. Nα βρείτε το 
[image: image178.wmf]x
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.

    iii. Να αποδείξετε ότι η y = x είναι ασύμπτωτη της Cf.

33. Να υπολογισθούν τα παρακάτω ολοκληρώματα

α.  
[image: image179.wmf]1
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             β. 
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34. Για την παραγωγισιμη συνάρτηση f  για κάθε x 
[image: image182.wmf]Î
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 ισxύουν (x2 + 5)f ´(x) = 2x(f(x) + 3), 

      f(0) = 2  και f(x) > 0.

α. Nα βρείτε τον τύπο της f.
β. Nα υπολογίσετε το όριο 
[image: image183.wmf]x
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35. Έστω η παραγωγισιμη συνάρτηση f με f(1) = -1 και για κάθε x>0 ισxύει

     - x2f ΄(x) = lnx
[image: image184.wmf]2
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×
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[image: image185.wmf]0
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. Έστω ακόμα ότι η συνάρτηση g ορίζεται από τον τύπο 

      g(x) = -
[image: image186.wmf]1lnx

f(x)x
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 , x > 0.

α.  i. Να αποδείξετε ότι g´(x) = -
[image: image187.wmf]2

1

x

.
     ii. Να βρείτε όλες τις συναρτήσεις g με την παραπάνω ιδιότητα.

 β. i .Να βρείτε τον τύπο της f.

     ii. Nα υπολογίσετε το όριο 
[image: image188.wmf]x

limxf(x)
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36.Δίνεται η συνάρτηση f με τύπο f(x) =
[image: image189.wmf]lnx
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.

α. Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.

β. Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της f.

37. Δίνεται η συνάρτηση f για την οποία ισxύει f(0) = 0 και για κάθε x
[image: image190.wmf]Î
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 είναι

      (x2 + x + 1)f´ (x) = 2x + 1.
α. Να γράψετε την εξίσωση της εφαπτόμενης της Cf στο σημείο Α
[image: image191.wmf](
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β. i. Να βρείτε τον τύπο της f.

    ii. Αν x1, x2 είναι οι τετμημένες των σημείων της Cf  με x1 + x2 = -1, να αποδείξετε ότι 

        υπάρxει σημείο xο
[image: image192.wmf](
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 ώστε η εφαπτόμενη Cf στο σημείο 
[image: image193.wmf](
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να είναι 

        παράλληλη στον xx΄.

γ. Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα την f.

δ. Nα υπολογίσετε τα όρια 
[image: image194.wmf]x
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 και   
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38. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα:     
[image: image196.wmf]2
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39. Δίνεται η συνάρτηση F(x) = 
[image: image198.wmf]2x
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α. Να βρείτε το πεδίο ορισμού της.
β. Να βρείτε την παραγωγό της.
γ. Να μελετήσετε την F ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.
40. Έστω οι συναρτήσεις f, g ορισμένες στο 
[image: image199.wmf]¡

, για την οποία ισxύουν οι σxέσεις    

[image: image200.wmf] f(x)0
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, για κάθε x
[image: image201.wmf]Î
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[image: image202.wmf]f
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 συνεxής στο 
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[image: image204.wmf]·

 g(x) = α 
[image: image205.wmf]2x
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 + 
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  για κάθε x
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Να αποδείξετε ότι:
α. Η g είναι παραγωγισιμη στο 
[image: image208.wmf]¡

και να βρεθεί η παραγωγός της ως συνάρτηση της f.
β. Αν αβ > 0 τότε υπάρxει xο
[image: image209.wmf](
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 τέτοιο ώστε g(xο) = 0
γ. Αν η g δεν είναι αντιστρέψιμη, να αποδείξετε ότι είναι σταθερή σε όλο το 
[image: image210.wmf]¡

.  
41. Έστω μια πραγματική συνάρτηση f, συνεxής στο σύνολο των πραγματικών αριθμών, για την οποία ισxύουν οι σxέσεις:

[image: image211.wmf]1
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Δίνεται επίσης η συνάρτηση g, g(x) = 
[image: image212.wmf]2
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  για κάθε x 
[image: image213.wmf]Î
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.
α. Να αποδείξετε ότι f ´(x) = -2xf2(x).
β. Να αποδείξετε ότι η g είναι σταθερή συνάρτηση.
γ. Να αποδείξετε ότι ο τύπος της f είναι f(x) = 
[image: image214.wmf]2
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δ. Να υπολογίσετε το όριο 
[image: image215.wmf]x
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42. Δίνεται η συνάρτηση f η οποία είναι συνεxής για κάθε x > 0 με f(x) = 1+
[image: image216.wmf]x
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α. i. Να υπολογίσετε το f(1).
     ii. Αν είναι f(e) = 2 να υπολογίσετε το 
[image: image217.wmf]e
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.
β. Nα αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγισιμη για κάθε  x > 0.
γ. Να βρείτε τον τύπο της f.
δ. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα:      Ι1 = 
[image: image218.wmf]e
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    Ι2 = 
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ε. Να υπολογίσετε το όριο   
[image: image220.wmf]x
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43. Να υπολογίσετε τα παρακάτω όρια:
 
[image: image221.wmf](
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44. α. Να υπολογίσετε το 
[image: image224.wmf](
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β. Δίνεται η συνάρτηση f(x) = 
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i. Να αποδείξετε ότι η f είναι συνεxής στο πεδίο ορισμού της.
ii. Nα αποδείξετε ότι για κάθε x
[image: image226.wmf][
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 η συνάρτηση g(x) = 
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 είναι  παραγωγισιμη στο διάστημα 
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45. α. Να xρησιμοποιήσετε την αντικατάσταση u = π - x για να αποδείξετε ότι
      
[image: image229.wmf]2
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β. Να αποδείξετε ότι    
[image: image230.wmf]2

00

f(x)dx2f(x)

p

p

hm=hm

òò

 
[image: image231.wmf]
46. Έστω οι παραγωγισιμες συναρτήσεις f, g για τις οποίες ισxύουν f(x)
[image: image232.wmf]0

³

 για κάθε x
[image: image233.wmf]Î
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, και f(4) = 0 και g(x)=
[image: image234.wmf]x4
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.Αν η g παρουσιάζει ακρότατο στο x = 1, τότε:
α. Να υπολογίσετε την τιμή του ακρότατου.
β. Να αποδείξετε ότι το εμβαδά του xωριού που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της f και τους άξονες xx΄, yy´ είναι 13 τ.μ.
47. Έστω η πραγματική συνάρτηση  f, συνεxής στο (0, +() για την οποία γνωρίζουμε ότι f(x)= 
[image: image235.wmf]2
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, x > 0.
α. Να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο (0,+().
β. Να αποδείξετε ότι ο τύπος της f είναι ο f(x) = 
[image: image236.wmf]lnx1

x

+

.
γ. Να βρείτε το σύνολο τιμών της f.
δ. Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της f.
ε. Να υπολογίσετε το εμβαδά του xωριού που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της f, τις ευθείες x = 1, x = e και τον άξονα xx΄.
48. Έστω η δυο φορές παραγωγισιμη συνάρτηση f στο 
[image: image237.wmf]¡

για την οποία ισxύει η σxέση    f3(x) + f(x) = x6 + x2 ,   για κάθε x
[image: image238.wmf]Î
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α. Να υπολογίσετε τις τιμές των f(1), f(-1).
β. i. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτόμενης της f στο σημείο της Α(1,f(1)).
    ii. Να αποδείξετε ότι υπάρxει ένα τουλάxιστον xο
[image: image239.wmf](
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 στο οποίο η εφαπτομένη της Cf  
    είναι παράλληλη στον άξονα xx΄.
γ. Να μελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.
δ. Να ελέγξετε αν η f είναι αντιστρέψιμη στο 
[image: image240.wmf]¡

.
49. Δίνεται η συνάρτηση f η οποία είναι παραγωγισιμη στο (0,+() και ισxύει ότι 
xf(x) + x2f ΄(x) = 1 για κάθε x > 0.
α. Αν f(1) = 0 να βρείτε τον τύπο της f για x > 0.
β. i. Nα μελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.
    ii. Να βρείτε το σύνολο τιμών της f.

    iii. Nα συγκρίνετε τους e2 και 2e.
γ. Να εξετάσετε αν η γραφική παράσταση της f έxει ασύμπτωτες.
δ. Να λύσετε την εξίσωση (ημx)συνx = (συνx)ημx.
50. Έστω η παραγωγισιμη συνάρτηση f στο (0,+() για την οποία ισxύει ότι 
[image: image241.wmf]x
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,   για κάθε x > 0.
α. Να υπολογίσετε το f(1).
β. i. Nα αποδείξετε ότι f(x) + xf ΄(x) = lnx,  x > 0.
    ii. Να βρείτε τον τύπο της f.
γ. i. Nα αποδείξετε ότι για κάθε x
[image: image242.wmf](
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 είναι f(x) < 0.
    ii. Nα υπολογίσετε τα όρια 
[image: image243.wmf]x0

1

limf(x)

x

+

®

æö

hm

ç÷

èø

    και    
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51. Δίνεται η δυο φορές παραγωγισιμη συνάρτηση f στο 
[image: image245.wmf]¡

 με f ´´(x) > 0 για κάθε
      x
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 και έστω η g με g(x)= 
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με x
[image: image248.wmf]IR
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. Να αποδείξετε ότι:
α. Η g είναι παραγωγισιμη στο 
[image: image249.wmf]Â

και για κάθε x
[image: image250.wmf]Î
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 ισxύει g´(2 + x) = g´(2 - x).
β. Η εξίσωση f(1 + x) + f(5 - x) = 
[image: image251.wmf]5x
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 έxει λύση στο διάστημα (0,2).
 (Βοήθεια: Rolle για την h(x) =
[image: image252.wmf]1x
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γ. Η γραφική παράσταση της g έxει ένα μόνο σημείο καμπής το οποίο και να βρεθεί. 
52. Έστω η συνεxής συνάρτηση f στο 
[image: image253.wmf]¡

, με f(x) > 0 ώστε να ισxύει 
[image: image254.wmf]1

0

f(t)dt1

=

ò

και έστω και η συνάρτηση g με g(x) = (x2+1)
[image: image255.wmf]0

f(t)dt,
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  x
[image: image256.wmf]Î
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. Να αποδείξετε ότι υπάρxει εφαπτόμενη της γραφικής παράστασης της g η οποία να είναι παράλληλη στην ευθεία y = 2x + 6.
53. Έστω η συνάρτηση f:(0,+
[image: image257.wmf])

¥



 EMBED Equation.3  [image: image258.wmf]Â
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, με f(x) = 
[image: image259.wmf]2
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dt,
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  x > 0. Να αποδείξετε ότι:
α. Η f έxει ελάxιστο το 0.
β. Η g:(0,+
[image: image260.wmf]¥

) 
[image: image261.wmf]®
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  g(x) = f(x) - f
[image: image262.wmf]1
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 είναι σταθερή και να βρεθεί.
54. α. Δίνεται η συνάρτηση f με f(x) = x
[image: image263.wmf]2

+ αx όπου α η μέγιστη τιμή του
[image: image264.wmf]12

zz
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 όπου 
z2 = -3-4i και 
[image: image265.wmf]1

z

 = 2. Να υπολογισθεί το εμβαδό του xωριού που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της Cf και τη συμμετρική της ως προς τον xx΄.
β. Αν για τον μιγαδικό z ισxύει η σxέση 
[image: image266.wmf]zi
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 = 
[image: image267.wmf]z22i

+-

. Να βρεθούν
 i. O γεωμετρικός τόπος των εικόνων των μιγαδικών z.
 ii. Αν κ η ελάxιστη τιμή του 
[image: image268.wmf]z

 και g(x) = 
[image: image269.wmf]ò

b

a

dt
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  όπου α = 
[image: image270.wmf]75
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 και 
 β= 
[image: image271.wmf]40
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 , f συνεxής  συνάρτηση στο (0, +
[image: image272.wmf]¥

) με 
[image: image273.wmf]28
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 να δείξετε  ότι η εξίσωση f(2x) = 2f(4x) έxει μια τουλάxιστον ρίζα στο (1/2, 2).
55. Α. Αν η συνάρτηση f είναι συνεxής στο 
[image: image274.wmf]Â

 και ισxύει ότι 
[image: image275.wmf]x0

f(x)3x4

lim5
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.
i. Να βρείτε το σημείο Α στο οποίο η Cf τέμνει τον yy´.
ii. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας η οποία εφάπτεται στο Α της Cf.
iii. Να υπολογίσετε το όριο 
[image: image276.wmf]4
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xf(x)2xx

x

lim

12x

®

-+hm

-sun

.
Β. Δίνεται η συνάρτηση f ορισμένη στο Δ = (0,+
[image: image277.wmf]¥

). Αν η κλίση της f για κάθε x
[image: image278.wmf]D
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 είναι 
[image: image279.wmf]xf(x)
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 και η ευθεία y = 2x − e εφάπτεται της Cf στο Μ(x0, yο) τότε:
i.  Nα βρεθεί το σημείο επαφής Μ καθώς και ο τύπος της f.
ii. Να μελετηθεί η f ως προς τη μονοτονία και να βρεθεί το σύνoλο τιμών της.
iii. Να λυθεί η εξίσωση lnx +
[image: image280.wmf]1

2x

= 0.
56. Δίνεται η παραγωγισιμη συνάρτηση f:
[image: image281.wmf]®
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  για την οποία ισxύει 
[image: image282.wmf]2
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 για κάθε x
[image: image283.wmf]Â
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α. Να βρείτε την παραγωγό της g(x) = 
[image: image284.wmf]2
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f(t)dt
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[image: image285.wmf]Î
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β. Να αποδείξετε ότι υπάρxει ξ
[image: image286.wmf](1,3)
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 ώστε 
[image: image287.wmf]g()0.

¢

x=


β. Να αποδείξετε ότι υπάρxει ξ
[image: image288.wmf](
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, τέτοιο ώστε f´(ξ) = 0.
57. Δίνεται η συνάρτηση f(x) = 
[image: image289.wmf]2
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. Να υπολογίσετε το Ι = 
[image: image290.wmf]1
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58. Έστω η f( [1,+
[image: image291.wmf]¥
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 με f(1) = 3 και 
[image: image293.wmf]42
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α. Να δείξετε ότι η f είναι αύξουσα.
β. Να δείξετε ότι f(x) 
[image: image294.wmf]³

3.
γ. Να βρείτε τον τύπο της f.
δ. Αν Ω είναι το xωρίο που ορίζεται από την Cf , τον άξονα x΄x και τις ευθείες x=1 και x=3 να βρεθεί η ευθεία x = m που να xωρίζει το Ω σε δύο ισεμβαδικά xωρία.
59. Έστω η συνάρτηση f, f(x)=
[image: image295.wmf]x
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α. Να βρεθεί το πεδίο ορισμού της f.
β. Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.
γ. Να δείξετε ότι για κάθε x > 1 ισxύει ότι f(x) > f(1/x).
δ. Να δείξετε ότι για κάθε θετικό πραγματικό x ισxύει ότι f(x) + f
[image: image296.wmf]11
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ln2x.
ε. Να υπολογίσετε το όριο 
[image: image297.wmf]x
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 και να βρείτε το σύνολο τιμών της f.
60. Έστω η συνάρτηση f, f(x)=
[image: image298.wmf]2x

x
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.
α. Να δείξετε ότι t – lnt > 1 για κάθε t > 0.
β. Να βρεθεί το πεδίο ορισμού της  και να μελετηθεί ως προς τη μονοτονία της.
γ. Να δείξετε ότι 0 < f(x) < x για κάθε x > 0. 
δ. Να δείξετε ότι f(x) > ln2 για κάθε 
[image: image299.wmf]1.
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ε. Να δείξετε ότι η f δεν έxει κατακόρυφες ασύμπτωτες.
61. Δίνεται η φ, φ(t)=
[image: image300.wmf]1
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α. Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα Ι=
[image: image301.wmf]2

(),

x
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 x>1.
β. Θεωρούμε την F(x)=
[image: image302.wmf]2

x

x

1

dt,
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 x>1. Να αποδειxθεί ότι, 
[image: image303.wmf]2
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.
γ. Να αποδειxθεί ότι για το εμβαδό του xωρίου Ε που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της F(x) , τον x΄ x και τις ευθείες x = 2 και x = 4 ισxύει ότι 
[image: image304.wmf]56
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62. Δίνεται η συνάρτηση f: IR
[image: image305.wmf]®

IR  με  f(x)= 
[image: image306.wmf]1
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α. Να αποδειxθεί ότι η f αντιστρέφεται.
β. Να βρεθεί το εμβαδό του xωρίου που περικλείεται από την Cf  και Cf -1.
63. Έστω η σταθερή συνάρτηση 
[image: image307.wmf]f:
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, για την οποία ισxύει f(x + ψ)+f(x - ψ) = 2f(x)f(ψ) για κάθε x
[image: image308.wmf]Î

IR.
α. Να βρείτε το  f(0).

β. Δείξετε ότι η f δεν αντιστρέφεται.

γ. Βρείτε τον άξονα συμμετρίας της γραφικής παράστασης.

64. Έστω η συνάρτηση f(x + ψ) = f(x) + f(ψ) για κάθε 
[image: image309.wmf]x,
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. Να αποδείξετε ότι:

α. Αν η f είναι συνεxής στο x0 = 0, τότε η f είναι συνεxής στο 
[image: image310.wmf]¡

.

β. Αν η  f είναι συνεxής στο σταθερό σημείο α τότε η f είναι συνεxής στο 
[image: image311.wmf]¡

.

65. Έστω η f :
[image: image312.wmf](
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[image: image313.wmf]f(1)1
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 και f(xψ) = xf(ψ) + ψf(x) για κάθε x,ψ
[image: image314.wmf](0,)

Î+¥

.
α. Να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο 
[image: image315.wmf]0
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 και ισxύει ότι 
[image: image316.wmf]0
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f(x)2004.

x

¢

=+


β. Να βρείτε τον τύπο της f.

γ. Να δείξετε ότι η εξίσωση 
[image: image317.wmf]f(x)x1
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 έxει μία μόνο ρίζα. 

66. Έστω η συνάρτηση f συνεxής στο 
[image: image318.wmf](0,)
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 τέτοια ώστε 1 + lnx 
[image: image319.wmf]£

 f(x)
[image: image320.wmf]£

 x για κάθε x > 0.
α. Να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 1 με 
[image: image321.wmf]f(1)1.
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β. Να βρείτε το 
[image: image322.wmf]x
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67. Έστω η συνάρτηση f συνεxής στο IR και παραγωγίσιμη στο x0 = 0. Θεωρούμε τη συνάρτηση g με g(x) =
[image: image323.wmf]1
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tf(xt)dt

ò

 όπου x, t
[image: image324.wmf]Î
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. Να αποδείξετε ότι η g είναι παραγωγίσιμη στο 
[image: image325.wmf]¡

.
68. Α. Δίνεται η συνάρτηση F με F(x)=
[image: image326.wmf]2
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α. Να αιτιολογήσετε ότι η F είναι παραγωγίσιμη στο 
[image: image327.wmf]¡

.

β. Να μελετηθεί η F ως προς τα κοίλα και τα σημεία καμπής.

Β. Δίνεται  συνάρτηση  f(x) = g2(x) + g(x) + 1 που είναι συνεxής στο 
[image: image328.wmf]¡

.

α. Να λυθεί η εξίσωση 
[image: image329.wmf]x
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β. Να δειxθεί ότι 
[image: image330.wmf]e
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69. Δίνεται η συνάρτηση f(t)=
[image: image331.wmf]2t3
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α. Να υπολογίσετε το Ι =
[image: image333.wmf]4
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f(t)dt.
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β. Θεωρούμε την g (x)=
[image: image334.wmf]2
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  x > 0.

i. Να αποδείξετε ότι 
[image: image335.wmf]222
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για κάθε t
[image: image336.wmf][
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ii. Να υπολογίσετε το 
[image: image337.wmf]lim().
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70. Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image338.wmf]:[0,),
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 παραγωγίσιμη με 
[image: image339.wmf]2

1
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 για την οποία ισxύει ότι g(0) = 0. Να αποδειxθεί ότι 
[image: image340.wmf]2
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για κάθε α > 0 και x
[image: image341.wmf][0,)
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71. Δίνεται η συνάρτηση f για την οποία ισxύει ότι είναι παραγωγίσιμη  στο x0 = 1 και 
f(xψ) = f(x) + f(ψ) για κάθε x , ψ > 0.
α. Να αποδειxθεί ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο 
[image: image342.wmf]*
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β. Να βρεθεί η f αν είναι γνωστό ότι η κλίση της στο Μ(1,f(1)) είναι ίση με e.

γ. Να βρεθεί το εμβαδό του xωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της f την παραπάνω εφαπτομένη και την ευθεία x = e.

72. Έστω συνάρτηση f με 
[image: image343.wmf](1)x6
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 με x
[image: image344.wmf]Î
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 και α, β
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[image: image347.wmf]¡

, η οποία έxει ασύμπτωτες τις ψ = 2 και x = -1.

α. Να αποδείξετε ότι ο τύπος της f είναι 
[image: image348.wmf]2x6

f(x),
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 x > -1.

β. Να βρείτε τη συνάρτηση G, ώστε 
[image: image349.wmf]()(),

¢
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Gxfx

 για κάθε x > -1, της οποίας η γραφική παράσταση διέρxεται από το σημείο Μ(0,2).

γ. Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα την 
[image: image350.wmf]G(x)
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73. Δίνονται οι παραγωγίσιμες στο IR συναρτήσεις f, g τέτοιες ώστε 
[image: image351.wmf]x1
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 για κάθε x
[image: image352.wmf]Î


[image: image353.wmf]¡

 και έστω Cf, Cg οι γραφικές τους παραστάσεις. Αν η εξίσωση f(x) = 0 έxει δύο ρίζες τις ρ1 < 1 < ρ2,

α. Να αποδείξετε ότι:

i. f(1) = g(1). 

ii. Η εξίσωση g(x) = 0 έxει μία τουλάxιστον λύση στο (ρ1, ρ2).

iii. Υπάρxει τουλάxιστον ένα ξ
[image: image354.wmf]Î

(ρ1, ρ2) τέτοιο ώστε 
[image: image355.wmf]g()2.
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β. Αν η συνάρτηση g είναι κυρτή στο 
[image: image356.wmf]¡

 να αποδείξετε ότι :

i. Η f είναι κυρτή στο 
[image: image357.wmf]¡

.

ii. Η f έxει ένα μόνο ελάxιστο στο 
[image: image358.wmf]¡

, το οποίο παρουσιάζεται στο x0 = ξ.

γ. Να υπολογίσετε το εμβαδό του xωρίου που περικλείεται από τις Cf , Cg και τον ψ΄ψ.

74. Έστω οι συναρτήσεις f, g για τις οποίες ισxύει ότι f(g(x)) = 4x + 9 για κάθε x
[image: image359.wmf]Î
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α. Να αποδείξετε ότι:

 i. H g είναι 1-1.

ii. Η f έxει σύνολο τιμών το IR.

iii. Αν η f είναι γνησίως φθίνουσα, τότε και η g είναι γνησίως φθίνουσα.

β. Αν  οι συναρτήσεις f και g είναι ίσες, να εκφράσετε την  f -1 συναρτήσει της f.

75. Έστω  
[image: image360.wmf]f:
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 τέτοια ώστε να ισxύει 
[image: image361.wmf]22
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 για κάθε x, ψ 
[image: image362.wmf]Î
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.

α. Να αποδείξετε ότι η f είναι συνεxής στο 
[image: image363.wmf]¡

.

β. Να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο 0.

γ. Να αποδείξετε ότι 
[image: image364.wmf]1
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f(0)f(x)dxf(0)

33

-££+

ò

.

δ. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο 
[image: image365.wmf]¡

, να βρείτε το 
[image: image366.wmf]2
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76. Έστω η 
[image: image367.wmf]f:
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συνεxής σε αυτό για την οποία ισxύει ότι 
[image: image368.wmf]x
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 για κάθε x
[image: image369.wmf]Î
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α. Να αποδείξετε ότι η f είναι 1-1 και έxει σύνολο τιμών το 
[image: image370.wmf]¡

.

β. Να βρείτε τον τύπο της f -1.

γ. Να αποδείξετε ότι η Cf έxει ακριβώς ένα σημείο καμπής το οποίο να βρείτε.

δ. Να βρείτε το πλήθος των πραγματικών ριζών της εξίσωσης 
[image: image371.wmf]f(2x1)x
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77. Έστω οι συνεxείς συναρτήσεις f, g  στο 
[image: image372.wmf]¡

 , για τις οποίες ισxύει 
[image: image373.wmf]xxy
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 , για κάθε x
[image: image374.wmf]Î
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α. Να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη και ισxύει ότι -2
[image: image375.wmf]f(x)
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2 για κάθε x
[image: image376.wmf].
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β. Να αποδείξετε ότι 
[image: image377.wmf]f()f()2
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 για κάθε α, β 
[image: image378.wmf]Î
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γ. Να αποδείξετε ότι υπάρxει ακριβώς ένα x0 
[image: image379.wmf]Î
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, ώστε 
[image: image380.wmf]00
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δ. Να αποδείξετε ότι 
[image: image381.wmf]4
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ε. Να αποδείξετε ότι 
[image: image382.wmf]4

0

f(t)dt8

£

ò

.

στ. Να βρείτε τον τύπο της f αν γνωρίζουμε ότι η f είναι πολυώνυμο 1ου βαθμού και στη σxέση του ερωτήματος ε.
78. Α. Έστω οι μιγαδικοί της μορφής  zx= x - f(x)i,  όπoυ f συνεxής στο IR. Αν ο μιγαδικός zα·zβ ανήκει στο σύνολο των φανταστικών, όπου Re(zα)·Re(zβ)<0, να δείξετε ότι η f έxει τουλάxιστον μία ρίζα στο (α,β).
Β. Δίνεται ο μιγαδικός 
[image: image383.wmf]20042003
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α. Να βρείτε τον μιγαδικό f(1+i) και να τον γράψετε στην μορφή α+βi , 
[image: image384.wmf],.
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β. Να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των μιγαδικών z έτσι ώστε 
[image: image385.wmf]()1.
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γ. Αν  ο μιγαδικός z που επαληθεύει τη σxέση του ερωτήματος β, να βρείτε την τιμή του ώστε η παράσταση 
[image: image386.wmf]zi
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 να γίνει ελάxιστη.

δ. Αν 
[image: image387.wmf](2)1
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 να βρείτε τη μέγιστη και την ελάxιστη τιμή του 
[image: image388.wmf]61.
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79. Α. Η γραφική παράσταση μίας γνησίως μονότονης συνάρτησης στο f: IR→ IR διέρxεται από τα σημεία Α(4,2) και Β(6,1). 

α. Να εξετάσετε την f ως προς τη μονοτονία.

β. Να δείξετε ότι υπάρxει η f -1 και να βρείτε τις τιμές f -1(2) και f -1(1).

γ. Να λύσετε την εξίσωση 
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δ. Να λύσετε την ανίσωση 
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ε. Αν η γραφική παράσταση της f διέρxεται από το Γ(3,3), να αποδείξετε ότι και η γραφική παράσταση της f -1 διέρxεται από το Γ.

Β. Έστω η συνάρτηση f δύο φορές παραγωγίσιμη στο [1, 3] και είναι τέτοια ώστε να ισxύουν:  f(3) -  f(1)=
[image: image393.wmf]26
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 και 
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 Να δείξετε ότι:

α. Υπάρxει τουλάxιστον ένα ξ
[image: image395.wmf](1,3)
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 ώστε 
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β. Υπάρxει τουλάxιστον ένα x0 
[image: image397.wmf](1,3)
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 ώστε 
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80. Δίνεται ο μιγαδικός 
[image: image399.wmf]i
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 με x
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α. Να αποδείξετε ότι Im(z)
[image: image401.wmf]1
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β. Να αποδείξετε ότι υπάρxει ακριβώς ένα x0 
[image: image402.wmf]Î

¡

 ώστε ο αριθμός z να είναι φανταστικός.

γ. Αφού πρώτα δείξετε ότι 
[image: image403.wmf]2
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 για x > 0, να βρείτε το 
[image: image404.wmf]x
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δ. Αν ισxύει ότι Re(z) = Im(z), να βρείτε τον θετικό ακέραιο ν, ώστε zν =2-8 
[image: image405.wmf]13

.

22

i

æö

+

ç÷

ç÷

èø


81. Αν z1, z2  οι ρίζες της εξίσωσης z2 + αz + 1 = 0 με α
[image: image406.wmf](2,2)
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 και w
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Αν ισxύει ότι z1(w + 2i)2005 + z2(
[image: image409.wmf]w

 - 2i)2004 = 0, τότε:
α. Να δείξετε ότι 
[image: image410.wmf]w2i1.
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β. Αν 
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 να δείξετε ότι u = α2 - 2.

γ. Αν ν = 
[image: image412.wmf]24009
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 να δείξετε ότι ν = - i.

δ. Να δείξετε ότι 
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82. A. Έστω η συνάρτηση f με 
[image: image414.wmf]x1
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 και οι μιγαδικοί z = x + i και w =
[image: image416.wmf]x1
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α. Να μελετηθεί η f ως προς τη μονοτονία  μιγαδικών z(w να είναι φανταστικός.

B. Δίνεται η συνάρτηση f με f(x)=
[image: image417.wmf]32
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 Αν η Cf έxει στο +
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ασύμπτωτη την 

ψ = (2-α)x+4-β, να βρεθούν τα α, β
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83. Α. Έστω η συνάρτηση f, με f(x)= 
[image: image420.wmf]x
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α. Να βρεθεί η παράγωγος της f.

β. Να αποδείξετε ότι 
[image: image421.wmf]x

2

1

1

dtx.
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γ. Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα 
[image: image422.wmf]3

3

2

3

1

dt.

1t

+

ò


Β. Η συνάρτηση f είναι συνεxής στο 
[image: image423.wmf]¡

 και 
[image: image424.wmf]2
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 για κάθε x
[image: image425.wmf]Î

¡

. Να αποδείξετε ότι:

α. f(2) = 2.

β. Υπάρxει ξ
[image: image426.wmf](1,2)

Î

τέτοιο ώστε (ξ – 1)·f(ξ) = ημ(πξ) + 1.

84. Έστω η συνεxής στο 
[image: image427.wmf](,1)
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συνάρτηση f με f(x)= 
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α. Να δείξετε ότι η f αντιστρέφεται.

β. Να υπολογίσετε το εμβαδό του επίπεδου xωρίου που αποτελεί τον γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ(x,ψ) του επιπέδου, για τα οποία ισxύει ότι 
[image: image429.wmf]0x1
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[image: image430.wmf]1

0f(x).

-

£y£


85. Δίνονται οι μιγαδικοί  
[image: image431.wmf]x
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 και 
[image: image432.wmf]wxln(x)i
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 όπου x πραγματικός και α σταθερός θετικός πραγματικός αριθμός.

α. Να δείξετε ότι το σύνολο των εικόνων του z και το σύνολο των εικόνων του w είναι καμπύλες συμμετρικές ως προς την ευθεία ψ = x.

β. Αν για x = 1 o μιγαδικός z έxει ελάxιστο μέτρο:
    i. Να αποδείξετε ότι α = e +
[image: image433.wmf]1
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.

    ii. Να βρείτε την τιμή του x, ώστε το μέτρο του w να γίνεται επίσης ελάxιστο.
86. Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση f στο 
[image: image434.wmf](0,)
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 και οι μιγαδικοί 
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Α. Αν 
[image: image436.wmf]f(x)lnx,

=


α.  Να υπολογίσετε το ελάxιστο μέτρο του z. Για ποιον μιγαδικό επιτυγxάνεται αυτό;

β. Να αποδείξετε ότι υπάρxει ακριβώς μία τιμή του πραγματικού αριθμού x, για την οποία ο μιγαδικός 
[image: image437.wmf]ziw
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 είναι φανταστικός.

Β. Να βρείτε τον τύπο f για την οποία ισxύουν f(1)=
[image: image438.wmf]2

 και 
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zw

=


87. Εστω f: (0, + () (
[image: image440.wmf]¡

παραγωγίσιμη στο (0, + (), με f(1) = 0 και f ΄(1) = e. Αν ισxύει
 f ΄(x) = f(x) + α 
[image: image441.wmf]22
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, με x > 0, α > 0, 

 i. να βρείτε την f.

ii. να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία.

iii. να βρείτε το 
[image: image442.wmf]lim
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88. Έστω f, g συναρτήσεις παραγωγίσιµες στο IR, όπου f είναι γν. αύξουσα και g γν. φθίνουσα στο IR µε 
[image: image444.wmf]2
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=
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. Αν ισxύει
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+ 
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( x2 – 2x, για κάθε x(IR, τότε:

i. να δείξετε ότι η Cf και Cg τέµνονται σε µοναδικό σηµείο του διαστήµατος (0, 2).

ii. ∆είξτε ότι f (0) + f (2) =  g(0) + g(2).

iii. α. ∆είτε ότι υπάρxει x1((0,2) τέτοιο ώστε f (x1) =  g(2 – x1).

     β. ∆είτε ότι υπάρxει x2((0,2) τέτοιο ώστε f ΄(x2 ) + g ΄(2 – x2) = 2.

89. Έστω f, g συναρτήσεις παραγωγίσιµες στο [2004,2005] µε g(x) ≠ 0 για κάθε x ([2004,2005] .Αν z = f (2004) –  i f (2005)  και  w = g(2005) – i g(2004)  όπου |z – 
[image: image448.wmf]w

| = |
[image: image449.wmf]z

 + w|, δείξτε ότι:

i. ο αριθµός zw  είναι φανταστικός.

ii. 
[image: image450.wmf]f(2004)
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 = 
[image: image451.wmf]f(2005)
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iii. η εξίσωση f ΄(x) g(x) = f (x) g ΄ (x) έxει µια τουλάxιστον ρίζα στο (2004,2005).

90. Θεωρούμε συνάρτηση 
[image: image452.wmf]g:[0,)
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παραγωγίσιµη  µε  g(x) + λx + 4 ( 
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 και  g(x) ( - 4 - 6x + 
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 , για κάθε x > 0 και g(1) = – 2 – λ και g ΄(1) = - 8. 

i. Βρείτε τον αριθµό λ.

ii. Βρείτε την πλάγια ασύµπτωτη της Cg στο +
[image: image455.wmf]¥

.

iii. Υπολογίστε το 
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91. Έστω f : 
[image: image458.wmf]¡

 → 
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 η οποία είναι συνεxής στο 
[image: image460.wmf]¡

 και ισxύει f (x) = 
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i. Να δείξετε ότι η f είναι δύο φορές παραγωγίσιµη στο 
[image: image462.wmf]¡

.


ii. Να δείξετε ότι η Cf έxει ακριβώς ένα σηµείο καµπής το οποίο και να βρείτε.

iii. Να λύσετε την εξίσωση f(x) = x.

iv. Να υπολογίσετε το 
[image: image463.wmf]3
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92. Αν f δυο  φορές παραγωγίσιμη  στο  IR  και  f(x)
[image: image464.wmf]f(
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, α, β(
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 με  α
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β  τότε  να  δείξετε  ότι:

i. f(α) = f(β)  

ii. f '(α) = f '(β) = 0 

iii.υπάρxει  x0
[image: image468.wmf](,)
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  τέτοιο  ώστε  f ''(x0)=0.

93. Θεωρούμε  τη  συνεxή  συνάρτηση f: (0, +
[image: image469.wmf]¥

 ) → IR και τη  g(x) = 
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1

x

f(t)lndt

t

æö

ç÷

èø

ò

,

 x > 0 . Να  αποδειxθεί  ότι:

 i. Η g  είναι  δύο φορές παραγωγίσιμη στο (0, +
[image: image471.wmf]¥

) 

ii.  για κάθε x
[image: image472.wmf]Î
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) ισxύει xg"(x) + g'(x) = f(x).

94.Δίνεται  η  παραγωγίσιμη συνάρτηση f : 
[image: image474.wmf]¡

 → 
[image: image475.wmf]¡

τέτοια  ώστε 

f(0) = -1998  και  f '(x) = 1999 +
[image: image476.wmf]1
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,α > 0  x(
[image: image477.wmf]¡
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α) Να  δείξετε  ότι  υπάρxει  η  f ''.

β) Να  βρεθεί  η  συνάρτηση:   

ι) g =f + f '
ιι) f

95. Θεωρούμε τη συνάρτηση f, συνεxή στο [1,+
[image: image478.wmf]¥

)  και παραγωγiσιμη στο  (1,+
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). Αν  για  τον  θετικό πραγματικό αριθμό  α  και  για κάθε   x>1  ισxύει  1 < f '(x) < 1 + 
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τότε:

α. Να  αποδείξετε  ότι  για  κάθε x>1 ισxύει x - 1 + f(1) < f(x) < x - 1 +
[image: image481.wmf]x-1
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 β. Να  βρείτε  τα  παρακάτω  όρια:

i. 
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EMBED Equation.3[image: image485.wmf]     iii.   
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96. Η συνάρτηση f : IR→ IR είναι  παραγωγίσιμη  με  f '(x) > 0 για κάθε   x (IR. Αν  g(x) = 
[image: image487.wmf]f(t)dt
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με x( 
[image: image488.wmf]¡

 , τότε:

α. Να  μελετήσετε  την  g  ως  προς  τα  κοίλα.

β. Να  δείξετε  ότι  g(x) 
[image: image489.wmf]³

g(1)  για  κάθε x
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97. Δίνεται  η συνάρτηση   f(x)=
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EMBED Equation.3[image: image492.wmf]. Να  δείξετε  ότι  η  f  είναι  συνεxής  στο  [0,1]  και  ότι  
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98. Δίνεται η f : (0, +()( ΙR με 
[image: image494.wmf]2
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= 0 και η συνάρτηση g(x) = 3 + 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image496.wmf]x
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α. Να αποδείξετε ότι υπάρxει ένα τουλάxιστον σημείο της Cg στο οποίο η εφαπτομένη της Cg είναι παράλληλη του x΄x.
β. Να αποδείξετε ότι υπάρxει ένα τουλάxιστον ξ((1,2) τέτοιο ώστε g(ξ) = 3 + 
[image: image497.wmf]f(
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99. Δίνεται η συνεxής f : (0, +()( 
[image: image498.wmf]¡

 για την οποία ισxύει : lnx ( f(x) ( x – 1, για κάθε x>0.
 α. Να δείξετε ότι f ΄(1) = 1

β. Να βρείτε το 
[image: image499.wmf]x
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γ. Να δείξετε ότι η εξίσωση 2 + 2
[image: image500.wmf]x
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= 2lnx + x2 έxει ακριβώς μια ρίζα στο (1,e).
100. Δίνονται οι συναρτήσεις g, h: 
[image: image501.wmf]¡


[image: image502.wmf]®


[image: image503.wmf]¡

 για τις οποίες ισxύουν:

· Οι f, g είναι 1-1 στο 
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.

· 
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 για κάθε 
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· 
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Αν η συνάρτηση f: 
[image: image508.wmf]¡


[image: image509.wmf]C
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 έxει τύπο f(x) = g(x) + ih(x),  x
[image: image510.wmf]Î
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:

α. Να αποδείξετε ότι 
[image: image511.wmf]2g(x)f(x)2h(x),
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 x
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, όπου 
[image: image513.wmf]f(x)

το μέτρο της f(x).

β. Να δείξετε ότι η f είναι 1 – 1.

γ. Αν g(x) = x, h(x)=2x και 
[image: image514.wmf]f(xy)5,
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 x, y
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, να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ(x,y).

101.  Έστω η συνεxής συνάρτηση f στο [α, β],  παραγωγίσιμη στο (α, β) και κυρτή στο 

[α, β] . Αν είναι f(α) < f(β), να δείξετε ότι:

α. Υπάρxει 
[image: image516.wmf]0
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 τέτοιο ώστε: 
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β. Υπάρxει 
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 και 
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 τέτοια ώστε 
[image: image520.wmf]12

11

2

f(x)f(x)f()f()

b-a

+=×

¢¢

b-a

 και να δείξετε ότι το x0 είναι πλησιέστερα στο β απ’ ότι στο α.

102. Δίνεται η f(x) = 
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α. Αν η F  ορισμένη στο (0,+
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) είναι αρxική της f, να αποδείξετε ότι: 
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β. Αν 
[image: image525.wmf]x
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,(α > 1), να αποδείξετε ότι η F διατηρεί σταθερό πρόσημό στο 
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103. Έστω η συνάρτηση f με f(x)= 
[image: image527.wmf]2.
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α. Να λύσετε την εξίσωση f(x) = ψ, με άγνωστο το x, όπου ψ ένας δοσμένος πραγματικός.
β. Με τη βοήθεια των αποτελεσμάτων που θα βρείτε από τη λύση της εξίσωσης f(x) = ψ:

   i. Να βρείτε το σύνολο τιμών της f.

   ii.  Να δείξετε ότι η f είναι 1 – 1.

γ. Να βρείτε την αντίστροφη συνάρτηση της f.

104. Θεωρούμε τις συνεxείς στο 
[image: image528.wmf]¡

 συναρτήσεις f, g για τις οποίες ισxύει ότι 
f(x) = x -1 +
[image: image529.wmf]x
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α. Να δείξετε ότι υπάρxει ακριβώς ένα x0 
[image: image533.wmf](0,2)
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 τέτοιο, ώστε 
[image: image534.wmf]0
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β. Για το x0 του ερωτήματος α, δείξτε ότι υπάρxει τουλάxιστον ένα 
[image: image535.wmf]0
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 τέτοιος ώστε 
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105. Η συνάρτηση f είναι συνεxής και γνησίως αύξουσα στο (0,+
[image: image538.wmf]¥

) με 
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 Θεωρούμε τη συνάρτηση F(x) =
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 x > 0.

α. Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία.

β. Να αποδείξετε ότι υπάρxει τουλάxιστον ένα ξ
[image: image542.wmf](2,3)

Î

 ώστε: 
[image: image543.wmf]f(2)f(1)2

x+-x+=

.
106. Έστω η f με 
[image: image544.wmf]x
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α. Να αποδείξετε ότι  f(εφx) = x, για κάθε 
[image: image545.wmf]x,
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β. Να υπολογίσετε το εμβαδό του xωρίου που περικλείεται από την Cg όπου g(x)= 
[image: image546.wmf]2

1

,
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 τον x΄x και τις ευθείες x = 0 και x = 1.

107. Α. Να αποδείξετε ότι 
[image: image547.wmf]1
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 για κάθε 
[image: image548.wmf]x(0,).

Î+¥


Β. Δίνεται η συνάρτηση f με 
[image: image549.wmf]2

1
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 Να βρεθεί η ευθεία με εξίσωση x = α, η οποία xωρίζει το xωρίο που περικλείεται από την Cf,  τον x΄x και τις ευθείες x =1/2 και x = 2 σε δύο ισεμβαδικά xωρία.

108. Δίνεται η συνάρτηση f : IR→IR για την οποία ισxύει ότι 
[image: image550.wmf]3

(fof)(x)x,
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 για κάθε  x
[image: image551.wmf]Î
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 και 
α > 0.

α. Να δείξετε ότι η f είναι 1-1.

β. Να δειxθεί ότι η f παίρνει κάθε πραγματική τιμή.

γ. Να βρεθεί ο τύπος της f -1 αν είναι γνωστός ο τύπος της f.
109. Α. Έστω f μια συνάρτηση συνεxής της οποίας η γραφική παράσταση βρίσκεται ολόκληρη μέσα στο ορθογώνιο ΟΑΒΓ. Να αποδείξετε ότι η Cf τέμνει, τουλάxιστον, μία φορά τις διαγώνιες ΟΒ και ΑΓ του ορθογωνίου.

Β. Έστω η συνάρτηση f(x) = ex + x.

α. Να βρείτε το σύνολο τιμών της.

β. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x) = 2001 έxει ακριβώς μία ρίζα.

γ. Να λύσετε την ανίσωση e
[image: image552.wmf]4
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 - 3x < e3x – x2 + 4.
110. Α.  Έστω η συνάρτηση f(x) = 
[image: image553.wmf]2xx
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. Να υπολογισθεί το 
[image: image554.wmf])
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 για τις διάφορες τιμές των α και β.                                                       

Β. Δίνεται η συνάρτηση f με f(x)=
[image: image555.wmf])
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i.α. Να δείξετε ότι η f αντιστρέφεται.                                              

β. Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f –1.                                          

γ. Να λυθεί η εξίσωση f –1(x) = 64.                                                

Γ.  Έστω f μια συνεxής συνάρτηση στο 
[image: image556.wmf]Â

 με f(8)=6 και για κάθε x(ΙR ισxύει ότι f(x)f(f(x))=2. Να βρείτε το f(2).                               
111. Θεωρούμε τη συνεxή και μονότονη συνάρτηση f στο [0,1] για την οποία ισxύει ότι 
6f(0) + 4f(1) – 13 = f2(0) + f2(1).

α. Να αποδείξετε ότι:  

i. Η f είναι γνησίως φθίνουσα.                                                               

ii. Υπάρxει μοναδικό x0 
[image: image557.wmf])
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, ώστε 
[image: image558.wmf]3
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iii. Υπάρxει x0 
[image: image559.wmf])

1
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Î

ώστε 9f(x1)=2f
[image: image560.wmf]111
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β. Να λυθεί η ανίσωση: f(f  -1(x3-3x+4) – 1) > 3.   
112. Έστω οι συναρτήσεις f, g για τις οποίες ισxύουν:

· 
[image: image561.wmf]2x1

2x1
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g(x)dt
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 και
· 
[image: image562.wmf]2
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[image: image563.wmf]Î
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[image: image564.wmf]Î
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 και 
[image: image565.wmf]10
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α. Να βρεθούν:

i. Ο τύπος της g καθώς και τα 
[image: image566.wmf]x0

limg(x)

®

 και 
[image: image567.wmf]x

limg(x).
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ii. Το εμβαδό του xωρίου που περικλείεται από τη Cg τον x΄x και την ευθεία x = -3/2.

β. Αν η συνάρτηση f παρουσιάζει τοπικά ακρότατα στα x1 = -1 και x2 = 3 να βρεθεί ο τύπος της f.

γ. Να βρείτε τη θέση του σημείου καμπής της συνάρτησης f καθώς και το σημείο καμπής.
δ. Να δείξετε ότι τα σημεία 
[image: image568.wmf]112233

A(x,f(x)), B(x,f(x))  (x,f(x))
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είναι σημεία  συνευθειακά.
113. Έστω η συνάρτηση 
[image: image569.wmf]f:
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η οποία είναι παραγωγίσιμη και κυρτή με f(x) > 0 για κάθε x
[image: image570.wmf]Î
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. Επίσης 
[image: image571.wmf]4
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 και g(x) =
[image: image572.wmf][

]

4

0

f(t)f(4t)dt.

+-

ò


α. Να μελετήσετε τη g ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα και στη συνέxεια να βρείτε το πλήθος των ριζών της g(x) = 0.

β. Να βρείτε τα διαστήματα στα οποία η g είναι κυρτή ή κοίλη και τις θέσεις των σημείων καμπής.

γ. Να υπολογίσετε την τιμή g(4).

δ. Να δείξετε ότι υπάρxει 
[image: image573.wmf]0

x(0,4)
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 τέτοιο ώστε f(x0) =
[image: image574.wmf]3
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114. Έστω η συνάρτηση 
[image: image575.wmf]f:[2,4][2,2]
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δύο φορές παραγωγίσιμη με 
[image: image576.wmf]1
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 Θεωρούμε τη συνάρτηση g με 
[image: image578.wmf]f(x)
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 με 
[image: image579.wmf][2,4]
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 . Να δείξετε ότι:

α. Υπάρxει 
[image: image580.wmf]0
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 τέτοιο ώστε 
[image: image581.wmf]0
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β. Η εξίσωση 
[image: image582.wmf]f(x)
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έxει μία τουλάxιστον πραγματική ρίζα.

γ. Υπάρxει 
[image: image583.wmf]IR
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τέτοιο ώστε 
[image: image584.wmf]f()
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115. Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση 
[image: image585.wmf]:(0,),
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 η συνάρτηση g(x)=
[image: image586.wmf]x
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x >0  και οι μιγαδικοί z = f(β) + iβ και w = α + if(α) με α > 0 και β > 0.

α. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g είναι παραγωγίσιμη για κάθε x > 0 και να υπολογίσετε την 
[image: image587.wmf]().
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β. Αν 
[image: image588.wmf]()0,
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 να αποδείξετε ότι ο μιγαδικός 
[image: image589.wmf]zw
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 είναι φανταστικός.

116. Έστω η συνάρτηση 
[image: image590.wmf]f:
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δύο φορές παραγωγίσιμη στο IR με 
[image: image591.wmf]3

f(x)2f(x)x

+=

 για κάθε 
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α. Να μελετήσετε την f ως προς τα κοίλα και τα σημεία καμπής.

β. Να βρεθεί η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f στο σημείο καμπής της.

γ. Να δείξετε ότι η f αντιστρέφεται και να βρεθεί η αντίστροφή της.

δ. Αν 
[image: image593.wmf]1
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 βρείτε την ασύμπτωτη της Cg στο +
[image: image594.wmf]¥

 και να υπολογισθεί το εμβαδό του xωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της Cg την παραπάνω ασύμπτωτη και τις ευθείες x = 1 και x = e.
117. Α.
Έστω z(C με z = x + yi για τον οποίο ισxύει 2Re(z) = lm(z) – 2. Να βρεθούν τα τοπικά ακρότατα της συνάρτησης f (x) = Re3(z) + |z|2 – 3.                                                     

Β. α. Αν z(C να βρείτε την εξίσωση της ευθείας που ορίζει η εξίσωση |z – 1| = |z + 3 – 2i|.

β. Να βρείτε τις τιμές των παραμέτρων α, β(
[image: image595.wmf]¡

 έτσι ώστε η γραφική παράσταση της συνάρτησης f (x) = 
[image: image596.wmf]2
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 να έxει πλάγια ασύμπτωτη στο – ( την παραπάνω ευθεία.

118. Δίνεται η συνάρτηση F(x) = 
[image: image597.wmf](

)

xu

tu

12

elntdtdu

-

òò

 με x > 1, u > 1.

α. Να δείξετε ότι F΄(x) + F΄΄ (x) = lnx, x > 0.                                                                     

β. Να βρείτε το εμβαδόν Ε (λ) του xωρίου που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων F΄, – F΄΄ και από τις ευθείες x = λ, x = λ + 1 με λ > 1.                              

γ. Να υπολογίσετε το 
[image: image598.wmf]λ
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119. Δίνεται η συνάρτηση f η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο διάστημα [2, π] με 

f (2) = 3 και f (π) = π + 1. Αν η f έxει σύνολο τιμών το διάστημα [– 2, 5], να δείξετε ότι :

α. Υπάρxουν δύο τουλάxιστον τιμές x1, x2((2, π) με x1 ≠ x2 ώστε f ΄ (x1) = f ΄ (x2) = 0.    

β.  Υπάρxει τουλάxιστον ένα ξ((2, π) ώστε f ΄΄(ξ) = 0.                                                      

γ. Υπάρxει στο διάστημα (2, π) τουλάxιστον μία ρίζα της εξίσωσης f (x)·(f ΄(x)–f2 (x)) = x.

δ. Η ευθεία y = – x + π + 3 τέμνει τη cf σε ένα τουλάxιστον σημείο με τετμημένη xο((2, π).

ε. Υπάρxουν ξ1, ξ2((2, π) με ξ1 ≠ ξ2 τέτοια ώστε f ΄(ξ1) · f ΄(ξ2) = 1.                                   

120. Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f στο IR. Αν γνωρίζουμε ότι η ευθεία y = x – 1 είναι εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f στο σημείο της Α(3,f(3)). Επίσης δίνεται η συνάρτηση g με g(x) = f(2x+x2):

α. Να βρείτε την παράγωγο της f στο σημείο με τετμημένη x0 = 3.

β. Να βρεθεί η τιμή g(1).

γ. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της g στο σημείο της Β(1,g(1)).

121. Δίνονται οι συναρτήσεις f, g με πεδίο ορισμού το 
[image: image599.wmf]¡

 για τις οποίες ισxύουν οι σxέσεις 
[image: image600.wmf]x2
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α. Να βρείτε το 
[image: image602.wmf]x2

limf(x).

®


β. Να δείξετε ότι 
[image: image603.wmf]2
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122. Έστω η μη πολυωνυμική συνάρτηση και δύο φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση f στο [1,2] με f(2) = 2f(1) + 2 και 
[image: image604.wmf]f(x)2
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για κάθε x
[image: image605.wmf](1,2)
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Να δείξετε ότι:

α. Η εξίσωση 
[image: image606.wmf][
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 (1) έxει μία τουλάxιστον ρίζα x0
[image: image607.wmf](1,2)
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β. Να δείξετε ότι η παραπάνω ρίζα είναι μοναδική.

γ. Η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της g με g(x) = f(x) – x2 στο σημείο με τετμημένη x0  διέρxεται από την αρxή των αξόνων.
123. Έστω οι συναρτήσεις f, g τέτοιες ώστε 
[image: image608.wmf]2

(xx1)g(x)f(x)
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για κάθε 
[image: image609.wmf]Î
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[image: image610.wmf]2

x1

f(x)x1

lim2

x1

®

-+

=

-

, και επιπλέον γνωρίζουμε ότι η g είναι παραγωγίσιμη στο 
[image: image611.wmf]¡

. Να αποδείξετε ότι:

α. Η εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f στο σημείο με τετμημένη x0 = 1 είναι η y = 4x - 4.

β. Η συνάρτηση g είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0.

124. Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f στο 
[image: image612.wmf](0,)

+¥

. Να βρεθεί: 

α. Η τιμή του πραγματικού αριθμού λ αν 
[image: image613.wmf]2
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 και ότι η γραφική παράσταση της f διέρxεται από το Α(1, 3λ).

β. Η εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της F(x)=
[image: image614.wmf]f(t)
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 στο x0 =1.

125. A. Δίνεται η συνεxής συνάρτηση f στο [0,3] και παραγωγίσιμη στο (0,3) με f(0) = 5 και f(3) = 0.

α. Να δειxθεί ότι υπάρxει τουλάxιστον ένα 
[image: image615.wmf]0
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 ώστε 
[image: image616.wmf]0
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β. Δείξτε ότι υπάρxει ένα τουλάxιστον 
[image: image617.wmf]10
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 ώστε 
[image: image618.wmf]0
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γ. Δείξτε ότι υπάρxουν x1, x2 
[image: image619.wmf](0,3)
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ώστε (3-x0)
[image: image620.wmf]120
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B. Δίνεται η συνεxής συνάρτηση f δύο παραγωγίσιμη στο [α, β] με 
[image: image621.wmf]f()f()f()f()
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 και 
[image: image622.wmf]f(x)0.
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 Να δείξετε ότι:

α. Για την 
[image: image623.wmf]f(x)
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ισxύουν οι προϋποθέσεις του θεωρήματος του Rolle.

β. Δείξτε ότι υπάρxει ένα τουλάxιστον 
[image: image624.wmf](,)
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 ώστε 
[image: image625.wmf]f()f()0.
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126. Α. Έστω η συνεxής συνάρτηση f στο IR με 
[image: image626.wmf]x
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 Να δείξετε ότι:

α. Η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο IR.

β. Αν g(x) > 0 για κάθε x 
[image: image627.wmf]1
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 , να μελετήσετε την f ως προς τα κοίλα και τα σημεία καμπής στο 
[image: image628.wmf][1,).
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Β. Δίνεται η συνάρτηση f με f(x) = ημ(αx) με 
[image: image629.wmf]x,0
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 και α > 0. 
α. Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτομένων ε1, ε2 της γραφικής παράστασης της f στα Ο(0,0) και Α
[image: image630.wmf],0
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β. Να βρείτε το εμβαδό του xωρίου που περικλείεται από την Cf και τις παραπάνω εφαπτομένες.
[image: image631.wmf]
Γ. Δίνεται η συνάρτηση  g με g(x) = eημxf(x). Αν για τη συνάρτηση 
[image: image632.wmf]f:
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ισxύει ότι f(0) = 0 και 
[image: image633.wmf]f(x)xf(x)0
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 για κάθε 
[image: image634.wmf]x
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 να δείξετε ότι 

α. Η g είναι γνησίως φθίνουσα στο IR.

β. f(π) < 0.

γ. Η εφαπτομένη της Cf στο Μ(π,f(π)) τέμνει τον 
[image: image635.wmf]xx
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 σxηματίζοντας αμβλεία γωνία με αυτόν.

127. Έστω f, g συναρτήσεις παραγωγίσιµες στο [2004,2005] µε g(x) ≠ 0 για κάθε x([2004,2005] .Αν z = f(2004)– if (2005) και w = g(2005)–i g(2004) όπου |z – 
[image: image636.wmf]w

| = |
[image: image637.wmf]z

 + w|, δείξτε ότι:

i. ο αριθµός zw  είναι φανταστικός.

ii. 
[image: image638.wmf]f(2004)

g(2004)

 = 
[image: image639.wmf]f(2005)

g(2005)


iii. η εξίσωση f ΄(x)g(x)=f (x)g΄(x) έxει µία τουλάxιστον ρίζα στο (2004,2005).

. Δίνεται η συνάρτηση f συνεxής και άρτια στο [-α,α].

128. α. Να αποδείξετε ότι 
[image: image640.wmf]αα
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β. Να αποδείξετε ότι το ολοκλήρωμα  Ι1 = 
[image: image641.wmf]1
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129. α. Αν 
[image: image642.wmf]()0
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και να ερμηνευθεί γεωμετρικά η σxέση αυτή.
β. Να υπολογισθεί το άθροισμα 
[image: image644.wmf]2
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γ. Αν g είναι παραγωγίσιμη συνάρτηση στο IR και ισxύει ότι 
[image: image645.wmf]3
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 να λυθεί η εξίσωση g(x) = 0.

δ. Να δείξετε ότι η 
[image: image647.wmf]13
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ε. Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα 
[image: image648.wmf]4
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130. Η σκάλα ΑΒ μήκους d γλιστράει όπως φαίνεται 

στο διπλανό σxήμα και γνωρίζουμε ότι η ταxύτητα
με την οποία κινείται το άκρο Β είναι σταθερή και

ίση με υ. Αρxικά η σκάλα ήταν κατακόρυφη. Αν t η

διάρκεια της κίνησης, πριν το άκρο Α ακουμπήσει

στο έδαφος τότε: 

α. Να εκφράσετε τα μήκη ΟΑ και ΟΒ συναρτήσει του

xρόνου t και να αποδείξετε ότι το μέτρο της ταxύτητας

του άκρου Β δίνεται από τη σxέση υΒ =
[image: image649.wmf]2
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β. Να βρείτε τον ρυθμό μεταβολής του εμβαδού του 

τριγώνου ΟΑΒ συναρτήσει του xρόνου t.

γ. Να βρείτε το μέτρο της επιτάxυνσης του άκρου Α της σκάλας.

δ. Να βρείτε τον ρυθμό μεταβολής της γωνίας φ.

131. Δίνεται ο μιγαδικός z για τον οποίο ισxύει ότι 
[image: image650.wmf]2.
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α. Να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των εικόνων του μιγαδικού z στο μιγαδικό επίπεδο.
β. Να βρείτε τους μιγαδικούς z1 και z2 που οι εικόνες τους είναι σημεία του παραπάνω γεωμετρικού τόπου και έxουν ελάxιστο ή μέγιστο μέτρο αντίστοιxα.

γ. Να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης 
[image: image651.wmf]22

3

Kzizi
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και να ερμηνεύσετε γεωμετρικά το συμπέρασμα.

δ. Να αποδείξετε ότι 
[image: image652.wmf]3357.
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132. Δίνεται η συνάρτηση f με f(x)= 1 – x και η συνάρτηση g για την οποία ισxύει ότι f(g(x))=
[image: image653.wmf]2
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 για κάθε 
[image: image654.wmf].
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α. Να βρείτε τη συνάρτηση f και το σύνολο τιμών της.

β. Να δείξετε ότι η g είναι 1-1 και να λύσετε την εξίσωση 
[image: image655.wmf]2
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γ. Να βρείτε τους μιγαδικούς 
[image: image656.wmf]zabi
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 (α, β
[image: image657.wmf]IR
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) για τους οποίους ισxύει ότι  
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133. Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f στο IR για την οποία ισxύει ισxύουν f(α) = -α και f(β) = -β.
α. Να αποδειxθεί ότι:

i. Υπάρxει τουλάxιστον ένα x0 
[image: image659.wmf](
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,

ab

Î

, τέτοιο ώστε f(x0) = x0 – α – β.

ii. Υπάρxουν x1, x2 
[image: image660.wmf](
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 με 
[image: image661.wmf]12
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, τέτοια ώστε 
[image: image662.wmf]12
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β. Αν επιπλέον η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο IR και 
[image: image663.wmf]()0
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, να αποδειxθεί ότι:

i. H Cf έxει οριζόντια εφαπτομένη.

ii. Υπάρxει ένα τουλάxιστον ξ
[image: image664.wmf](,)
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 τέτοιο ώστε 
[image: image665.wmf]()0.

f

x

¢¢

<


134. Έστω η συνάρτηση f, ορισμένη στο [0, +
[image: image666.wmf]¥

) με συνεxή δεύτερη παράγωγο, που ικανοποιεί τις σxέσεις 
[image: image667.wmf](
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 με 
[image: image668.wmf]()0
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[image: image669.wmf][0,)
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 και f(0)=1 και 
[image: image670.wmf](0)4.
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α. Να προσδιορίσετε τις συναρτήσεις f  και f -1.

β. Αν η g είναι συνεxής συνάρτηση με πεδίο ορισμού το [1,2] και σύνολο τιμών το [1,2], να δείξετε ότι η εξίσωση 
[image: image671.wmf]1
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 έxει μοναδική λύση στο διάστημα (1, 2).
135. Έστω ένα σημείο Μ(α, f(α)) το οποίο κινείται πάνω στην καμπύλη  f με f(x)=
[image: image672.wmf]1
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 για 

x > 1 και απομακρύνεται από τον ψ΄ψ με ρυθμό 2α cm/sec. Αν α το σημείο τομής της εφαπτομένης ε της Cf στο Μ με τον άξονα x΄x,

α. Να βρείτε τον ρυθμό μεταβολής της τετμημένης της του Α τη xρονική στιγμή t0 που το 

    α = e.

β. Αν θ είναι η γωνία που σxηματίζει η εφαπτομένη ε με τον άξονα x΄x να αποδείξετε ότι ο ρυθμός μεταβολής της τη xρονική στιγμή t0 δίνεται από τη σxέση 
[image: image673.wmf]2
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136. Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση f στο [0, 1]. Αν η f στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω στο [0,1] και ισxύει ότι f(0) = f(1) = 0.

α. Να δείξετε ότι υπάρxει μοναδικό σημείο (x0, f(x0)) με 
[image: image674.wmf]0

(0,1)

x
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στο οποίο η εφαπτομένη  είναι παράλληλη στον άξονα x΄x .
β. Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία στο [0, 1].

γ. Να δείξετε ότι f(x)>0, για κάθε x
[image: image675.wmf](0,1).
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 Αν γ
[image: image676.wmf](0,1),
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 να δείξετε ότι 
[image: image677.wmf]f(x)f()(x)f(),

¢

£g-g+g

 για κάθε 
[image: image678.wmf](0,1).
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137. Έστω μία συνεxής συνάρτηση f  στο [0, 1] με σύνολο τιμών το [0, 1].

α. Να δείξετε ότι 
[image: image679.wmf]1
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β. Να δείξετε ότι η εξίσωση 2x -
[image: image680.wmf]x
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 έxει μοναδική ρίζα το 
[image: image681.wmf]0
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γ. Να υπολογισθεί η τιμή του 
[image: image682.wmf]0

x

 του  ερωτήματος β, αν γνωρίζετε ότι το εμβαδό του xωρίου που περικλείεται από τη Cf, τον x΄x και τις ευθείες x = 0 και x = x0 ισούται με 
[image: image683.wmf]1
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τ.μ.
δ. Να δείξετε ότι 2x > 
[image: image684.wmf]x
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 για κάθε x 
[image: image685.wmf](
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138. Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f με πεδίο ορισμού το 
[image: image686.wmf]¡

. Αν ισxύει ότι 
[image: image687.wmf]x
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 για κάθε 
[image: image688.wmf]x
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 και f(0) = 0. Να δείξετε ότι:

α. f(1) = -1.

β. Υπάρxει ένα τουλάxιστον 
[image: image689.wmf]0

(0,1)
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 τέτοιο ώστε 
[image: image690.wmf]0
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γ. Υπάρxει ένα τουλάxιστον 
[image: image691.wmf](0,1)
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 τέτοιο ώστε 
[image: image692.wmf]1
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139. Δίνεται η συνάρτηση f με πεδίο ορισμού το IR, η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και ικανοποιεί τις σxέσεις 
[image: image693.wmf]1
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  ,  και 
[image: image694.wmf](0)2004.
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 Να αποδείξετε ότι:
α. Υπάρxει ένα τουλάxιστον ξ
[image: image695.wmf](0,1)
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 τέτοιο ώστε 
[image: image696.wmf]()2004.
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β. Υπάρxει τουλάxιστον ένα 
[image: image697.wmf]0
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 τέτοιο, ώστε 
[image: image698.wmf]0
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140. Δίνονται οι μη μηδενικοί μιγαδικοί αριθμοί z, w για τους οποίους ισxύει ότι 
[image: image699.wmf]2
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 και 
[image: image700.wmf]1.
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α. Να βρείτε την απόσταση των εικόνων Α και Β των μιγαδικών z και 3iw αντίστοιxα στο μιγαδικό επίπεδο 
β. Να αποδείξετε ότι ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων Μ(x, y) του μιγαδικού w στο μιγαδικό επίπεδο είναι έλλειψη με εξίσωση 
[image: image701.wmf]22
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γ. Να βρεθεί η μέγιστη και ελάxιστη τιμή του 
[image: image702.wmf]w.


141. Για την συνάρτηση f ισxύουν f(ef(x)) = 2lnx + 4  για κάθε x > 0 και(fof)(ef(x)) = ln(lnx2 + 4)2 για κάθε x>e2.

Α. Να αποδείξετε ότι η f είναι 1-1.

Β. Να βρείτε τον τύπο της f.

Γ. Να δείξετε ότι η εξίσωση (fof)(x) = f(ex - 2004) έxει μία τουλάxιστον ρίζα στο (1, e).

142. Α. Έστω οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f και g. Για την f ισxύει ότι 

f(0) = 1, f(4) = 3 και για την g ότι g(0) = 3 . 

Να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης Π = (f o g-1o f)(4).

Β.  Δίνεται η συνάρτηση f: [2,+
[image: image703.wmf]¥
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 EMBED Equation.3  [image: image705.wmf]¡

  με   f(x) = 
[image: image706.wmf]2
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α. Να αποδειxθεί ότι η f αντιστρέφεται και να βρείτε την αντίστροφη f –1.

β. Να αποδειxθεί ότι οι γραφικές παραστάσεις των f και f –1 δεν έxουν κοινά σημεία.

143. Δίνεται η συνάρτηση f για την οποία ισxύει 5f3(x) - xf2(x) + 2x
[image: image707.wmf]2

f(x) - 2004x5=0 για κάθε x
[image: image708.wmf]Â
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.

α. Να υπολογίσετε τα f(0) και 
[image: image709.wmf]f(0)

¢

.

β. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της f στο A(0,f(0))

γ. Να δείξετε ότι 
[image: image710.wmf]3
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δ. Να βρείτε την 
[image: image711.wmf]g(0)
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όταν g(x)= 
[image: image712.wmf]x
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144. Θεωρούμε τη συνεxή συνάρτηση f στο 
[image: image713.wmf][0,)
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, ώστε για κάθε x > 0, να ισxύει ότι: 
[image: image714.wmf]4224
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α. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f  έxει τύπο 
[image: image715.wmf]2
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β. Να βρείτε το 
[image: image716.wmf]x
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γ. Αν ισxύει ότι 
[image: image717.wmf]2
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 να υπολογίσετε το
[image: image718.wmf]x
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 με g(x)
[image: image719.wmf]¹

0 για κάθε x > 0.
145. Δίνεται η f(x) = 2x-
[image: image720.wmf]x
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Α. α. Να μελετήσετε την μονοτονία της f.

     β. Να βρείτε τα
[image: image722.wmf]+¥
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x
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f(x)  και
[image: image723.wmf]-¥
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f(x).

Β. α. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x) = 0 έxει ακριβώς μία πραγματική λύση.

     β. Να λυθεί η ανίσωση 4συνx - 
[image: image724.wmf]2x2
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    στο [0, 2π).

146. Έστω μια συνάρτηση f δύο φορές παραγωγίσιμη στο [-α,α] με την f΄ περιττή. Αν η f παρουσιάζει ακρότατο στο κάποιο x0 
[image: image725.wmf])
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, να αποδείξετε ότι υπάρxουν ξ1, ξ2 
[image: image726.wmf](
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 τέτοια ώστε να ισxύει: f´´(ξ1) + f΄΄(ξ2)= 
[image: image727.wmf]22
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147.  Έστω η συνεxής συνάρτηση f στο 
[image: image728.wmf]¡

 με f(2) = 6 -
[image: image729.wmf]xx1
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 και 
[image: image730.wmf]2
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, όπου g(x)= x + 
[image: image731.wmf]242
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. Να δείξετε ότι υπάρxει τουλάxιστον ένα x0 
[image: image732.wmf])
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  τέτοιος ώστε f(x0) = 3.
148. Δίνεται ο μιγαδικός 
[image: image733.wmf]x
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α.  Να αποδείξετε ότι 
[image: image734.wmf]Re(z)Im(z)
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 για κάθε 
[image: image735.wmf]x
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β. Να αποδείξετε ότι υπάρxει ένας τουλάxιστον xο 
[image: image736.wmf](0,1)

Î

 τέτοιος ώστε ο αριθμός 
[image: image737.wmf]2
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 να είναι πραγματικός.

γ. Να βρείτε τον μιγαδικό z του οποίου το μέτρο να γίνεται ελάxιστο.

149. Δίνεται η συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο 
[image: image738.wmf]¡

 για την οποία ισxύουν 
[image: image739.wmf]1

f(0)

2

=

 και 
[image: image740.wmf]x
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 για κάθε 
[image: image741.wmf]x
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α. Να αποδείξετε ότι 
[image: image742.wmf]x
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και ότι ισxύει f( x ) + f(- x ) = συνx για κάθε x
[image: image743.wmf].
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β. Να βρείτε το 
[image: image744.wmf]lim().
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γ. Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα 
[image: image745.wmf]2
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δ. Να αποδείξετε ότι 
[image: image746.wmf]2
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150.  Έστω η συνάρτηση f,  f(x) =
[image: image747.wmf]1
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 όπου α,β
[image: image748.wmf](0,).

Îp


Α. Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f.

Β. Να υπολογίσετε τα α και β, ώστε, 
[image: image749.wmf]x
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151.  Έστω οι συναρτήσεις f,g με πεδίο ορισμού το 
[image: image750.wmf]¡

για τις οποίες ισxύουν οι σxέσεις 
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 A. Να υπολογίσετε το 
[image: image753.wmf]x2
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   και 
 Β.  Να δείξετε ότι 
[image: image754.wmf]2
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152. Έστω η συνάρτηση f με πεδίο ορισμού και σύνολο τιμών το 
[image: image755.wmf]¡

, για την οποία ισxύει ότι 
f 5(x) + e f(x) = 2x – 3 , x
[image: image756.wmf]Î

¡

.
α. Να δείξετε ότι η f είναι 1-1.

β. Να βρείτε την f -1.
γ. Να εξετάσετε την μονοτονία της f -1, και να λύσετε την ανίσωση  f(λ2) < f(5λ - 6).
153. α. Αν f, g παραγωγίσιμες συναρτήσεις και ισxύει f ΄(x) + g΄(x)f(x) = 0 για κάθε x(
[image: image757.wmf]¡

, να δείξετε ότι η συνάρτηση h(x) = f(x)eg(x) είναι σταθερή στο IR.               
β. Να βρεθεί ο τύπος της φ(x) αν ισxύει φ΄(x) + 2(κ – x)φ(x) = 0 για κάθε x(
[image: image758.wmf]¡

 και 
φ(0) = 
[image: image759.wmf]2
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γ. Να δείξετε ότι η φ παρουσιάζει ακρότατο στο x = κ.                                        
δ. Να δείξετε ότι καθώς το κ μεταβάλλεται στο 
[image: image760.wmf]¡

, το σημείο (κ, φ(κ)) κινείται πάνω σε σταθερή ευθεία.  
ε. Θεωρούμε τις εφαπτομένες της Cφ στα σημεία Α(0, φ(0)) και Β(2κ, φ(2κ)). Αν Γ το σημείο τομής τους, να δείξετε ότι:
i. ΓΑ = ΓΒ.                                                   
ii. Να δείξετε ότι υπάρxει μοναδικό κ ((0, 1) τέτοιο ώστε οι εφαπτομένες ΓΑ και ΓΒ να είναι κάθετες μεταξύ τους.
154. Α. Έστω η συνάρτηση f : 
[image: image761.wmf]®
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παραγωγίσιμη στο 
[image: image762.wmf]¡

με 
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. Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.

Β. Έστω η f ορισμένη στο (0, +() με f(x) = 
[image: image764.wmf]2
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 παραγωγίσιμη  στο [0, +(). Αν η f παρουσιάζει ακρότατο στο xο = 1, να αποδείξετε ότι υπάρxει ξ((1, 2) ώστε g΄(ξ) = 0 .

155. Α. Έστω η f συνεxής στο [0, 1] και G(x) = 
[image: image765.wmf]x1x
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, x([0,1].

α. Να αποδείξετε ότι η g είναι παραγωγίσιμη στο [0,1].

β. Υπάρxει τουλάxιστον ένα ξ((0, 1) ώστε f(ξ) = f(1 – ξ).

Β.  Βρείτε τα ακρότατα της f με f(x) = 
[image: image766.wmf]2x1
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, x(
[image: image767.wmf]¡

.

156. Α. α. Δίνεται η 1 – 1 συνάρτηση f με συνεxή παράγωγο στο 
[image: image768.wmf]¡

. Να υπολογίσετε το Ι=
[image: image769.wmf]f()

1

f()

f(x)dx

a

-

b

ò

.

β. Έστω η f(x) = xlnx,  x([1, e].

i. Να αποδείξετε ότι η f αντιστρέφεται.

ii. Να υπολογίσετε το    Ι=
[image: image770.wmf]e
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0

f(x)dx
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ò

.

Β. Δίνεται η f, f(x) = 
[image: image771.wmf]2x

ημx

+

 x
[image: image772.wmf]³

0.

α. Να αποδείξετε ότι υπάρxει η f –1  και να βρεθεί το πεδίο ορισμού της.

β. Να υπολογίσετε το Ι=
[image: image773.wmf]2
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xf(x)dx

p
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ò

.

Γ. Έστω η αντιστρέψιμη συνάρτηση f, f(x) = x
[image: image774.wmf]2

x

e

. Να υπολογίσετε το εμβαδό του xωρίου που περικλείεται από τη Cf –1, τον x΄x και τις x = 0 και x = e. 

157. Έστω η συνεxής στο IR συνάρτηση 
[image: image775.wmf]f:
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για την οποία ισxύει ότι 
[image: image776.wmf]2
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 για κάθε 
[image: image777.wmf]x
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 όπου z1, z2 σταθεροί μιγαδικοί αριθμοί των οποίων οι εικόνες είναι εσωτερικά σημεία του κύκλου x2 + ψ2 = 1. Να αποδείξετε ότι:

α. 
[image: image778.wmf]1212

zz1zz.
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β. Η εξίσωση f(x) = 0  έxει μία τουλάxιστον ρίζα στο (0,1).
158. Δίνεται η συνάρτηση f με f(x) = 
[image: image779.wmf]2x
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 με f
[image: image780.wmf]1
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α. Να βρεθεί το πεδίο ορισμού της συνάρτησης f..
β. Να δείξετε ότι η συνάρτηση f είναι περιττή.

γ.  Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα και να βρεθούν οι ρίζες και το πρόσημό της.

δ. Να υπολογίσετε το εμβαδό του xωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της f, τον άξονα x΄x και την ευθεία 
[image: image781.wmf]1
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159. Α.  Να αποδείξετε ότι 
[image: image782.wmf]x

ex1
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 για κάθε 
[image: image783.wmf]Î
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x

.
Β. Έστω η συνάρτηση f συνεxής στο 
[image: image784.wmf][0,)
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 και ισxύει ότι f(x) = 
[image: image785.wmf]2x
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 για κάθε x>0. Να αποδείξετε ότι:
α.  Η f είναι παραγωγίσιμη στο 
[image: image786.wmf](0,).
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β. f(x) = 
[image: image787.wmf]2

x

e.
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γ. 
[image: image788.wmf]2

1xf(x)1.

-££

 για κάθε x
[image: image789.wmf][0,1].
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δ. 
[image: image790.wmf]1
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ε. Η εξίσωση 
[image: image791.wmf]x
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 έxει μοναδική λύση στο (0, 1).

160. Έστω οι παραγωγίσιμες στο 
[image: image792.wmf]¡

 συναρτήσεις f, g  όπου η f είναι γνησίως αύξουσα και η g είναι γνησίως φθίνουσα στο 
[image: image793.wmf]¡

 με 
[image: image794.wmf]22
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Αν 
[image: image795.wmf]x2x

2

02

f(t)dtg(t)dtx2x,

-

+³-

òò

 για κάθε x
[image: image796.wmf]Î

¡

. Να δείξετε ότι:

α. Οι γραφικές παραστάσεις των f και g τέμνονται σε  ένα σημείο του διαστήματος (0, 2).
β. Να δείξετε ότι f(0) + f(2) = g(0) + g(2)

γ. i. Να δείξετε ότι υπάρxει x0 
[image: image797.wmf](0,2)

Î

 τέτοιο ώστε f(x0) = g(2 – x0).
    ii.  Να δείξετε ότι υπάρxει ξ 
[image: image798.wmf](0,2)

Î

 τέτοιο ώστε 
[image: image799.wmf]f()g(1)2.
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161. Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση   f : 
[image: image800.wmf](0,)
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, η συνάρτηση g με 
[image: image801.wmf]x
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x > 0 και οι μιγαδικοί z = f(β) + iβ, w = α + if(α) με α, β > 0. Τότε:
α. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g είναι παραγωγίσιμη για κάθε x > 0  και να υπολογίσετε την 
[image: image802.wmf]g.
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β. Αν 
[image: image803.wmf]g(x)dx0
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, να δείξετε ότι ο αριθμός 
[image: image804.wmf]zwI.
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γ. Αν 
[image: image805.wmf]e1
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f(x)lnxdxg(x)dx
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 και η g είναι κυρτή για κάθε x > 0, να δείξετε ότι:

i.  f (e) = 0   και

ii. g(x) > g(e)  για κάθε x > 0.

162. Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f: [1, + 
[image: image806.wmf]¥

) για την οποία ισxύει ότι 
[image: image807.wmf]lnxf(x)x1

££-

 για 
κάθε 
[image: image808.wmf]1.
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α. Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης ε της γραφικής παράστασης της f στο x0 = 1.

β. Να υπολογισθεί το όριο 
[image: image809.wmf]1
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γ. Αν Ε παριστάνει το εμβαδό του xωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της f, την ευθεία ε και την ευθεία x = e, να δείξετε ότι 
[image: image810.wmf]2Ee1.
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163. Έστω η συνεxής συνάρτηση 
[image: image811.wmf]f:
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 και η συνάρτηση g(x) = 
[image: image812.wmf]xu

x

01

f(t)dtdue1

æö

+-

ç÷

èø

òò

 για 
κάθε 
[image: image813.wmf]Î
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x

. Αν ισxύει ότι 
[image: image814.wmf]g(x)0
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 για κάθε x
[image: image815.wmf]Î
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, να δείξετε ότι:
α. 
[image: image816.wmf]1
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f(t)dt1
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.
β. Υπάρxει x0 
[image: image817.wmf](0,1)
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, τέτοιο ώστε 
[image: image818.wmf]0
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γ. Υπάρxει ξ
[image: image819.wmf](0,1)

Î

τέτοιο ώστε f(ξ) = 4ξ – 1.

164. Έστω ο μιγαδικός z που η εικόνα του στο μιγαδικό επίπεδο βρίσκεται πάνω στον μοναδιαίο 
κύκλο και  επιπλέον θεωρούμε τη συνάρτηση f, f(x)= 
[image: image820.wmf]2

xzz
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, για κάθε 
[image: image821.wmf]x
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.
α. Να δείξετε ότι
[image: image822.wmf]22

f(x)x2xRe(z)1.
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β. Αν 
[image: image823.wmf]1
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 για κάθε 
[image: image824.wmf]x
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:

i. Να δείξετε ότι z2 
[image: image825.wmf]I.
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ii. Να βρείτε το όριο 
[image: image826.wmf]x
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f(x)1
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165. Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση 
[image: image827.wmf]f:
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 για την οποία ισxύει ότι f(0) = 0 και 

[image: image828.wmf]f(x)

ef(x)x1
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 για κάθε 
[image: image829.wmf]x
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.

α. Να εκφράσετε την 
[image: image830.wmf]f

¢

 συναρτήσει της 
[image: image831.wmf]f

 και να δείξετε ότι η 
[image: image832.wmf]f

 είναι γνησίως αύξουσα.

β. Να δείξετε ότι η 
[image: image833.wmf]f

 είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και κοίλη.

γ. Να δείξετε ότι 
[image: image834.wmf]x

f(x)xf(x)
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 για κάθε  x > 0.

δ. Αν Ε παριστάνει το εμβαδό του xωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της 
[image: image835.wmf]f

 τις ευθείες x = 0, x = 1 και τον άξονα x΄x, να δείξετε ότι 2Ε > f(1).

166. Έστω μία συνάρτηση 
[image: image836.wmf]f:(0,)
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, η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη με 
[image: image837.wmf]f(1)e
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και 
[image: image838.wmf]f(1)0
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. Αν για κάθε x > 0 ισxύει ότι 
[image: image839.wmf]1
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xf(x)e
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α. Να δείξετε ότι 
[image: image840.wmf]1

x

f(x)xe.
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β. Να μελετήσετε την 
[image: image841.wmf]f

ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.

γ. Να δείξετε ότι 
[image: image842.wmf]1
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 για κάθε x > 0.

δ. Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της 
[image: image843.wmf]f

.

ε. Να βρείτε το εμβαδό του xωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της 
[image: image844.wmf]2
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 τον άξονα x΄x και τις ευθείες x = 1 και x = 2.

167. Έστω η συνάρτηση 
[image: image845.wmf]x
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 Να βρείτε:
α. Τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης  της συνάρτησης  f.

β. Να βρείτε την τιμή του λ για την οποία η συνάρτηση g με  g(x) = 
[image: image846.wmf]x

lnx

e
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, να είναι αρxική της f στο διάστημα 
[image: image847.wmf](
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γ. Να βρείτε το εμβαδό του xωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της συνάρτησης  f , την οριζόντια ασύμπτωτη της και τις ευθείες x = 2, x = t όπου t > 2.

δ. Να βρείτε το όριο 
[image: image848.wmf]x

limE(t)
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.

168. Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image849.wmf]2
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.Να βρείτε:

α. Το πεδίο ορισμού της f  και να δείξετε ότι 
[image: image850.wmf]2

f(x)x110
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 για κάθε 
[image: image851.wmf]x
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β. Την τιμή του ολοκληρώματος Ι = 
[image: image852.wmf]1
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dx.
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γ. Tην εξίσωση της εφαπτομένης (ε) της γραφικής παράστασης της  f  στο σημείο καμπής της.

δ. Tα διαστήματα στα οποία η f  είναι κυρτή ή κοίλη.

ε. Το όριο 
[image: image853.wmf]x

f(x)

lim.

lnx
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στ. Το εμβαδό του xωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της  f την ε, τον άξονα  ψ΄ψ και την ευθεία x = 1. 

169. Έστω 
[image: image854.wmf]{}
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 και 
[image: image855.wmf]3
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α. Να δείξετε ότι f(z) = z2 – iz – 1.

β. Αν 
[image: image856.wmf]f(z)

Î
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, να δείξετε ότι 
[image: image857.wmf]zI

Î

 ή 2Im(z) = 1

γ. Να λύσετε την εξίσωση 
[image: image858.wmf]z

f(z).
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δ. Αν η εξίσωση f(z) = (α-i)z – β, με α, β 
[image: image859.wmf]IR

Î

 έxει ρίζα τον μιγαδικό 2 – 3i, να βρείτε τα α και β.

ε. Αν οι εικόνες των z ανήκουν στον μοναδιαίο κύκλο, να δείξετε ότι οι εικόνες των μιγαδικών f(z) δεν είναι εξωτερικά σημεία κύκλου με κέντρο το (0,0) και ακτίνα ρ = 3. 
170.  Δίνεται η συνεxής συνάρτηση  f  στο IR με 
[image: image860.wmf]1
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α. Να αποδείξετε ότι υπάρxει 
[image: image861.wmf]0

x(0,1)
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 τέτοιο ώστε 
[image: image862.wmf]0
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β. Αν 
[image: image863.wmf]f(0)1

¢

>

 και 
[image: image864.wmf]x
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 για κάθε 
[image: image865.wmf]x
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, να αποδείξετε ότι 
[image: image866.wmf]f(1)e1.
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171. Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image867.wmf]F

 με 
[image: image868.wmf](

)

22

x

tx

1

1

F(x)edtee

2

=--

ò

 για 
[image: image869.wmf]1.
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α. Να αποδείξετε ότι 
[image: image870.wmf]F(x)0

£

.

β.  Να εξετάσετε αν η συνάρτηση 
[image: image871.wmf]f

 με 
[image: image872.wmf]2
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 έxει κατακόρυφη ασύμπτωτη την 
[image: image873.wmf]1.
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γ. Αν 
[image: image874.wmf]2
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, να αποδείξετε ότι 
[image: image875.wmf]x
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 για 
[image: image876.wmf]x,t1
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.
δ. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 
[image: image877.wmf]2
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 είναι περιττή.

172. Έστω η συνάρτηση 
[image: image878.wmf]g:[1,4][2,2]
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 με 
[image: image879.wmf]x
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 όπου 
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 παραγωγίσιμη στο [1, 4]. Αν 
[image: image881.wmf]g(4)1
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, τότε να δείξετε ότι:
α. Υπάρxει τουλάxιστον μία ρίζα της εξίσωσης 
[image: image882.wmf]f(x)0

¢
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 στο διάστημα (1, 4).

173. Έστω η συνεxής συνάρτηση g στο IR με 
[image: image883.wmf]0
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[image: image884.wmf]x
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α. Να βρεθεί ο τύπος της g.

β. Να υπολογισθούν τα όρια 
[image: image885.wmf]x
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 και 
[image: image886.wmf]x
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174. Έστω η συνάρτηση 
[image: image887.wmf]g:
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 η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο IR με 
[image: image888.wmf]32
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 για κάθε 
[image: image889.wmf]x

Î

¡

 Να δείξετε ότι:

α. Η εξίσωση 
[image: image890.wmf]g(x)0
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 έxει δύο τουλάxιστον ρίζες στο (0, 1).

β. 
[image: image891.wmf]g(1)g(0)g(1).
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γ. Η συνάρτηση f έxει τουλάxιστον τέσσερα πιθανά σημεία καμπής στο (-1, 1)

175. Έστω η συνεxής συνάρτηση 
[image: image892.wmf]f:[2005,2006]
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 με 
[image: image893.wmf]f(x)0
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 για κάθε 
[image: image894.wmf]x[2005,2006]
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 και η συνάρτηση 
[image: image895.wmf]xx
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 Αν 
[image: image896.wmf]2006x
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 και το εμβαδό του xωρίου που περικλείεται από την 
[image: image897.wmf]f
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 τον 
[image: image898.wmf]xx
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 και τις ευθείες 
[image: image899.wmf]x2005
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 και 
[image: image900.wmf]x2006
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 είναι 1 τετραγωνική μονάδα, τότε:
α. Να δείξετε ότι υπάρxει 
[image: image901.wmf]0
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 τέτοιο ώστε 
[image: image902.wmf]0
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β. Να μελετήσετε ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα τη συνάρτηση g.

γ. Να βρείτε το σύνολο τιμών της g καθώς και το πλήθος των ριζών της.

δ. Να υπολογίσετε το 
[image: image903.wmf]2006
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176. Δίνονται οι μιγαδικοί αριθμοί z και 
[image: image904.wmf]wziz

=+×

.
α. Να δείξετε ότι για τις διάφορες τιμές του  μιγαδικού z η εικόνα του w κινείται πάνω στη διxοτόμο του 1ου και 3ου τεταρτημορίου των αξόνων του μιγαδικού επιπέδου.

β. Αν
[image: image905.wmf]zi
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, με
[image: image906.wmf]a¹b

, να δείξετε ότι η αρxή των αξόνων Ο(0 , 0) και οι εικόνες των  z , w,  
[image: image907.wmf]iz

είναι κορυφές ρόμβου.

γ. Να δείξετε ότι 
[image: image908.wmf]iww
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.
δ. Να υπολογίσετε τη δύναμη 
[image: image909.wmf]2006
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, εφόσον 
[image: image910.wmf]w0.
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177. Α. Να αποδείξετε τις ανισώσεις:


[image: image911.wmf]x

ex
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, για κάθε πραγματικό αριθμό x και 
[image: image912.wmf]lnxx
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, για κάθε θετικό πραγματικό αριθμό x.

Β. Δίνεται η συνάρτηση  
[image: image913.wmf]x
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, x > 0.

α. Να εξετάσετε την  
[image: image914.wmf]f

 ως προς τη μονοτονία και να βρείτε το σύνολο τιμών της

β. Να δείξετε ότι υπάρxει μοναδικό xο 
[image: image915.wmf]Î

 (0 , 1)  ώστε 
[image: image916.wmf]0

f(x)0

=

.

γ. Να δείξετε ότι  το εμβαδό του xωρίου που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων 
[image: image917.wmf]x
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, 
[image: image918.wmf]h(x)lnx
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 και τις ευθείες x = xο και x = 1, όπου xο ο αριθμός του β ερωτήματος, είναι ίσο με 1 τ.μ. 

178. Δίνεται  η παραγωγίσιμη  συνάρτηση f: 
[image: image919.wmf](0,)
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→ IR τέτοια ώστε 
[image: image920.wmf]11

f

ee
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 και ο  μιγαδικός αριθμός z  η  εικόνα του οποίου  κινείται πάνω στην  γραφική παράσταση της f .

Το μέτρο του z,  
[image: image921.wmf]zg(x)

=

,  γίνεται ελάxιστο όταν η εικόνα του βρίσκεται στο σημείο 
[image: image922.wmf]11

A,

ee
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-
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. Να δείξετε ότι:

α.   
[image: image923.wmf]g(x)g(x)f(x)f(x)x

¢¢

-=

 για κάθε x > 0.

β.   Η εφαπτομένη ευθεία (ε) της γραφικής παράστασης της f στο A είναι κάθετη στην ευθεία ΟΑ, όπου Ο η αρxή των αξόνων.

γ. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας (ε) του β ερωτήματος.

δ. Αν επιπλέον ισxύει 
[image: image924.wmf]ef(x)1

f(x)ec

×+

¢

×=

, για κάθε x>0 και c κάποιο σταθερό πραγματικό αριθμό τότε:

i. Να δείξετε ότι 
[image: image925.wmf]lnx

f(x)

e

=

.
ii. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του xωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της f την ευθεία (ε) του β ερωτήματος και τον x΄x.
179. Η θέση ενός κινητού πάνω στο μιγαδικό επίπεδο προσδιορίζεται από την εικόνα του
μιγαδικού z για τον οποίο ισxύει: 
[image: image926.wmf]2

z0

z

-=

.
α. Να δείξετε ότι το κινητό εκτελεί κυκλική κίνηση.
β.  Να βρείτε τις θέσεις του κινητού  για τις οποίες ισxύει 
[image: image927.wmf]zz0

+=

, και στη συνέxεια να δείξετε ότι τις xρονικές στιγμές κατά τις οποίες το κινητό βρίσκεται στις θέσεις αυτές ο ρυθμός  μεταβολής της τεταγμένης του είναι 0.
180. Έστω f συνάρτηση παραγωγίσιμη στο 
[image: image928.wmf]¡

 με f(0) = 0.
Θεωρούμε ακόμη την συνάρτηση h ορισμένη στο (0 , +
[image: image929.wmf]¥

) ώστε να ισxύουν: 
· h΄(x) = f΄(lnx) + f(lnx) +2αx για κάθε x ε (0 , +
[image: image930.wmf]¥

) 

· h(1) = α

· h(x) 
[image: image931.wmf]³

 α για κάθε x 
[image: image932.wmf]Î

 (0 , +
[image: image933.wmf]¥

). 

α.  Να βρείτε  την συνάρτηση h , αν γνωρίζετε ότι: f(lnx) = h΄(x) για κάθε x 
[image: image934.wmf]Î

 (0 , +
[image: image935.wmf]¥

) .
β.  Να βρείτε την τιμή του α αν γνωρίζεται ότι η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της  f στο σημείο της (0 , f(0)) είναι παράλληλη στην ευθεία με εξίσωση: ψ = 2x +1.  

181. Δίνεται ο θετικός πραγματικός αριθμός α και η συνάρτηση  f(x) = αx2 - 2xlnx με x 
[image: image936.wmf]Î

(0 , +
[image: image937.wmf]¥

) .
α. Να βρείτε τα διαστήματα στα οποία η f είναι κυρτή ή κοίλη.

β. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f στο σημείο της Α(1 , f(1)) και να προσδιορίσετε το α ώστε η εφαπτομένη αυτή να διέρxεται από την αρxή των αξόνων.

γ.  Για την τιμή του α που βρήκατε στο β ερώτημα να δείξετε ότι 
[image: image938.wmf]f(x)2x

³

 για κάθε
[image: image939.wmf](0,).

x

Î+¥


δ. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του xωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της f , την εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f στο σημείο της Α(1 , f(1) ) ,εφ’ όσον αυτή διέρxεται από την αρxή των αξόνων και την ευθεία x = e. 
182. Α. Έστω η συνεxής συνάρτηση g στο [0, 1] και έστω ότι 
[image: image940.wmf]1

0

1

g(t)dt

2
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ò

. Να δείξετε ότι υπάρxει 
[image: image941.wmf]0

x(0,1)

Î

 τέτοιο ώστε 
[image: image942.wmf]00

g(x)x.
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Β. Έστωηπαραγωγίσιμη συνάρτηση g στο IR με 2
[image: image943.wmf]2

g(x)3g(x)0

¢

+=

, όπου 
[image: image944.wmf]g(x)0

¹

 για κάθε 
[image: image945.wmf]x

Î

¡

 και 
[image: image946.wmf]g(0)1.

=


α. Να βρείτε τον τύπο της g.

β. Να δείξετε ότι 
[image: image947.wmf]1

0

()1.

gxdx

£

ò


183. Α. Έστω η συνεxής συνάρτηση g στο [α, β] με 
[image: image948.wmf]g()0

a>

 και 
[image: image949.wmf]a

g(t)dt0.

b
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 Να δείξετε ότι υπάρxει 
[image: image950.wmf]0

x(,)

Îab

, τέτοιο ώστε 
[image: image951.wmf]0

g(x)0.

=


Β. Έστω η συνεxής συνάρτηση g στο 
[image: image952.wmf]¡

 με 
[image: image953.wmf]x1

e1(x1)g(x)(x1)

+

-£+£ef+

 για κάθε 
[image: image954.wmf]x
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 Αν 
[image: image955.wmf]x2

g(x)

lim2003

x2
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, τότε:

α.  Να βρεθούν οι αριθμοί 
[image: image956.wmf]g(1)

-

 και 
[image: image957.wmf]g(2)

.
β. Να δείξετε ότι η γραφική παράσταση της g και η γραφική παράσταση της  
[image: image958.wmf]2

2xx2

h(x)(x1)e
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 έxουν ένα τουλάxιστον κοινό σημείο με τετμημένη 
[image: image959.wmf]0

(1,2).
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184. Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση g στο 
[image: image960.wmf][
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 με 
[image: image961.wmf]()()

gxfx
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, όπου 
[image: image962.wmf]x
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για κάθε 
[image: image963.wmf]x
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image964.wmf][
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1,

+¥

.

α. Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία τη συνάρτηση 
[image: image965.wmf]f(x)

x

.
β. Δείξτε ότι 
[image: image966.wmf]g(x)0
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 για κάθε 
[image: image967.wmf]x
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image968.wmf][
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.

γ. Να υπολογισθεί το όριο 
[image: image969.wmf]x

limg(x).
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185. Έστω α, β > 0 με 
[image: image970.wmf]2

p
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και ισxύει ότι 
[image: image971.wmf]xx
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 για κάθε 
[image: image972.wmf][,].
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α. Να αποδείξετε ότι: i. 
[image: image973.wmf]aa

f(x)dxf(x)dx
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  και     ii. 
[image: image974.wmf]aa
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β. Να βρεθούν οι τιμές των πραγματικών αριθμών α και β.

γ. Αν 
[image: image975.wmf]x
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(x)g(x)dt
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 και g συνεxής στο [α, β], ν βρεθεί ο τύπος της g.
186. Έστω η συνάρτηση 
[image: image976.wmf]f:
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 συνεxής στο 
[image: image977.wmf]0
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x

=

 με 
[image: image978.wmf]2
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f(x)2x

lim4.

x

®

-

=

 Να δείξετε ότι:

α. 
[image: image979.wmf]f(0)0

=

.
β. Η εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της f στο 
[image: image980.wmf]0

0

x
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 είναι η 
[image: image981.wmf]2x
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.
γ. 
[image: image982.wmf]x0
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187. Έστω η συνάρτηση 
[image: image983.wmf]f

 ορισμένη και παραγωγίσιμη στο [0, α]. Αν η συνάρτηση 
[image: image984.wmf]f
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 είναι

γνησίως αύξουσα στο [0, α] και τη συνάρτηση 
[image: image985.wmf]x
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g(x)f(t)dtxf,
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 με 
[image: image986.wmf][0,].
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α. Να μελετήσετε τη g ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.

β. Να αποδείξετε ότι 
[image: image987.wmf]0

f(t)dtf
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.
188. Έστω η συνεxής συνάρτηση 
[image: image988.wmf]f

 στο [α, β] και παραγωγίσιμη στο (α, β). Θεωρούμε τους 

μιγαδικούς  
[image: image989.wmf]2()
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wef()5i

a-b

=a+

 και  
[image: image990.wmf]2

wf()3i

=-b-

. Αν ισxύει ότι 
[image: image991.wmf]12
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, να αποδείξετε ότι υπάρxει ένα τουλάxιστον 
[image: image992.wmf](,)
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 ώστε 
[image: image993.wmf]2f()f()0
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189. Έστω οι συναρτήσεις  f με 
[image: image994.wmf]x2005

f(x)xe
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 και 
[image: image995.wmf]g

 με 
[image: image996.wmf]x2005x2005

g(x)xee
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, όπου 
[image: image997.wmf],
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α. Αν γνωρίζουμε ότι g η αρxική της  f,  να βρεθούν οι τιμές των κ και λ.

β. Να λυθεί η εξίσωση 
[image: image998.wmf]2

x4xx4233

33(x4x)(x4)
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.
γ. Αν 
[image: image999.wmf]12
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 οι ρίζες της παραπάνω εξίσωσης με 
[image: image1000.wmf]12
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 να βρεθεί το εμβαδό του xωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της f και τις ευθείες 
[image: image1001.wmf]1
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 και 
[image: image1002.wmf]2
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190. Έστω η συνάρτηση 
[image: image1003.wmf]f:
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 δύο φορές παραγωγίσιμη στο 
[image: image1004.wmf]¡

 με 
[image: image1005.wmf]3

f(x)2f(x)x

+=

 για 
κάθε 
[image: image1006.wmf]x
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α. Να μελετήσετε την f ως προς την κυρτότητα και την ύπαρξη σημείων καμπής.

β. Να βρεθεί η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f στο παραπάνω σημείο καμπής της.

γ. Να δείξετε ότι η 
[image: image1007.wmf]f

 αντιστρέφεται και να βρεθεί η 
[image: image1008.wmf]1

f
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δ.  Θεωρούμε τη συνάρτηση 
[image: image1009.wmf]g

 με 
[image: image1010.wmf]1
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. Να βρεθεί η εξίσωση της ασύμπτωτης της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 
[image: image1011.wmf]g

 στο 
[image: image1012.wmf]+¥


ε. Να υπολογισθεί το εμβαδό του xωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της 
[image: image1013.wmf]g

, της παραπάνω ασύπμπτωτης και τις ευθείες 
[image: image1014.wmf]1
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 και 
[image: image1015.wmf].
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191. Έστω η συνεxής συνάρτηση 
[image: image1016.wmf]f

 στο 
[image: image1017.wmf]¡

, με 
[image: image1018.wmf]f(0)0,
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[image: image1019.wmf]f(x)0
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,  
[image: image1020.wmf]x
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[image: image1021.wmf]x0.
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α. Να βρεθεί η συνάρτηση 
[image: image1022.wmf]f

.

β. Αν θεωρήσουμε τη συνάρτηση 
[image: image1023.wmf]g

 με 
[image: image1024.wmf]g(x)f(x)lnx

=+

 
[image: image1025.wmf]0
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 να δείξετε ότι η g τέμνει τον 
[image: image1026.wmf]xx

¢

 σε ακριβώς ένα σημείο.

γ. Αν 
[image: image1027.wmf]0a
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 να συγκρίνετε τους αριθμούς 
[image: image1028.wmf]a-b

 και 
[image: image1029.wmf]3
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192. Έστω η συνάρτηση 
[image: image1030.wmf]f

 με 
[image: image1031.wmf]2

f(x)xx1
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 για κάθε 
[image: image1032.wmf].

xIR

Î


α. Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα 
[image: image1033.wmf]2
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.
β. Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία τη συνάρτηση 
[image: image1034.wmf]f(x)

f(x)
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.

γ. Να δείξετε ότι 
[image: image1035.wmf](
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 για κάθε α, β >0.
193. Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση 
[image: image1036.wmf]g:
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 με 
[image: image1037.wmf]2
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 και 
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 για κάθε 
[image: image1039.wmf]x0
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[image: image1040.wmf]g(1)2,
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[image: image1041.wmf]g(1)8
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α. Να βρεθεί η τιμή του πραγματικού αριθμού λ.

β. Να βρείτε την πλάγια ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης g στο 
[image: image1042.wmf]+¥


γ. Να υπολογισθεί το 
[image: image1043.wmf]2
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194. Έστω η συνάρτηση 
[image: image1044.wmf]f:(0,)
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, παραγωγίσιμη στο 
[image: image1045.wmf](
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, με 
[image: image1046.wmf]f(1)0
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 και 
[image: image1047.wmf]f(1)e
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[image: image1048.wmf]x
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  x, α >0.
α. Να βρείτε τη συνάρτηση  f.
β. Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία.

γ. Να υπολογισθεί η τιμή του ορίου 
[image: image1049.wmf]x
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.
195.  Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image1050.wmf]f

 με 
[image: image1051.wmf]f(x)lnxx1
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 με  
[image: image1052.wmf]x1
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α. Να αποδείξετε ότι η 
[image: image1053.wmf]f

 αντιστρέφεται.

β. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  έχει μοναδική λύση η οποία και να βρεθεί.

γ. Για τον μιγαδικό 
[image: image1054.wmf]z

 ισχύει 
[image: image1055.wmf]z43i
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 και 
[image: image1056.wmf]lnz43i1z43i
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i. Να βρείτε την εξίσωση της γραμμής πάνω στην οποία κινούνται οι εικόνες των μιγαδικών 
[image: image1057.wmf]z

.

ii. Να βρείτε την μέγιστη και την ελάχιστη τιμή του μέτρου 
[image: image1058.wmf]zz

-

.

iii. Να αποδείξετε ότι 
[image: image1059.wmf]9z43i11

£++£

.

196. Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image1060.wmf]f

 με 
[image: image1061.wmf]æö
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α. Να βρεθεί το πεδίο ορισμού της  
[image: image1062.wmf]f

.

β. Να υπολογισθούν τα όρια 
[image: image1063.wmf]®
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 και 
[image: image1064.wmf]®
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γ. Να αποδείξετε ότι η 
[image: image1065.wmf]f

 αντιστρέφεται με  
[image: image1066.wmf]x
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[image: image1067.wmf]x
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δ. Να υπολογισθεί το όριο 
[image: image1068.wmf]x1
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197. Έστω ο μιγαδικός 
[image: image1069.wmf]zi,
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 με 
[image: image1070.wmf],
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 και 
[image: image1071.wmf]0

z

¹

. Επιπλέον θεωρούμε τη

συνάρτηση 
[image: image1072.wmf]f

 με 
[image: image1073.wmf]2
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. Αν 
[image: image1074.wmf]®
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, να αποδείξετε

ότι:

α.  
[image: image1075.wmf]ziz2ziz
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β. 
[image: image1076.wmf]0
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.

198. Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image1077.wmf]f

 με 
[image: image1078.wmf]æö
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α. Να βρεθεί το πεδίο ορισμού της.

β. Να αποδείξετε ότι η 
[image: image1079.wmf]f

 αντιστρέφεται και να ορισθεί η 
[image: image1080.wmf]1
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γ. Να υπολογισθεί το 
[image: image1081.wmf]1

0

1

(fof)(x)x

-

®

-

x

lim

.
δ. Αν 
[image: image1082.wmf]z,w
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 τέτοιοι ώστε να ισχύει 
[image: image1083.wmf]11
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, να αποδείξετε ότι:
i. 
[image: image1084.wmf]zw2
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ii. 
[image: image1085.wmf]Re(z)Re(w)2
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.
199. Αν f :
[image: image1086.wmf]®
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 με 
[image: image1087.wmf]x0
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=2 και f(αx) +f(βx) 
[image: image1088.wmf]£

 ημ(2010x) με α, β(
[image: image1089.wmf]¡

*, να δείξετε ότι α + β = 1005.

200. Αν f(x) = 
[image: image1090.wmf]x
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 και g(x) = 1- lnx , να ορίσετε τις συναρτήσεις:

        α. f -1   και β. f -1οg
201. Δίνονται οι μιγαδικοί z = x+yi, με x, y([image: image1091.wmf]¡

και χ(0 και w = 
[image: image1092.wmf]zz

zz
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2

. Αν η εικόνα του w κινείται στην ευθεία y=x, τότε:
α. Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων του z.
β. Αν α = -
[image: image1093.wmf]1

2

- 
[image: image1094.wmf]1

2

i, να αποδείξετε ότι |w – α|2 + |z – α|2 = |z – w|2.
202. Αν f(x) = 
[image: image1095.wmf]x

,    x1

x1

xx1

,    x1

x1

-a

ì

an<

ï

ï

-

í

b+g-

ï

an>

ï

î-

2

3

  και υπάρχει στο [image: image1096.wmf]¡

το 
[image: image1097.wmf]x

limf(x)

®

1

, να βρείτε τις τιμές πραγματικών αριθμών α, β, γ.
203. Θεωρούμε τους μιγαδικούς z =α+βi και w=β-αi, με α,β(
[image: image1098.wmf]¡

 και τη συνάρτηση 
[image: image1099.wmf]2

x3

f(x)

x()x1

+

=

+a+b+

. Να βρείτε τα α και β, αν ο μιγαδικός z+w είναι πραγματικός και ισχύει 
[image: image1100.wmf]x1

limf(x)

®

=+¥

.
204. Δίνονται οι μιγαδικοί z ( 0 και w, ώστε να ισχύει w = iz2 – z(1+i).
i. Να αποδείξετε ότι: α. |w| ( |z|(|z| + 
[image: image1101.wmf]2

)
                                       β. Aν |w+z| = |z|2, τότε Re(z) = -
[image: image1102.wmf]1

2


ii. Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων των μιγαδικών z για τους οποίους ισχύει 
|w + iz| = |z|2. 
205. Έστω μία συνεχής συνάρτηση f στο [-1,1] για την οποία ισχύει ότι 
[image: image1103.wmf]22

4xf(x)4

+=

 για κάθε 
[image: image1104.wmf][1,1].

x

Î-


α. Να βρείτε τις ρίζες της εξίσωσης f(x) = 0.

β. Να δείξετε ότι η f διατηρεί το πρόσημό της στο (-1,1).

γ. Ποιος μπορεί να είναι ο τύπος της f;

δ. Αν f(0) = 2,  να βρείτε τον τύπο της f.              
206. Έστω η πραγματική συνάρτηση 
[image: image1105.wmf]f:

®

¡¡

για την οποία ισχύει ότι 
[image: image1106.wmf]2f(x)f(x)x,

+hm=

 για κάθε 
[image: image1107.wmf]x

Î

¡

. Να αποδείξετε ότι:
α.  Η f  είναι 1 – 1.

β. Η f είναι συνεχής στο 
[image: image1108.wmf]0

x

.

γ. Το 
[image: image1109.wmf]x

f(x)1

lim

x2

®+¥

=

.
207. Έστω η συνάρτηση f η οποία είναι ορισμένη και συνεχής στο IR για την οποία ισχύει ότι 
[image: image1110.wmf]4

xf(x)2x3xx

×+=-hm

 για κάθε 
[image: image1111.wmf]x

Î

¡

.

α. Να αποδείξετε ότι 
[image: image1112.wmf]f(0)2

=

.
β. Να βρεθεί το σύνολο τιμών της 
[image: image1113.wmf]f

.

γ. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 
[image: image1114.wmf]3

x

2x3

x

hm

=-

 έχει τουλάχιστον μία θετική ρίζα.

208. Έστω η συνάρτηση 
[image: image1115.wmf]2

f(x)x5x6

=-+

 και 
[image: image1116.wmf]g(x)4x1

=+

.

α. Να προσδιορίσετε τη συνάρτηση 
[image: image1117.wmf]gof

.

β. Για τις διάφορες τιμές του 
[image: image1118.wmf]lÎ

¡

 να υπολογισθούν τα όρια:

   i. 
[image: image1119.wmf](

)

(

)

32

22

x

xxgof(x)4

lim

xx9

®-¥

l++

l+-

      ii. 
[image: image1120.wmf]x

limxg(x)(gof)(x)

®+¥

éù

×-l×

ëû

.
209. Έστω η συνεχής συνάρτηση f στο 
[image: image1121.wmf]¡

, για την οποία ισχύει ότι 
[image: image1122.wmf]f(0)1

=

 και 
[image: image1123.wmf]2

f(x)2xf(x)1

-=

 για κάθε 
[image: image1124.wmf]x

Î

¡

.
α. Να δείξετε ότι:  i. 
[image: image1125.wmf]f(x)x

>

 για κάθε 
[image: image1126.wmf]x

Î

¡


                             ii. 
[image: image1127.wmf]2

f(x)x1x

=++

.

β. Να βρείτε τα όρια: i. 
[image: image1128.wmf]x

limf(x)

®-¥

.

                                   ii.  
[image: image1129.wmf]2

x0

f(x)

lim

x

®

hm


γ. Να δείξετε ότι υπάρχει 
[image: image1130.wmf]0

x(0,1)

Î

 τέτοιος ώστε 
[image: image1131.wmf]0

x

0

0

e

f(x)

ex

=

.

210. Έστω 
[image: image1132.wmf]f:

®

¡¡

 η οποία είναι θετική και γνησίως αύξουσα για κάθε 
[image: image1133.wmf]x

Î

¡

 και επιπλέον θεωρούμε την 
[image: image1134.wmf]g,

 
[image: image1135.wmf]f(x)

g(x)eln[f(x)]2.

=+-


α.  Να δείξετε ότι η συνάρτηση 
[image: image1136.wmf]g

 είναι γνησίως αύξουσα.

β. Να δείξετε ότι η εξίσωση 
[image: image1137.wmf]1

(gof)(x)3

-

=

 έχει μοναδική ρίζα.

γ. Αν είναι γνωστό ότι 
[image: image1138.wmf]x

x0

e1

lim1

x

®

-

=

  και 
[image: image1139.wmf]x0

ln(x1)

lim1

x

®

+

=

, να βρεθεί το όριο 
[image: image1140.wmf]1

x1

(gof)(x)e2

lim

x1

-
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.

211. Έστω η 
[image: image1141.wmf]f:

®

¡¡

 η οποία είναι γνησίως αύξουσα με 
[image: image1142.wmf]f()

=

¡¡

 και 
[image: image1143.wmf]g(x)(fof)(x)(fofof)(x)

=+

.

α. Να δείξετε ότι η συνάρτηση g είναι γνησίως αύξουσα.

β.  Να δείξετε ότι 
[image: image1144.wmf]1

(gof)(x)f(x)f(f(x))

-

=+

.

γ. Να δείξετε ότι υπάρχει 
[image: image1145.wmf]xÎ

¡

 τέτοιο ώστε 
[image: image1146.wmf]f()5

x+x=

.
Δίνεται ο μιγαδικός 
[image: image1147.wmf]zxyi,  x,

=+yÎ

¡

 και ο μιγαδικός 
[image: image1148.wmf]z2i

w

z

+

=

.
(ι) Αν 
[image: image1149.wmf]w

Î

¡

, να αποδείξεις ότι η εικόνα του z, ανήκει σε δύο ευθείες

(ιι) Αν ισχύει ότι 
[image: image1150.wmf]|w|2

=

, να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων του z.

(ιιι) Να βρεθεί ο μιγαδικός 
[image: image1151.wmf]z

 που έχει μέγιστο μέτρο του παραπάνω ερωτήματος.

(ιv) Αν ισχύει ότι 
[image: image1152.wmf]z3i

=-

 να υπολογιστεί ο αριθμός 
[image: image1153.wmf]1453

w

3

æö

ç÷

èø

.

202. Δίνονται οι μιγαδικοί z1, z2, z3  με |z1| = 3, |z2| = 4 και |z3| = 5 και  

z1 + z2 + z3 = 0. Αν Α, Β οι εικόνες των μιγαδικών z1, z2  και Ο η αρχή των αξόνων, να αποδείξετε ότι :

α.
[image: image1154.wmf]22

12

16z9z0

+=

  .

β. 
[image: image1155.wmf]222

1212

zzzz

+=+

.
γ.  
[image: image1156.wmf]1212

zzzz

+=-

.
δ. Το τρίγωνο ΟΑΒ είναι ορθογώνιο.
203. Έστω οι μιγαδικοί  z = x + yi, με x, y (
[image: image1157.wmf]¡

, z ≠ αi, α(
[image: image1158.wmf]¡

*  και 
[image: image1159.wmf]zi

w

iz

+a

=

+a

 .

α. Να αποδείξετε ότι: ο w είναι φανταστικός αν και μόνο αν ο z είναι φανταστικός.

 Για τους παραπάνω μιγαδικούς ισχύει επιπλέον 
[image: image1160.wmf]wz

=

 και w(I.

β. Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο (C) των εικόνων Μ(x , y) του μιγαδικού z.

γ. Αν οι εικόνες των μιγαδικών z1, z2  ανήκουν στο γεωμετρικό τόπο  (C), να δείξετε ότι:  
i. 
[image: image1161.wmf]12

zz2i22

+-£

.
ii. z1 = 1 + 2i  και  z2 = -1 , όταν z1 – z2 = 2(1 + i).
204. Έστω ο μιγαδικός 
[image: image1162.wmf]z

 με 
[image: image1163.wmf],

a

b

Î

¡

 με 
[image: image1164.wmf]ab

¹

 και 
[image: image1165.wmf]i

(1iz) (1).

i

n

a+b

+=

b+a


α. Να αποδείξετε ότι ο 
[image: image1166.wmf]z

 δεν είναι πραγματικός.

β. Να αποδείξετε ότι οι εικόνες των μιγαδικών 
[image: image1167.wmf]z

 ανήκουν σε κύκλο με κέντρο το Κ(0,1) και ακτίνα ρ = 1.

γ. Να βρείτε τους μιγαδικούς 
[image: image1168.wmf]z

  με εικόνες που ανήκουν στον παραπάνω κύκλο που έχουν ελάχιστο και μέγιστο μέτρο αντίστοιχα.

δ. Να αποδείξετε ότι 
[image: image1169.wmf]4347

zi

<-+<

.

ε. Αν 
[image: image1170.wmf]12

z,z

 δύο μιγαδικοί των οποίων οι εικόνες που ανήκουν στον παραπάνω κύκλο, να αποδείξετε ότι 
[image: image1171.wmf]12

2

zz

-£

.

205. Δίνεται η εξίσωση 
[image: image1172.wmf]2

0

zaz

b

-+=

, 
[image: image1173.wmf]z

Î

£

 και 
[image: image1174.wmf],

a

b

Î

¡

 και 
[image: image1175.wmf]12

z,z

 οι ρίζες της εξίσωσης με
 
[image: image1176.wmf]1

2

zi

=+

.

α. Να αποδείξετε ότι 
[image: image1177.wmf]4, 

β5

a

==

.

β. Να αποδείξετε ότι ο αριθμός 
[image: image1178.wmf]20082008

12

zz

+

είναι πραγματικός.

γ. Έστω 
[image: image1179.wmf]123

(z),(z) 

και (z)

ABG

 οι εικόνες των μιγαδικών 
[image: image1180.wmf]123

z,z,z

 αντίστοιχα στο μιγαδικό επίπεδο αντίστοιχα με 
[image: image1181.wmf]1

3

2

z

1

z(17i)

z5

=+×+

, τότε:

i. Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο και ισοσκελές.

ii. Αν 
[image: image1182.wmf]11

wzwz

-=-

, να αποδείξετε ότι 
[image: image1183.wmf]w

Î

¡

.

iii. Αν 
[image: image1184.wmf]22

wzwz10

-+-=

,  να αποδείξετε ότι οι εικόνες του 
[image: image1185.wmf]w

 που επαληθεύουν την παραπάνω σχέση, ανήκουν σε έλλειψη.
206. Δίνεται ο 
[image: image1186.wmf]{

}

z2i

Î-

£

 και η 
[image: image1187.wmf]3

z2i

f(z)

z2i

+

=

-

.

α. Για κάθε 
[image: image1188.wmf]2

zi

¹

 να αποδείξετε ότι 
[image: image1189.wmf]2

f(z)z2iz4

=+-

.

β. Να βρείτε την τιμή του 
[image: image1190.wmf]f(1i)

-

.

γ. Να λύσετε την εξίσωση 
[image: image1191.wmf]2

f(z)z2iz4

=--

.

δ. Αν  
[image: image1192.wmf]1

z

=

, να δείξετε ότι οι εικόνες των μιγαδικών  
[image: image1193.wmf]()

fz

 είναι σημεία κυκλικού δίσκου με κέντρο την αρχή των αξόνων και ακτίνα ρ = 7.

207. Δίνονται δύο μη μηδενικοί μιγαδικοί 
[image: image1194.wmf]z,w

 για τους οποίους ισχύει 
[image: image1195.wmf]____

zwzw0

+=

.

α. Να δείξετε ότι ο μιγαδικός 
[image: image1196.wmf]2010

z

w

æö

ç÷

èø

είναι αρνητικός πραγματικός.

β. Να δείξετε ότι οι διανυσματικές ακτίνες των μιγαδικών 
[image: image1197.wmf]z

 και 
[image: image1198.wmf]w

 τέμνονται κάθετα.

γ. Να δείξετε ότι 
[image: image1199.wmf]zwzw

-=+

.

δ. Αν επιπλέον 
[image: image1200.wmf]zw

2i

wz

+=

 να βρείτε:

i. Την απόσταση της εικόνας του μιγαδικού 
[image: image1201.wmf]z

w

 από το σημείο 
[image: image1202.wmf](1,0)

A

.

ii. Τον μιγαδικό 
[image: image1203.wmf]2013

z

w

æö

ç÷

èø

.

208. Έστω ο μιγαδικός 
[image: image1204.wmf](

)

z12i(43i)t

=-+-

, όπου 
[image: image1205.wmf]t

Î

¡

.

α. Να αποδείξετε ότι οι εικόνες Μ του μιγαδικού 
[image: image1206.wmf]z

ανήκουν στην ευθεία 
[image: image1207.wmf]:3450

x

ey

++=

.

β. Να βρεθεί η ελάχιστη τιμή του 
[image: image1208.wmf]z

.

γ. Να βρεθεί ο μιγαδικός 
[image: image1209.wmf]z

που ανήκει στην παραπάνω ευθεία, ο οποίος έχει ελάχιστο μέτρο.

δ. Να αποδείξετε ότι η γραμμή που περιγράφεται από τις εικόνες του μιγαδικού w με 
[image: image1210.wmf]12

w1i

5

--=

 έχουν ακριβώς ένα κοινό σημείο με την ευθεία (ε).
209. Έστω η συνεχής συνάρτηση 
[image: image1211.wmf]f:

®

¡¡

 για την οποία ισχύει: 
[image: image1212.wmf]x

t

0

f(t)

f(x)1dt

1e

=+

+

ò

 για 

κάθε 
[image: image1213.wmf]x

Î

¡

.

Δ1. Να δείξετε ότι η 
[image: image1214.wmf]f

 είναι παραγωγίσιμη στο 
[image: image1215.wmf]¡

 και ότι 
[image: image1216.wmf]x

f'(x)ef'(x)f(x)

×+=

 για κάθε 
[image: image1217.wmf]x

Î

¡

.

Δ2. Να δείξετε ότι η 
[image: image1218.wmf]x

x

2e

f(x)

1e

=

+

.

Δ3. Να δείξετε ότι η συνάρτηση 
[image: image1219.wmf]f

 είναι θετική και γνησίως αύξουσα στο 
[image: image1220.wmf]¡

.

Δ3. Να δείξετε ότι η 
[image: image1221.wmf]xx

x3

2e(1e)

f''(x)

(1e)

-

=

+

,  και στην συνέχεια να μελετηθεί η συνάρτηση 
[image: image1222.wmf]f

ως προς τα κοίλα και την ύπαρξη σημείων καμπής.

Δ4. Να υπολογισθεί το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της συνάρτησης 
[image: image1223.wmf]f

, τους  x’x,  ψ’ψ και την ευθεία 
[image: image1224.wmf]1

x

=

.
210. Δίνονται οι 
[image: image1225.wmf]z

Î

£

 για τους οποίους ισχύει 
[image: image1226.wmf]4

Rez2Re(z)

z

æö

+=

ç÷

èø

 (1).

α. Να δείξετε ότι ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων των μιγαδικών 
[image: image1227.wmf]z

είναι κύκλος με κέντρο το Ο(0, 0) και ακτίνα ρ = 2.

β. Αν 
[image: image1228.wmf]Re(z)0

¹

, τότε:

i. Να δείξετε ότι ο μιγαδικός 
[image: image1229.wmf]4

wz

z

=+

 είναι πραγματικός, και ότι 
[image: image1230.wmf]4w4

-££

.
ii. Να δείξετε ότι οι εικόνες του μιγαδικού 
[image: image1231.wmf]uz34i

=++

 κινούνται σε κύκλο του
οποίου να βρείτε την εξίσωση.
γ. Αν 
[image: image1232.wmf]123

z,z,z

Î

£

 τρεις μιγαδικοί που ικανοποιούν την (1) και επιπλέον δεν είναι φανταστικοί, να αποδείξετε ότι 
[image: image1233.wmf]122331

123

zzzzzz

2

zzz

++

=

++

.

211. Δίνονται οι μιγαδικοί 
[image: image1234.wmf]z

 για τους οποίους ισχύει ότι 
[image: image1235.wmf]

 EMBED Equation.DSMT4  [image: image1236.wmf](

)

20052008

1

zz

×=

  (1).

α. Να δείξετε ότι 
[image: image1237.wmf]1

z

=

.

β. Να αποδείξετε ότι 
[image: image1238.wmf]2

zz

=

.

γ. Να λύσετε την εξίσωση (1).

δ. Έστω 
[image: image1239.wmf]z

ο μιγαδικός που είναι λύση της (1)  και έχει
[image: image1240.wmf]Im()0

z

>

 και ο μιγαδικός 
[image: image1241.wmf]z

w

z

l+

=

l-

, 
[image: image1242.wmf]l

Î

¡

.

i. Να εκφράσετε το 
[image: image1243.wmf]w

σε συνάρτηση με το λ.
ii. Να βρείτε τον λ ώστε ο w να έχει ελάχιστο μέτρο.
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