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ΘΕΜΑΤΑ 2003
Θέμα 1
A. α. Έστω η συνάρτηση 

[image: image519.png]


. Να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο  και ισχύει: 
[image: image3.wmf](
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.
β. Έστω οι συναρτήσεις f, g συνεχείς σε ένα διάστημα Δ για τις οποίες ισχύει: [image: image4.wmf](
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 για κάθε εσωτερικό σημείο x του Δ.

Να αποδείξετε ότι υπάρχει σταθερά c τέτοια ώστε να ισχύει: 
[image: image5.wmf](
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 για κάθε 
[image: image6.wmf]x
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γ. Έστω μια συνάρτηση f με πεδίο ορισμού Α. Να δώσετε τον ορισμό: Πότε η f παρουσιάζει στο [image: image7.wmf]0

x
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 τοπικό ελάχιστο.
B. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν με την ένδειξη Σωστό ή Λάθος. 

α. Αν μια συνάρτηση 
[image: image8.wmf]f:A
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 έχει αντίστροφη συνάρτηση 
[image: image9.wmf]1
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, τότε η f είναι γνησίως μονότονη στο Α.

β. Αν μια συνάρτηση f  είναι συνεχής στο 
[image: image10.wmf]0
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 και [image: image11.wmf](
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 κοντά στο [image: image14.wmf]0
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γ. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη και γνησίως αύξουσα στο 
[image: image15.wmf][
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 τότε υπάρχει 
[image: image16.wmf](

)

0

x

α,β

Î

 τέτοιος ώστε να ισχύει 
[image: image17.wmf](
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δ. Έστω η συνάρτηση f  η οποία είναι κυρτή στο διάστημα Δ και δύο φορές παραγωγίσιμη σε αυτό. Τότε ισχύει 
[image: image18.wmf](

)

f''x0

>

 για κάθε 
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ε. Αν f συνεχής στο 
[image: image20.wmf][
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 με 
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)

0

0

fx

>

.

στ. Αν η συνεχής συνάρτηση f δεν είναι παντού ίση με μηδέν στο 
[image: image25.wmf][
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 και ισχύει [image: image26.wmf](
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, τότε η f παίρνει δύο τουλάχιστον ετερόσημες τιμές.

Θέμα 2

Έστω η συνάρτηση 
[image: image27.wmf](
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A. Αν η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f στο σημείο 
[image: image28.wmf](
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 είναι παράλληλη στην ευθεία 
[image: image29.wmf]xy0
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, να βρείτε την τιμή του α.

B. Για 
[image: image30.wmf]α1
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:
α. Να μελετήσετε τη μονοτονία και να βρείτε τα ακρότατα της f.

β. Να βρείτε το σύνολο τιμών και τις ασύμπτωτες.

γ. Να αποδείξετε ότι: 
[image: image31.wmf](
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 για κάθε θετικό ακέραιο 
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Θέμα 3
Δίνονται συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο 
[image: image33.wmf][
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 με 
[image: image34.wmf]0
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 και οι μιγαδικοί αριθμοί 
[image: image35.wmf]z
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[image: image36.wmf](
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A. Να αποδείξετε ότι: 

α. Ο αριθμός 
[image: image38.wmf](
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 είναι πραγματικός αν και μόνο αν 
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β. Αν 
[image: image40.wmf]ziw
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 τότε οι εικόνες των z, w στο μιγαδικό επίπεδο και η αρχή 0 των αξόνων, είναι κορυφές ορθογωνίου και ισοσκελούς τριγώνου.

Έστω ότι ισχύει 
[image: image41.wmf]222
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. Να αποδείξετε ότι:

α.  
[image: image42.wmf]()()0
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β. Οι εικόνες των z, w και η αρχή 0 είναι συνευθειακά σημεία.
γ. Υπάρχει ένα τουλάχιστον 
[image: image43.wmf](
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 τέτοιο ώστε, η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f στο σημείο [image: image44.wmf](
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 να διέρχεται από το σημείο [image: image45.wmf](
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Θέμα 4

Δίνεται η συνάρτηση f με 
[image: image46.wmf](
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 συνεχή στο 
[image: image47.wmf]Â

 τέτοια ώστε να ισχύουν:


[image: image48.wmf](
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 για κάθε 
[image: image49.wmf]x
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, με 
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 και 
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α. Να αποδείξετε ότι ο τύπος της είναι 
[image: image52.wmf](
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β. Έστω 
[image: image53.wmf](
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 το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της f, τον άξονα 
[image: image54.wmf]x'x

 και τις ευθείες 
[image: image55.wmf]x0
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 και 
[image: image56.wmf]xa0
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Αν το α μεταβάλλεται με ρυθμό [image: image57.wmf]10
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, να βρείτε το ρυθμό  μεταβολής του εμβαδού 
[image: image58.wmf](

)

Εα

, τη χρονική στιγμή κατά την οποία 
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=

.

γ. Θεωρούμε συνεχή συνάρτηση g για την οποία ισχύει: 
[image: image60.wmf](
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 για κάθε 
[image: image61.wmf]x
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i. Να αποδείξετε ότι η ευθεία 
[image: image62.wmf]yx2
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 είναι ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της g όταν 
[image: image63.wmf]x
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ii. Αν Ε είναι το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της g, την πλάγια ασύμπτωτη της στο 
[image: image64.wmf]+¥

 και τις ευθείες 
[image: image65.wmf]x0
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 και [image: image66.wmf]2
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, να αποδείξετε ότι: [image: image67.wmf]ln5
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Θέμα 1

A.  Να αποδείξετε το θεώρημα:
Έστω μια συνάρτηση f, η οποία είναι ορισμένη σε ένα κλειστό διάστημα [image: image68.wmf][
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. Αν 

· η f είναι συνεχής στο 
[image: image69.wmf][
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· [image: image70.wmf](
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τότε, για κάθε αριθμό η μεταξύ των 
[image: image71.wmf](
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 και 
[image: image72.wmf](
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 υπάρχει ένας, τουλάχιστον 
[image: image73.wmf](
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 τέτοιος ώστε: 
[image: image74.wmf](

)

0

fx

η

=

.

B. [image: image1.wmf](
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Η συνάρτηση f, που η γραφική της παράσταση φαίνεται στο σχήμα, είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο πεδίο ορισμού της με συνεχή δεύτερη παράγωγο.
Να βρείτε, αν η τιμή των ολοκληρωμάτων 
[image: image75.wmf]123
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 είναι θετική ή αρνητική.
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Γ. Να αντιστοιχίσετε καθένα από τα όρια της στήλης Α με την τιμή του της στήλης Β.

	ΣΤΗΛΗ Α
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Δ. Έστω η συνάρτηση 
[image: image85.wmf](
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. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο  
[image: image86.wmf]Â

 και ισχύει 
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Θέμα 2

Οι συναρτήσεις f, g είναι ορισμένες και παραγωγίσιμες στο 
[image: image88.wmf]Â

 με [image: image89.wmf](
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Αν στο όριο [image: image91.wmf](
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 εφαρμόσουμε τον κανόνα του ορίου πηλίκου, παρουσιάζεται απροσδιοριστία της μορφής 
[image: image92.wmf]0
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α. i. Να υπολογίσετε το όριο L.

ii. Να βρείτε τις ασύμπτωτες των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων f και g στο 
[image: image93.wmf]+¥

.

β. Να αποδείξετε ότι η g έχει το πολύ μια ρίζα στο 
[image: image94.wmf]Â
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γ. Να αποδείξετε ότι: [image: image95.wmf](
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Θέμα 3

Για κάθε 
[image: image97.wmf]x
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 ορίζουμε την συνάρτηση 
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A. Να αποδείξετε, ότι 
i. Η g αντιστρέφεται και 

ii. Οι εικόνες του z ανήκουν στην γραφική παράσταση της 
[image: image101.wmf]1
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.
B. Να αποδείξετε, ότι: 
i. [image: image102.wmf](
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ii. [image: image104.wmf]1
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Θέμα 4
Οι συναρτήσεις f, g είναι ορισμένες και παραγωγίσιμες στο 
[image: image106.wmf]Â

 με 
[image: image107.wmf](
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[image: image110.wmf]x
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α. Να αποδείξετε ότι: 

i. 
[image: image111.wmf](
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ii. Η g είναι γνησίως μονότονη σε καθένα από τα διαστήματα 
[image: image113.wmf](
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 και έχει ακρότατο το 1.

β. i. Να μελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς την κυρτότητα και να βρείτε τα σημεία καμπής της.

ii. Να γράψετε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της f στο σημείο της [image: image114.wmf](
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γ. Αν Ε είναι το εμβαδόν του χωρίου, που ορίζεται από την γραφική παράσταση της f και τις ευθείες 
[image: image115.wmf]yx.x1
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, να δείξετε ότι 
[image: image116.wmf](
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Θέμα 1

A.  Έστω μια συνάρτηση f η οποία είναι συνεχής σε ένα διάστημα Δ. Να αποδείξετε ότι: 
Αν 
[image: image117.wmf](
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 σε κάθε εσωτερικό σημείο του Δ, τότε η f είναι γνησίως αύξουσα σε όλο το Δ.
B. Έστω η συνάρτηση 
[image: image118.wmf](
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Γ.  Να απαντήσετε αν είναι Σωστή ή Λάθος κάθε μια από τις παρακάτω προτάσεις.
1. Μια συνάρτηση 
[image: image122.wmf]:

fA

®

¡

 είναι 1 - 1 αν και μόνο αν για κάθε 
[image: image123.wmf]12
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 ισχύει η συνεπαγωγή αν 
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2. Αν 
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3. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο 
[image: image129.wmf][
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4. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο 
[image: image133.wmf][
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 και γνησίως αύξουσα, τότε υπάρχει [image: image134.wmf](
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 τέτοιο ώστε 
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5. Αν 
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 και η συνάρτηση f δεν είναι παντού ίση με μηδέν στο [image: image137.wmf][
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Θέμα 2

Έστω η συνάρτηση 
[image: image140.wmf](
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α. Να αποδείξετε ότι: 
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β. Να βρείτε το 
[image: image142.wmf](

)

x0

limf'x

+

®

.

γ. Να μελετήσετε τα κοίλα της f και να βρείτε το σημείο της καμπής της.

δ. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της συνάρτησης 
[image: image143.wmf](
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Θέμα 3

Δίνεται ο μιγαδικός 
[image: image147.wmf](
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α. Να αποδείξετε ότι: 
[image: image148.wmf](
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β. Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένας τουλάχιστον 
[image: image150.wmf](
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 τέτοιος ώστε ο αριθμός 
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γ. Να βρείτε το μιγαδικό z του οποίου το μέτρο να γίνεται ελάχιστο.

Θέμα 4

Δίνεται συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο 
[image: image152.wmf]Â

 για την οποία ισχύουν 
[image: image153.wmf](
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α. Να αποδείξετε ότι ο τύπος της f είναι 
[image: image156.wmf](
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 για κάθε 
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β. Να βρείτε το 
[image: image159.wmf](
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γ. Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα 
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δ. Να αποδείξετε ότι: [image: image161.wmf](
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Θέμα 1

A. α. Έστω μια συνάρτηση f ορισμένη σ’  ένα διάστημα Δ και 
[image: image162.wmf]0
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 ένα εσωτερικό σημείο του Δ. Αν η f παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο 
[image: image163.wmf]0
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 και είναι παραγωγίσιμη στο σημείο αυτό, να αποδείξετε ότι: 
[image: image164.wmf](
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β. Πότε η ευθεία [image: image165.wmf]0
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 λέγεται ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης μιας συνάρτησης f;

B.  Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν με την ένδειξη Σωστό ή Λάθος.
α. Μια συνάρτηση 
[image: image166.wmf]f:A
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 είναι <<1-1>> όταν για κάθε 
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 ισχύει η συνεπαγωγή: 
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)

(

)

12

fxfx

=

 τότε 
[image: image169.wmf]12

xx

=

.
β.  Αν υπάρχει το [image: image170.wmf](
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.
γ. Αν 
[image: image173.wmf](
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limfx
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 ή 
[image: image174.wmf]-¥

 τότε 
[image: image175.wmf](
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fx0
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 για τις τιμές του x κοντά στο 
[image: image176.wmf]0

x

.
ε. Αν μια συνάρτηση f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη σ’ ένα διάστημα Δ και δεν παρουσιάζει καμπή σε κανένα σημείο του Δ, τότε  για κάθε 
[image: image177.wmf]x

ÎD

.
στ. Αν 
[image: image178.wmf](
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fxdx
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 και 
[image: image179.wmf]ab

<

 τότε κατ’ ανάγκη ισχύει 
[image: image180.wmf](
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 για κάθε 
[image: image181.wmf][
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b
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.
Θέμα 2

Δίνονται οι μιγαδικοί z και 
[image: image182.wmf]1

1

z

w

iz
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 όπου 
[image: image183.wmf]zi

¹

.

α. Να αποδείξετε ότι: [image: image184.wmf]wi

z

wi

-

=

+

.

β. Αν [image: image185.wmf]1

z

=

 και Μ η εικόνα του w στο μιγαδικό επίπεδο, να αποδείξετε ότι το σημείο Μ ανήκει στον άξονα 
[image: image186.wmf]'

xx

.

γ. Να αποδείξετε την ισοδυναμία w  φανταστικός 
[image: image187.wmf]Û

 z φανταστικός.

δ. Θεωρούμε συνάρτηση f συνεχή στο 
[image: image188.wmf][

]

,

ab

 με 
[image: image189.wmf](

)

1

fa
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 και έστω 
[image: image190.wmf](
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zfai
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 και 
[image: image191.wmf](

)

zfi
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. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 
[image: image192.wmf](
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 έχει μια τουλάχιστον λύση στο [image: image193.wmf](
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.

Θέμα 3

Δίνεται η συνάρτηση [image: image194.wmf](
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fxeax
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 όπου [image: image195.wmf]1
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.

α. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της 
[image: image196.wmf]f

 στο σημείο 
[image: image197.wmf](
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f

.

β. Να αποδείξετε ότι η f παρουσιάζει ελάχιστο το οποίο είναι αρνητικό.

γ. Έστω 
[image: image198.wmf](

)

a

E

 το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της f, την εφαπτομένη της στο 
[image: image199.wmf](
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 και την ευθεία 
[image: image200.wmf]1

xa

=>

.

i. Να αποδείξετε ότι: [image: image201.wmf](
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.

ii. Να βρείτε το [image: image202.wmf](
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®+¥

.

Θέμα 4

Έστω συνάρτηση f συνεχής στο 
[image: image203.wmf]Â

 με 
[image: image204.wmf](
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 και έστω 
[image: image205.wmf](
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. 

Να αποδείξετε ότι: 

α. 
[image: image206.wmf](
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 για κάθε 
[image: image207.wmf]0
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.

β. Η g είναι συνεχής στο 
[image: image208.wmf]0

0

x

=

.

γ. 
[image: image209.wmf](
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 για κάθε 
[image: image210.wmf]0
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.

δ. Αν [image: image211.wmf](
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  τότε υπάρχει ένας τουλάχιστον 
[image: image212.wmf](
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 τέτοιος ώστε: 
[image: image213.wmf](
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ΘΕΜΑΤΑ 2007

Θέμα 1

Α. α. Να διατυπώσετε το θεώρημα του Fermat.

β. Έστω μια συνάρτηση f, η οποία είναι συνεχής σε ένα διάστημα Δ και ισχύει 
[image: image214.wmf](

)

'0

fx

>

 για κάθε εσωτερικό σημείο του Δ. Να αποδείξετε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα στο Δ.
Β. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν με την ένδειξη Σωστό ή Λάθος.
1. Αν για μια συνάρτηση 
[image: image215.wmf]:

fA

®Â

 ισχύει [image: image216.wmf](

)

fx

k

£

 όπου 
[image: image217.wmf]Â

Î

k

  για κάθε [image: image218.wmf]x
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, τότε το κ είναι η μέγιστη τιμή της f. 

2. Αν υπάρχει το 
[image: image219.wmf](
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, τότε υπάρχει το όριο της 
[image: image220.wmf](
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 στο 
[image: image221.wmf]0
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 και είναι 
[image: image222.wmf](
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.

3. Αν για μια συνάρτηση f ισχύουν 
[image: image223.wmf](
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 και 
[image: image224.wmf](
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 για κάθε 
[image: image225.wmf](
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,

xa

b
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, τότε η f δεν είναι συνεχής στο 
[image: image226.wmf][

]

,

ab

.

4. Αν για δύο συναρτήσεις f, g συνεχείς στο διάστημα Δ ισχύει 
[image: image227.wmf](
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 για κάθε εσωτερικό σημείο x του Δ, τότε [image: image228.wmf](
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 για κάθε [image: image229.wmf]x
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.

5.  Αν για μια συνάρτηση f υπάρχει παράγουσα στο διάστημα Δ, τότε για κάθε 
[image: image230.wmf]l
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 ισχύει: [image: image231.wmf](
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.

6. Αν οι συναρτήσεις f,g είναι συνεχείς στο [image: image232.wmf][

]

,

a

b

 και ισχύει [image: image233.wmf](
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 για κάθε 
[image: image234.wmf][
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, τότε 
[image: image235.wmf](
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Θέμα 2

Έστω η συνάρτηση 
[image: image236.wmf](
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fxxaex
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. Αν η ευθεία [image: image237.wmf]22
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 εφάπτεται στη γραφική παράσταση της f στο σημείο [image: image238.wmf](
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 τότε: 

α. Να αποδείξετε ότι: 
[image: image239.wmf]2

a

=

.

β. Να μελετήσετε τη μονοτονία της f. 

γ. Να υπολογίσετε τα όρια: 

i.  
[image: image240.wmf](
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ii.  
[image: image241.wmf](
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.

δ. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 
[image: image242.wmf](
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  έχει ακριβώς μια λύση στο 
[image: image243.wmf]¡

.

Θέμα 3

Δίνονται οι μιγαδικοί 
[image: image244.wmf],

zw

 με 
[image: image245.wmf]0

zw

×¹

 για τους οποίους ισχύει 
[image: image246.wmf]zwzw

+=-

.
Να αποδείξετε ότι: 

α. 
[image: image247.wmf](
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Re0
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.

β. Ο αριθμός [image: image248.wmf]z

w

 είναι φανταστικός.

γ. Το τρίγωνο με κορυφές τις εικόνες των [image: image249.wmf],

zw

 στο μιγαδικό επίπεδο και την αρχή των αξόνων, είναι ορθογώνιο στο 0.

δ. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο 
[image: image250.wmf][

]
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 με 
[image: image251.wmf]0
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 και 
[image: image252.wmf](
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 τότε η εξίσωση 
[image: image253.wmf](
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xfxfx
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 έχει μια τουλάχιστον λύση στο 
[image: image254.wmf](
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.

Θέμα 4

Δίνεται η συνάρτηση [image: image255.wmf](
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 όπου 
[image: image256.wmf],

tx

Î

¡

.

α. Να μελετήσετε ως προς τα κοίλα τη συνάρτηση g. 

β. Να αποδείξετε ότι: 
[image: image257.wmf](
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x

gxx

x

££

+

 για κάθε 
[image: image258.wmf]0
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.

γ. Να αποδείξετε ότι: 
[image: image259.wmf](

)

(

)

0

gxgx
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 για κάθε 
[image: image260.wmf]x

Î

¡

.

δ. Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν Ε του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της g, τον άξονα 
[image: image261.wmf]'

xx

 και τις ευθείες 
[image: image262.wmf]0,1
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 είναι 
[image: image263.wmf](
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ΘΕΜΑΤΑ 2008
Θέμα 1

A.  α. Έστω δύο συναρτήσεις 
[image: image264.wmf],

fg

 σε ένα διάστημα Δ. Αν 

· οι 
[image: image265.wmf],

fg

 είναι συνεχείς στο Δ και

· 
[image: image266.wmf](
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 για κάθε εσωτερικό σημείο του Δ,

να αποδείξετε ότι υπάρχει σταθερά c τέτοια, ώστε για κάθε 
[image: image267.wmf]x
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 να ισχύει
[image: image268.wmf](
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. β) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 
[image: image269.wmf](
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 είναι παραγωγίσιμη στο 
[image: image270.wmf]¡

 και ισχύει:  [image: image271.wmf](
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B.  Έστω οι μιγαδικοί αριθμοί 
[image: image272.wmf]12

,

zz

. Να χαρακτηρίσετε καθεμιά από τις επόμενες προτάσεις ως Σωστή (Σ) ή Λανθασμένη (Λ).

α. Η διανυσματική ακτίνα του αθροίσματος των 
[image: image273.wmf]1

z

 και 
[image: image274.wmf]2

z

 είναι το άθροισμα των διανυσματικών τους ακτινών.

β. Είναι: 
[image: image275.wmf]1212
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γ. Είναι: [image: image276.wmf]121212

zzzzzz

-£+£+


δ. Η εξίσωση 
[image: image277.wmf]12

zzzz
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 με 
[image: image278.wmf]12
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 παριστάνει τη μεσοκάθετο του τμήματος με άκρα τα σημεία 
[image: image279.wmf](
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 και 
[image: image280.wmf](
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.
[image: image518.png]


Γ. Έστω η συνάρτηση 
[image: image281.wmf](
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, όπου f η συνάρτηση του διπλανού σχήματος που η γραφική της παράσταση αποτελείται από τα ευθύγραμμα τμήματα ΟΑ και ΑΒ. Το εμβαδό του γραμμοσκιασμένου χωρίου Ω είναι [image: image282.wmf](
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. Να συμπληρώσετε τις ισότητες: 
i. [image: image283.wmf](
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ii.[image: image284.wmf](
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[image: image285.wmf](
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Θέμα 2
Δίνεται η συνάρτηση f με 
[image: image286.wmf](

)

(

)

,0

11,0

xx

fx

xx

hmlan

man

+>

ì

ï

=

í

-+£

ï

î

 με 
[image: image287.wmf],

lm
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.

α. Να βρείτε την τιμή του λ, ώστε η  f να είναι συνεχής.

β. Να βρείτε την τιμή του μ, ώστε η f να είναι παραγωγίσιμη στο 
[image: image288.wmf]0
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x
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.

γ. Να αποδείξετε ότι η f δεν είναι 1-1.

δ. Για 
[image: image289.wmf]1

l
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 και 
[image: image290.wmf]2

m
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, να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα 
[image: image291.wmf](
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.

Θέμα 3
Δίνεται η συνάρτηση f με 
[image: image292.wmf](

)

1

x

e

fxe

-

=

, 
[image: image293.wmf]x
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.

α.  i. Να την μελετήσετε ως προς την μονοτονία.

ii. Να αποδείξετε ότι 
[image: image294.wmf](
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, να μελετήσετε την f ως προς την κυρτότητα και να βρείτε το σημείο καμπής της γραφικής παράστασης.

β. Να βρείτε τις οριζόντιες ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της f.

γ. Να παραστήσετε γραφικά την f. 

δ. Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που ορίζεται από την γραφική παράσταση της [image: image295.wmf](
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, τους άξονες [image: image296.wmf]','
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 και την ευθεία [image: image297.wmf]1

ln

2

x

=

.
Θέμα 4
Οι συναρτήσεις 
[image: image298.wmf],:
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 είναι συνεχείς και για κάθε πραγματικό αριθμό x ισχύουν: 


[image: image299.wmf](
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 και 
[image: image300.wmf](
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Να αποδείξετε ότι: 

α. Η f παραγωγίσιμη στο 
[image: image301.wmf]0
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 και 
[image: image302.wmf](
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β. 
[image: image303.wmf](
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 για κάθε 
[image: image304.wmf]x
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.

γ. 
[image: image305.wmf](
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 για κάθε 
[image: image306.wmf]x
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.

δ. Η εξίσωση 
[image: image307.wmf](
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 έχει τουλάχιστον μια ρίζα στο διάστημα 
[image: image308.wmf](
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ΘΕΜΑΤΑ 2009
ΘΕΜΑ 1
A. Έστω μια συνάρτηση f ορισμένη σε ένα διάστημα Δ και 
[image: image309.wmf]0

x

 ένα εσωτερικό σημείου του. Αν η f παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο 
[image: image310.wmf]0

x

 και είναι παραγωγίσιμη στο σημείο αυτό, να δείξετε ότι:  
[image: image311.wmf](
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B. 1. Πότε η ευθεία 
[image: image312.wmf]x

ylb
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 λέγεται ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της f στο 
[image: image313.wmf]+¥

;                                                                                                                

2. Πότε μια συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα κλειστό διάστημα 
[image: image314.wmf][

]

,

ab

; 

Γ. Να χαρακτηρίσετε καθεμιά από τις επόμενες προτάσεις ως Σωστή (Σ) ή Λανθασμένη (Λ); 

1. Ισχύει 
[image: image315.wmf](
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[image: image316.wmf](
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2. Αν 
[image: image317.wmf]01
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 τότε 
[image: image318.wmf]lim0
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3. Αν η f είναι συνεχής στο 
[image: image319.wmf][

]

,

ab

 τότε η f έχει υποχρεωτικά ολικά ακρότατα τα 
[image: image320.wmf](
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 και 
[image: image321.wmf](
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4. Για τις συναρτήσεις f και g που έχουν συνεχείς παραγώγους στο 
[image: image322.wmf][
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[image: image323.wmf](
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5. Αν για κάθε στοιχείο ψ του συνόλου τιμών της 
[image: image324.wmf](
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, η 
[image: image325.wmf](
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 έχει λύση ως προς x τότε η f είναι ‘‘1-1’’.

ΘΕΜΑ 2

Δίνεται η εξίσωση 
[image: image326.wmf]1
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 και 
[image: image327.wmf]12
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 οι ρίζες της. 
Α. Να αποδείξετε ότι: 
α. 
[image: image328.wmf]12
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 και 
[image: image329.wmf]3
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β.
[image: image330.wmf](

)

20092009

12

zz

+ÎÂ

.  









γ. 
[image: image331.wmf]8
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Β. Αν 
[image: image332.wmf](
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 συνάρτηση παραγωγίσιμη στο 
[image: image333.wmf][
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 με 
[image: image334.wmf](
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 και 
[image: image335.wmf](
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 τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον 
[image: image336.wmf](
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 ώστε 
[image: image337.wmf](
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Γ. Αν Γ είναι η εικόνα του μιγαδικού 
[image: image338.wmf]12
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 και Α, Β οι εικόνες των 
[image: image339.wmf]1
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 και 
[image: image340.wmf]2
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 αντίστοιχα, να δείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές.

ΘΕΜΑ 3

Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image341.wmf](
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A. Να μελετηθεί ως προς την μονοτονία και να βρείτε τα διαστήματα στα οποία είναι κυρτή ή κοίλη.                                                                                                

B. Να βρείτε το σύνολο τιμών και το πλήθος των ριζών της f.                           

Γ. Αν 
[image: image342.wmf](
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 να δείξετε ότι υπάρχει 
[image: image343.wmf]0
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 ώστε: 
[image: image344.wmf](
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 για κάθε 
[image: image345.wmf]0
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Δ. Να δείξετε ότι για κάθε 
[image: image346.wmf]2
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 ισχύει: 
[image: image347.wmf](
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Έστω συνάρτηση f ορισμένη και παραγωγίσιμη στο 
[image: image348.wmf](
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 για την οποία ισχύουν οι σχέσεις: 
[image: image349.wmf]11
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A. Να δείξετε ότι 
[image: image351.wmf](
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B. 1. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της 
[image: image352.wmf](
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 στο σημείο με τετμημένη 
[image: image353.wmf]1
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2. Να δείξετε ότι 
[image: image354.wmf](
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Γ.  Αν 
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, να βρείτε το εμβαδόν 
[image: image356.wmf](
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του χωρίου που περικλείεται από τη 
[image: image357.wmf]g
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[image: image358.wmf]'
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Δ.  Να βρείτε το 
[image: image362.wmf](
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.
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Α. Έστω f μία συνάρτηση σ’ ένα διάστημα [α, β]. Αν G είναι μία παράγουσα της f στο [α,β], τότε 
[image: image363.wmf]).
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Β. 1. Πότε λέμε ότι μία συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη σ’ ένα σημείο 
[image: image364.wmf]0

x

 του πεδίου ορισμού της.
2. Να δώσετε την γεωμετρική ερμηνεία του παράγωγου αριθμού στο σημείο 
[image: image365.wmf](
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 της γραφικής παράστασης της f.    

Γ. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν γράφοντας στο τετράδιό σας την ένδειξη Σωστό ή Λάθος δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί  σε κάθε πρόταση.

α. Αν 
[image: image366.wmf]0
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[image: image367.wmf]1,2
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 αναγκαστικά 
[image: image368.wmf].
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β. Αν 
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γ. Αν η f είναι παραγωγίσιμη στο [α, β] και f (β) μέγιστη τιμή της συνάρτησης, τότε κατ’ ανάγκη θα είναι 
[image: image374.wmf].
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δ. Αν μία συνάρτηση f είναι κυρτή και δύο φορές παραγωγίσιμη στο διάστημα Δ, τότε 
[image: image375.wmf].
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ε. Αν μία συνάρτηση f είναι συνεχής στο [2,5] και 
[image: image376.wmf]0
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 στο [2,5], τότε 
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Οι μιγαδικοί αριθμοί z, w συνδέονται με τη σχέση 
[image: image378.wmf]w
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 και η εικόνα του w ανήκει στον κύκλο με κέντρο Κ(-1,0) και ακτίνα ρ=1.

α. Να δείξετε ότι η εικόνα του z ανήκει σε κύκλο με κέντρο το Ο(0,0) και ακτίνα ρ=1.

β. Αν 
[image: image379.wmf]z1(1)
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[image: image380.wmf]3
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 οι εικόνες τριών μιγαδικών αριθμών για τους οποίους ισχύει η σχέση (1) να δείξετε ότι:

i. Ο αριθμός
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ii. Αν επιπλέον 
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γ. Δίνεται η ευθεία (ε): 
[image: image384.wmf].
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 Να βρεθεί η μέγιστη και η ελάχιστη απόσταση των εικόνων του μιγαδικού w από την ευθεία (ε).                                                 
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Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση 
[image: image385.wmf]:(0,)
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 τέτοια, ώστε για κάθε 
[image: image386.wmf]0
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ισχύουν 
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α. Να δείξετε ότι η συνάρτηση 
[image: image389.wmf]x

e

x

g

x

+

=

)

(
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β. Να δείξετε ότι 
[image: image390.wmf]x
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γ. Να μελετήσετε τη συνάρτηση 
[image: image391.wmf]x
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δ. Να λύσετε την εξίσωση 
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ε. Να εξετασθεί η h ως προς κυρτότητα και να δείξετε ότι κάθε 
[image: image393.wmf]2
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Έστω συνάρτηση 
[image: image396.wmf]Â
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 η οποία είναι παραγωγίσιμη και τέτοια, ώστε [image: image397.wmf]6
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[image: image398.wmf]Â
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. Να αποδείξετε ότι:

α. 
[image: image399.wmf].
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β. Αν η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f στο σημείο Α (0,f(0)) είναι η ευθεία 
[image: image400.wmf]0
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γ. Αν για κάθε 
[image: image402.wmf]1
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 ισχύει 
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δ. Να δείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον  
[image: image407.wmf](1,3)
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 τέτοιο, ώστε 
[image: image408.wmf].
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A. Έστω μια συνάρτηση f, η οποία είναι ορισμένη σε ένα κλειστό διάστημα 
[image: image409.wmf][

]

,

ab

. Αν:

· Η f συνεχής στο  
[image: image410.wmf][
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,
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 και

· 
[image: image411.wmf](
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τότε, για κάθε αριθμό η μεταξύ των 
[image: image412.wmf](
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f
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 και 
[image: image413.wmf](
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f
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 υπάρχει ένας, τουλάχιστον 
[image: image414.wmf](
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 τέτοιος, ώστε 
[image: image415.wmf](
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B. Πότε η ευθεία 
[image: image416.wmf]0

xx
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 λέγεται κατακόρυφη ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης μιας συνάρτησης f; 

Γ. Να δώσετε την γεωμετρική ερμηνεία του θεωρήματος του Rolle.

Δ. Να χαρακτηρίσετε καθεμιά από τις επόμενες προτάσεις ως σωστή (Σ) ή λανθασμένη (Λ).

1. Για κάθε μιγαδικό αριθμό z είναι 
[image: image417.wmf](
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2. Είναι 
[image: image418.wmf]x
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3. Για οποιεσδήποτε συναρτήσεις: 
[image: image419.wmf]:
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 και 
[image: image420.wmf]:
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, αν ορίζεται η συνάρτηση 
[image: image421.wmf]f
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, τότε έχει πεδίο ορισμού την τομή 
[image: image422.wmf]AÇB

.

4. Αν μια συνάρτηση f δεν είναι συνεχής στο σημείο 
[image: image423.wmf]0

x

 του πεδίου ορισμού της, τότε δεν είναι παραγωγίσιμη στο 
[image: image424.wmf]0
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5. 
[image: image425.wmf](
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 όπου 
[image: image426.wmf]','
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 είναι συνεχείς στο 
[image: image427.wmf][
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Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image428.wmf]:
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 με
[image: image429.wmf](
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, για κάθε 
[image: image430.wmf]x
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 όπου 
[image: image431.wmf]l
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 η οποία παρουσιάζει στο 
[image: image432.wmf]0
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 καμπή.

α. i. Να αποδείξετε ότι 
[image: image433.wmf]1
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.

ii. Να βρείτε τα διαστήματα στα οποία η f είναι κυρτή ή κοίλη.

β. Να βρείτε το όριο: 
[image: image434.wmf](
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γ. i. Να βρείτε την αρχική της f της οποία η γραφική παράσταση διέρχεται από το σημείο 
[image: image435.wmf](
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.

ii. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της f και τον άξονα
[image: image436.wmf]'
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Έστω μια συνεχής συνάρτηση 
[image: image437.wmf]:
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 για την οποία ισχύει
[image: image438.wmf](
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[image: image439.wmf]x
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α. Να αποδείξετε ότι: 

i. 
[image: image440.wmf]21
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[image: image441.wmf](
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ii. Υπάρχει 
[image: image442.wmf][
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 τέτοιο, ώστε: 
[image: image443.wmf](
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β. Έστω, επιπλέον, ότι η f είναι παραγωγίσιμη και 
[image: image444.wmf](
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[image: image445.wmf]x
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i. Να βρείτε την 
[image: image446.wmf]2
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 και να γράψετε την εξίσωση της εφαπτομένης της 
[image: image447.wmf]f
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 στο σημείο της με τετμημένη 
[image: image448.wmf]2
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ii. Να υπολογίσετε το όριο: 
[image: image449.wmf](
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A. Να αποδείξετε ότι 
[image: image450.wmf]1
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, για κάθε 
[image: image451.wmf]x
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Πότε ισχύει η ισότητα 
[image: image452.wmf]1
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B. Έστω μια συνεχής συνάρτηση 
[image: image453.wmf][
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[image: image455.wmf](
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[image: image457.wmf]0
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Να αποδείξετε ότι: 

α. i. 
[image: image458.wmf](
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, για κάθε 
[image: image459.wmf]0

x

³


ii. 
[image: image460.wmf](
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, για κάθε 
[image: image461.wmf]0
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β. Η f είναι γνησίως αύξουσα.

γ. Η f έχει αντίστροφη και να βρείτε την αντίστροφή της.

δ. Αν η f είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα 
[image: image462.wmf](
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, τότε υπάρχει ένα, τουλάχιστον, 
[image: image463.wmf](
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 τέτοιο, ώστε 
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A1.
Να αποδείξετε ότι, αν μια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη σ' ένα σημείο 
[image: image465.wmf]0

x

, τότε είναι συνεχής στο σημείο αυτό.
A2.
Πότε μια συνάρτηση f με  πεδίο ορισμού Α παρουσιάζει ολικό μέγιστο  στο 
[image: image466.wmf]0
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;
A3.
Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 
[image: image467.wmf](
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 α > 0 είναι παραγωγίσιμη στο 
[image: image468.wmf]R

 και ισχύει 
[image: image469.wmf](
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A4.  Να βρείτε ποιοι από τους επόμενους ισχυρισμούς είναι αληθείς και ποιοι  ψευδείς:

i. Μια συνάρτηση είναι 1-1 αν και μόνο αν δεν υπάρχουν σημεία της γραφικής της παράστασης με ίδια τεταγμένη.
ii. 
[image: image470.wmf]4v3
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, για κάθε 
[image: image471.wmf]v
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iii. Αν  
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iv. Αν δύο μεταβλητά μεγέθη 
[image: image475.wmf]x,y

 συνδέονται με τη σχέση 
[image: image476.wmf](
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, όταν 
f είναι μια συνάρτηση παραγωγίσιμη στο 
[image: image477.wmf]0
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, τότε o ρυθμός μεταβολής του y ως προς 
[image: image478.wmf]x

 στο σημείο 
[image: image479.wmf]0
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 είναι η παράγωγος 
[image: image480.wmf](
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v. Αν μια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη σε ένα διάστημα Δ, τότε τα εσωτερικά σημεία 
[image: image481.wmf]0
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 του Δ, στα οποία 
[image: image482.wmf](
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Μονάδες 5 + 4 + 6 + 10 = 25
θεμα β 
Δίνονται οι συναρτήσεις 
[image: image483.wmf](
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[image: image484.wmf](

)

gxlnx2

=+


B1.
Να βρείτε τις συνθέσεις 
[image: image485.wmf]fg
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και 
[image: image486.wmf]gf
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   και να εξετάσετε αν  είναι ίσες.

B2.   Να αποδείξετε ότι η f έχει αντίστροφη και να βρείτε την  
[image: image487.wmf]1
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B3.   Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 
[image: image488.wmf]x2
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 έχε μία, τουλάχιστον, ρίζα στο διάστημα 
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B4.    Να αποδείξετε ότι: 
[image: image490.wmf](
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Μονάδες 6  + 6 + 6 + 7 = 25
θεμα γ

Η συνάρτηση 
[image: image491.wmf]f:
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είναι συνεχής και για κάθε  
[image: image492.wmf]x
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 ισχύει 
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Γ1.   Να αποδείξετε ότι :

i. Η f είναι παραγωγίσιμη με 
[image: image495.wmf](
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για κάθε 
[image: image496.wmf]x
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ii. 
[image: image497.wmf](
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[image: image498.wmf]x
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Γ2.   Να αποδείξετε ότι η τιμή του ολοκληρώματος  
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