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1) Δίνεται η συνάρτηση f(x)= 
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 EMBED Equation.3  [image: image2.wmf]3
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 , όπου α θετικός πραγματικός
    αριθμός με α
[image: image3.wmf]¹
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α) Να βρεθεί ο α ώστε η συνάρτηση g(x)=e3lnα(f(x) να παρουσιάζει ελάχιστο .
β) Για οποιαδήποτε από τις τιμές του α που βρήκατε στο (α) ερώτημα ,αποδείξτε ότι 
    για την παραπάνω συνάρτηση g ισχύει ότι το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται
    από την Cg  και τον άξονα x΄x  δεν είναι μεγαλύτερο από 
[image: image4.wmf]3
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 τ.μ.


2) Δίνεται η συνάρτηση f με πεδίο ορισμού το 
[image: image5.wmf]Â

για την οποία ισχύει :
     2f(x)+f(2004-x)= -x , για κάθε x
[image: image6.wmf]Â

Î

.
α) Να βρείτε τον τύπο της f .
β) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της συνάρτησης g(x)=
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γ) Αν h(x)=x2f(x) , αποδείξτε ότι υπάρχουν α , β 
[image: image8.wmf]Â
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τέτοιοι ώστε :
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3) Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f για την οποία ισχύει :
    [f(x)]1821+α[f(x)]3= -ef(x) , α>0 ,για κάθε x
[image: image10.wmf]Â

Î

.
α) Να δείξετε ότι f(x)=c , για κάθε x
[image: image11.wmf]Â
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,όπου c αρνητική σταθερά .
β) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της συνάρτησης g(x)=
[image: image12.wmf]1
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4) Δίνεται η παραγωγίσιμη στο 
[image: image13.wmf]Â

συνάρτηση f για την οποία ισχύει :
    f ΄(x)+f(x)=1 , για κάθε x
[image: image14.wmf]Â

Î

και f(0)=e+1 .
α) Να βρείτε το όριο 
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β) Να δείξετε ότι η f  είναι κυρτή στο 
[image: image17.wmf]Â
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5) Έστω η συνεχής στο 
[image: image18.wmf]Â

συνάρτηση f  και η παραγωγίσιμη στο
[image: image19.wmf]Â

συνάρτηση g
     για τις οποίες ισχύουν : (
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)(x)=g΄(x) , για κάθε x
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     Αν η Cg διέρχεται από τα σημεία Α(1 , 3) και Β(2 , 
[image: image23.wmf]2
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α) 
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  ( η f εμφανίζεται στο ολοκλήρωμα 2006 φορές ) .

6) Δίνεται η συνεχής συνάρτηση f  για την οποία ισχύει f(x)+f(x-1002)=0 ,για κάθε
     x
[image: image28.wmf]Â
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. Να δείξετε ότι :
α) f(x+2004)=f(x) , για κάθε x
[image: image29.wmf]Â
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β) 
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7) Έστω η συνάρτηση f : 
[image: image32.wmf]Â
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 για την οποία ισχύει : 
    [f(x)]3-2003[f(x)]2-2003f(x)-2004 = 0 , για κάθε x
[image: image33.wmf]Â
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α) Να δείξετε ότι η f είναι σταθερή .
β) Θεωρούμε τα ολοκληρώματα : I = 
[image: image34.wmf]ò
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    την  παράσταση I – J – K .


8) Έστω η παραγωγίσιμη στο 
[image: image37.wmf]Â

συνάρτηση g  και η συνάρτηση f(x)=
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α) Να δείξετε ότι : f ΄΄(x) +f ΄(x) = 2[g(2x-1)+ 2g΄(2x-1)] , για κάθε x
[image: image39.wmf]Â
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β) Αν η γραφική παράσταση της g  βρίσκεται πάνω από τον άξονα x΄x και η g  είναι 
    γνησίως αύξουσα στο 
[image: image40.wmf]Â

 , να δείξετε ότι η συνάρτηση h(x)= f ΄(x) +f(x) είναι 
    γνησίως αύξουσα στο 
[image: image41.wmf]Â
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 9)  α) Έστω μια συνάρτηση f συνεχής στο [ -α , α] , α >0 . Να αποδείξετε ότι : 
                                   2
[image: image42.wmf]ò
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 , αν η f είναι άρτια .
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       β) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα   Ι = 
[image: image43.wmf]ò
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       γ) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα   J = 
[image: image44.wmf]ò
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10)  Δίνεται η συνάρτηση f(x) = 5αx+6βx+7γx  με f(x)
[image: image45.wmf]³

3 , για κάθε x
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       Αποδείξτε ότι : α) η f έχει ελάχιστο το 3   ,    β) 5α (6β(7γ = 1 . 
11) α) Να λυθεί στο 
[image: image47.wmf]Â

η εξίσωση : 

          (x2 + x +1)11 – (2x2 – x +1)7 +(x2 + x +1)7 – (2x2 – x +1)11 = x2 – 2x .
      β) Να λυθεί η ανίσωση : 2ln
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12) Δίνεται η συνεχής στο 
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 συνάρτηση f και η συνάρτηση 

      g(x) = 
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α)   Να βρείτε τις  g΄ , g΄΄, g(3) .
β)   Να βρείτε το όριο : 
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 αν είναι γνωστό ότι f(1) = 12 .
γ)   Αν για κάθε x
[image: image53.wmf]Â
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είναι f (x) 
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0 , να δείξετε ότι η g΄΄ είναι γνησίως μονότονη .


13) α) Αν f , g  είναι συνεχείς συναρτήσεις στο [α , β] και f(x)
[image: image55.wmf]³

g(x) για κάθε 

           x
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      β) Αν f είναι συνεχής συνάρτηση στο [α , β] να δείξετε ότι
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      γ) Αποδείξτε ότι : 
[image: image63.wmf]ò

+

+

2

1

)

1

)

1

(

(

dx

x

e

x

x

hm

sun



 EMBED Equation.3  [image: image64.wmf]£



 EMBED Equation.3  [image: image65.wmf]2
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      δ) Αποδείξτε ότι δεν υπάρχει συνάρτηση φ με συνεχή παράγωγο στο [-α , α] ,α>0,


          τέτοια ώστε : φ(-α) = 3α , φ(α) = 7α  και  φ΄(x) 
[image: image66.wmf]³

 4 , για κάθε x
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[-α , α].

14) α) Αν f , g είναι συνεχείς συναρτήσεις στο διάστημα [α , β] , να αποδείξετε ότι :
           (
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      β) Αν φ είναι μια συνάρτηση με συνεχή παράγωγο στο [α , β] , αποδείξτε ότι : 
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15) α) Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f σε ένα διάστημα [α , β]. Αποδείξτε ότι
           αν η f  στρέφει τα κοίλα άνω στο [α , β] τότε  f(
[image: image75.wmf]2
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           ενώ αν η f  στρέφει τα κοίλα κάτω στο [α , β] τότε  f(
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           « Ανισότητες Jensen » 
      β) Για κάθε α
[image: image79.wmf]Â
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να δείξετε ότι : e– (α+1) + (α+1)8 < 
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16) Δίνεται η τέσσερις φορές παραγωγίσιμη στο 
[image: image81.wmf]Â

 συνάρτηση  f τέτοια ώστε : 
       f (4)(x) + f (3)(x) = ημx + συνx , για κάθε x
[image: image82.wmf]Â

Î

 και f(0) = 1 , f ΄(0) = 0 , 

       f ΄΄(0) = -1 και f (3)(0) = 0 . 
α)   Να βρείτε τον τύπο της f .
β)   Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα : 
[image: image83.wmf]ò
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γ)   Υπολογίστε το άθροισμα : S = 
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17) Δίνεται ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο του οποίου οι διαστάσεις μεταβάλλονται 
      συναρτήσει του χρόνου t . Αν το μήκος και το πλάτος αυξάνονται με ρυθμό 
      1m/sec , 2m/sec  αντιστοίχως , ενώ το ύψος ελαττώνεται με ρυθμό 2m/sec , να 
      βρείτε τη χρονική στιγμή to που το ύψος είναι ίσο με το πλάτος και ίσο με 4m :
α)   το ρυθμό μεταβολής του εμβαδού της ολικής επιφάνειας του ορθογωνίου 

      παραλληλεπιπέδου .
β)   το ρυθμό μεταβολής του όγκου του ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου . 

18) Έστω μια συνάρτηση f με πεδίο ορισμού το 
[image: image86.wmf]Â

η οποία είναι συνεχής στο 13

       και ισχύει f(x + y) = 5f(x)f(y) , για κάθε x , y 
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α)   Αποδείξτε ότι η f είναι συνεχής στο 
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β)   Αν g(x) = 
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      τουλάχιστον 99 οριζόντιες εφαπτόμενες .


19) α) Αποδείξτε ότι : 
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      β) Υπολογίστε το παρακάτω άθροισμα συναρτήσει του α > 0 : 

          S = 
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20) Έστω η συνεχής συνάρτηση f με πεδίο ορισμού το [-5 , 7] , σύνολο τιμών 

       το [-2 , 9] και την ιδιότητα 
[image: image99.wmf]ò
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α)   - f 2(x) + 7f(x) +18 
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21) Θεωρούμε τη συνάρτηση f  δύο φορές παραγωγίσιμη στο 
[image: image104.wmf]Â

τέτοια ώστε 
       f(x) = 
[image: image105.wmf]ò
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Ν* ,  για κάθε x
[image: image107.wmf]Â

Î

. Να δείξετε ότι :
α)    f(1) = 0 και f ΄(1) = 0 .
β)    f ΄΄(x) = (2 – ν)f(x) + (1 – ν)xf ΄(x) , για κάθε x
[image: image108.wmf]Â

Î

.
γ)    f(x) = 0 , για κάθε x
[image: image109.wmf]Â

Î

, αν ν = 1 ή ν = 2 .

22) Έστω συνάρτηση f συνεχής στο [0 , 1] , τέτοια ώστε  f(x) > 0 για κάθε x
[image: image110.wmf]Î

[0 , 1]                    

       και 
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α)   Να δείξετε ότι f(x) = 
[image: image114.wmf]2
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[image: image115.wmf]Î
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β)   Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα : 
[image: image116.wmf]ò
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23) Έστω Ε(λ) το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις
       των συναρτήσεων f(x) = lnx , g(x)= 12ex και τις ευθείες x = 1 και x = λ , με λ > 0.
α)   Να υπολογίσετε ως συνάρτηση του λ το εμβαδό Ε(λ) .
β)   Να βρείτε το όριο 
[image: image117.wmf]+
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24) Δίνεται η συνάρτηση f(x) = x4 – 4x3 + 5x2 – α , α > 0 .
α)   Να μελετηθεί η f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα .
β)   Να βρείτε το σύνολο τιμών της f .
γ)   Να βρείτε το πλήθος των πραγματικών ριζών της εξίσωσης  f(x) = 0 .
25) Αν για τη συνάρτηση f ισχύει f ΄(x) = συνx και f(0) = 0 να δείξετε ότι : 
α)   υπάρχει ξ
[image: image118.wmf]Î

(α , α+1) τέτοιο ώστε 
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β)   0 < 
[image: image121.wmf])
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[image: image122.wmf]]
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26) Δίνεται η συνάρτηση f(x) = αημx + βσυνx – 
[image: image123.wmf]p
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[image: image124.wmf]Â
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.
α)   Να δείξετε ότι η εξίσωση f(x) = 0 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο (0 , π).
β)   Αν ισχύει 
[image: image125.wmf]ò
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= ημα , να δείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ
[image: image126.wmf]Î

(0 , α) 
      τέτοιο ώστε f(ξ) = συνξ .

27) Δίνονται οι συναρτήσεις  f(x) = 2x + max{x2 , x} και g(x) = 
[image: image127.wmf]1

+

x

 .
α)   Να βρείτε τη σύνθεση  της f με την g .
β)   Να αποδείξετε ότι η σύνθεση  της f με την g είναι συνεχής στο πεδίο ορισμού της.

γ)   Να εξετάσετε αν η σύνθεση  της f με την g είναι παραγωγίσιμη στα σημεία 
      x1 = 0 και x2 = 1 .

28) Έστω η συνάρτηση f τρεις φορές παραγωγίσιμη στο 
[image: image128.wmf]Â

, τέτοια ώστε :
       f ΄(25) + f ΄(20) = f ΄(35) + f ΄(10) .
α)   Να δείξετε ότι υπάρχουν ξ1 , ξ2 
[image: image129.wmf]Î

(10 , 35) με ξ1 < ξ2 τέτοια ώστε

      f ΄΄( ξ1) = f ΄΄( ξ2) .
β)   Αποδείξτε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ
[image: image130.wmf]Î

(10 , 35) τέτοιο ώστε f (3)(ξ) = 0 .

29) α) Αν f  είναι μια παραγωγίσιμη στο 
[image: image131.wmf]Â

συνάρτηση και η εξίσωση f ΄(x) = 0 έχει
           το πολύ ν διακεκριμένες πραγματικές ρίζες (ν
[image: image132.wmf]Î

Ν) , τότε η εξίσωση f(x) = 0 
           έχει το πολύ  ν+1 διακεκριμένες πραγματικές ρίζες .
       β) Να λυθεί η εξίσωση :  4x = – x2 + 15x – 10 .
30) α) Έστω f μια συνεχής και γνησίως μονότονη συνάρτηση στο [α , β] . Να δείξετε
           ότι η εξίσωση f(x) = 0 έχει λύση στο (α , β) αν και μόνο αν f(α)f(β) < 0 .
      β) Να δείξετε ότι η εξίσωση x7 + x5 +2x – λ = 0 έχει λύση στο (-1 , 1) αν και μόνο

          αν λ
[image: image133.wmf]Î

(- 4 , 4) .

31) Δίνεται η συνάρτηση f(x) = ex +x3 + x , x
[image: image134.wmf]Â

Î

.
α)   Να δείξετε ότι η f είναι αντιστρέψιμη και να βρείτε το πεδίο ορισμού της f –1 .
β)   Να λύσετε την εξίσωση f –1(x) = 0 .
γ)   Θεωρώντας ότι η f –1 είναι παραγωγίσιμη στο πεδίο ορισμού της , να βρείτε την 
      παράγωγο της f –1 στο σημείο 1 .

32) α) Έστω η συνάρτηση f  ορισμένη στο [α , β] .Αν η f είναι αντιστρέψιμη και

           έχει συνεχή πρώτη παράγωγο στο [α , β] , να δείξετε ότι :
            
[image: image135.wmf]ò
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+ 
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f

f

dx

x

f

 = βf(β) – αf(α) .

       β) Δίνεται η συνάρτηση f(x) = ex +x5 . Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα :
            
[image: image137.wmf]ò
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1

1

1
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(

e

dx

x

f

.

33) α) Έστω συνάρτηση f  ορισμένη στο Α και γνησίως αύξουσα στο Α . Αποδείξτε
           ότι : ο ρ είναι ρίζα της εξίσωσης  f(x) = 
[image: image138.wmf])
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1

x

f

-

 αν και μόνο αν ο ρ είναι ρίζα 
           της εξίσωσης  f(x) = x .

       β) Αν f(x) = x + 
[image: image139.wmf]ò
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 , x
[image: image140.wmf]Â

Î

, να δείξετε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα και 

           να λύσετε την εξίσωση : f(x) = 
[image: image141.wmf])
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x

f
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.

34) Δίνεται η συνάρτηση f(x) = 
[image: image142.wmf]x
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 , x
[image: image143.wmf]Â

Î

.
α)   Να βρείτε το όριο της f  στο 
[image: image144.wmf]¥

+

.
β)   Να βρείτε το όριο της f  στο 
[image: image145.wmf]¥
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.
γ)   Αν g(t) = 
[image: image146.wmf])
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35) Έστω f συνεχής συνάρτηση στο 
[image: image149.wmf]Â

.
α)   Αν για κάθε x , y 
[image: image150.wmf]Â

Î

ισχύει f(x + y) = f(x) + f(y) + λxy(x+y) , λ
[image: image151.wmf]Â

Î

, να δείξετε
      ότι 
[image: image152.wmf]ò
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= 0 (α
[image: image153.wmf]Â

Î

) .
β)   Αν για κάθε x
[image: image154.wmf]Â

Î

 ισχύει 
[image: image155.wmf]1
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x
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f

x

 , να δείξετε ότι η εξίσωση 
      
[image: image156.wmf]3
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 έχει μία τουλάχιστον πραγματική ρίζα .

36) Δίνεται η συνάρτηση f , δύο φορές παραγωγίσιμη στο 
[image: image157.wmf]Â

, με f(0) = 1 , f ΄(0) = 0 ,
      f ΄(
[image: image158.wmf]2

p

) = - 1 και  f(x + y) = f(x)f(y) – f(
[image: image159.wmf]2

p

 - x)f(
[image: image160.wmf]2

p

- y) , για κάθε  x , y 
[image: image161.wmf]Â

Î

.
      Να δείξετε ότι :
α)   f(
[image: image162.wmf]2

p

) = 0 .                                                β)   f ΄(x) = - f(
[image: image163.wmf]2

p

- x) , για κάθε  x
[image: image164.wmf]Â

Î

.
γ)   f ΄΄(x) + f(x) = 0 , για κάθε  x
[image: image165.wmf]Â

Î

.         δ)   f(x) = συνx , για κάθε  x
[image: image166.wmf]Â

Î

.

37) α) Αποδείξτε ότι η εξίσωση  2x2004 – x2 + x – 1 = 0 έχει μία τουλάχιστον ρίζα
           στο διάστημα (0 , 1) .
      β) Θεωρούμε τετράγωνο ΑΒΓΔ πλευράς 1 . Να δείξετε ότι υπάρχει ένα 

          τουλάχιστον σημείο Μ εσωτερικό του τμήματος ΑΒ τέτοιο ώστε να ισχύει :
          2
[image: image167.wmf]2004

®

MA

= 
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38) Θεωρούμε τη συνεχή συνάρτηση f με πεδίο ορισμού το [0 , 10] και τιμές στο Ζ 

      και τη συνάρτηση g με τύπο g(x) = 
[image: image169.wmf]2
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      στο Ζ .

α)  Να δείξετε ότι η f είναι σταθερή .
β)  Να βρείτε το πεδίο ορισμού της g και τους τύπους των f  , g .
γ)  Έστω τρίγωνο ΑΒΓ με πλευρές α(t) = 
[image: image170.wmf]5
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, β(t) = 
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[image: image173.wmf]Î

[0 , 10] . Αν ΑΜ , ΑΔ είναι η διάμεσος και το ύψος αντιστοίχως που 
     καταλήγουν στην ΒΓ , αποδείξτε ότι ο ρυθμός μεταβολής του τμήματος  ΜΔ όταν
     t = 1 είναι ίσος με 90(ln2 . 
39) Έστω η μη μηδενική πολυωνυμική συνάρτηση f τέτοια ώστε :

       f(x2 - y2 ) = xf(x) - yf(y) , για κάθε x , y
[image: image174.wmf]Â

Î

και f(
[image: image175.wmf]2

) = 
[image: image176.wmf]2

.
α)   Να βρείτε την f .
β)   Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα 
[image: image177.wmf]ò
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γ)   Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα 
[image: image178.wmf]ò
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40) α) Αποδείξτε ότι για κάθε x > 0 ισχύει : ημx > x - 
[image: image179.wmf]6

1

x3 .
      β) Θεωρούμε τετράγωνο πλευράς 6 και παίρνουμε τυχαία 10 σημεία 

          Α1 ,… , Α10  εντός του τετραγώνου. Την απόσταση δύο σημείων Ai , Aj την 
          συμβολίζουμε με Dij , όπου i , j 
[image: image180.wmf]Î

 {1 , 2 , … , 10}. Αποδείξτε ότι υπάρχουν
          δύο τουλάχιστον σημεία Ai , Aj  (i
[image: image181.wmf]¹
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1) α) Διακρίνουμε τις περιπτώσεις α>e , 0<α<e . Βρίσκουμε 
     g(x)= e3lnα(f(x)=
[image: image185.wmf]ï
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(
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.Για την περίπτωση α>e η g δεν έχει
    ακρότατα , οπότε πρέπει 0<α<e και g(x)=(x2-1)lnα .
    ( Αν α
[image: image186.wmf]Î

(0 , 1) τότε lnα <0 και η g έχει μέγιστο οπότε α
[image: image187.wmf]Ï

(0 , 1) .
    ( Αν α=1 τότε g(x)=0 και η g έχει ελάχιστο το 0 .
    ( Αν α
[image: image188.wmf]Î

(1 ,e) τότε  lnα>0 και και η g έχει ελάχιστο.
    Τελικά λοιπόν α
[image: image189.wmf]Î

[1 ,e) .
    β) Το ζητούμενο εμβαδό είναι Ε=
[image: image190.wmf]ò
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2) α) Θέτουμε όπου x το 2004-x και από το σύστημα που προκύπτει βρίσκουμε 
          f(x)=668-x .
    β) Είναι g(x)=
[image: image201.wmf]x
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 , x
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        Επειδή 
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, η Cf  δεν έχει 
        οριζόντιες ή πλάγιες ασύμπτωτες .Είναι 
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g(x)= -
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  οπότε η Cf  έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη την ευθεία x =1 .
    γ) Είναι h(x)=x2(668-x)= -x3+668x2 , x
[image: image218.wmf]Î
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και 
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[image: image221.wmf]b
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΄h΄
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(

=βh΄(β)- αh΄(α)-[h(x)]
[image: image223.wmf]b

a

= βh΄(β)- αh΄(α)-h(β)+h(α) .
        Για να ισχύει η ισότητα    
[image: image224.wmf]ò

b
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dx

x

xh΄΄

)

(

 =h(α)-h(β) ,αρκεί βh΄(β)- αh΄(α)=0 , για
        κατάλληλες τιμές των α , β .Έχουμε h΄(x)=0
[image: image225.wmf]Û

-3x2+1336x=0
[image: image226.wmf]Û

x=0 ή x=
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.

        Επιλέγοντας α=0 και β=
[image: image228.wmf]3

1336

 παίρνουμε το ζητούμενο .

3) α) Παραγωγίζοντας και τα 2 μέλη της δοθείσας σχέσης παίρνουμε
         f ΄(x)[1821(f(x))1820+3α(f(x))2+ef(x)]=0 , για κάθε x
[image: image229.wmf]Â

Î

. Η παράσταση 
         εντός της αγκύλης είναι θετική , άρα f ΄(x)=0 για κάθε x
[image: image230.wmf]Â

Î

,συνεπώς
         f(x)=c . Η σταθερά c είναι αρνητική , διότι αν c
[image: image231.wmf]³

0 τότε στη δοθείσα σχέση
         το 1ο μέλος θα ήταν μη αρνητικό ενώ το 2ο αρνητικό (άτοπο) .
     β) Είναι g(x)=
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[image: image234.wmf]¥

+

®

 

x

lim

g(x)=0 , 
[image: image235.wmf]¥

-

®

 

x

lim

g(x)= -c , 
[image: image236.wmf]+

®

0

 

x

lim

g(x)= -
[image: image237.wmf]¥

 , 
[image: image238.wmf]-

®

0

 

x

lim

g(x)= +
[image: image239.wmf]¥

. Άρα η ευθεία
          y=0 είναι οριζόντια ασύμπτωτη στο +
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          ασύμπτωτη στο -
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και η x=0 κατακόρυφη ασύμπτωτη .
4) α) Έχουμε  f ΄(x)+f(x)=1
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ex(f ΄(x)+f(x))= ex
[image: image243.wmf]Û

 (exf(x))΄=( ex)΄ 
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         exf(x)= ex+c , c σταθερά .Για x=0 : e0f(0)= e0+c
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e+1=1+c
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c=e . Άρα
         f(x)=1+e1-x , x
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     β) f ΄(x)= - e1-x ,  f ΄΄(x)= e1-x>0 ,άρα η f είναι κυρτή στο 
[image: image255.wmf]Â

.
5) α) f(g΄(x))=(f
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    β) 2006 = 668(3+2 , άρα 
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6) α) Θέτουμε στη δοθείσα όπου x το x+2004 :   f(x+2004)+f(x+1002)=0 (1)
        Θέτουμε στη δοθείσα όπου x το x+1002 : f(x+1002)+f(x)=0  (2) 
         Από (1) και (2) : f(x+2004)=f(x) .
    β) 
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7) α) Η δοθείσα ισότητα γράφεται (f(x)-2004)(f 2(x)+f(x)+1) = 0 , οπότε 
         f(x) = 2004 .
    β) I – J – K =  
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8) α) Θέτουμε 2x-t = u και παίρνουμε f(x) = 
[image: image279.wmf]ò

-

-

1

2

1

)

(

x

du

u

g

 , οπότε f ΄(x) = 2g(2x-1) , 
        f ΄΄(x) = 4g΄(2x-1) και με πρόσθεση  των f ΄(x) , f ΄΄(x) παίρνουμε το ζητούμενο .
    β) Είναι g(x)>0 και g΄(x)
[image: image280.wmf]³

0 , οπότε g(2x-1) >0 , g΄(2x-1)
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        είναι f ΄΄(x)+ f ΄(x) >0 
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9) α) Είναι 
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        αν η f είναι περιττή . 
    β) Η προς ολοκλήρωση συνάρτηση είναι περιττή άρα  Ι = 0 .
    γ) J = 
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10) α) Επειδή f(0)=3 θα είναι f(x)
[image: image299.wmf]³

f(0) άρα το f(0)=3 είναι ελάχιστο της f .
      β) Από το θεώρημα Fermat : f ΄(0) = 0 . Μετά από πράξεις παίρνουμε το  

          ζητούμενο .
11) α) Η εξίσωση γράφεται 
          (x2 + x +1)11+(x2 + x +1)7+ x2 + x +1 = (2x2 – x +1)11+(2x2 – x +1)7+2x2 – x +1 
           Θεωρούμε τη φ(x) = x11 + x7 + x , η οποία είναι γνησίως αύξουσα στο 
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, άρα 
           και 1 – 1 , επομένως η εξίσωση τώρα γράφεται φ(x2 + x +1) = φ(2x2 – x +1)
[image: image301.wmf]Û


           x2 + x +1 = 2x2 – x +1
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 x2 – 2x = 0 
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2ln(2x2 + x + 9) +5(2x2 + x + 9) < 2ln(x2 + 4x + 7) + 5(x2 + 4x + 7) . 
          Θεωρούμε την g(x) = 2lnx +5x , η οποία είναι γνησίως αύξουσα στο (0 , +
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      γ) Επειδή η f είναι συνεχής και για κάθε x
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[image: image330.wmf]¹

0 , θα είναι 
          f(x) > 0 για κάθε x
[image: image331.wmf]Â

Î

 ή f(x) < 0 για κάθε x
[image: image332.wmf]Â

Î

. Άρα 

          g(3)(x) = f(x5) > 0 για κάθε x
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         Επομένως η g΄΄ είναι γνησίως μονότονη στο 
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13) α) f(x) – g(x) 
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14) α) Έστω φ(t) = (
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0 , άρα η φ είναι φθίνουσα στο
           [α , β] , οπότε φ(α) 
[image: image378.wmf]³

 φ(β) απ’ όπου παίρνουμε το ζητούμενο .
       β) Από το (α) για f(x) = 1 και g(x) = φ΄(x) παίρνουμε το ζητούμενο .

15) α) Εφαρμόζουμε το θεώρημα μέσης τιμής για την f στα διαστήματα [α ,
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           κυρτή (κοίλη) τότε η f ΄ είναι γνησίως αύξουσα (γνησίως φθίνουσα) οπότε 
           ξ1 < ξ2 
[image: image387.wmf]Þ

 f ΄(ξ1) < f ΄(ξ2)  (f ΄(ξ1) > f ΄(ξ2)) και μετά τις πράξεις παίρνουμε το
           ζητούμενο .
      β) Η συνάρτηση f(x) = ex +x8 στρέφει τα κοίλα άνω στο 
[image: image388.wmf]Â

, οπότε αν 

          εφαρμόσουμε το (α) για την f στο [α , α+2] , παίρνουμε το ζητούμενο .

16) α) Θέτουμε  f (3)(x) = g(x) .Τότε  g΄(x) + g(x) = ημx + συνx 
[image: image389.wmf]Û


           ex(g΄(x) + g(x)) = ex(ημx + συνx) 
[image: image390.wmf]Û

 (exg(x))΄ = (exημx)΄ 
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           exg(x) = exημx +c1 . Επειδή g(0) = f (3)(0) = 0 , προκύπτει c1 = 0 , οπότε 
           g(x) = ημx  ή f (3)(x) = ημx .Από την τελευταία ισότητα χρησιμοποιώντας και 
           τις αρχικές συνθήκες παίρνουμε διαδοχικά f ΄΄(x) = - συνx , f ΄(x) = - ημx , 
           f(x) = συνx .
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17) Αν a(t) , b(t) , c(t) είναι αντίστοιχα το μήκος , το πλάτος  και το ύψος του 
      παραλληλεπιπέδου τότε Ε(t) = 2a(t)b(t) + 2b(t)c(t) +2c(t)a(t) και V(t) =a(t)b(t)c(t)
      οπότε παραγωγίζοντας και λαμβάνοντας υπόψη ότι  a΄(t)= 1 , b΄(t)= 2 , c(t) = - 2 

      ( σε m/sec )  και b(tο) = c(tο) = 4 m παίρνουμε τελικά   Ε΄(tο) = 16 m2/sec και 
      V΄(tο) = 16 m3/sec .

18) α) Αν α είναι τυχαίο σημείο του 
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αρκεί να δειχθεί ότι 
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      β) Επειδή η f είναι συνεχής στο 
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 η g είναι παραγωγίσιμη στο 
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. Ισχύει 
          g(1) = g(2) = g(3) = … = g(100) = 0 . Εφαρμόζουμε για την g το θεώρημα 

          Rolle στα διαστήματα [1 , 2] , [2 , 3] , [3 , 4] , … , [99 , 100] και παίρνουμε το 
          ζητούμενο. 

19) α) Η y = 
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20) α) Για κάθε x
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      β) Από την - f 2(x) + 7f(x) +18 
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          απ’ όπου μετά από διάσπαση και πράξεις παίρνουμε το ζητούμενο.

21) α) f(x) = x
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          f ΄(x) = 
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[image: image442.wmf]Â
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. Άρα f(1) = 0 και f ΄(1) = 0 .
      β) Παραγωγίζοντας την f ΄(x) παίρνουμε το ζητούμενο .
      γ) Για ν = 1 από το (β) παίρνουμε  f ΄΄(x) = f(x) 
[image: image443.wmf]Û

 f ΄΄(x) + f ΄(x) = f(x) + f ΄(x)
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 g΄(x) = g(x)      « θέτοντας g(x) = f(x) + f ΄(x) » 

          
[image: image445.wmf]Û

e – x [g΄(x) – g(x) ] = 0 
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 [e – x g(x)]΄ = 0 
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e – x g(x) = c1 . Επειδή 
          g(1) = f(1) + f ΄(1) = 0 , προκύπτει c1 = 0 , οπότε g(x) = 0 
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 f(x) + f ΄(x) = 0
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ex[f(x) + f ΄(x)] = 0 
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 [exf(x)]΄ = 0 
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 exf(x) = c2 . Επειδή f(1) = 0 , 
          προκύπτει c2 = 0 , οπότε f(x) = 0, x
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          Για ν = 2 από το (β) παίρνουμε  f ΄΄(x) = - xf ΄(x) 
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 f(x) = c4 . Επειδή f(1) = 0 προκύπτει c4 = 0 , άρα f(x) = 0 ,
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23) α) Αν λ
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[image: image478.wmf]ò
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1
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(

)

(

(

l

dx

x

f

x

g

= 12e – 12eλ + λlnλ .
           Αν λ = 1 τότε Ε(λ) = 0 . Αν λ > 1 τότε Ε(λ) = 
[image: image479.wmf]ò
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l

1
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dx
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g
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           = –12e + 12eλ – λlnλ .
      β) 
[image: image480.wmf]+
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Ε(λ) = 
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24) α) f ΄(x) = 4x3 – 12x2 +10x = 2x(2x2 – 6x + 5) . Τα ζητούμενα φαίνονται στον
           πίνακα που ακολουθεί : 


	x
	-
[image: image488.wmf]¥

                                 0                                  +
[image: image489.wmf]¥



	f ΄(x)
	                  –                  0                  + 

	f(x)
	
                                     ο.ε.

                                 f(0) = - α 


      β) Το σύνολο τιμών της f είναι το f(
[image: image490.wmf]Â

) = f((-
[image: image491.wmf]¥

, 0))
[image: image492.wmf]È

f([0 , +
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           = (
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[image: image497.wmf]+¥
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[image: image498.wmf]¥

)
[image: image499.wmf]È

[-α , +
[image: image500.wmf]¥

) = [-α , +
[image: image501.wmf]¥

) .
      γ) Επειδή 0
[image: image502.wmf]Î

(-α , +
[image: image503.wmf]¥

) και 0
[image: image504.wmf]Î

[-α , +
[image: image505.wmf]¥

) και η f είναι γνησίως μονότονη σε 
          καθένα από τα διαστήματα (-
[image: image506.wmf]¥

, 0) , [0 , +
[image: image507.wmf]¥

)  η f(x) = 0 έχει ακριβώς 2 ρίζες
          στο 
[image: image508.wmf]Â

.

25) α) Βρίσκουμε πρώτα ότι f(x) = ημx , οπότε θα δείξουμε ότι υπάρχει ξ
[image: image509.wmf]Î

(α , α+1)
           τέτοιο ώστε  ημ(ημ(α+1)) – ημ(ημα) = συν(ημξ)συνξ . Εφαρμόζοντας το 
           θεώρημα μέσης τιμής για την συνάρτηση h(x) = ημ(ημx) στο [α , α+1]

           παίρνουμε το ζητούμενο .
      β) Αρκεί να δείξουμε ότι 0 < 
[image: image510.wmf]hmb

hmg

e

e

-

< e(γ – β) . Εφαρμόζουμε το θεώρημα
          μέσης τιμής για την g(x) = eημx στο [β , γ] .

26) α) Εφαρμόζουμε το θεώρημα Rolle για την  F(x) = - ασυνx + βημx -
[image: image511.wmf]p

a

2

x στο 

           [0 , π] , για την οποία ισχύει F΄(x) = f(x) και F(0) = F(π) = - α .
      β) Θα δείξουμε ότι η εξίσωση f(x) – συνx = 0 , έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο
          (0 , α) . Εφαρμόζουμε το θεώρημα Rolle για την  G(x) = 
[image: image512.wmf]ò

x
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f

0

)

(

- ημx  στο
          [0 , α] , για την οποία ισχύει G΄(x) = f(x) – συνx και G(0) = G(α) = 0 .

27) α) Είναι x2
[image: image513.wmf]³

x 
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x(x-1)
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 και  x2 < x
[image: image519.wmf]Û

x
[image: image520.wmf]Î
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           Έτσι παίρνουμε f(x) = 
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      β) Η 
[image: image524.wmf]f
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είναι συνεχής στα διαστήματα 
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[image: image526.wmf])
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ως απόλυτη τιμή 
          συνεχούς συναρτήσεως και συνεχής στο διάστημα (0 , 1) ως ρίζα συνεχούς
          συναρτήσεως . Επειδή 
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          Επειδή 
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          συνεχής στο 1 . Άρα η 
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 είναι συνεχής στο 
[image: image540.wmf]Â
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     γ)  Δεν είναι παραγωγίσιμη στο 0 αφού :
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          Δεν είναι παραγωγίσιμη στο 1 αφού :
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28) α) Η δοθείσα ισότητα γράφεται f ΄(20) - f ΄(10)  =  f ΄(35) - f ΄(25) 
[image: image551.wmf]Û


           
[image: image552.wmf]Û



 EMBED Equation.3  [image: image553.wmf]10

20

)

10

(

)

20

(
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-

f΄

f΄

=
[image: image554.wmf]25

35

)

25

(

)

35

(

-

-

f΄

f΄

. Εφαρμόζουμε το θεώρημα μέσης τιμής
           για την f ΄ στα διαστήματα [10 , 20] και [25 , 35] και συμπεραίνουμε ότι 

           υπάρχουν ξ1 , ξ2 τέτοια ώστε f ΄΄( ξ1) = f ΄΄( ξ2) , με ξ1
[image: image555.wmf]Î

(10 , 20) και 

           ξ2
[image: image556.wmf]Î

(25 , 35) .
       β) Εφαρμόζουμε το θεώρημα Rolle για την  f ΄΄ στο [ξ1 , ξ2] .

29) α) Αν η f(x) = 0 έχει τουλάχιστον ν+2 ρίζες τότε εφαρμόζοντας το θεώρημα Rolle
           για την f σε καθένα από τα ν+1 διαδοχικά διαστήματα που ορίζονται από τις 
           ρίζες της f(x) = 0 , παίρνουμε ότι η f ΄(x) = 0 έχει ν+1 τουλάχιστον ρίζες , που 
           είναι άτοπο .
       β) Είναι  4x = – x2 + 15x – 10 
[image: image557.wmf]Û

4x + x2 –  15x +10 = 0 . 

           Έστω f(x) = 4x + x2 –  15x +10 . Τότε f ΄(x) = 4xln4 + 2x –  15 ,

           f ΄΄(x) = 4x(ln4)2 + 2 > 0 . Σύμφωνα μα το (α) η f ΄(x) = 0 θα έχει το πολύ μία
           ρίζα , ενώ η f(x) = 0 θα έχει το πολύ δύο ρίζες . Παρατηρούμε ότι f(1) = 0 και
           f(2) = 0 . Άρα η f(x) = 0 έχει ακριβώς δύο ρίζες , τις x1 = 1 και x2 = 2 .

30) α) Αν f(α)f(β) < 0 τότε από το θεώρημα Bolzano η εξίσωση f(x) = 0 έχει λύση 

          στο (α , β) .
           Έστω τώρα ότι η εξίσωση f(x) = 0 έχει λύση τον αριθμό ξ
[image: image558.wmf]Î

(α , β) . Τότε θα 
           είναι : f(α) < f(ξ) < f(β)
[image: image559.wmf]Û

 f(α) < 0 < f(β) , αν η f είναι γνησίως αύξουσα  ή  

           f(α) > f(ξ) > f(β)
[image: image560.wmf]Û

 f(α) > 0 > f(β)  , αν η f είναι γνησίως φθίνουσα . Σε κάθε 
           περίπτωση είναι f(α)f(β) < 0 .
      β) Έστω f(x) = x7 + x5 +2x – λ , x
[image: image561.wmf]Î

[-1 , 1] . H f είναι γνησίως αύξουσα στο

           [-1 , 1] και συνεχής σε αυτό , οπότε σύμφωνα με το (α) : η f(x) = 0 έχει λύση 
           στο (-1 , 1) 
[image: image562.wmf]Û

 f(-1)f(1) < 0
[image: image563.wmf]Û

λ
[image: image564.wmf]Î

(- 4 , 4) .

31) α) Για κάθε x
[image: image565.wmf]Â

Î

είναι f ΄(x) = ex +3x2 +1 > 0 
[image: image566.wmf]Þ

 η f είναι γνησίως αύξουσα 
[image: image567.wmf]Þ


     
[image: image568.wmf]Þ

 η f είναι 1 – 1  
[image: image569.wmf]Þ

 η f είναι αντιστρέψιμη .

     Το πεδίο ορισμού της f –1 είναι το σύνολο τιμών της f , δηλαδή το f(
[image: image570.wmf]Â

) = 
      = (
[image: image571.wmf]-¥
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f(x) , 
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f(x) ) = (
[image: image573.wmf]+¥
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) = 
[image: image574.wmf]Â

.

β) Παρατηρούμε ότι f(0) = 1 , άρα f –1(1) = 0 . H f –1 είναι γνησίως αύξουσα στο
    
[image: image575.wmf]Â

, αφού αν υποθέσουμε ότι υπάρχουν α , β 
[image: image576.wmf]Â

Î

 με α < β και f –1(α)
[image: image577.wmf]³

 f –1(β) 
     θα είχαμε  f(f –1(α)) 
[image: image578.wmf]³

 f(f –1(β)) 
[image: image579.wmf]Þ

α
[image: image580.wmf]³

β (άτοπο) . 
     Άρα η εξίσωση f –1(x) = 0 έχει μοναδική λύση την x = 1 .
γ) Για κάθε y
[image: image581.wmf]Â

Î

έχουμε : f(f –1(y)) = y 
[image: image582.wmf]Þ

 f ΄(f –1(y)) (f –1)΄(y) = (y)΄ 
[image: image583.wmf]Þ


    
[image: image584.wmf]Þ

(f –1)΄(y) = 
[image: image585.wmf]))
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. Για y = 1 : (f –1)΄(1) = 
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[image: image587.wmf])
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[image: image588.wmf]2
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32) α) Για το ολοκλήρωμα 
[image: image589.wmf]ò
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 θέτουμε x = f(t) , t
[image: image590.wmf]Î

[α , β] , οπότε
           dx = f ΄(t)dt . Για x = f(α) παίρνουμε t = α , ενώ για x = f(β) παίρνουμε 

           t = β  ( η f είναι 1 – 1 ) . Το 
[image: image591.wmf]ò
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 είναι καλώς ορισμένο αφού η
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 είναι συνεχής ( f συνεχής 
[image: image593.wmf]Þ

Cf συνεχής γραμμή 
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 συνεχής 

           γραμμή , αφού οι Cf , 
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 είναι συμμετρικές ως προς την y = x  
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           συνεχής ) . Έτσι είναι 
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= [ tf(t)]
[image: image604.wmf]b
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 = βf(β) – αf(α) .
      β) f ΄(x) = ex + 5x4 > 0 , για κάθε x
[image: image605.wmf]Â

Î

. Άρα η f είναι 1 – 1 και σύμφωνα με 
          το (α) θα είναι : 
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33) α) Έστω ότι ο ρ είναι ρίζα της εξίσωσης  f(x) = f – 1(x). Τότε θα είναι 
           f(ρ) = 
[image: image611.wmf])
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r

-

f

 (1) και θα δείξουμε ότι f(ρ) = ρ . Επειδή η f είναι γνησίως 

                 αύξουσα  θα είναι και η 
[image: image612.wmf]1
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f

γνησίως αύξουσα (αν α < β θα είναι 

                 f – 1(α) < f – 1(β) , διότι αν είχαμε f – 1(α) 
[image: image613.wmf]³

 f – 1(β) 
[image: image614.wmf]Þ

 f(f – 1(α))
[image: image615.wmf]³

f(f – 1(β)) 

                 
[image: image616.wmf]Þ

 α
[image: image617.wmf]³

β , άτοπο ) .
                 Αν f(ρ) > ρ τότε f – 1(f(ρ)) > f – 1(ρ) 
[image: image618.wmf]Þ

ρ > f – 1(ρ) 
[image: image619.wmf])
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Þ

 ρ > f(ρ) (άτοπο) .
                 Αν f(ρ) < ρ τότε f – 1(f(ρ)) < f – 1(ρ) 
[image: image620.wmf]Þ

ρ < f – 1(ρ) 
[image: image621.wmf])
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 ρ < f(ρ) (άτοπο) .
                 Άρα f(ρ) = ρ .
                 Έστω ότι ο ρ είναι ρίζα της εξίσωσης  f(x) = x . Τότε θα είναι f(ρ) = ρ (2)
                  και θα δείξουμε ότι f(ρ) = 
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                  Από την (2) προκύπτει 
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            β) f ΄(x) = 1 + 
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> 0 , για κάθε x
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. Άρα η f είναι γνησίως αύξουσα .
                Σύμφωνα με το (α) έχουμε : f(x) = 
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[image: image646.wmf]Â

Î

είναι 
[image: image647.wmf]e

1



 EMBED Equation.3  [image: image648.wmf]£

 g(t) 
[image: image649.wmf]£

 e , οπότε :

              
[image: image650.wmf]ò

+

+

1

)

(

)

(

)

2

1

(

x

f

x

f

dt

t

e

 
[image: image651.wmf]£



 EMBED Equation.3  [image: image652.wmf]ò

+

+

1

)

(

)

(

)

2

)

(

(

x

f

x

f

dt

t

t

g



 EMBED Equation.3  [image: image653.wmf]£



 EMBED Equation.3  [image: image654.wmf]ò

+

+

1

)

(

)

(

)

2

(

x

f

x

f

dt

t

e

  
[image: image655.wmf]Þ

 

                
[image: image656.wmf]e

1

 + 2f(x) + 1 
[image: image657.wmf]£



 EMBED Equation.3  [image: image658.wmf]ò

+

+

1

)

(

)

(

)

2

)

(

(

x

f

x

f

dt

t

t

g



 EMBED Equation.3  [image: image659.wmf]£

 e + 2f(x) + 1 . Επειδή 

               
[image: image660.wmf]+¥

®

x

lim

(
[image: image661.wmf]e

1

 + 2f(x) + 1) = 
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    35) α) Για  x = y = 0 παίρνουμε f(0) = 0 . Για y = - x παίρνουμε  0 = f(x) + f(-x) + 0 
               δηλαδή f(-x) = - f(x) , οπότε η f είναι περιττή και συνεπώς ( άσκηση 9α ) 
                
[image: image667.wmf]ò
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a

dx
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f
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(

= 0 .

           β) Θέτουμε g(x) = 
[image: image668.wmf]ò

x

dt

t

f

3
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)

(

 - 3x + 1 . Για κάθε x
[image: image669.wmf]Â

Î

είναι g(x) 
[image: image670.wmf]³

0 = g(
[image: image671.wmf]3

1

) ,
                άρα η g παρουσιάζει ελάχιστο στη θέση 
[image: image672.wmf]3

1

 . Σύμφωνα με το θεώρημα 
                Fermat θα είναι g΄(
[image: image673.wmf]3

1

) = 0 . Όμως g΄(x) = 3f(3x) – 3 και g΄(
[image: image674.wmf]3

1

) = 0 
[image: image675.wmf]Û


                3f(1) – 3 = 0 
[image: image676.wmf]Û

f(1) = 1 . Θέτουμε x = 1 στην δοθείσα εξίσωση και 
                παρατηρούμε ότι επαληθεύεται ,άρα έχει μία τουλάχιστον  ρίζα στο 
[image: image677.wmf]Â

.

    36) α) Θέτουμε x = 
[image: image678.wmf]2

p

 και y = 0 .
          β) Παραγωγίζουμε τη δοθείσα σχέση ως προς y και έπειτα θέτουμε y = 0 .
          γ)  Παραγωγίζουμε τη (
β) ως προς x και παίρνουμε f ΄΄(x) = f ΄(
[image: image679.wmf]2

p

- x) .
               Από την (β) θέτοντας όπου x το 
[image: image680.wmf]2

p

- x παίρνουμε f ΄(
[image: image681.wmf]2

p

- x) = - f(x) .
               Έτσι f ΄΄(x) = - f(x) 
[image: image682.wmf]Û

 f ΄΄(x) + f(x) = 0 .
          δ) Θέτουμε g(x) = f(x) – συνx , άρα g΄(x) = f ΄(x) + ημx , g΄΄(x) = f ΄΄(x) + συνx 
              οπότε g(x) + g΄΄(x) = f(x) + f ΄΄(x) = 0 . Έχουμε :

              2g΄(x)( g(x) +g΄΄(x)) = 2g΄(x)(0
[image: image683.wmf]Û

[(g(x))2 + (g΄(x))2 ]΄ = 0
[image: image684.wmf]Û


              (g(x))2 + (g΄(x))2 = c , c σταθερά .
              Παρατηρούμε ότι g(0) = g΄(0) = 0 , οπότε παίρνουμε c = 0 . Άρα θα έχουμε 
              (g(x))2 + (g΄(x))2 = 0 , οπότε g(x) = 0 
[image: image685.wmf]Û

 f(x) = συνx .

37) α) Εφαρμόζουμε το θεώρημα Bolzano για την f(x) = 2x2004 – x2 + x – 1 στο [0 , 1].
      β) Θεωρούμε το τετράγωνο ΑΒΓΔ σε ορθοκανονικό σύστημα συντεταγμένων 
          Οxy έτσι ώστε Α
[image: image686.wmf]º

Ο(0 , 0) , Β(1 , 0)  , Γ(1 , 1) , Δ(0 , 1) . Έστω Μ(x , 0) σημείο
          του τμήματος ΑΒ . Τότε 
[image: image687.wmf]®

MA

= x , 
[image: image688.wmf]®

®

MD

×

MG

 = (1 – x , 1)((0 – x , 1) = x2 - x + 1.
          Αρκεί να δείξουμε ότι υπάρχει x
[image: image689.wmf]Î

(0 , 1) τέτοιο ώστε 2x2004 = x2 - x + 1 
[image: image690.wmf]Û


          2x2004 – x2 + x – 1 = 0 , το οποίο έχει αποδειχθεί στο (α) .

38) α) Έστω ότι η f δεν είναι σταθερή . Τότε υπάρχουν κ , λ 
[image: image691.wmf]Î

[0 , 10] με κ < λ ώστε
           f(κ) 
[image: image692.wmf]¹

f(λ) . Η f είναι συνεχής στο [κ , λ] 
[image: image693.wmf]Í

[0 , 10] και f(κ) 
[image: image694.wmf]¹

f(λ) , οπότε από
           το θεώρημα ενδιάμεσων τιμών η f θα παίρνει όλες τις τιμές μεταξύ των f(κ) 
           και f(λ) . Αυτό όμως είναι άτοπο , αφού μεταξύ των ακεραίων f(κ) , f(λ) 

           υπάρχουν ρητοί και άρρητοι που δεν ανήκουν στο Ζ . 
      β) Παρατηρούμε ότι : g(x) = 
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           Πρέπει 3f(x) – 2 
[image: image697.wmf]¹

0
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x

f

, που ισχύει για κάθε x
[image: image699.wmf]Î

[0 , 10] , αφού η 
           f παίρνει τιμές στο Ζ . Άρα Dg = [0 , 10] .
           Για να είναι g(x) 
[image: image700.wmf]Î

 Ζ πρέπει 3f(x) – 2 = 1 ή – 1 ή 3 ή – 3 . Η μόνη περίπτωση
           που δίνει f(x) 
[image: image701.wmf]Î

 Ζ είναι f(x) = 1 , οπότε g(x) = 3 .
      γ) Είναι α(t) = 
[image: image702.wmf]5
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, β(t) = 
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, γ(t) = 
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, t
[image: image705.wmf]Î

[0 , 10] . Από το 2ο θεώρημα
          των διαμέσων έχουμε  (ΜΔ)(t) = 
[image: image706.wmf])
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 ,  επομένως 
          (ΜΔ)΄(t) = 3(ln2[
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3

2

+

t

- 
[image: image710.wmf]2

3

2

-

t

] και (ΜΔ)΄(1) = 90(ln2 .

39) α) Για y = 0 : f(x2 ) = xf(x) . Αν degf(x) = ν  ο βαθμός του f(x) τότε degf(x2) = 2ν  
          και deg[xf(x)] = ν + 1 . Όμως πρέπει  degf(x2) = deg[xf(x)] 
[image: image711.wmf]Û

ν = 1.
          Άρα f(x) = αx + β  με α
[image: image712.wmf]¹

0 . Η σχέση f(x2 ) = xf(x) γράφεται αx2 + β = x(αx +β)  
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 αx2 + β = αx2 + βx 
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 β = 0 ( ισότητα πολυωνύμων) . Άρα f(x) = αx ,α
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          Από την f(
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) = 
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 προκύπτει α = 1 . Επομένως f(x) = x .
       β) 
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40) α) Έστω f(x) = ημx - x + 
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x3 , x
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0 . Είναι f ΄(x) = συνx - 1 + 
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x2 , 
           f ΄΄(x) = - ημx  + x > 0 για x > 0 ( για κάθε x 
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[image: image731.wmf]x

x

£

hm



 EMBED Equation.3  [image: image732.wmf]Þ

ημx
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x ,
           με το = να ισχύει μόνο όταν x = 0 ) . Η f ΄ είναι γνησίως αύξουσα οπότε
           για κάθε x > 0 
[image: image734.wmf]Þ

f ΄(x) > f ΄(0) 
[image: image735.wmf]Þ

 f ΄(x) > 0 . Η f είναι γνησίως αύξουσα
           οπότε για κάθε x > 0 
[image: image736.wmf]Þ

f(x) > f(0) 
[image: image737.wmf]Þ

 f(x) > 0 .
      β) Χωρίζουμε το αρχικό τετράγωνο σε 9 ίσα τετράγωνα πλευράς 2 . Δύο 
          τουλάχιστον από τα 10 σημεία θα βρίσκονται στο ίδιο τετράγωνο πλευράς 2
          άρα η μέγιστη απόσταση αυτών των δύο θα είναι ίση με τη διαγώνιο του

          τετραγώνου , δηλαδή ίση με 
[image: image738.wmf]2
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 . Υπάρχουν λοιπόν δύο 

          τουλάχιστον σημεία Ai , Aj  (i
[image: image740.wmf]¹

j ) τέτοια ώστε 0 < Dij
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2
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 . Από το (α) 

          έχουμε για κάθε x > 0 : 6ημx > 6x – x3 
[image: image743.wmf]Þ
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