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ΓΕΝΙΚΕΣ ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΤΙΣ ΠΑΡΑΓΩΓΟΥΣ 

(2) Να βρεθεί η πολυωνυµική συνάρτηση P(x) αν  και ( )( ) ( ) ( )2
8P x P x P x′ ′′ =  

για κάθε x  .∈ℜ

(7) Αν   για κάθε ,α β ∈ℜ   να δειχθεί ότι η f  είναι σταθερή 

στο ℜ  .

(6) ∆ίνεται η παραγωγίσιµη συνάρτηση g  µε  για κάθε x ∈ℜ .  

Αν ( ) ( )(1 x)f x g x= +  να δειχθεί ότι η γραφική παράσταση της f  έχει στο ( )( )0M f0,  

εφαπτοµένη που σχηµατίζει γωνία   µε τον άξονα .x x′  

(4) Αν ( ) ( )1f x x≥ −  για κάθε  και   να δειχθεί ότι η f δεν 

παραγωγίζεται στο x  1o =

(3) Αν  ( ) 22f x − ≤ x   για κάθε x ∈ℜ , να δειχθεί ότι  

(1) ∆ίνεται η συνάρτηση α  µε 1, ,oα α … αν  ∈ℜ  και 

0.να ≠  Να δειχθεί ότι η ( ) ( ) !xf x ν=   αν για κάθε    ν ∈  

( ) 1
1 1 of x x x xν ν

ν να α α−
−= + + + + ,

( )0 4P =

( ) 0f x′ =

(5) Αν ,f g  παραγωγίσιµες συναρτήσεις στο  και ( ) (of x g x=  και  

( ) ( )f x g≥ x  για κάθε  x  να δειχθεί ότι ∈ℜ  

( )1 0f =x ∈ℜ

ox ∈ℜ )o

( ) ( )o of x g x′ ′=

( ) ( )0 1 , 0g e g x= − >

4
π

( ) ( ) ( )2f fα β α β− ≤ −

(8) Να δειχθεί ότι η ευθεία 1xψ = +   εφάπτεται στη γραφική παράσταση της 

παραγωγίσιµης συνάρτησης f  που ορίζεται στο *
+ℜ  και έχει την ιδιότητα 

( ) ( )33 ,x f x xf x+ =    για κάθε x .∈ℜ  
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10) Να βρεθεί πολυώνυµο P(x)  αν .  Να δειχθεί ότι το Ρ(x) 

δεν έχει ρίζα p µε πολλαπλότητα 2κ ≥ . 

(14) ∆ίνεται η συνάρτηση  Να βρεθούν τα ,α β ∈ℜ  αν 

γνωρίζουµε ότι υπάρχει ευθεία που εφάπτεται στο διάγραµµα της f στα σηµεία ( )( )1, 1A f  

και  ( )( )2, 2 .B f

(15) ∆ίνεται η συνάρτηση   είναι συνεχής και δύο φορές παραγωγίσιµη. Αν 

( ) ( ) ( )f f fα β= = γ   µε ( ),γ α β∈  να δειχθεί ότι υπάρχει ( , )ξ α β∈  έτσι ώστε 

. ( ) 0f ξ′′ =

(13) ∆ίνεται η συνάρτηση  , να δειχθεί ότι η εξίσωση ( ) 0f x =  

έχει µία ρίζα πραγµατική και έξι ρίζες µιγαδικές. 

(12) ∆ίνεται η συνάρτηση  µε τις ιδιότητες : (α) Παραγωγίσιµη στο [ ]0,2  

(β) ( ) ( )0 2 ,  2f f= 3=  (γ) ∆εν υπάρχει  τέτοιο ώστε . Να 

δειχθεί ότι υπάρχει ένα µόνο 

( ) 23f ξ ξ′ = 1+

( )0,2ξ ∈  τέτοιο ώστε ( ) 3f ξ ξ ξ 1= + + . 

(9) ∆ίνεται η συνάρτηση [ ]: 0,1f →ℜ  µε τις ιδιότητες, α) δύο φορές παραγωγίσιµη στο 

[ ]0,1 ,  β) ,  γ) ( ) (0f f= )1 ( )f x′′ 6≠  για κάθε . Να δειχθεί ότι η εξίσωση 

  έχει µία µόνο ρίζα στο ( )f x′ 6 3 0x− + = ( )0,1  

[ ]0,1x ∈

( ) ( )
!
xP x P x x
ν

γκ
ν

′− = ∈ℜ

(11) Αν  να δειχθεί ότι η f είναι γνησίως αύξουσα στο ℜ  και η 

 έχει µία µόνο πραγµατική ρίζα. 

( ) ( 22f x x n x= + + +

0

)1

[

( )f x =

]: 0,2f →ℜ

( )0,2ξ ∈

( ) 7 32 3f x x x x= + + +

( ) 4 3 2 1.f x x x x xα β= + + + +

(16) ∆ίνονται οι συναρτήσεις ,f g  συνεχείς στο [ ],α β  και παραγωγίσιµες στο ( ),α β  και 

 για κάθε ( ) 0g x ≠ [ ],x α β∈  και ( ) 0g x′ ≠  για κάθε  και 

. ( )f gα α( ) ( ) ( )f gβ β= = 0
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(17) ∆ίνεται η συνάρτηση f  συνεχής στο [ ],α β  και παραγωγίσιµη στο ( ),α β  και 

  για κάθε  ( ) 0f x ≠ ( ),x α β∈ . Να δειχτεί ότι υπάρχει  τέτοιο ώστε 

( )
( )

1 1f
f

ξ
ξ α ξ β ξ

= +
− −

′
 

(18) Αν   µε :f ℜ →ℜ ( ) ( )0 0f f ′= = 0

∈ℜ

 και 

  ( ) , να δειχτεί ότι ( ) ( ) ( ) ( )2
2   f x f x f x f x xγκ′ ′ ′′− = ( ) 0   f x xγκ= ∈ℜ . 

(19) ∆ίνεται η συνάρτηση ( ) ( )1 , 0
1                          , 0

xe x nx e x
f x

x
 + − − >= 

=
 

i) Να δειχτεί ότι είναι συνεχής στο 0 και µαζί παραγωγίσιµη. ii) Να µελετηθεί ως προς τη 

µονοτονία και τα ακρότατα της f .iii) Να δειχτεί ότι η εξίσωση  έχει δύο 

ακριβώς πραγµατικές ρίζες. 

( ) 0f x =

(20) ∆ίνεται η συνάρτηση [ ]: 0,f +∞ → ℜ  µε ( ) ( ) 2
1

2 xf x x=  αν  και  0x ≠ ( )0 0f =  

i) Να δειχτεί ότι η f  είναι συνεχής. ii) Να βρεθούν τα ακρότατα. iii) Να βρεθεί το σύνολο 

τιµών της f . iv) Να συγκριθούν οι αριθµοί 4 9 164 , 9 , 16 . 

(21) ∆ίνεται η συνάρτηση  µε :f ∆ → ℜ [ ]1,2∆ =  και ( ) 12
2

f x = − nx . α) Να δειχτεί 

ότι η f  στο ∆ είναι γνησίως φθίνουσα, να προσδιοριστεί ότι το ( )f ∆  είναι υποσύνολο του 

∆. β) Να δειχτεί ότι η εξίσωση ( )f x x=  έχει µοναδική λύση στο [ ]1,2 . 

(22) Να λυθεί η εξίσωση   1 0nx x− + =

(23) ∆ίνεται η συνάρτηση  µε τις ιδιότητες: α) ∆ύο φορές παραγωγίσιµη στο :f ℜ→ℜ ℜ , 

β) ( ) ( )6 9 ( ) 32 xf x f x′′ ′− + f x e= ,  γ) ( )1 0f = . 

(23a) Αν ( ) ( )
3x

f x
g x

e
 

= 
 

 να βρεθούν οι συναρτήσεις g  και  f  όταν  ( )0 0g =
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(24) Αν f  παραγωγίσιµη στο ℜ  να δειχτούν οι ισοδυναµίες: 

α) ( ) ( ) ( )  xf x f x x f x ceγκ′ = ∈ℜ ↔ =  β) ( ) ( ) ( x)f x f x x f x ceγκ −′ = − ∈ℜ ⇔  

 (26) Μεταξύ δύο διαδοχικών ριζών του πολυωνύµου  να δειχτεί ότι υπάρχει µία 

τουλάχιστον ρίζα της εξίσωσης ( ) 0P x′ =  και µεταξύ δύο ριζών της  να δειχτεί 

ότι υπάρχει µια το πολύ ρίζα της 

( ) 0P x′ =

( ) 0P x = . 

και , να δειχτεί ότι υπάρχει ( ,ξ α β∈  τέτοιο ώστε 

 ( ) 0f ξ′′ =

(29) ∆ίνεται η συνάρτηση f  µε . Να βρεθεί το πεδίο ορισµού, 

ασύµπτωτες, Μονοτονία, ακρότατα, το σύνολο τιµών. Πρόχειρη γραφική παράσταση. 

(28) ∆ίνεται η συνάρτηση f   µε .  Να βρεθούν: πεδίο ορισµού, ασύµπτωτες, 

Μονοτονία, Ακρότατα, Κοίλα, Σηµεία καµπής, Το σύνολο τιµών πρόχειρη γραφική 

παράσταση. Να δειχτεί e  για κάθε  x ≥ x *x +∈ℜ . Να δειχτεί ότι 100 . 101 100101>

(25) Αν f  δύο φορές παραγωγίσιµη στο ℜ και  και  να δειχτεί 

ότι  και ότι ( )f x ( )( )22 0f x′− ( ) xf x e=  

( ) ( )f x f x xγκ′′ = ∈ℜ

=

( )P x

(27) Αν το  είναι πολυώνυµο 3( )P x

( )x

ου βαθµού µε τρεις άνισες πραγµατικές ρίζες να δειχτεί 

ότι το  έχει δύο ακριβώς άνισες πραγµατικές ρίζες. Μετά να δειχτεί ότι αν η P ′ f  µε  

( ) 2f x x x4 3xx α β γ+ + + δ= +   έχει τρία διαφορετικά ακρότατα τότε 23 8α β> . 

( ) nxf x
x

=

e

( ) 1nxf x
x e

−
=

−

(30) Αν [ ]: ,f α β → ℜ  δύο φορές παραγωγίσιµη  

( ) ( ) 2
2

f f f α βα β + + =  
 

)
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(31) Να βρεθούν  τα ακρότατα της ( ) 2 1

xef x
x

=
+

 στο [ )0,+∞  και να δειχτεί ότι 

 για κάθε x  2 1xe x≥ + 0≥

(33) Να δειχτεί ότι µόνο αν  2 3α β>  η συνάρτηση  θα έχει 

τοπικά ακρότατα σε δύο σηµεία. Να υπολογισθούν τότε τα α, β, γ ώστε τα ακρότατα να 

παρουσιάζονται για  και 1x = 1x = −  και η ακρότατη τιµή για  να είναι 5. 

(36) Για τη συνάρτηση  δεχόµαστε ότι είναι παραγωγίσιµη στο µηδέν. Να 

δειχτεί ότι για να ‘ναι παραγωγίσιµη η 

:f ℜ →ℜ

( ): 1,1g − → ℜ  µε ( ) (g x f x= )  στο 0x =  

πρέπει και αρκεί ( )0 0f ′ = .  

(35) ∆ίνεται η  

δ) ( )0f = 2 .  Να βρεθεί µια παράγουσα της g   και ο τύπος της f . Να βρεθεί το 

( )lim
x

f x
∞→−

 

(34) ∆ίνεται η συνάρτηση :f ℜ→ℜ

( )g x xγκ=

 µε τις ιδιότητες: α) παραγωγίσιµη στο , β) 

  γ) ( ) ( ) ( )21   xf x f x x e′ = + ∈  για κάθε    x ∈ℜ

(32) Να βρεθούν τα ακρότατα της ( ) 2 nxf x
x
+

=  στο  και να δειχτεί ότι 

 για κάθε x  2nx ex≤ − 0>

( )0,+∞

( ) 3 2f x x x xα β γ= + + +

1x = −

ℜ ( ) 0f x >

( ) ( )
2

2

6 4 2  ,       1 3

3 3 8 4 2 3  ,   3 5

x x x
f x

x x x

αν

αν

 − − + − ≤ ≤= 
+ + − + − + < ≤

α) Να δειχτεί ότι η f  είναι συνεχής. β) Να δειχτεί ότι το σηµείο  της (3,5M ) fC  είναι 

γωνιακό σηµείο.                      

γ) Να βρεθεί το µέτρο της γωνίας που σχηµατίζουν οι δύο ηµιεφαπτόµενες (αριστερά-δεξιά) 

στο M . ( )3,5
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(37) ∆ίνεται η συνάρτηση  δύο φορές παραγωγίσιµη. Αν οι  :f ℜ→ℜ ,f f′ ′′  ικανοποιούν 

την ( ) ( )( )3x
2

1 xf x x f x e −′′ ′+ = −  και στο ox ∈ℜ  παρουσιάζει η f  ακρότατα τότε το 

ακρότατο αυτό είναι ελάχιστο. 

Να δείξετε ότι η fα   είναι παραγωγίσιµη στο ℜ  και να βρείτε την   

(38) Θεωρούµε τη συνάρτηση fα  µε   ,α ∈ℜ  

σταθερά.  

( ) ( )2       0

0                      0

x n x x
f x

x

α αν

αν

 − ≠= 
=

( ).f xα′

Υποθέτω ότι η (1) ισχύει για .ν κ=  ∆ηλαδή υποθέτω ότι ισχύει: ( ) ( ) !f xκ
κκ α=   µε  

( ) 1 of x xκ
κα α κ α= + +…  Τότε θα δείξω ότι η  (1)  ισχύει για 1.ν κ= +  ∆ηλαδή θα 

δείξω ότι ισχύει : ( ) ( )1f xκ + ( 1κα)1 !κ += +   µε 1 1 ox xκ κ
κ κα α α+ + +…  

Όµως   

Για 1ν =  έχω 1 .oxα α+   Άρα ( ) 1f x α′ =   ∆ηλαδή  και συνεπώς ισχύει η (1). 

( ) 1
1 1 of x x x xν ν

ν να α α−
−= + + + +α 1,o ν       και   

Να ευρεθεί ο γεωµετρικός τύπος των σηµείων ( )( ),ox of xα  όπου   οι ρίζες της 

 (Απάντηση: 

ox

( ) 0f xα′ = 21
2
xψ = ) 

ΛΥΣΕΙΣ ΤΩΝ ΓΕΝΙΚΩΝ ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΩΝ ΑΣΚΗΣΕΩΝ ΣΤΙΣ ΠΑΡΑΓΩΓΟΥΣ 

ΑΣΚΗΣΗ 1 

α α α ∈ℜ… 0να ≠

( ) ( ) !f xν
νν α=   για κάθε ν ∈         (1) 

( ) 11f x α′ =

( ) 1f x x α+
+=

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )κκ κ
κ κκ α κ κ α+
+ +

′
  ′= = = = + = +   

1
1 11 ! 1f x f x f x

Άρα, και σύµφωνα µε τη µέθοδο της µαθηµατικής επαγωγής η (1) ισχύει για κάθε x ∈ 
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ΑΣΚΗΣΗ 2 

Έστω ότι το  είναι ν-οστού βαθµού. Τότε το ( )P x ( )P x′  θα είναι ( )1ν − −

2

οστού βαθµού 

και το οστού βαθµού. Άρα το ( ) (: ν= )P x′′ − ( ) 2
P x ( )P x′ ′′    έχει  

βαθµό και το 8  έχει ν βαθµό. Συνεπώς ισχύει:  

( )2 1 2ν ν− + −  

(P x )

 ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ: ΖΑΧΟΓΕΩΡΓΟΣ ΘΑΝΟΣ 

( )1 2 2 2z ν ν ν ν ν− + − = ⇔ − =⇔ = 2 (1) Οπότε: P , έχω 4γ = (2) ( ) 2x x xα β γ= + +

Πρέπει:    

Όµως   ( )0 4P = ( ) 2P x xα β′ = +   και Οπότε : 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

α β α β α α β

β α αβ α β α β

αβ α α β α αβ

+ ⇔ + + + = + + ⇔

+ + ⇔ + + − − − =

− = ⇔ − + − + − =

2 2 2 2 2

3 2 2 2 2

2 2 2 2 2

4 4 4 2 8 8 32

4 16 4 4 4 4 16

16 0 4 1 4 1 16

x x x x x

x x x x x x

x x( )

α β

α αβ

α α

+ +

− +

2

3 2 2

2 2

2   

4 4

4 1 ( )

α α β

α β α

α β β

+ = +

=

− +

2 2

2

2 8

4

4 4

x x

x x

x x

⇔0

0

Όµως για να επαληθεύεται η τελευταία εξίσωση για κάθε x ∈  

( )
( )

2

2

22

4 1 0      0   ή 1   ή 1
 4 1 0  0   ή 1   ή 1

16  16 0

a a a a a
a a aκαι β και β

και αβκαι αβ

− = = = = −− = ⇔ = = = −
 =− = 

Οι λύσεις 0α =  και 1α = −  και 0β =  απορρίπτονται γιατί δεν επαληθεύουν την τρίτη 

εξίσωση. Συνεπώς είναι 1α =  και από την τρίτη εξίσωση έχω:  

 Συνεπώς έχω τα :  2 2= ⇔16 16 4αβ β β == ⇔ ± ( ) (,  ,  1,  4,  4α β χ = ) και                     

 ∆ηλαδή υπάρχουν δύο πολυωνυµικές συναρτήσεις που 

επαληθεύουν την αρχική εξίσωση οι οποίες είναι: 

( ) (,  ,  4,α β γ ) 41,  = −

( ) 2 4 4P x x x= + +  και  

 ( ) 4 4P x x +2 x= − .

ΑΣΚΗΣΗ 3 

( ) 22f x − ≤ x   για κάθε x ∈ℜ    (1) Η (1) για  γίνεται:  0x =

( ) ( ) ( )0⇔0 2 0 0 2 0f f f− ≤ ⇔ − = = 2  Άρα από (1) έχω:  ( ) )( 20f x f x≤−   ή  

 ( ) 0xµε ≠
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 8

( ) ( ) 20f x f x
x x
−

≤    ή  ( ) ( )0
0

f x f
x

x
−

≤
−

 Όµως: ( )
0 0 0

lim lim lim 0
x x x

x x x
− +→ → →

= − = =  

και συνεπώς, σύµφωνα µε το γνωστό θεώρηµα έχουµε:  
0

lim
x→

( ) ( ) ( )0
0 0

0
f x f

f
x
−

′= ⇔
−

0  

ΑΣΚΗΣΗ 4 

( ) 1f x x≥ −   για κάθε  x    (1) .∈ℜ ( )1f 0=  Από την (1) έχουµε:    

 ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ: ΖΑΧΟΓΕΩΡΓΟΣ ΘΑΝΟΣ 

ή   

  

ή ( ) ( ) ( ) ( )o o

o o

g x g x f x f x
x x x x
− −

≤
− −

 ή    ή  (αφού οι  : παρ. στο 

  :  

,g f

)ox ( ) ( )o f x′ ′≤ o ox xg x   (1). Στην <   ή    Τότε:  0.<ox x−

( ) ( ) ( ) ( )o og x g x f x f x− ≤ −   ή ( ) ( ) ( )( oo

o o

f x f xg x g x
x x x x

−−
≥

− −
   

Στην  ή  Τότε: ox x> 0.ox x− >   

( ) 1f x x≥ −

( ) ( ) ( ) ( )11 11 1 1
1 1 1

f x fxf x f x x
x x x

−−
− ≥ − ⇔ > ⇔ ⇔ ≥

− − −

1

1 1

lim 1
1lim 1 0  έχουµε: lim

1
1 0 1

x

x x
x

x
x x

+

+ +

→

→ →

= 
− = = +∞

−
− ∀ 

Άρα εφόσον δεν ορίζεται το παραπάνω όριο του πηλίκου διαφορών για   η 1 ,x +→ f  δεν 

παραγωγίζεται στο x  1o =

Συνεπώς:  ( ) ( )
1

1
lim

1x

f x f
x+→

−
= +∞

−
 

ΑΣΚΗΣΗ 5 

( ) ( ) ( ) ( )o og x g x f x f x− ≤ −

( ) ( )o og x f xδ δ′ ′≤

ή   ή  (αφού οι ( ) (og x f xα α′ ′≥ )o ,g f : παρ. στο :  )ox ( ) (o of x′ ′≥ )g x   (1) 
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Στην  ή . Τότε: ox x< 0ox x− < ( ) ( ) ( ) (o og x g x f x f x− ≤ − )  ή  

( ) ( ) ( )( o

o o

o f x fg x
x x x x

−−
− −

xg x
≥    ή  ( ) ( )oxα′ , f xo fα′ ≤g x   ή  (αφού οι g : παρ. στο   ) :  

 (2)  Από τις (1) και (2)  παίρνω : 

o

( ) )og x′ ≥ (o f x′ ( ) ( )o of x′ ′=g x  

ΑΣΚΗΣΗ 6 

 ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ: ΖΑΧΟΓΕΩΡΓΟΣ ΘΑΝΟΣ 

Η f είναι παραγωγίσιµη για κάθε x ∈ℜ  ως σύνθεση παραγωγίσιµων συναρτήσεων, µε : 

′ + g

Για  έχουµε: 0=x

ή ( ) ( )o
o

o

f x f x
x x

x x
−

≤ −
−

  για κάθε   Όµως: 

(lim lim
o

o ox x x x
x x x x

−→
− = − +

( ) ( )

Άρα: 

( ) 0  o of x x′ = ∀ ∈lim 0
o

o

x x
o

f x f x
x x→

−
= ⇔

−
 Συνεπώς η ( )f x : είναι σταθερή στο  

( ) ( ) 2f fα β α β− ≤ −  για κάθε ,α β ∈ℜ   (1) Στην   (1)  θεωρώ σαν  α  το χ  και  σαν   

β  το    και έχω: ox ( ) ( ) 2
o of x f x x x− ≤ −   ή    

 

 Αρκεί να δείξω ότι   Για κάθε ( )0f ′ =1 x ∈ℜ  είναι: ( ) ( )1
x

f x g x= +    

( ) ( ){ } ( ){ } ( ) ( ) ( )
( )

′ ′ ′  = + = = + + +                +  
1 1 1 1

1
x xx n g x

f x g x e x g x n g x x
g x

( ) ( ) ( ) ( )
( ) [ ]{ }

′  ′ = + + + = + − + = =        +  

0
0 1 0 1 0 0 1 1 1 0 1

1 0
o g

f g n g n e ne
g

∆ηλαδή η εφαπτόµενη στη fC  στο  ( )( )0, 0M f   υπάρχει και σχηµατίζει γωνία  Φ  µε τον 

άξονα , µε: x x′ 1
4
πεφφ = ⇔ =φ  

ΑΣΚΗΣΗ 7 

( ) ( ) 2
o o

o o

f x f x x x
x x x x
− −

≤
− −

ox x≠

) ( )lim 0
o o

ox x
x x

+→ →
= − =

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ
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ΑΣΚΗΣΗ 8 

ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ: ΖΑΧΟΓΕΩΡΓΟΣ ΘΑΝΟΣ 

16 16 0∆ = − =

x

  Άρα το παραπάνω σύστηµα έχει διπλή ρίζα. Συνεπώς η ευθεία µε 

εξίσωση 1ψ = − +  είναι εφαπτοµένη της fC  

Θεωρώ τη συνάρτηση   Με  

 Σύµφωνα µε το θεώρηµα Rolle για τη 

 στο [( )xσ ]0,1  έχω ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα  τέτοιο ώστε  

. Έστω ότι υπάρχει και ( )σ ( ) 6o o ox x− + =0x f′ ′= = x  µε  τέτοιο 

ώστε    Εφαρµόζω θεώρηµα Rolle για τη 

1 ox x≠

( )1 16 3 0.f x x′ − + = ( )xσ ′  στο [ ]1, ox x  και έχω 

ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα ( ), ox2 1x x∈  τέτοιο ώστε ( ) (2 20 6x ) 0x fσ ′′ ′′= ⇔ − =  

που είναι άτοπο λόγω της εκφώνησης. Όµοια δουλεύω για το διάστηµα [ ]1, .ox x  Συνεπώς η 

εξίσωση  έχει µόνο µια ρίζα στο ( )f x′ 6 3 0x− + = ( )0,1  

Έστω  ( ,o ox )ψ  το σηµείο επαφής. Η  fC   φυσικά το επαληθεύει. ∆ηλαδή είναι :  

( ) 3
o o (3

ox )of x x f x=+      ή 3 3
o o ox x oψ ψ+ =   (1) Εάν η δοσµένη ευθεία είναι 

εφαπτοµένη της  fC  , θα την επαληθεύει. ∆ηλαδή είναι : 1o oxψ = − +   (2) Έχω το 

σύστηµα των εξισώσεων  (1)  και  (2) , από όπου παίρνουµε: 

( ) ( )+ − = − ⇔ + − + − = − ⇔ − + =33 3 2 3 2 21 1 1 3 3 4 4 1 0o o o o o o o o o o o ox x x x x x x x x x x x

ΑΣΚΗΣΗ 9 

( ) ( ) 23 3x f x x xσ = − +

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
0 0 0 0 0

   0 1
1 1 3 3 1

f f

f f

σ
ηλ σ σ

σ

= − + =  ∆ =
= − + = 

( )0,1ox ∈

3 0 ( )1 0,1∈

ΑΣΚΗΣΗ 10 

Α. Επειδή στη διαφορά υπάρχει το xν   συµπεραίνω ότι το ( )P x  θα είναι  ν-οστού βαθµού. 

Έστω ( ) 1 oP x x xν
να α= + +α  Τότε από παράδειγµα του σχολικού βιβλίου έχω:  

( ) ( ) !p xν
νν α=  : σταθερός. Άρα ( ) ( )1 0p xν + =  

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 
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Άρα ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1

! 1 ! 1!

ox x x xp x
ν ν

ν

ν ν

−
+− = + + +

− 0!
+P x  

Άρα  ( ) ( )
1

1
! 1 ! 1!
x x xν ν

ν ν

−

= + + + +
−

P x  

ΕΥΘΥΝΣΗΣ: ΖΑΧΟΓΕΩΡΓΟΣ ΘΑΝΟΣ 

Β. Έστω ότι το ( )P x  έχει ρίζα p  µε πολλαπλότητα τουλάχιστον 2. Τότε το  p θα είναι 

τουλάχιστον απλή ρίζα του * Άρα η διαφορά ( ).P x′ ( ) ( )P x P x′−  θα έχει ρίζα το p. 

∆ηλαδή ( ) )( 0 0P p p− = = ⇔ =

0 0. ( )

0. ( ).P x
!
pν

ν
⇔P p′

( )0 =

 Αλλά p είναι ρίζα του  ∆ηλαδή 

 ή  P  Όµως  ( )P p =
( )

10 0 1
! 1

P
ν ν

ν ν

− 00 1
! 1!

= + + + + =
−

1 0.  Συνεπώς =  

που είναι και άτοπο. Άρα το  δεν έχει ρίζα p µε πολλαπλότητα ( )P x 2κ ≥  

 

Όµως:   

Η ισότητα στην παραπάνω ανισοισότητα ισχύει για   ∆ηλαδή για διακεκριµένο 

σηµείο του πεδίου ορισµού της f .  Συνεπώς η f  είναι γνησίως αύξουσα σε όλο το πεδίο 

ορισµού της. Εφόσον είναι   στο , είναι συνεχής στο . 

ΣΗΜΕΙΩΣΗ Αν  2κ =   είναι :  
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

2

P x x p x

P x x p x x p x

σ

σ σ

= −

′ ′= − + −  

ΑΣΚΗΣΗ 11 

( ) ( )22f x x n x= + + +1 A   = . Η f  είναι συνεχής και παραγωγίσιµη ως άθροισµα 

συνεχών και παραγωγίσιµων συναρτήσεων, µε:  

( ) ( )22

2 2 2

12 1 21 0
1 1 1

xx x xf x
x x x

++ +′ = + = = ≥
+ + +

 

1.x = −

( ) ( )( ) ( )
→−∞ →−∞ →−∞

 +
 = + + + = + +
  

2
2

ln 12lim lim 2 ln 1 lim 1
x x x

x
f x x x x

x x

( ) ( )( )
( )→−∞ →−∞ →−∞

′++
= = =

+′

22

2

ln 1ln 1 2lim lim lim 0
1x x x

xx x
x xx

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤ
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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ: ΖΑΧΟΓΕΩΡΓΟΣ ΘΑΝΟΣ 

Άρα:  ( ) [ ]lim   1 0 0
x

f x
→−∞

= − ∞ + + = −∞  Επειδή  θα υπάρχει περιοχή 

του  τέτοια ώστε το −∞ ( )f x  να έχει το πρόσηµο του ορίου. ∆ηλαδή . Άρα 

υπάρχει 

( ) 0f x ≺

α ∈∏−∞   τέτοιο ώστε  ( ) 0.f α <  Οµοίως επειδή ( )lim
x

f x
→+∞

= +∞    θα υπάρχει  

0β >  τέτοιο ώστε  ∆ηλαδή η ( ) 0.f β > f  είναι συνεχής στο [ ],α β  µε  

 Συνεπώς, σύµφωνα µε το Θεώρηµα Bolzano, υπάρχει ( )f f ( ) 0.α β < ( ,o )x α β∈  τέτοιο 

ώστε  Και επειδή η ( ) 0.of x = f  είναι γνησίως αύξουσα (όπως αποδείξαµε), η ρίζα είναι 

µοναδική. 

( )lim
x

f x
→−∞

= −∞

ΑΣΚΗΣΗ 12 

Θεωρώ τη συνάρτηση  ( ) ( ) 3 1x f x x xσ = − − −  µε  [ ]0,2=A   Είναι: 

 : ΑΤΟΠΟ. 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
0 0 0 0 1 1

   0 2
2 2 8 2 1 8

f

f

σ
εχω σ σ

σ

= − − − =  0<
= − − − = − 

 Η f  είναι παραγωγίσιµη στο 

[ ]0,2 .  Άρα είναι και συνεχής. Άρα η ( )xσ  είναι συνεχής στο [ ]0,2  ως άθροισµα 

συνεχών. Συνεπώς σύµφωνα µε το θεώρηµα Bolzano υπάρχει τουλάχιστον ένα ( )0,2ξ ∈  

τέτοιο ώστε  . Έστω ότι το ξ δεν είναι µοναδικό, αλλά 

υπάρχει και το p  µε  

( ) ( ) 30 fσ ξ ξ ξ ξ= ⇔ = + +

p

1

ξ< .p  ή  ξ <  Έστω .p ξ<   Η σ  είναι συνεχής στο [ ],p ξ  και 

παραγωγίσιµη στο ( ),p ξ  µε ( ) 0pσ =   και  ( )σ ξ 0.=   Από το Θεώρηµα Rolle  για τη 

 έχουµε: Υπάρχει τουλάχιστον ένα ( )xσ ( ),ox p ξ∈  τέτοιο ώστε 

( ) ( ) ( )2 20 3 1 0 3 1o o o o ox f x x f x xσ ′ ′ ′= ⇔ − − = ⇔ = −

Οµοίως στο διάστηµα [ ], pξ  Άρα υπάρχει µόνο ένα  τέτοιο ώστε 

 

(0,2ξ ∈ )

( ) 3 1.f ξ ξ ξ= + +



 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ: ΖΑΧΟΓΕΩΡΓΟΣ ΘΑΝΟΣ 
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ΑΣΚΗΣΗ 13 

( ) 7 32f x x x x= + + + 3  Η f  έχει µια τουλάχιστον ρίζα ∈ℜ  διότι είναι πολυώνυµο 

περιττού βαθµού. Θα δείξω ότι δεν έχει δύο διαφορετικές. Έστω ότι  µε   είναι 

δύο ρίζες  ∆ηλαδή 

1 2,P P 1P P< 2

.∈ℜ ( ) .  Η f  ως πολυωνυµική είναι συνεχής στο 

[ ]1 2,P P  και παραγωγίσιµη στο  Σύµφωνα µε το Θεώρηµα Rolle στο [ ]1 2,P P  

υπάρχει τουλάχιστον ένα  τέτοιο ώστε ( 1 2,ox P P )∈ ( )0of x′ =  που είναι άτοπο διότι 

 για κάθε ( ) 6 27 6 1o o of x x x′ = + + 0> x  Θα δείξω ότι η f  δεν έχει διπλή ρίζα (ή 

πολλαπλή). Έστω  p  τουλάχιστον διπλή ρίζα. Τότε ( ) ( ) (2 )f x x p Q x= −  

∆ηλαδή   

 

     Είναι : ( ) ( )1 2f f λΑΒ′ ′= =     (1) 

Με  

( )1 2 0f P f P= =

( )1 2, .P P

.o ∈ℜ

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )′ ′ ′= − + − = − + −  
22 2f x x p Q x x p Q x x p Q x x p Q x

∆ηλαδή το  ( )f x′  έχει ρίζα το  p  που οµοίως είναι άτοπο. Η f  είναι 7ου βαθµού. Άρα στο 

C  έχει 7 ρίζες εκ των οποίων η µία είναι πραγµατική. Άρα έχει 6 µιγαδικές. 

ΑΣΚΗΣΗ 14 

( ) 4 3 2 1f x x x x xα β= + + + + A = ℜ

( ) ( )2 1 16 8 4 3 1 2 7 3 16
2 1 1

f f α β α βλ α βΑΒ

− + + + − − − −
= = = + +

−

Η f  ως πολυωνυµική είναι παραγωγίσιµη στο ℜ , µε : ( ) 3 24 3 2f x x x xα β′ 1= + + +

( )
( )
1 4 3 2 1 3 2 5

2 32 12 4 1 12 4 33

f

f

α β α β

α β α β

′ = + + + = + +

′ = + + + = + +

 

Άρα λόγω της  (1):   
3 2 5 7 3 16
12 4 33 7 3 16
α β α β
α β α β
+ + = + + 

+ + = + + 

13
6

β
α
= + 

 = − 
 

∆ηλαδή  ( ) 4 3 26 13f x x x x x= − + + +1


