
 1
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)

Εφόσον η f  είναι δύο φορές παραγωγίσιµη θα είναι και συνεχής και µια φορά 

παραγωγίσιµη. ∆ηλαδή µπορώ να εφαρµόσω το Θεώρηµα Rolle στα διαστήµατα 

[ ]γα,   και [ ]βγ , .  Συνεπώς υπάρχει τουλάχιστον ένα ( )γαξ ,1 ∈   τέτοιο ώστε 

( )1′ 0=ξf .  Επίσης υπάρχει τουλάχιστον ένα ( )βγξ ,2 ∈  τέτοιο ώστε ( ) .02 =′ ξf   

Τέλος, εφαρµόζοντας το Θεώρηµα για την  f ′   στο [ ] ( βαξξ ,, 2 ⊂1  τέτοιο ώστε 

( )′′ .0=ξf  
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Θεωρώ τη συνάρτηση ( ) ( ) ( )xgxfxf =  µε [ ]., βα=A  Είναι συνεχής στο [ ]βα,  και 

παραγωγίσιµη στο ( )βα,  ως γινόµενο παραγωγίσιµων συναρτήσεων. 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )βββ

βαα
gfF
gfF

=
=

 όµως από υπόθεση είναι: ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )βαββαα FFgf ==gF = . Άρα, 

από το Θεώρηµα Rolle για την F στο [ ]βα,  έχω ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα 

( )βαξ ,∈  τέτοιο ώστε: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

0 0
f f

F f g f g f g f g
g g

ξ ξ
ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ
′

′ ′ ′ ′ ′= ⇔ + = ⇔ = − ⇔ = −
′

 

αφού από υπόθεση έχω ότι ( ) 0≠xg  και ( ) 0≠′ xg  για κάθε ( )βα,∈x  

ΑΣΚΗΣΗ 17 Είναι: 

 

( )
( )

( )
( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )[ ]1 1 2

f f
f f

f f
ξ ξ β ξ α ξ ξ α ξ β ξ ξ α β ξ
ξ α ξ β ξ ξ α ξ β ξ

′ ′ − + − ′= + ⇔ = ⇔ − − = + −
− − − −

( )( )( ) ( )[ ]

⇔

ξβαξξβξαξ 2−+−−−′ ff ( )( ) ( ) ( )xxxx −−−−=′−− αββα  (1) Όµως  [ ]  

 βααβ −−=+−+−= xxx 2 (2) Η  (1) λόγω της (2) γίνεται: [ ]( )( )( ) .0=′−− ξβξαξf  
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Συνεπώς για να προκύψει το ζητούµενο, εφαρµόζω το Θεώρηµα Rolle για την 

( ) ( )( )( )xxxfxF −−= βα   στο  [ ]βα,  

( ) ( )[ ] ( ) ( )xfxfxfxf ′′′=′− 22   ή   ή 

β. Η f  είναι παραγωγίσιµη ως άθροισµα γινοµένων παραγωγίσιµων συναρτήσεων, 

µε : xf  Παρατηρώ ότι η άνιση ( ) 0>′ xf   δε 

λύνεται. Όµως  Η ( ) 01 =′f f ′   είναι παραγωγίσιµη ως άθροισµα παραγωγίσιµων 

συναρτήσεων, µε : ( ) 01
>+=′′

x
e xxf  , αφού ( )+∞∈ ,0x  Άρα η f είναι γνησίως 

αύξουσα. Αν   έχω 1>x ( ) ( )1ff x ′>′   ή  ( ) > 0′ xf  Αν  1<0 < x   έχω ( ) ( )1fxf ′<′  ή  

 Η ρίζα  του ( ) 0′ xf < 1=x ( ) 0=′ xf  είναι µοναδική στο ( )+∞,0  ∆ιότι η ( )xf ′  είναι 

γνησίως αύξουσα. Άρα:   

Άρα [ ]( ) ( )[ ] 022 =′+ xfxf   για κάθε    και    για κάθε 

Όµως  

( )[ ] 02 =′ xf

.ℜ∈x ( )[ ] ( ) 0=⇔ xf02 =xf   για κάθε  

  ή   

ή ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]( )′′+=′+ xfxfxfxf 222  ή  (όπου  ( ) ( )[ ] ( )[ ]22 xfxfx ′+=F  )  

ή F   ή Για ( ) *cex = ( ) ( )[ ] *22 cexfxf =′+ 0=x  έχω: ( )[ ]
00

0 2 ( )[ ]
.0

0 2

=⇔=+
⇔=′+

cc
cef of  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xfxfxfxfxfxf ′′′=′−′+ 2222

( )[ ] ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )xfxfxfxfxfxf ′′′+′=′+ 2222 ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]( ) ( )[ ]( )′′+=′+ 2222 xfxfxfxf

( ) ( )xFxF ′=

.ℜ∈x ( )[ ] 02 =⇔ xf

ℜ∈x

ΑΣΚΗΣΗ 19(α,β,γ) 

 

 

( ) enxe
x

xenxe xx −+=+−−+=
11
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Για   έχω 10 << x   ή  ∆ηλαδή για   έχω τοπικό 

µέγιστο το 

0=x

( ) 10 =f . Ενώ, όπως φαίνεται στον πίνακα, για  έχω τοπικό 

ελάχιστο, το οποίο βέβαια είναι και ολικό. γ. Στο 

1=x

 η f  είναι συνεχής µε 

 και ( ) 1=0f ( )1 =f 1− .  ∆ηλαδή  Άρα σύµφωνα µε το Θεώρηµα 

Bolzano,  υπάρχει τουλάχιστον µια ρίζα στο  η οποία είναι µοναδική λόγω της 

µονοτονίας. ( )lim f x
→+∞

. Άρα, θα υπάρχει περιοχή 

του   στο πεδίο ορισµού τέτοιο ώστε ∞+  Άρα θα υπάρχει  α  στο πεδίο 

ορισµού µε 1>α    τέτοιο ώστε  ( ) .0>αf  Στο [ ]α,1   η  f   είναι συνεχής µε 

( ) ( ) 01 <ff α .  Άρα σύµφωνα µε το Θεώρηµα Bolzano υπάρχει τουλάχιστον µια 

ρίζα της f   στο ( )α,1  η οποία τελικά είναι µοναδική λόγω της µονοτονίας της f . 

Συνεπώς η εξίσωση   έχει δύο ακριβώς πραγµατικές ρίζες. ( )x 0=f

    χ 0            1         +∞  

   f ′        -   + 
 f  
   

                        τ.µ.                 τ.ελ. 

( ) ( ) ( )10 fxff >> ( )xf>1

[ ]1,0

( ) ( ) .010 <ff

( )1,0

( )lim ln 1x

x x
e x x e

→+∞
 = + − − = +∞ 

( ) .0>xf

α, β, γ, δ.     δ). Είναι :   

ΑΣΚΗΣΗ 20 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
1 1 1

2 2 24 9 162 3 42 2 4,    3 3 9,    4 4 16f f f= = = = = =

Όµως, όπως φαίνεται από τον πίνακα, για ex >   η f είναι γνησίως φθίνουσα. 

Άρα:   έχω  432 << ( ) ( ) ( )432 fff >>   ή 1694 1694 >> Άλλος τρόπος:  (αν δεν 

ήξερα τη µονοτονία) στη τύχη: Έστω ( ) ( )
4 3636 36

4 49 9 36 9

9 4 18 8

4 9 4 9 4 9

4 9 2 3

> ⇔ > ⇔ >

> ⇔ > ⇔

⇔  
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( ) ( ) 232436 816432 >⇔> που ισχύει. Και εφόσον έχω εργαστεί µε ισοδυναµίες 

ισχύει και η αρχική υπόθεση. ∆ηλ. .94 94 >  

ΑΣΚΗΣΗ 21 

α. ( ) nxxf
2
12 −= . Η f  είναι παραγωγίσιµη συνάρτηση, µε : ( ) 0

2
1

<−=
x

xf   

γιατί  1 . Άρα η 2≤≤ x f  είναι γνησίως φθίνουσα στο πεδίο ορισµού της. 

( ) ( ) ( )[ ] 







−==∆ 2   ,   

2
21  ,  2

2nfff
⇔≤⇔≤⇔−≤

⇔
−

≤⇔−≤⇔−≤

2222

2
22

220
2

2
0

2
10

2
21

nennn

nnn
 

22 e≤  που ισχύει.  Άρα  ( ) ∆⊆∆f  β. Θεωρώ τη συνάρτηση ( ) ( ) xxfx −=σ  ή 

( ) xnx −−
2
12x =σ  µε    [ ]2,1=A

( )

( )
( ) ( )1  2 0σ σ ≺

2

11 2 ln1 1 1
2

1 12 ln2 2 ln
2 2

= − − = 

= − − = −


2

σ

σ
 

Η  ( )xσ  είναι συνεχής στο  Α  ως άθροισµα συνεχών. Άρα σύµφωνα µε το Θεώρηµα 

Bolzano, υπάρχει τουλάχιστον µια ρίζα της ( )xσ  στο ( ).2,1  Όµως η ( )xσ  είναι 

παραγωγίσιµη στο Α ως άθροισµα παραγωγίσιµων συναρτήσεων, µε: 

( ) ( ) 01
2
11 <−−=−′′ =
x

xσ fx   για κάθε  .Ax ∈  ∆ηλαδή η ( )xσ  είναι γνησίως 

µονότονη συνάρτηση και άρα έχει το πολύ µια ρίζα στο Α. Συνεπώς έχει ακριβώς 

µια ρίζα στο Α.  ∆ηλαδή η εξίσωση ( ) xxf =  έχει µοναδική λύση στο [ ]. 2,1
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Θεωρώ τη συνάρτηση ( ) 1+−= xnxxf   µε ( ]+∞= ,0A  Παρατηρώ ότι  

( ) 01111 =+−= nf . Η f  είναι παραγωγίσιµη στο Α ως άθροισµα παραγωγίσιµων 

στο Α συναρτήσεων, µε : ( ) 11
−=′

x
x ( )f x

xx
xf >⇔>−⇔=>′ 1110  ⇔>

101

Γ ΛΥΚΕΙΟΥ-ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ-ΖΑΧΟΓΕΩΡΓΟΣ ΘΑΝΟΣ 



 5

    χ 0                  1          +∞  
   f ′         -     + 
  f  
  

 

                                           τ.µ. 

Όπως φαίνεται από τον πίνακα, το τοπικό µέγιστο  είναι και ολικό. Άρα µε 

βάση τη µονοτονία καταλαβαίνω ότι η  δεν είναι δυνατόν να τέµνει τον άξονα 

 σε άλλο σηµείο εκτός από το 

fC

.1xx ′ =x  Συνεπώς το  είναι η µοναδική ρίζα 

της f, δηλαδή η µοναδική λύση της 01 =+− xnx . 

( ) 01 =f

1=x

Άρα . Για  έχω:  ( ) 000 =⇔+= ccg  Συνεπώς  

.     ( ) xxg 2= ( ) ( ) ′




= xe

xfx 3g   ή   ή  ( ) ( ) ′




= xe

xf
3

( )′x 2    ή cx +2

e
xf
x =3   ή  

( ) ( ) xec 3+xxf 2=   Για   έχω 1=x ) 3ec ⇔ ( )10 3 ⇔+= cec+= 11f 1−=  Άρα 

( ) ( ) xe 31−xxf 2=  

 

Η  είναι παραγωγίσιµη ως 

πηλίκο παραγωγίσιµων συναρτήσεων, µε : 

ΑΣΚΗΣΗ 23 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
xx

xx

x e
xfxf

e
exfexf

e
xfxg 36

33

3

33 −′
=

−′
=

′






= g

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]
( )

( ) ( ) ( ) ( ) 22933

3333

3

3

3

23

33

3

==
+′−′−′′

=

=
−′−′−′′

=
′





 −′

=′

x

x

x

x

xx

x

e
e

e
xfxfxfxf

e
exfxfexfxf

e
xfxfxg

( ) ( ) cxxgxg +=⇔=′ 22 0=x

( ) ′




= xe

xfx 32

( ) (

ΑΣΚΗΣΗ 24 

α. Υπάρχει στο σχολικό βιβλίο β. Ευθύ:  ( ) ( ) xfxfcexf x −=′⇒= − ( ).Η  f  είναι 

παραγωγίσιµη ως σύνθεση παραγωγίσιµη συναρτήσεων, µε : ( ) ( )xfx =−cexf −=′ −  

Αντίστροφο:  ( ) ( ) ( ) xcexfxfxf −=⇒−=′ , ( ) ( ) ( ) ( ) 0=+′⇔−=′ xfxfxfxf  
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Θα δείξω  ( ) c
e
xf
x =−

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) 02 =
+′

=
+′

=
′







−−

−−

− xx

xx

x e
xfxf

e
exfexf

e
xf  Άρα ( ) c

e
xf
x =−   ή  

 ( ) xcexf −=

ΑΣΚΗΣΗ 25 

Θεωρώ τη συνάρτηση ( ) ( ) ( )[ ]22 xfxfxF ′−=  που είναι παραγωγίσιµη ως άθροισµα 

παραγωγίσιµων συναρτήσεων, µε :
( )

( )2
2
′=

=′

xfxfx
xfxfxfx

fxf
fxF

Άρα ( ) cxF =  

Έστω  : ρίζες του  ∆ηλαδή 21,PP ( ).xp   Το  ως πολυώνυµο, 

είναι παραγωγίσιµη συνάρτηση. Εφαρµόζοντας το Θεώρηµα Rolle για το 

( )xP

( )xP  στο  

 έχω ότι υπάρχει τουλάχιστον µια ρίζα [ 1, pp ]2 ( )21, ppp ∈  για το  Έστω ( ).x′P 21,ξξ   

: µε ρίζες του ( )xP ′  µε .21 ξξ <  Αν  2211 ξξ <<< pp   µε  ( )1 ( ) 02 == ppP  , τότε 

εφαρµόζοντας το Θεώρηµα Rolle για την ( )xP  στο  προκύπτει ότι υπάρχει κι 

άλλη ρίζα 

21, pp

3ξ  για το  που είναι άτοπο. ∆ηλαδή µεταξύ δύο διαδοχικών ριζών 

της P  υπάρχει µία το πολύ ρίζα της 

( )xP ′

( )x′ ( ).xP  

Όµως για   η  0=x ( ) ( )xfxf ′−=  γίνεται:  που είναι άτοπο. 

Συνεπώς η (

11 −=⇔−= −− oo ee

)β1   απορρίπτεται, ενώ η (  είναι δεκτή και έχουµε  ( ) xexf =

Για  έχω:  0=x F  ∆ηλαδή   Άρα ( ) 0=xF   ή  

Ή ( ) ′− fx ( )[ ] .022 =xf Ή   ή  

  (1) Για   η  

( )
( )




′ x
x

( )
( ) =

=

cx
ecx

2

1













−x

x

ef
f

0=x ( )α1  γίνεται  ∆ηλαδή ( ) exf = x  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) 02

2
=′−

′′′−′

( ) ( ) ( )[ ] 011000 22 =−=′−= ff .0=c

( ) ( )[ ]{ } ( ) ( ){ } 0  =′+′− xfxfxfxf
( )
( )




−=

′=
fxf
fxf

( ) 10 11 =⇔= ccf

Για x   η  (0= )β1  γίνεται ( ) 10 22 =⇔= ccf  ∆ηλαδή   µε   ( ) xexf −=′( ) xexf −=

)α1

ΑΣΚΗΣΗ 26 

( ) ( ) .021 == pPpP
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ΑΣΚΗΣΗ 27 

-ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ-ΖΑΧΟΓΕΩΡΓΟΣ ΘΑΝΟΣ 

Έστω   οι τρεις ρίζες του 321 ,, ppp ( )xP  µε  . Εφαρµόζοντας Θεώρηµα 

Rolle για το  στα  και  ( )xP [ 21, pp ] [ ]32, pp  έχω ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα 

( )21, pp1 ∈ξ  τέτοιο ώστε ( )1 0=′ ξP  και ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα ( )322 , pp∈ξ  

τέτοιο ώστε ( )2 = .0′ ξP  Εφόσον το ( )xP  είναι 3ου βαθµού, το  είναι δεύτερου 

βαθµού και άρα έχει δύο ρίζες στο C. H  

( )xP ′

δγκ +β+ 2x

32,P

,

f

2β ++ x

1 2

3 14

P P x

  είναι 

παραγωγίσιµη, µε:  Εφόσον έχει τρία διαφορετικά 

ακρότατα, η  θα έχει τρεις διαφορετικές ρίζες. Έστω .  ∆ηλαδή είναι: 

( ) 4 3= xx

( )3P−

( )

( )

3

2
2 3 1

34

x p

P Px

3 2αx

(
1 3

3 1

4 ,

,

P x

+

24

P

f

( )2P

( )14 ,

4

P P

x

f ′

( 14 Px −=
2

2 1

3 2

3 24 4

x xp x

x x P

( )xf ′ ) x −

2
3 2

2 1

p

x P

x

2

P

x x P

= − −

= − −

− P

+

+

− P x

−

−

+ P

+

P P

+

+ P P

−

+ P P P P−

















−=
++=

−−−=

321

213132

312

4442
4443

PPP
PPPPPP

PPP

γ
β
α

= + −

 

321 ppp <<

( ) α ++= 34 xxx

.γ′

1,PP

( )
)

1 2 3

2 1 2 3

,

4 , ,

P P P

α. ( )
x
nxxf =    β. ( )+∞= ,0A  

  που ισχύει 

 

Άρα εκ ταυτότητος ισχύει: Θέλω να δείξω ότι 

 ⇔> βα 83 2

( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 2 3 2 3 1 3 1 2 1 2 3 2 3 1 3 1 2

2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3

163 4.4 3
9

0

P P P P P PP PP P P P P P PP PP

P P P PP PP P P P P P PP PP P P

+ + > + + ⇔ + + > + + ⇔

+ + > + + ⇔ − − − > ⇔

( ) ( ) ( )[ ] 0
2
1 2

13
2

32
2

21 >−+−+− PPPPPP

ΑΣΚΗΣΗ 28 

( ) ( ) ( )
0 0 0 0

lnlim lim lim ln . lim
x x x x

xf x x x
x+ + + +→ → → →

= = = −∞ +∞ = −∞

 Άρα έχω κατακόρυφη ασύµπτωτη τη 0x =  

Γ ΛΥΚΕΙΟΥ
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( ) 2

1
1 ln +lim lim  lim 0

- 2x x x

x xf x
x x x→+∞ →+∞ →+∞

∞ = = ∞ 
= ( ) ln 1lim lim  lim 0

x x x

xf x
x x→+∞ →+∞ →+∞

+∞ = = = +∞ 
  

Άρα έχω οριζόντια ασύµπτωτη, την y 0=  

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ-ΖΑΧΟΓΕΩΡΓΟΣ ΘΑΝΟΣ 

ζ. : ισχύει διότι από το τοπικό µέγιστο 

  ή  

nxexnxnexe exex ≥⇔≥⇔≥

( ) ( )ef≤xf
ex

nx 1
≤ .xnx  ή  e ≤ Ν.    ή 

Άρα ( ) :xσ  γ.α στο  και γ.φ στο  ( e,0 . Άρα για ex <    έχω  ( ) ( )ex σσ <  ή 

 

Επειδή η ανίσωση   επιλύεται δύσκολα, θεωρώ τη συνάρτηση ( ) 0>′ xf

( ) enxxxx −−= 2σ   µε  (= ,, ee ∪0A  που είναι παραγωγίσιµη ως άθροισµα 

παραγωγίσιµων συναρτήσεων, µε :  

Γ.  

101100100101 nn >   ή    ή 100  100101 101100 nn >

( )
( )

34

2

2

32211
1

x
nx

x

xnxx
x

x
nxxf −

=
−−−

=
′





 −

=′′   στ.   ( )
2

3
2

3

2
3

3

3

2

ee

neef ==

100 101100 101  ή 
100 101
n ne < < >

100101 101>
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α. ( )
ex

nxxf
−
−

=
1  ( ) ( )+∞= ,,0 eeA ∪   Άρα έχει οριζόντια ασύµπτωτη, την .0=ψ  

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

1 1 1 1 2 2
e ex e nx nx nx x x nx ex x xf x

x e x e x e x x e

− − − − − + − − − −′ = = = =
− − − −

) ( )+∞

( ) nxnxx −=−−=′ 112σ

( ) ( )0 1 0 1 ,      0 1 0x nx nx x e x nx x eσ σ′ ′= ⇔ − = ⇔ = ⇔ = > ⇔ − > ⇔ <

) ( )+∞,e

02 <−− enxxx   ή  ,ενώ για x   έχω  ( ) 0<′ xf e> ( ) (ex )σσ <   ή 2 0<−− enxxx   

ή . Το πρόσηµο του ( ) 0<′ xf ( )xf ′  ταυτίζεται µε το πρόσηµο του ( )xσ , µε το 

πρόσηµο του αριθµητή γιατί ο παρονοµαστής είναι πάντα θετικός. 

Συνεπώς δεν έχω ακρότατα. ε) Πρόχειρη γραφική παράσταση 

Γ ΛΥΚΕΙΟΥ-
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ΑΣΚΗΣΗ 30 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ-ΖΑΧΟΓΕΩΡΓΟΣ ΘΑΝΟΣ 

Εφαρµόζω στο 



 +

2
   , βαα  Θεώρηµα Μέσης Τιµής  για την f  (οι προϋποθέσεις 

ισχύουν για οποιοδήποτε διάστηµα [ ]βα,⊆  κι αν διαλέξω, αφού η f  είναι δύο 

φορές παραγωγίσιµη στο [ ]., βα    ∆ηλαδή υπάρχει  τέτοιο ώστε 

( )
( ) ( )

2

2

2

2
1 αβ

βα

αβα

αβα

ξ
−







 +

=
−

+

−





 +

=′
fff

f
α− f

 Οµοίως για το διάστηµα 



 + ββα   ,  

2
  

έχω 2ξ  µε 





 +

∈ ββαξ  ,   
22  τέτοιο ώστε:  

( )βαξ ,1 ∈

. Η ισότητα ισχύει µόνο για 1=x  ,  

δηλαδή για συγκεκριµένο σηµείο του Α.  Συνεπώς η f  είναι γνησίως αύξουσα σε 

όλο το Α. ∆ηλαδή για   έχω  x≤0 ( ) ( )xff ≤0 . Άρα έχω ολικό ελάχιστο στο 0=ox   

το  . Θέλω e   για   ( ) 10 =f 12 +≥ xx 0≥x

Εφαρµόζω Θεώρηµα Μέσης Τιµής για την f ′  στο  και έχω ότι υπάρχει 

( ) ( )βαξξξ ,, 21 ⊆∈  τέτοιο ώστε: ( ) ( ) ( )
1ξ2

12

ξ
ξξ

ξ
−

′−′
=′′
f

f
f

 

( )
( ) ( )

2

22
2 αβ

βαββαβ
ξ

−







 +

−
=







 +

−
=′

ffff
f

[ ]21,ξξ

( ) ( )
0

2

22 =
−

+





 +

+





 +

−
=

αβ

αβαβαβ ffff
 

ΑΣΚΗΣΗ 31 

( )
12 +

=
x
exf
x

 [ )+∞= ,0A  

Η f  είναι παραγωγίσιµη στο Α ως πηλίκο παραγωγίσιµων στο Α  συναρτήσεων, µε: 

( ) ( )
( )

( )
( )

0
1
1

1
21

22

2

22

2

≥
+

−
=

+

−+
=′

x
xe

x
xexexf

xxx

Γ ΛΥΚΕΙΟΥ-
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1
12 ≥

+
⇔
x
e x   που ισχύει διότι στο  ( )0f1 =   έχω ολικό ελάχιστο. 

ΑΣΚΗΣΗ 32 

( )
x
nxxf +

=
2    µε  ( )+∞= ,0A . Η f  είναι παραγωγίσιµη ως πηλίκο 

παραγωγίσιµων στο  Α  συναρτήσεων, µε : ( )x′  

 ΛΥΚΕΙΟΥ-ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ-ΖΑΧΟΓΕΩΡΓΟΣ ΘΑΝΟΣ 

22

121
x
nx

x
nxf −−

=
−−

=

e
xnenxnxnxnx 11101 1 <⇔<⇔−<⇔>−⇔>−− −                                             

    χ 0               1/ε          +∞  
   f ′         -     + 
  f  
  

 

Η  είναι παραγωγίσιµη ως πολυωνυµική µε 

. Για να έχει τοπικά ακρότατα σε δύο σηµεία, δηλαδή η 

εξίσωση  να έχει δύο άνισες ρίζες 

 

( ) γβα +++= xxxxf 23

( ) βα ++=′ xxx 23 2

( ) 0=′ xf

βα 01240 2 >−⇔>∆

f

⇔

Από τον πίνακα βλέπω ότι στο ex 1=   έχω τοπικό ελάχιστο το  το οποίο 

τελικά είναι ολικό ελάχιστο. ( ) ( )efxf 1≤   ή   

ή e
x
nx

≤
+2   ή   για κάθε  2−≤ exnx .0>x

                                          τ.ε. 

( )ef 1

( ) ( ) enene

e

en
xf =−+=

+
≤ 12

1

12

ΑΣΚΗΣΗ 33 

βαβα 303 22 >⇔>−⇔

a =




( )
( )
( )

1 0 3 2 0 0
1 0 3 2 0 3
1 5 1 5 3

f a
f a
f a

β
β β

β γ γ

′ = + + =  
 ′ − = ⇔ − + = ⇔ = − 
 − = − + − + = = 

 

Γ
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Επαληθεύω ότι έχω ακρότατο, αν δεν είναι δοσµένο. 

( ) ( ) ( ) ( )3 2 23 3  ή  3 3  ή  6  ή 0 3 3 0f x x x f x x f x x f x x x′ ′′ ′= − + = − = = ⇔ − = ⇔ = ±1 

∆ηλαδή έχω πράγµατι τοπικά ακρότατα για 1±=x . ( ) 061 >=′f

1

  : τοπικό ελάχιστο  

για .    : τοπικό µέγιστο για  1=x ( ) 061 <−=−′′f −=x  

ΑΣΚΗΣΗ 34  

1.  

-ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ-ΖΑΧΟΓΕΩΡΓΟΣ ΘΑΝΟΣ 

Άρα η παράγουσα της  g   είναι . 2. ( ) ( ) ( )xgxfxf =′   ή  

( ) ( )( ′
= xfxg 2

2
1 )   ή  ( ) ( )

′


= xfx 2



2
1g  Άρα άλλη µια παράγουσα της g   είναι η  

( )xf 2

2
1  Οπότε ( ) = ceexxf xx ++22

2
1  ή ( )ceex xx ++22  xf =2

( )

Για 

( ) ( )12 ⇔+=⇔+ ccc 01020:0 2 =+== fx ( )2  Άρα xx eex 22 2 +xf =  διότι 

 και  ( ) 0>xf ( )lim 0
x

f x
→−∞

=

Αν    τότε  0<ox e  

Αν    τότε  0>ox e  

( ) ( )[ ] ox
oooo exfxxfx −−=′+′′ 13 2

( )

  ή  λόγω της (1)   ή  ( ) ox
o exfx −−=′′ 1

o
xo xe

xf
o

111 



 −=′′ ( )  ή  oxf ′′   ή  

o

x

xo x
e

e
xf

o

o

1
=′′ 1−  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 21 2x x x x x x x xg x x e x e xe e x e e x e e
′ ′ ′

= + = + + = + = +

( ) xx eexxG += 2

( )

( ) 0=′ oxf ,  διότι στο  έχω ακρότατο.  (1) Το  είναι σηµείο της .C   Άρα είναι: ox ox f

ΑΣΚΗΣΗ 37 

o

o

x
o

x

ex
e

= ( )

( ) 0011 >′′⇔>−⇔=> o
xox xfee oo

( ) 0011 >′′⇔<−⇔=< o
xox xfee oo

Συνεπώς για κάθε x   έχω ότι  *ℜ∈o ( ) 0>′′ oxf  ∆ηλαδή στο  έχω ελάχιστο. ox
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12

( ) ( )
0  ,                        0            
0  ,         2

≠

≠−=

x
xxnxxf αα    α : σταθερό. Για  η F  είναι παραγωγίσιµη 

ως γινόµενο παραγωγίσιµων συναρτήσεων. Στο 0=x  εργάζοµαι µε τον ορισµό. 

ΑΣΚΗΣΗ 38 

0≠x α


