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ΛΥΣΕΙΣ ΤΩΝ ΑΣΚΗΣΕΩΝ ΣΤΑ 
ΘΕΩΡΗΜΑ Rolle, ΘΕΩΡΗΜΑ Μέσης Τιµής, ΘΕΩΡΗΜΑ Fermat 

ΑΣΚΗΣΗ 1 

Α’ ΤΡΟΠΟΣ Θεωρώ τη συνάρτηση ( ) 3 6 1,  f x x x= + + Α = ℜ  Η f  είναι συνεχής και 

παραγωγίσιµη µε ( ) 23 6 0f x x′ = + > . Άρα η f  είναι γνησίως αύξουσα στο .ℜ  

Συνεπώς δεν µπορεί να έχει παραπάνω από µια πραγµατική ρίζα. 

Β’ ΤΡΟΠΟΣ Έστω ότι έχει τρεις ρίζες: 1 2 3, ,P P P ∈ℜ  ∆ηλαδή είναι 

( ) ( ) ( )1 2 3 0f p f p f p= = = Η f  είναι συνεχής στα [ ]1 2,P P  και  [ ]2 3,P P  και 

παραγωγίσιµη στα ( ) ( )1 2 2 3,      , .P P P Pκαι  Άρα εφαρµόζοντας δύο φορές το θεώρηµα 

Rolle, έχουµε: 

I. Υπάρχει ( )1 1 2x P P∈  τέτοιο ώστε  ( )1 0f x′ =  II.Υπάρχει ( )2 2 3,x P P∈  τέτοιο ώστε 

( )2 0f x′ = .Όµως όπως έδειξα στον Α’ ΤΡΟΠΟ είναι ( ) 0f x′ > για κάθε .x ∈ℜ   

∆ηλαδή κατέληξα σε άτοπο. Συνεπώς η 3 6 1 0x x+ + =   δε  µπορεί να έχει τρεις 

άνισες ρίζες .∈ℜ  

ΑΣΚΗΣΗ 2 

Θεωρώ τη συνάρτηση ( ) 6 ,   , .g x x xα β α β= + + ∈ℜ Έστω ότι έχει τρεις ρίζες. 

( )1 2 3, ,Ρ Ρ Ρ  µε 1 2 3Ρ < Ρ < Ρ . ∆ηλαδή ισχύει: ( ) ( ) ( )1 2 3 .g gΡ = Ρ = Ρ  Η f  είναι συνεχής 

στο ℜ  ως πολυωνυµική. Άρα θα είναι συνεχής και στα υποδιαστήµατα 

[ ] [ ]1 2 2 3,         , .καιΡ Ρ Ρ Ρ  

Επίσης είναι παραγωγίσιµη στο ℜ  ως πολυωνυµική και συνεπώς θα είναι και στα 

υποδιαστήµατα ( ) ( )καιΡ Ρ Ρ Ρ1 2 2 3,   , .Άρα οι προϋποθέσεις του θεωρήµατος Rolle 

ικανοποιούνται στα διαστήµατα: [ ] [ ]1 2 2 3,         , .καιΡ Ρ Ρ Ρ  Συνεπώς υπάρχει 
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( )1 1 2,x ∈ Ρ Ρ  τέτοιο ώστε:(1) ( )1 0g x′ = , υπάρχει ( )2 2 3,x ∈ Ρ Ρ τέτοιο ώστε: 

(2) ( )2 0g x′ = . Όµως για κάθε x ∈ℜ  είναι: ( ) 56g x x α′ = +   και  ( ) 430g x x′′ =  

∆ηλαδή ( ) 0g x′′ ≥  µε το ίσον να ισχύει για ένα µόνο σηµείο. Άρα η ( )g x′  είναι 

γνησίως αύξουσα στο ℜκαι άρα έχει το πολύ µια πραγµατική ρίζα. Συνεπώς έχω 

καταλήξει σε άτοπο, γιατί µέσω των (2), (3) έχω ότι τα 1 2 1 2,      x x x xµε ≠  εξ 

υποθέσεως, είναι ρίζες της .g ′  ∆ηλαδή η g και κατ’ επέκταση η εξίσωση 

6 0x xα β+ + =  έχουν το πολύ δύο ρίζες .∈ℜ  

ΑΣΚΗΣΗ 3 

Θεωρώ τη συνάρτηση ( ) 6 22g x x x x= − +   µε  [ ]0,  1Α =  Η g είναι συνεχής στο 

[ ]0,1  και παραγωγίσιµη στο ( )0,1  ως πολυωνυµική. Επίσης ( )0 0g =   και   

( )1 0g =  Άρα για τη g ισχύουν οι προϋποθέσεις του θεωρήµατος Rolle σύµφωνα µε 

το οποίο έχουµε: Υπάρχει τουλάχιστον ένα ( )0,  1ξ ∈ (1) ( ) 0g ξ′ =  Όµως για κάθε 

x ∈Α   είναι:  ( ) 56 4 1g x x x′ = − +  Άρα λόγω της (1) υπάρχει τουλάχιστον ένα 

( )0,  1ξ ∈ Τέτοιο ώστε η εξίσωση: 56 4 1 0x x− + =   να επαληθεύεται. 

ΑΣΚΗΣΗ 4 

Θεωρώ τη συνάρτηση ( ) xg x e=   I. Με [ ]0,  xΑ =  Η g είναι συνεχής στο Α και 

παραγωγίσιµη στο ( )0,x  ως εκθετική. ∆ηλαδή µπορώ να εφαρµόσω το Θεώρηµα 

Μέσης Τιµής σύµφωνα µε το οποίο υπάρχει τουλάχιστον ένα ( )0,  ox x∈  τέτοιο 

ώστε: (2) ( ) ( ) ( )0 1
0

x o x

o

g x g e e eg x
x x x
− − −′ = = =
−

 Όµως για κάθε x ∈ℜ  ισχύει: 

( ) xg x e′ =  (1) Επίσης 0 ox x< <     ή oxo xe e xe< <    γιατί η g είναι γνησίως 
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αύξουσα. Λόγω των (1) και (2) η τελευταία ανισότητα γίνεται: 1x
o xee xe

x
−

< <   ή   

(µε χ> 0) 1x xx e xe< − <  ή 1xe x> +  II. Με [ ],0A x=  H g είναι συνεχής στο Α και 

παραγωγίσιµη στο ( ),0x  ως εκθετική. ∆ηλαδή µπορώ να εφαρµόζω το Θεώρηµα 

Μέσης Τιµής σύµφωνα µε το οποίο υπάρχει τουλάχιστον ένα ( ),  0ox x∈ τέτοιο 

ώστε: ( ) ( ) ( )0
0o

g g x
g x

x
−

′ =
−

 ή λόγω της (1) o

o x
x e ee

x
−

=
−

 ή 1
o

x
x ee

x
−

=  (3). Είναι: 

0ox x< <  ή oxx oe e e< <  γιατί η g είναι: /και λόγω της (3) έχουµε: 1 1
x

x ee
x
−

< <    

ή µε χ <0 1x xxe e x> − >   ή 1xe x> + . Συνεπώς για κάθε x ∈ℜ   ισχύει: 

1xe x≥ + όπου η ισότητα ισχύει για 0x =  

ΑΣΚΗΣΗ 5 

Θεωρώ τη συνάρτηση ( )f x nx= A I. Στο διάστηµα [ ]1,A x= Η f είναι  

συνεχής στο [ ]1,x  και παραγωγίσιµη στο ( )1,x Άρα, σύµφωνα µε το Θεώρηµα 

Μέσης Τιµής υπάρχει ( )1,  xox ∈  τέτοιο ώστε: 

( ) ( ) ( ) 11
1 1 1o

f x f nx n nxf x
x x x
− −′ = = =
− − −

A A A (1) 

Όµως για κάθε x ∈ℜ  ισχύει: ( ) ( ) 1f x nx
x

′′ = =A  (2)Από (1) και (2) έχω:Υπάρχει 

τουλάχιστον ένα ( )1,ox x∈  τέτοιο ώστε 1
1o

nx
x x

=
−
A όµως  1 ox x< <  ή 1 11

ox x
> >  ή 

11
1

nx
x x

> >
−
A   ή µε  1x > 1nx x< −A  II. Στο διάστηµα [ ],  1A x=  Η f είναι συνεχής 

στο [ ], 1x  και παραγωγίσιµη στο ( ),1x . Άρα σύµφωνα µε το Θεώρηµα Μέσης Τιµής 

υπάρχει τουλάχιστον ένα ( ),1ox x∈   τέτοιο ώστε: ( ) ( ) ( )1
1o

f f x
f x

x
−

′ =
−

   ή λόγω της  
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(2) 1 1
1o

n nx
x x

−
=

−
A A  ή 1

1o

nx
x x

=
−
A  Όµως  1ox x< <  

1 1 1
ox x

> >
 ή 1 1

1
nx

x x
> >

−
A  ή µε 

1x <  1nx x< −A  Άρα για κάθε x ∈ℜ  ισχύει: 1nx x≤ −A  όπου η ισότητα ισχύει για 

1x =  

ΑΣΚΗΣΗ 6 

Θεωρώ τη συνάρτηση ( )x xνΦ =  µε  [ ],β αΑ =  Η Φ  είναι συνεχής στο [ ],β α  και 

παραγωγίσιµη στο ( ),β α  ως πολυωνυµική. Άρα ισχύουν οι προϋποθέσεις του 

Θεωρήµατος Μέσης Τιµής σύµφωνα µε το οποίο: υπάρχει τουλάχιστον ένα  

( ),ox β α∈  τέτοιο ώστε: ( ) ( ) ( )
ox

α β
α β

Φ − Φ
′Φ =

−
 Όµως για κάθε ( ),x β α∈  είναι: 

( ) 1x xνφ ν −′ =  είναι: 1
ox

ν ν
ν α βν

α β
− −
=

−
 (1) Όµως oxβ α< <   ή  (αφού  *,β α +∈ℜ  

1 1 1
oxν ν νβ α− − −< <     ή 1 1 1

oxν ν ννβ ν να− − −< <  ή λόγω της (1): 1 1
ν ν

ν να βνβ να
α β

− −−
< <

−
 

ΑΣΚΗΣΗ 7 

Θεωρώ ότι η συνάρτηση ( ) 3 3f x x x λ= − +  έχει δύο ρίζες στο [ ]0,1  έστω ότι είναι οι 

1 2 , .Ρ Ρ   ∆ηλαδή 1 20  1.≤ Ρ < Ρ ≤ Τότε θα είναι: ( ) ( )1 2 0.f fΡ = Ρ =  Η f  ως 

πολυωνυµική είναι συνεχής στο [ ]1 2 ,Ρ Ρ  και παραγωγίσιµη στο ( )1 2 ,Ρ Ρ  µε  

( ) ( )1 2 .f fΡ = Ρ   συνεπώς, σύµφωνα µε το Θεώρηµα Rolle υπάρχει τουλάχιστον ένα 

( )1 2 ,ox ∈ Ρ Ρ  τέτοιο ώστε: ( ) 0of x′ = . (1)Όµως για κάθε ( )1 2 ,x ∈ Ρ Ρ   είναι:  

( ) 23 3f x x′ = − Άρα από την (1): 23 3 0   1o ox x− = ⇔ = ± . Όµως είναι:  

1 20 1ol x l≤ < < ≤  ∆ηλαδή   1ox ≠ ± . Άρα κατέληξα σε άτοπο. ∆ηλαδή η εξίσωση 

3 3 0x x λ− + =  δε µπορεί να έχει δύο διαφορετικές ρίζες στο [ ]0,1 . 
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ΑΣΚΗΣΗ 8β 

Θεωρώ τη συνάρτηση  ( ) 1
1 1 og x x x xν ν

να α α−
−= + + +" Εφόσον η εξίσωση 

1
1 1 0ox x xν ν

να α α−
−+ + + ="   έχει µια θετική ρίζα    ,  ox  είναι:  ( ) 0og x = .Επίσης  

( )0 0g = .Όµως η g   ως πολυωνυµική είναι συνεχής στο  [ ]0, ox  και παραγωγίσιµη 

στο ( )0, ox   µε  ( ) ( )og o g x= . Άρα, σύµφωνα µε το Θεώρηµα Rolle, υπάρχει 

τουλάχιστον ένα ( )0, oxξ ∈  τέτοιο ώστε  ( ) 0g ξ′ = Όµως για κάθε ( )0, ox x∈  είναι: 

′f ( ) 2
1og x xν

να ν α−
−′ = + +" Άρα υπάρχει τουλάχιστον ένα ( )0,    ,   oxξ ∈ δηλαδή 

θετικός αριθµός µικρότερος από το ox   τέτοιος ώστε η 

εξίσωση: ( )1 2
1 1 , 0ox xν ν

ννα ν α α− −
−+ − + ="   να επαληθεύεται. 

ΑΣΚΗΣΗ 9 

Θεωρώ τη συνάρτηση ( ) 1 2111
1 2ox x x x xν ν ν

ν
ααα α

ν ν
+ −Φ = + + +

+
"    µε  [ ]0, 1Α =  

Η Φ είναι συνεχής στο [ ]0, 1  και παραγωγίσιµη στο ( )0, 1  ως πολυωνυµική. επίσης 

είναι :  ( )0 0Φ = και ( ) 11 0
1

o
ν

α α α
ν ν

Φ = + + + =
+

"  από υπόθεση. ∆ηλαδή 

( ) ( )0 1Φ = Φ .Συνεπώς, σύµφωνα µε το Θεώρηµα Rolle, υπάρχει τουλάχιστον ένα 

( )0, 1ox ∈  τέτοιο ώστε ( ) 0ox′Φ =   Όµως για κάθε ( )0, 1x ∈  είναι: 

( ) 1
1 1ox x xν ν

ν να α ν α α−
−′Φ = + + + +" Άρα, υπάρχει τουλάχιστον ένα ( )0, 1ox ∈   τέτοιο 

ώστε η εξίσωση ( ) 1
1 1 0o o o o ox x x xν ν

ν να α α α−
−′Φ = + + + + ="  να επαληθεύεται. 

ΑΣΚΗΣΗ 10α 

( ) ( )1 1   ,   , f x x x νµ µ ν= + − φυσικοί. Η f είναι συνεχής στο [ ]0, 1  ως 

πολυωνυµική. Επίσης είναι παραγωγίσιµη στο ( )0, 1  ως πολυωνυµική. Τέλος 
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ισχύει ( ) ( )0 1 1f f= = .Άρα, σύµφωνα µε το Θεώρηµα Rolle, υπάρχει τουλάχιστον 

ένα ( )0, 1ox ∈  τέτοιο ώστε  ( ) 0of x′ =  

ΑΣΚΗΣΗ 11 

Θεωρώ τη συνάρτηση ( )f x ϕχ=∈ στο [ ],β α   µε  β α< .Η f  είναι συνεχής στο 

[ ],β α  και παραγωγίσιµη στο ( ),β α  ως τριγωνοµετρική. Άρα, σύµφωνα µε το 

Θεώρηµα Rolle υπάρχει τουλάχιστον ένα ( ),ox β α∈  τέτοιο 

ώστε: ( ) ( ) ( )
o

f f
f x

α β
α β
−

′ =
−

 (1) Όµως για κάθε x  έχω:  ( ) 2

1f x
συν χ

′ =  Άρα 

( ) 2

1
o

o

f x
συν χ

′ =  (2) Όµως  oxβ α< <  και επειδή 0 2
πβ α< ≤ <  Έχω  

    ,   oσυνβ συνχ συνα> > διότι στο πρώτο τεταρτηµόριο η συνάρτηση ( )h x συνχ=  

είναι γνησίως φθίνουσα. Άρα έχω: 2 2 2    oσυν β συν χ συν α> > ⇔  

2 2 2

1 1 1

oσυν β συν χ συν α
< <   (3)Από τις (1), (2), (3)  παίρνω: 

( ) ( )
2 2

1 1f fα β
συν β α β συν α

−
< <

−
 ή 2 2

1 1εφα εφβ
συν β α β συν α

−
< <

−
 ή µε 

2 2

α β α βεφα εφβ
συν β συν α

− −
< − <  Η σχέση που πρέπει να αποδείξουµε είναι 

ανισοισότητα. Το ίσον της ισχύει για α β= . Άρα για 0 2
πβ α< ≤ <  

είναι: 2 2

α β α βεφα εφβ
συν β συν α

− −
≤ − ≤   

ΑΣΚΗΣΗ 11α 

Έστω 1 2 3, ,Ρ Ρ Ρ  οι τρεις διαφορετικές ρίζες της f ∆ηλαδή είναι 

( ) ( ) ( )1 2 3 0f f fΡ = Ρ = Ρ =  Εφόσον η f  είναι δύο φορές παραγωγίσιµη, είναι και 
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παραγωγίσιµη είναι και συνεχής. Άρα η f  είναι συνεχής και τα υποδιαστήµατα : 

[ ]1 2,Ρ Ρ   και  [ ]2 3,Ρ Ρ  και επίσης είναι παραγωγίσιµη στα ( )1 2,Ρ Ρ  και ( )2 3,Ρ Ρ  

Σύµφωνα, λοιπόν, µε το Θεώρηµα Rolle υπάρχει τουλάχιστον ένα ( )1 1 2,x ∈ Ρ Ρ  

τέτοιο ώστε: ( )1 0f x′ =  (1)Και οµοίως υπάρχει τουλάχιστον ένα ( )2 2 3,x ∈ Ρ Ρ τέτοιο 

ώστε: ( )2 0f x′ =         (2) Εφόσον υπάρχει η    ,         f fη′′ ′    είναι συνεχής. Άρα η 

f ′   είναι συνεχής στο [ ]1 2,x x  και παραγωγίσιµη στο ( )1 2,x x  µε ( ) ( )1 2 0f x f x′ = = . 

Σύµφωνα, λοιπόν, µε το Θεώρηµα Rolle υπάρχει τουλάχιστον ένα ( )1 2,ox x x∈   

τέτοιο ώστε: ( ) 0of x′′ =  ∆ηλαδή η f ′′   έχει τουλάχιστον µια ρίζα. 

ΑΣΚΗΣΗ 11β 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 1 2 3f x x x x x= + + + + ( ) ( )2 22 3 1 5 6x x x x= + + + +  

4 3 2 3 2 22 10 12 3 15 18 5 6x x x x x x x x= + + + + + + + + 4 3 22 13 28 23 6x x x x= + + + +  

( ) 3 28 39 56 23g x x x x= + + + .Παρατηρώ ότι  ( ) ( )f x g x′ =  (1)Η f  είναι συνεχής 

και παραγωγίσιµη ως πολυωνυµική µε ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 3 02f f f f− = − = − = − = . 

Άρα µπορώ να εφαρµόσω το Θεώρηµα Rolle τρεις φορές και να εξάγω τα εξής 

συµπεράσµατα: I. Υπάρχει τουλάχιστον ένα ( )1 3, 2x ∈ − −  τέτοιο ώστε: ( )1 0f x′ =  ή 

λόγω της  (1) ( )1 0g x =  II. Υπάρχει τουλάχιστον ένα ( )2 2, 1x ∈ − −  τέτοιο 

ώστε: ( )2 0f x′ =  ή λόγω της (1): ( )2 0g x = . III. Υπάρχει τουλάχιστον ένα 

( )3
11, 2x ∈ − −  τέτοιο ώστε ( )3 0f x′ =  ή λόγω της (1): ( )3 0g x =  µε  

1 2 3
13 2 1 2x x x− < < − < < − < < − . 



 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ: ΖΑΧΟΓΕΩΡΓΟΣ ΘΑΝΟΣ 

8

ΑΣΚΗΣΗ 13 

Εφόσον η f  είναι συνεχής στο [ ],α β   θα είναι συνεχής και τα υποδιαστήµατα 

  ,     
2

α βα + 
  

  και      ,    
2

α β β+ 
  

. Οµοίως αφού είναι παραγωγίσιµη στο ( ),α β  

θα είναι και στα   ,    
2

α βα + 
 
 

  και      ,   
2

α β β+ 
 
 

. ∆ηλαδή η f  ικανοποιεί στα 

δύο παραπάνω διαστήµατα τις προϋποθέσεις του Θεωρήµατος Μέσης Τιµής το 

οποίο εφαρµόζοντας δύο φορές έχω: I. Υπάρχει τουλάχιστον ένα  1  ,    
2

α βξ α + ∈  
 

  

τέτοιο ώστε: ( )
( )

1
2

2

f f
f

α β α
ξ α β α

+  − 
 ′ =

+
−

 (1) II. Υπάρχει τουλάχιστον ένα 

2   ,   
2

α βξ β+ ∈  
 

 τέτοιο ώστε: ( )
( )

2
2

2

f f
f

α ββ
ξ α ββ

+ −  
 ′ =
+

−
          (2) Προσθέτω τις (1) 

,  (2)  και έχω: ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 2
2 2

2 2

ff f f
f f

α β α βα β
ξ ξ α β α βα β

+ +  − − 
 ′ ′+ = +

+ +
− −

 

( ) ( )
2 2 0

2

f f f fα β α βα β

β α

+ +   − + −   
   = =

−
 αφού από υπόθεση ( ) ( )f fα β=  

ΑΣΚΗΣΗ 14 

( ) 33 3 2f x x x= − +  Απαιτώ  ( ) ( )23 3 2 0 1 2 0 2x x x x x− + ≥ ⇔ − + ≥ ⇔ ≥ −  Άρα  

[ ]2 ,  Α = − + ∞  Η f  είναι συνεχής στο Α ως πολυωνυµική. Επίσης είναι 

παραγωγίσιµη στο Α µε ( ) ( )
′

 ′ = − +  

1
3 33 2f x x x ( ) ( )

2
3 331 3 2 3 2

3
x x x x

− ′
= − + − +  
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( ) ( )
2

3 231 3 2 3 3
3

x x x
−

= − + −  
( )

2

2
33

1

3 2

x

x x

−

− +
  Με   ( ) ( )2,1 1,x ∈ − +∞∪ . Ως κρίσιµα 

σηµεία ορίζονται: I. Οι ρίζες της f ′ . II. Τα σηµεία στα οποία δεν ορίζεται η πρώτη 

παράγωγος. 

I. ( )
( )

2
2

2
33

10 0 1 0
3 2

xf x x
x x

−′ = ⇔ = ⇔ − =
− +

1   : απορρίπτεται
1:  δεκτή

x
χ
=

⇔  = −
 

II. Βρίσκω το 

( ) ( ) ( )

( ) ( )→− →− →− →−

′ − + − − − + − −   = = = = + + ′  + − +

1
3 3

3 23

22 2 2 2 33

3 22 3 2 0 0 1lim lim    lim lim
2 2 0 2 3 2

x x x x

x xf x f x x x
x x x x x

 Όµως  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
→− →−

− = − + = − + ∈ − ∪ + ∝;
2 22 3 33 3

2 2
lim 1 3,   lim 3 2 0  3 2 0 για 2,1 1,
x x

x x x x x x

Από τις παραπάνω εξισώσεις έχω: ( ) ( )
2

2
lim

2x

f x f
x→−

− −
= + ∝

+
.∆ηλαδή δεν ορίζεται η f ′  

στο 2ox = − . Η f  είναι συνεχής στο 2ox = − . Όµως το 2ox = −  δεν είναι κρίσιµο 

σηµείο γιατί δεν είναι εσωτερικό. 

ΣΗΜΕΙΩΣΗ: Για το 2ox = −  γενικά, δε θα εργαζόµαστε, από τη στιγµή που το ox  

δεν είναι εσωτερικό σηµείο, γιατί γνωρίζουµε εξ’ αρχής ότι δεν είναι δυνατόν να 

είναι κρίσιµο σηµείο. Όµως, στην περίπτωση που µας δοθεί µια ανάλογη άσκηση 

αναφέρουµε ότι το τάδε σηµείο (στην περίπτωσή µας το -2), στο οποίο η πρώτη 

παράγωγος υπάρχει περίπτωση να µην ορίζεται, δεν είναι κρίσιµο σηµείο από τη 

στιγµή που δεν είναι εσωτερικό. Οµοίως θα εξετάσω αν υπάρχει η f ′  στο 1ox = . 

Είναι: 

( ) ( ) 33

1 1

3

1 3

1 3 2 0lim lim
1 1
2lim
1

x x

x

f x f x x
x x
x
x

→ →

→

− − + −
= =

− −
+

=
−

Είναι: 

33

1

3
1

3
1

lim 2 3

lim 1 0

lim 1 0

x

x

x

x

x

x

→

→

→

+ =

− =

− ;

Από τα 
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παραπάνω προκύπτει: ( ) ( )
1

1
lim

1x

f x f
x→

−
= + ∝

−
 ∆ηλαδή η f ′  δεν ορίζεται στο 1ox = . 

Όµως η f  είναι συνεχής στο 1ox = , το οποίο είναι και εσωτερικό σηµείο. Άρα είναι 

κρίσιµο σηµείο. Συνεπώς η f  έχει κρίσιµα σηµεία τα: 1ox = −  και 1ox =  

ΑΣΚΗΣΗ 17 

( ) ( )
2

3 1 1        f x x= − − Α = ℜ . Η f   είναι συνεχής στο [ ]0,2  ως άθροισµα δύο 

συνεχών συναρτήσεων στο [ ]0,2  της ( ) ( )
2

3 1x xπ = −  που είναι σύνθεση των 

( ) ( ) ( ) ( )23  ,     ,   1         x x x x x xκ σ µε π κ σΦ = = = − = Φ • •  

αφού  ( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )2 231 1 1x x x x xκ σ κ πΦ = Φ − = Φ − = − =  

∆ηλαδή η π είναι συνεχής στο [ ]0,2  ως σύνθεση συνεχώς σ’ αυτό το διάστηµα και 

της σταθερής  ( ) 1xλ = −  Επίσης η f  είναι παραγωγίσιµη στο ( ) ( )0,1 1,2∪  ως 

άθροισµα των δύο παραπάνω παραγωγίσιµων συναρτήσεων. Για το σηµείο  1ox =   

θα εργαστώ µε τον ορισµό:

( ) ( ) ( ) ( )

( )

23

1 1

23

31 1

1 1 0 11
lim lim

1 1

1 1lim lim
1 1

x x

x x

xf x f
x x

x
x x

→ →

→ →

− − − −−
=

− −

−
= = = + ∝

− −

Άρα η f  δεν 

παραγωγίζεται στο 1ox =  Συνεπώς δεν εφαρµόζεται το θεώρηµα Rolle στο 

διάστηµα [ ]0,2  

ΑΣΚΗΣΗ 25 

( ) ( )
3

2

3 2
xf x x xα β δ γ δ δ = + + + − + 

 
 Α = ℜ  Η f  είναι συνεχής στο [ ]0,1   και 

παραγωγίσιµη στο ( )0,1  ως πολυωνυµική. Επίσης   και 
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( )1
3 2 3 2

f α β α βδ γ δ δ γ δ δ= + + + − + = + + + =  ∆ηλαδή ( ) ( )0 1f f= . Άρα, σύµφωνα 

µε το Θεώρηµα Rolle υπάρχει τουλάχιστον ένα ( )0,1ox ∈  τέτοιο ώστε: ( ) 0of x′ = . 

Και εφόσον η πρώτη παράγωγος σε σηµείο εκφράζει το συντελεστή διεύθυνσης της 

εφαπτοµένης στο σηµείο αυτό, κατέληξα στο συµπέρασµα ότι υπάρχει τουλάχιστον 

ένα ( )0,1ox ∈  τέτοιο ώστε η εφαπτοµένη της γραφικής παράστασης της f στο 

σηµείο  ( )( )  ,   o ox f x  να είναι παράλληλη στον άξονα .x x′  

ΑΣΚΗΣΗ 26 

( ) 1f x nx x= − +A  ( )0,Α = +∞ . ( ) 11 1 1 0f n= − + =A . Η f  είναι συνεχής και 

παραγωγίσιµη συνάρτηση ως άθροισµα παραγωγίσιµων συναρτήσεων, µε 

( ) 1 11 xf x
x x

−′ = − =  Λύνω την εξίσωση:  

( ) ( )χ η−′ = ⇔ = ⇔ − = ⇔ = − =
10 0 1 0 0  1 0xf x x x x

x
 

x  − ∝  0  1 + ∝  

f ′   + - 

f   
 

 

Όπως φαίνεται στον πίνακα η f  είναι γνησίως αύξουσα στο ( )0,1  και γνησίως 

φθίνουσα στο [ ]1,+∞  και επίσης είναι ( )1 0f = . Άρα δεν υπάρχει περίπτωση η 

( ) 0f x =  να έχει άλλη πραγµατική ρίζα εκτός από τη 1ox = , αφού δεν υπάρχει 

περίπτωση η γραφική παράσταση της f  να τέµνει τον άξονα x x′  σε άλλο σηµείο 

εκτός από το 1.ox =  Η f  είναι συνεχής στο [ ],1x  και παραγωγίσιµη στο ( ),1x  ως 

άθροισµα συνεχών και παραγωγίσιµων συναρτήσεων αντίστοιχα, µε 0x > . Άρα, 
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σύµφωνα µε το Θεώρηµα Μέσης Τιµής υπάρχει τουλάχιστον ένα ( ),1ox x∈  τέτοιο 

ώστε :   ( ) ( ) ( )1
1o

f f x
f x

x
−

′ =
−

     ή   ( )
0

1
1

o f xx
x x
−

=
−

    (1) 

ΑΣΚΗΣΗ 31 

( ) = + + + Α = ℜ5 34 5 27. .f x x x x Η f  είναι συνεχής και παραγωγίσιµη ως 

πολυωνυµική, µε : ( ) 4 25 12 5f x x x′ = + +  ∆ηλαδή ( ) 0f x′ >  για κάθε x ∈ℜ     (1) 

Έστω ότι έχει δύο πραγµατικές ρίζες 1 2,Ρ Ρ .  ∆ηλαδή είναι : ( ) ( )1 2 0.f fΡ = Ρ =   

Επίσης η f  είναι συνεχής στο [ ]1 2,Ρ Ρ  και παραγωγίσιµη στο ( )1 2,Ρ Ρ και σύµφωνα 

µε το Θεώρηµα Rolle υπάρχει τουλάχιστον ένα ( )1 2,ox ∈ Ρ Ρ   τέτοιο ώστε: ( ) 0of x′ =  

Όµως, λόγω της (1) έχω καταλήξει σε άτοπο. Άρα η f  έχει το πολύ µια πραγµατική 

ρίζα. Και επειδή η f  είναι περιττού βαθµού, δηλαδή έχει περιττό αριθµό ριζών, 

έχει το λιγότερο µια πραγµατική ρίζα, αφού οι µιγαδικές πάνε κατά ζεύγη. 

Συνεπώς έχει µόνο µια πραγµατική ρίζα. Και επειδή η f  είναι πολυωνυµική 5ου 

βαθµού µε πραγµατικούς συντελεστές έχει ακριβώς 5 ρίζες. Συνεπώς οι υπόλοιπες 

4 είναι µιγαδικές. Όµως είναι: 1ox x< <  ή 1 1 1
ox x

> >  (2)και 1ox x< <  ή 

1 1 0ox x− > − >  (3) Πολλαπλασιάζω τις (2), (3): 11 0o

o

xx
x x

−−
> >  ή λόγω της (1) : 

( )1 0
1

f xx
x x
−

> >
−

 και αφού 1x <   έχω ( ) 0f x <  Οµοίως εργάζοµαι για το διάστηµα 

[ ]1,x  και βρίσκω ότι ( ) 0f x <  ενώ για 1x =   είναι : ( )1 0.f =  Άρα για κάθε 

( )0,x ∈ +∞   ισχύει ( ) 0.f x ≤  

ΑΣΚΗΣΗ 32 
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( ) 32 3 1f x x x= − −  Έστω ότι η f  έχει 2 ρίζες 1 2,Ρ Ρ  µε 1 2
2 2         , 
2 2

στο
 

Ρ < Ρ   
 

 

∆ηλαδή  είναι : ( ) ( )1 2 0.f fΡ = Ρ =  Όµως η f  ως πολυωνυµική είναι συνεχής στο 

2 2 , 
2 2

 
− 
 

 και παραγωγίσιµη στο  2 2 , 
2 2

 
−  
 

 Άρα, και σύµφωνα µε το 

Θεώρηµα Rolle υπάρχει τουλάχιστον ένα ( )1 2,ox ∈ Ρ Ρ   τέτοιο ώστε: ( ) 0of x′ =  µε 

1 2
2 2
2 2ox− < Ρ < < Ρ <      (1) Όµως για κάθε x ∈ℜ   είναι : ( ) 26 3f x x′ = −  Άρα 

: ( )′ = ⇔ − = ⇔ = ⇔ = ±2 2 1 20 6 3 0
2 2o o of x x x x  που είναι άτοπο λόγω της  (1). 

Άρα η εξίσωση ( ) 0f x =   έχει το πολύ µια ρίζα στο  22  ,   2 2
 
−  
 

  Όµως επειδή 

2 2 2 22 3 1 2 1 0
2 8 2

f
 
− = − + − = − >  
 

 2 2 22 2 3 1 2 1 02 8 2
f   = − − = − − < 
 

 

∆ηλαδή  2 2 022
f f
   − <       

  και σύµφωνα µε το θεώρηµα Bolzano (που 

εφαρµόζεται, αφού όπως έχω ήδη εξηγηθεί, ισχύει η συνέχεια f ), υπάρχει 

τουλάχιστον µια ρίζα της f  στο  2 2 ,  
2 2

 
−  
 

. Συνεπώς η f   έχει ακριβώς µια 

ρίζα στο 2 2 ,  
2 2

 
−  
 

. 


