3) Ασκήσεις με ρίζες συνάρτησης, αλλά και παραγώγου (ΠΡΟΑΠΑΙΤΟΥΜΕΝΕΣ ΓΝΩΣΕΙΣ)

Θεωρούνται γνωστά τα παρακάτω:  

- Θεώρημα Bolzano, Θεώρημα Rolle, Θεώρημα Μέσης Τιμής.

- Κάθε πραγματικός αριθμός 
[image: image1.wmf]0
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 έχει νιοστή ρίζα, 
[image: image2.wmf]*
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 Δηλαδή η εξίσωση 
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  έχει μία τουλάχιστον ρίζα. Η ρίζα δεν είναι απαραίτητα μοναδική. Είναι μοναδική, αν 
[image: image4.wmf]v

 περιττός. Ενδιαφέρον παρουσιάζει και η απόδειξή του σαν μέθοδος, όταν δεν δίνεται διάστημα και θέλω να εφαρμόσω Bolzano.

- Από Α’ Λυκείου Άλγεβρα είναι γνωστά ότι:

· Κάθε δυωνυμική εξίσωση περιττού βαθμού έχει μία μόνο ρίζα στο 
[image: image5.wmf]¡

. 
[image: image6.wmf](
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 (Α Λυκείου σελίδα 47-48 το 1 και 4).

· Κάθε διωνυμική εξίσωση άρτιου αριθμού έχει δύο, μία ή καμία ρίζα στο 
[image: image7.wmf]¡

. (Α Λυκείου σ. 48 το 2 και 3).

ΜΟΡΦΕΣ ΑΣΚΗΣΕΩΝ ΜΕ ΡΙΖΕΣ

Α) ΓΙΑ ΝΑ ΑΠΟΔΕΙΞΩ ΟΤΙ ΜΙΑ ΠΑΡΑΣΤΑΣΗ ΕΧΕΙ ΡΙΖΑ

· Όταν ζητείται να δειχθεί ότι μια παράσταση 
[image: image8.wmf](
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 έχει ρίζα στο 
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 τότε ακολουθώ τους παρακάτω τρόπους.

α) Εφαρμόζω Bolzano  στο 
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 για την 
[image: image11.wmf].
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β) Βρίσκω το σύνολο τιμών της 
[image: image12.wmf]s

 στο 
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. Έστω 
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 το σύνολο τιμών. Αν 
[image: image15.wmf],
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 ετερόσημα, επειδή το 
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 η 
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 θα παίρνει όλες τις ενδιάμεσες τιμές άρα και την τιμή 
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, άρα θα υπάρχει 
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 τέτοιο ώστε 
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 Η μέθοδος αυτή έχει εφαρμογή και όταν ένα από τα 
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 είναι το 
[image: image22.wmf]0.


γ) Εφαρμόζω Rolle  για την 
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, όπου 
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 αρχική της 
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 στο 
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Με το Θεώρημα Rolle αποδεικνύω ότι έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο 
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 η 
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· Όταν ζητείται να δειχθεί ότι μία παράσταση 
[image: image29.wmf](
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 έχει ρίζα στο 
[image: image30.wmf]¡

, τότε ακολουθώ έναν από τους παρακάτω δρόμους:

α) Βρίσκω όρια της 
[image: image31.wmf](
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 με προϋπόθεση ότι η 
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 ορίζεται στο 
[image: image33.wmf]¡

. διαφορετικά του 
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 τείνοντας στα άκρα του πεδίου ορισμού της. Εάν τα όρια είναι ετερόσημα προσδιορίζω 
[image: image35.wmf],

ab

 στο πεδίο ορισμού, με την πρόταση – πρόσημο ορίου- πρόσημο τιμών της 
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 τέτοια ώστε 
[image: image37.wmf](
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 και εφαρμόζω Θεώρημα Bolzano. Εάν τα όρια προκύπτουν ομόσημα, τότε βρίσκω τα 
[image: image38.wmf](

)

sa

 όπου 
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 σημείο αλλαγής μονοτονίας της 
[image: image40.wmf]s

.

β) Μια άλλη αντιμετώπιση του θέματος είναι η εύρεση του συνόλου τιμών της 
[image: image41.wmf]s

.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ: Ένας άλλος τρόπος που εφαρμόζεται και για το 
[image: image42.wmf][
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, αλλά και στο 
[image: image43.wmf]¡

 είναι να λύσω την εξίσωση αν λύνεται. Προσοχή μήπως προσδιορίζεται η ρίζα κατά ομάδες.

Β) ΓΙΑ ΝΑ ΔΕΙΞΩ ΟΤΙ ΜΙΑ ΠΑΡΑΣΤΑΣΗ  ΔΕΝ ΕΧΕΙ ΔΙΑΦΟΡΕΤΙΚΕΣ ΡΙΖΕΣ

(Για να δείξω ότι μία παράσταση έχει μία το πολύ ρίζα) ακολουθώ τους παρακάτω δρόμους:

α) Βρίσκω ρίζες αν είναι σχετικά εύκολο και βγάζω τα αντίστοιχα συμπεράσματα.

β) Υποθέτω ότι έχω δύο τουλάχιστον ρίζες 
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 με 
[image: image45.wmf]12

rr

¹

 και 
[image: image46.wmf](

)

(

)

12

0

srsr

==

. Εφαρμόζω Θεώρημα Rolle για την 
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 στο  
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 και αποδεικνύω ότι η  
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 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο 
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. Βρίσκοντας όμως την 
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 και διαπιστώνοντας ότι 
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γ) Υποθέτω ότι έχω δύο τουλάχιστον ρίζες 
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. Δείχνω ότι η συνάρτηση είναι γνησίως μονότονη οπότε με 
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 έχω 
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, άρα το προηγούμενο συμπέρασμα είναι άτοπο. (Αντί για γνησίως μονότονη μπορώ να δείξω ότι είναι  
[image: image58.wmf]1:1

).

Παρατήρηση 1: Με τους τρόπους 
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 δείχνω ότι η 
[image: image60.wmf](
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 έχει μία το πολύ ρίζα, δηλαδή μία ή καμία. Απ’ αυτό και μόνο δεν μπορώ να βγάλω το συμπέρασμα ότι έχω μοναδική ρίζα.

Παρατήρηση 2: Όταν θέλω να δείξω ότι έχω μοναδική ρίζα, τότε πρέπει να δείχνω ότι: 1) έχω μία τουλάχιστον και 2) μία το πολύ. Συνδυάζοντάς τα έχω το ζητούμενο.

Παρατήρηση 3: Όταν έχω δείξει ότι έχω μοναδική ρίζα, αυτό δεν σημαίνει ότι δεν θα έχω διπλή, τριπλή, κ.τ.λ. Σημαίνει απλά ότι δεν έχω δύο διαφορετικές ρίζες, έχω μία ρίζα που μπορεί να είναι και διπλή π.χ.  
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 Η 
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 έχει μοναδική ρίζα στο 
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 την 
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 Είναι μοναδική διότι  
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 συνεχής, άρα  
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Παρατήρηση 4: Για να δείξω ότι δεν έχω διπλή ρίζα, υποθέτω ότι έχω τουλάχιστον διπλή (διπλή, ή τριπλή, ή τετραπλή. Σε κάθε περίπτωση θα έχω και διπλή) οπότε τότε θα είναι 
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 Βρίσκω το 
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, άρα έχει ρίζα στο 
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 τη 
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 διαπιστώνω ότι έχω άτοπο. Εάν δεν προκύπτει άτοπο, δηλαδή αν το 
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 έχει ρίζα στο 
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, τότε έστω 
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 η ρίζα του 
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 Αν το 
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 έχει διπλή ρίζα το 
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, αυτή δεν μπορεί να είναι άλλη από την 
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. Βρίσκω το 
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 δεν έχει διπλή ρίζα. 
Παρατήρηση 5: Για να δείξω ότι η 
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 δεν έχει καμία ρίζα στο 
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 μπορώ να δείχνω ότι 
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 βρίσκοντας μονοτονία – ακρότατα της 
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Παρατήρηση 6: Όταν ζητείται να δείξω ότι μία εξίσωση έχει μία ρίζα στο 
[image: image89.wmf]¡

 και οι άλλες είναι μιγαδικές, όχι πραγματικές τότε δείχνω: 

1) Μία τουλάχιστον στο 
[image: image90.wmf]¡

.

2) Δεν έχω δύο διαφορετικές στο 
[image: image91.wmf]¡

.

3) Δεν έχω διπλή ρίζα στο 
[image: image92.wmf]¡

.  

4) Έχω 
[image: image93.wmf]v

 ρίζες στο 
[image: image94.wmf]C

 για πολυώνυμο νιοστού βαθμού. Άρα έχω μοναδική πραγματική και 
[image: image95.wmf]1
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 και μιγαδικές ρίζες. 

Παρατήρηση 7: 

· Όταν θέλω να δείξω ότι δεν έχω δύο διαφορετικές ρίζες και γνωρίζω μια ρίζα 
[image: image96.wmf]r

 τότε εργάζομαι στα διαστήματα 
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. Έτσι εργάζομαι και όταν οι προαναφερόμενοι τρόποι για μοναδικότητα δεν οδηγούν σε άτοπο.

· Αν ζητείται να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση έχει αρνητική ρίζα αντίστοιχα θετική, επιλέγω διάστημα με δεξί άκρο το 
[image: image98.wmf]0

 αντίστοιχα με αριστερό άκρο το 
[image: image99.wmf]0

 (ή με δεξί άκρο αρνητικό αντίστοιχα με αριστερό άκρο θετικό).

Παρατήρηση 8: Όταν ζητείται να δειχθεί ότι η εξίσωση δεν έχει περισσότερες από 
[image: image100.wmf]ÎN
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 ρίζες, τότε υποθέτω ότι έχει 
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  και εφαρμόζω Rolle στα 
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, άρα η 
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 έχει 
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 ρίζες. Βρίσκω την 
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 και διαπιστώνω ότι έχω λιγότερες από 
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 άρα άτοπο οπότε η υπόθεσή μου λάθος, συνεπώς η εξίσωση έχει το πολύ 
[image: image107.wmf]k

  ρίζες.
Παρατήρηση 9: 

· Όταν ζητείται λύση της εξίσωσης 
[image: image108.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

jp

j

l

==+

K

,  

xpxx

xtx

txxx

, τότε εργάζομαι αντίστοιχα για τις 
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[image: image110.wmf](
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 με τους προαναφερόμενους τρόπους. 

Παρατήρηση 10: Όταν θέλω να δείξω ότι δύο γραμμές, γραφικές παραστάσεις συναρτήσεων, τέμνονται και το σύστημά τους δεν λύνεται με το γνωστό λογισμό τότε: 
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Θεωρώ τη συνάρτηση 
[image: image112.wmf](
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  και εφαρμόζω τα παραπάνω.

Παρατήρηση 11: Όταν θέλω να δείξω ότι έχω δύο ακριβώς ρίζες, μπορώ να σπάω το πεδίο ορισμού με βάση το σημείο αλλαγής μονοτονίας  και να εργάζομαι χωριστά σε κάθε διάστημα.

Παρατήρηση 12: Για να δείξω ότι μια παράσταση δεν έχει ρίζα στο 
[image: image113.wmf]¡

. Δες κεφάλαιο 6 Μονοτονία – ακρότατα.

4) Όταν ζητείται να εξετάσουμε αν εφαρμόζεται το Θεώρημα μέσης τιμής τότε ελέγχω αν ισχύουν οι προϋποθέσεις του.

· Αν επιπλέον ζητείται να προσδιοριστεί 
[image: image114.wmf]0
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 τέτοιο ώστε 
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 λύνω την εξίσωση 
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 με αντίστοιχο το 
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 και εξετάζω αν ισχύει 
[image: image118.wmf]0
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. Αν ισχύει, τότε το 
[image: image119.wmf]0
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 είναι δεκτό. (Συνδυασμός παραλληλίας ευθείας με εφαπτόμενη). Η παρατήρηση της προηγούμενης κατηγορίας 2 έχει εφαρμογή και εδώ.

Παράδειγμα στο Θεώρημα Μέσης Τιμής.

5) ΑΠΟΔΕΙΞΗ ΑΝΙΣΟΤΙΚΩΝ ΣΧΕΣΕΩΝ ΜΕ ΘΕΩΡΗΜΑ ΜΕΣΗΣ ΤΙΜΗΣ
Α) Μορφή ανισοτικής σχέσης (Διπλή)

Για απόδειξη ανισοτικών σχέσεων με το Θεώρημα Μέσης Τιμής εργάζομαι ως εξής. Με βάση την ανισοτική σχέση που θέλω να αποδείξω επιλέγω κατάλληλη συνάρτηση και κατάλληλο διάστημα 
[image: image120.wmf][
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 (Η συνάρτηση που επιλέγω, αλλά και τα άκρα του διαστήματος εμφανίζονται μέσα στην ανισοτική σχέση. Επίσης για την εκλογή του διαστήματος λαμβάνω υπ’ όψιν μου και το διάστημα στο οποίο ζητείται να αποδειχθεί η ανισοτική σχέση).

Εξασφαλίζω τις προϋποθέσεις του Θεωρήματος Μέσης Τιμής για τη συνάρτηση που επέλεξα και εφαρμόζω το Θεώρημα Μέσης Τιμής για το επιλεγμένο διάστημα. Έτσι υπολογίζω το 
[image: image121.wmf](
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 Υπολογίζω επίσης το 
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)

f

x

¢

 παραγωγίζοντας τη συνάρτηση 
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Επειδή τα πρώτα μέλη είναι ίσα,  
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Ξεκινάω με την ανισοτική σχέση  
[image: image126.wmf]axb
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  και βασιζόμενος στη μονοτονία της 
[image: image127.wmf](
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 κατασκευαστικά δημιουργώ ανισοτική σχέση για το 
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 που προέκυψε από την παραγώγιση. Στη συνέχεια, στην ανισοτική σχέση, αντικαθιστώ το 
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 που προέκυψε από το Θεώρημα Μέσης Τιμής και με πράξεις προκύπτει το ζητούμενο.

Παρατήρηση 1: Όταν δυσκολεύομαι στην επιλογή κατάλληλου διαστήματος μπορώ να σπάω το σύνολο στο οποίο ζητείται να αποδειχθεί η ανισοτική σχέση σε επιμέρους διαστήματα και να ακολουθώ την παραπάνω διαδικασία δύο, τρεις φορές, ανάλογα με το πλήθος των διαστημάτων. Αν σπάω το σύνολο 
[image: image130.wmf][
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 στα 
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 τότε θα πρέπει να ελέγχω αν ισχύει η ανισοτική σχέση για το 
[image: image132.wmf]0
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 το  
[image: image134.wmf]0
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. Όταν η ανισοτική σχέση έχει δύο μέλη τα άκρα των διαστημάτων έχουν σχέση πιθανώς με τα σημεία αλλαγής μονοτονίας της συνάρτησης που προκύπτει μεταφέροντάς τα όλα στο πρώτο μέλος της ανισοτικής σχέσης. Επίσης με τις ρίζες της 
[image: image135.wmf](
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[image: image137.wmf]a
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Β) ΜΟΡΦΗ ΑΝΙΣΟΤΙΚΗΣ ΣΧΕΣΗΣ
Επιλέγω κατάλληλη συνάρτηση και 
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6) ΕΥΡΕΣΗ ΑΡΧΙΚΗΣ – Η F  ΕΙΝΑΙ ΣΤΑΘΕΡΗ
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ΠΡΟΣΟΧΗ: Η εύρεση αρχικής αφορά διάστημα, όχι ένωση διαστημάτων. Ο υπολογισμός της σταθεράς  
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 γίνεται από δοσμένη τιμή της συνάρτησης.
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 σε διάστημα και προσδιορίζω, τη σταθερή τιμή δίνοντας τιμή στο 
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