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Εµπλεκόµενες γνωστικές περιοχές 
Οι βασικές γνωστικές περιοχές που αφορούν στην υλοποίηση του σεναρίου είναι η 
καρτεσιανή αναπαράσταση σηµείων στο επίπεδο, οι συναρτήσεις και ο διαφορικός 
λογισµός. Ιδιαίτερη έµφαση δίνεται στην έννοια της παραγώγου τιµής συνάρτησης ως 
κλίση της εφαπτοµένης ευθείας στο σηµείο επαφής. 
 

Τάξεις στις οποίες απευθύνεται. 
Το σενάριο απευθύνεται αποκλειστικά σε µαθητές της τελευταίας τάξης του Λυκείου. 
Στην τάξη αυτή η έννοα της παραγώγου τιµής και η γεωµετρική της σηµασία 
διδάσκονται τόσο στα Μαθηµατικά της Γενικής παιδείας όσο και στην Θετική και 
Τεχνολογική κατεύθυνση. 

Συµβατότητα µε το αναλυτικό πρόγραµµα. 
Το θέµα το οποίο διαπραγµατεύεται το σενάριο είναι πλήρως συµβατό µε το 
αναλυτικό πρόγραµµα. Η διδασκαλία της παραγώγου και της γεωµετρικής της 
σηµασίας γίνεται µε βάση τα δύο σχολικά βιβλία τα οποία αναλύουν διεξοδικώς το 
θέµα. Οι οδηγίες προς τους διδάσκοντες επισηµαίνουν την σηµασία της γραφικής 
παράστασης για την κατανόηση της έννοιας της παραγώγου και της γεωµετρικής της 
σηµασίας. 
 

Απαιτούµενη υλικοτεχνική υποδοµή 
Απαιτείται ένας αριθµός Η/Υ. Στους υπολογιστές θα πρέπει να έχει εγκατασταθεί το 
λογισµικό Geogebra το οποίο είναι ελεύθερο λογισµικό, έχει ήδη εξελληνιστεί και 
δεν απαιτείται οποιαδήποτε παροχή δικαιώµατος χρήσης. Επιπλέον θα πρέπει οι 
υπολογιστές στο δίκτυο να έχουν εγκατεστηµένη την Java 1.4.2 ή µεταγενέστερη. 

Γνωστικά προαπαιτούµενα 
α) Ως προς τα µαθηµατικά είναι απαραίτητη η γνώση της έννοιας της παραγώγου 
τιµής µιας συνάρτησης, σε ένα σηµείο x0 του πεδίου ορισµού της. Επιπλέον θα πρέπει 
να γνωρίζουν την γεωµετρική σηµασία της παραγώγου ως κλίση της εφαπτοµένης 
ευθείας στο σηµείο µα τετµηµένη x0.  
β) Ως προς την τεχνολογία απαιτείται βασική εξοικείωση µε την χρήση ενός 
εκπαιδευτικού λογισµικού µε δυνατότητες δυναµικής διαχείρισης γραφικών 
παραστάσεων (Cabri, Sketchpad, Function Probe, Geogebra). Προτείνεται να 
προηγηθεί ένα δίωρο εξοικείωσης µε το λογισµικό Geogebra µέσα από µία σειρά 
απλών εφαρµογών πάνω στην κατασκευή και διερεύνηση γραφικών παραστάσεων 
συναρτήσεων.  

Στόχοι: 

Οι επιµορφούµενοι µέσα από τις δραστηριότητες του σεναρίου:  

• Θα δηµιουργήσουν ένα υπολογιστικό εργαλείο εύρεσης της γραφικής 
παράστασης της παραγώγου οποιασδήποτε συνάρτησης. 

• Θα αποκτήσουν εµπειρίες σχετικές µε την δηµιουργική αξιοποίηση των 
δυνατοτήτων του λογισµικού, όσον αφορά στην δυναµική συµπεριφορά 
παραµετρικών συναρτήσεων. 
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Εκτιµώµενη διάρκεια: 
Η ενδεικτική διάρκεια για την υλοποίηση του σεναρίου είναι 2 ώρες. Οι 
επιµορφούµενοι έχουν την δυνατότητα να επεκτείνουν τις δραστηριότητες ή να 
εντοπίσουν την υλοποίηση σε ένα µέρος µόνο των δραστηριοτήτων του σεναρίου. 
Αυτό σηµαίνει ότι η διάρκεια επιµηκύνεται ή περιορίζεται ανάλογα µε την διδακτική 
ατζέντα των επιµορφωτών και των επιµορφούµενων. 
 

ΑΝΑΛΥΤΙΚΗ ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΤΗΣ ΕΝΟΤΗΤΑΣ 

Αναφορά στα πλεονεκτήµατα της χρήσης των ΤΠΕ 
Η διδακτική αξιοποίηση τεχνολογικών εργαλείων δίνει νέες ευκαιρίες για δηµιουργία 
µαθησιακών περιβαλλόντων τα οποία βελτιώνουν τις παραδοσιακές διδακτικές 
προσεγγίσεις, αλλά κυρίως εισάγουν νέες µορφές και ευκαιρίες µάθησης. Θα 
εστιάσουµε στην δεύτερη επισήµανση. 
Η εισαγωγή της τεχνολογίας στην µαθησιακή διαδικασία µετασχηµατίζει τόσο τις 
διδακτικές πρακτικές όσο και τα ίδια τα µαθηµατικά ως γνωστικό αντικείµενο.  
α) ∆υναµικό µαθηµατικό αντικείµενο vs στατικό µαθηµατικό αντικείµενο. 
Όταν στην οθόνη του υπολογιστή κατασκευάσουµε ένα µαθηµατικό παραµετρικό 
αντικείµενο τότε το σύρσιµο(dragging) του αντικειµένου, είτε απ ευθείας είτε µέσω 
ενός µεταβολέα, δηµιουργεί ένα φαινόµενο το οποίο εξελίσσεται µε βάση την κίνηση 
του αντικειµένου. Αυτό σηµαίνει ότι ο χρήστης µπορεί να θεωρεί τα αντικείµενα της 
οθόνης ως γεννήτορες µαθηµατικών φαινοµένων, µέσα στα οποία φαινόµενα µπορεί 
να αναζητηθούν αναλλοίωτες σχέσεις µεγεθών, δηλαδή θεωρήµατα.  
Τα µαθηµατικά αντικείµενα που αναπαρίστανται µε τα στατικά αναπαραστασιακά 
εργαλεία (χαρτί, πίνακας, διαφάνεια) αποτελούν στιγµιότυπα και η συσχέτισή τους 
µπορεί να γίνει µέσα από µία καθαρά νοητική επεξεργασία η οποία συχνά 
προϋποθέτει ιδιαίτερες δεξιότητες.    
β) Επιπλέον δυνατότητες διερευνητικής µάθησης. 
Η δυναµική οπτικοποίηση αλγεβρικών ποσοτήτων προκαλούν την διερευνητική 
διάθεση των χρηστών. Η δυνατότητα κίνησης των αντικειµένων και η εισαγωγή 
παραµέτρων στην κατασκευή, δίνουν την ευκαιρία στον διδάσκοντα να σχεδιάσει 
ανοικτές καταστάσεις προβλήµατος οι οποίες απαιτούν επιτρέπουν την διατύπωση 
εικασιών και τον έλεγχό τους. Επιπλέον µπορούµε να δηµιουργήσουµε 
δραστηριότητες οι οποίες καταργούν τα στεγανά µεταξύ των διαφόρων αλγεβρικών 
περιοχών και αναδεικνύουν ένα ενιαίο γενικό πλαίσιο µαθηµατικής δράσης. 
γ) Επιπλέον ευκαιρίες διαπραγµάτευσης. 
Οι ανοικτές καταστάσεις προβλήµατος και η δυναµική φύση των µαθηµατικών 
αντικειµένων δηµιουργούν νέους πυρήνες διαπραγµάτευσης και επικοινωνίας µεταξύ 
των επιµορφούµενων. 
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Αναλυτική και βηµατική περιγραφή – ανάπτυξη – εργαστηριακή 
εκτέλεση της δραστηριότητας 

1. Εισαγωγικά 
Ο επιµορφωτής παρουσιάζει τον µικρόκοσµο που έχει κατασκευάσει σε ένα αρχείο 
του λογισµικού Geogebra. Το αρχείο αυτό αρχικά εµφανίζει την γραφική παράσταση 
ενός παραµετρικού τριωνύµου αx2+βx+γ του οποίου οι τιµές των συντελεστών 
αλλάζουν από τους µεταβολείς α, β, γ. Επιπλέον εµφανίζεται η εφαπτοµένη (ε) της 
γραφικής παράστασης στο σηµείο Μ το οποίο κινείται επάνω στην γραφική 
παράσταση. Αυτό σηµαίνει ότι οι συντεταγµένες του σηµείου Μ ικανοποιούν την 
σχέση y= αx2+βx+γ. Τέλος εµφανίζεται η κλίση της εφαπτοµένης µέσα από 2 
αναπαραστάσεις, την αριθµητική και την γεωµετρική(ορθογώνιο τρίγωνο µε κάθετη 
πλευρά ίση µε 1) (∆ιάρκεια 5 λεπτά) 

 

2. Η εξοικείωση µε τον µικρόκοσµο και την διερεύνηση. 
Οι επιµορφούµενοι χειρίζονται τόσο το δυναµικό σηµείο Μ πάνω στην γραφική 
παράσταση όσο και τους µεταβολείς. Παρατηρούν τις θέσεις της εφαπτοµένης και 
ιδιαίτερα τις οριακές, τον τρόπο µε τον οποίο µεταβάλλονται οι τιµές της κλίσης. 
Στην συνέχεια εµφανίζουν το σηµείο Π από το παράθυρο της Άλγεβρας. Το σηµείο Π 
επιτρέπει στον χρήστη να δηµιουργήσει την γραφική παράστασης της σχέσης που 
συνδέει την τετµηµένη του σηµείου Μ µε την κλίση της εφαπτοµένης. Επιπλέον το 
σηµείο Π αφήνει το ίχνος του και αυτό θα αποτελέσει εστία διαπραγµάτευσης µεταξύ 
των επιµορφούµενων για την σηµασία της γραφικής παράστασης η οποία εµφανίζεται. 
(20 λεπτά) 
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Η φάση αυτή θα κλείσει µε µία συζήτηση γύρω από την διαφορά που υπάρχει µεταξύ 
της παραδοσιακής παρουσίασης της έννοιας της παραγώγου συνάρτησης και των 
διδακτικών δυνατοτήτων που προσφέρει ο µικρόκοσµος στο ίδιο θέµα. 

 
∆ιδακτικές υποδείξεις 1 και 2 

 
∆ιδακτική υπόδειξη 1  προς τους επιµορφούµενους: Η διερευνητική στάση των µαθητών δεν είναι 
δεδοµένη. Συχνά  καταγράφουν µία µόνο τυχαία τιµή για κάθε ένα από τα µεταβαλλόµενα µεγέθη και 
καθώς δεν υπάρχει φανερή σχέση µεταξύ των τιµών εγκαταλείπουν την διερεύνηση. Υποδείξτε στους 
µαθητές σας να σύρουν το σηµείο Μ σε ακέραιες και χαρακτηριστικές τιµές όπως (2, 4) (-1, 1) και να 
παρατηρήσουν την σχέση της τετµηµένης του σηµείου επαφής µε την κλίση της εφαπτοµένης. Ζητήστε 
να διατυπώσουν έναν κανόνα που φαίνεται να ισχύει και να τον επαληθεύσουν και για σηµεία µε µη 
ακέραιες τετµηµένες. 
Ζητήστε τώρα να εµφανίσουν το σηµείο Π και να κινήσουν το σηµείο Μ ώστε να γράψει µία ευθεία. 
Ζητείστε από τους µαθητές να διαπραγµατευτούν την γραφική παράσταση που προέκυψε και στην 
συνέχεια να την συνδέσουν µε τα άτυπα συµπεράσµατα που είχαν προκύψει από απλή καταγραφή των 
αριθµητικών δεδοµένων.  

 
∆ιδακτική υπόδειξη 2 προς τους επιµορφούµενους: Ζητήστε από τους µαθητές να επιβεβαιώσουν τον 
κανόνα που ήδη έχουν εντοπίσει µε αυστηρά µαθηµατικό τρόπο, δηλαδή µε την χρήση του ορισµού 
της παραγώγου τιµής. Η διαδικασία αυτή είναι απαραίτητη καθώς όλες οι προηγούµενες 
δραστηριότητες στηρίχτηκαν στις υπολογιστικές δυνατότητες του εργαλείου. Στην ουσία οι µαθητές 
θα αποδείξουν ότι η παράγωγος της συνάρτησης y=x2 είναι η y=2x. Ζητείστε από τους µαθητές να 
κατασκευάσουν µε την βοήθεια που λογισµικού την γραφική παράσταση της ευθείας  y=2x και να 
παρατηρήσουν ότι αυτή συµπίπτει µε την ευθεία που δηµιούργησε το ίχνος του σηµείου Π. 
Παρατηρείστε ότι η όλη διαδικασία προχωρά ως εξής: 
Πειράµατα µε τον µικρόκοσµο → εικασία → επαλήθευση µε µαθηµατικό τρόπο → επαλήθευση µε 
γραφική παράσταση στον µικρόκοσµο. 

 

3. Πρώτη επέκταση της διερεύνησης. 
Τα υπολογιστικά εργαλεία επιτρέπουν νέες διδακτικές προσεγγίσεις στα µαθηµατικά 
και οι επιµορφούµενοι θα πρέπει να δοµήσουν την αντίληψη αυτή σταδιακά και µέσα 
από την προσωπική τους εµπειρία. Η διαδικασία την οποία έχουν εφαρµόσει, σε µία 
συγκεκριµένη περίπτωση συνάρτησης, θα µετασχηµατιστεί σε ένα εργαλείο 
διερεύνησης µέσα από µία κλιµακούµενη επέκταση της εφαρµογής της.  
Οι επιµορφούµενοι θα επιχειρήσουν επέκταση της διερεύνησης και αξιοποίηση της 
προσέγγισης της παραγώγου σε νέες συναρτήσεις οι οποίες όµως έχουν πολυωνυµική 
µορφή. 
Θα µετασχηµατίσουν την συνάρτηση σε τριτοβάθµια πολυωνυµική της απλούστερης 
µορφής, δηλαδή σε y=x3. Στην συνέχεια θα επαναλάβουν την διερεύνηση µε το ίχνος 
του σηµείου Π οπότε θα εµφανιστεί µία νέα καµπύλη. (25 λεπτά) 
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∆ιδακτική υπόδειξη 3 
 

∆ιδακτική υπόδειξη 3  προς τους επιµορφούµενους: Η διαδικασία που εφαρµόσαµε προηγουµένως είναι 
ανάγκη να µετουσιωθεί σε διδακτική πρόταση. Θα πρέπει να θέσουµε διδακτικούς και µαθησιακούς 
στόχους, να κατασκευάσουµε ένα ή περισσότερα φύλλα εργασίας, να σχεδιάσουµε φάσεις της 
υλοποίησης µέσα στην τάξη και να περιγράψουµε µία αναµενόµενη διδακτική πορεία. 
Θα πρέπει να έχουµε υπ όψιν ότι η διδακτική αξιοποίηση ενός εργαλείου αρχίζει από την στιγµή που 
υποχωρεί η γοητεία που ασκεί επάνω στον διδάσκοντα  το εργαλείο και µετασχηµατίζεται σε όργανο 
διδασκαλίας. Πολλές φορές η προσοχή µας στρέφεται στην κατασκευή αρχείων τα οποία ενώ 
παρουσιάζουν εξαιρετικό ενδιαφέρον από άποψη τεχνολογικής αξιοποίησης  εν τούτοις δεν είναι 
δυνατόν να ενταχθούν αρµονικά µέσα στην διδακτική διαδικασία. Είναι σηµαντικό να έχει 
διευκρινιστεί, µε αρκετή ακρίβεια και διδακτικό ρεαλισµό, ποιο κοµµάτι της κατασκευής των 
µικρόκοσµων θα έχουν έτοιµο οι µαθητές, ποιο κοµµάτι ενδεχοµένως θα µείνει κρυφό και ποιο 
κοµµάτι θα  κατασκευάσουν οι ίδιοι οι µαθητές.  
Ας ετοιµάσουµε λοιπόν ένα βασικό φύλλο εργασίας και ένα απλό σχέδιο διδακτικής χρήσης του 
µικρόκοσµου για την διερεύνηση της παραγώγου της συνάρτησης f(x)=xν. 

4. ∆εύτερη επέκταση της διερεύνησης. 
Ο τρόπος µε τον οποίο εισάγεται η έννοια της µη παραγωγίσιµης συνάρτησης στα 
σχολικά εγχειρίδια είναι απολύτως αναλυτικός και στηρίζεται αποκλειστικά στον 
αυστηρό ορισµό της παραγώγου τιµής ως όριο. Η γεωµετρική προσέγγιση της έννοιας 
της µη παραγωγίσιµης συνάρτησης είναι προβληµατική όταν τα αναπαραστασιακά 
εργαλεία  που διαθέτουµε είναι στατικά. Ο έλεγχος βέβαια µπορεί να 
πραγµατοποιηθεί οπτικά και µέσω της γραφικής της παράστασης όταν αυτή 
παρουσιάζει γωνιακά σηµεία. Η δυναµική προσέγγιση της µη παραγωγισιµότητας 
µιας συνάρτησης µπορεί να πραγµατοποιηθεί µε το νέο διερευνητικό εργαλείο που 
ήδη έχουµε γνωρίσει.   
Οι επιµορφούµενοι θα επιχειρήσουν επέκταση της διερεύνησης και αξιοποίηση της 
προσέγγισης της παραγώγου σε συναρτήσεις οι οποίες παρουσιάζουν γωνιακά σηµεία. 
Ένας απλός τρόπος να δηµιουργηθεί µία τέτοια συνάρτηση είναι και η εισαγωγή της 
απολύτου τιµής σε έναν όρο µιας πολυωνυµικής.  
Θα µετασχηµατίσουν την ήδη υπάρχουσα συνάρτηση σε y=αx2+β x +γ. Στην 

συνέχεια θα επαναλάβουν την διερεύνηση µε το ίχνος του σηµείου Π οπότε θα 
εµφανιστεί η ασυνέχεια της γραφικής παράστασης στο σηµείο 0. (25 λεπτά) 
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∆ιδακτική υπόδειξη 4 
∆ιδακτική υπόδειξη 4  προς τους επιµορφούµενους: Μπορούµε να ζητήσουµε από τους µαθητές να 
διερευνήσουν την γραφική παράσταση της συγκεκριµένης συνάρτησης η οποία περιέχει απόλυτο και 
όταν εµφανιστεί η γραφική παράσταση να ζητήσουµε να κάνουν µία εικασία για την µορφή της 
γραφικής παράστασης της παραγώγου, δηλαδή την γραµµή του ίχνους του σηµείου Π. 
Η γραφική παράσταση που θα προκύψει αναµένεται σε πρώτη φάση να δηµιουργήσει µία έκπληξη 
στους µαθητές η οποία θα αποτελέσει έναν νέο πυρήνα διαπραγµάτευσης. Εδώ είναι ευκαιρία ο 
διδάσκων να προτείνει στους µαθητές να χαρακτηρίζουν λείες τις καµπύλες στις οποίες σε κάθε σηµείο 
µπορούµε να φέρουµε εφαπτοµένη οπότε θα συνδέσουν την έννοια της µη λείας συνάρτησης µε την µη 
συνέχεια της παραγώγου. 
Τέλος είναι ευκαιρία να ζητήσουµε από τους µαθητές να διερευνήσουν και άλλες συναρτήσεις οι 
οποίες περιέχουν στον τύπο τους απόλυτο. 

 

5. Τρίτη επέκταση της διερεύνησης. 
Η παράγωγος των εκθετικών συναρτήσεων αποτελεί ένα νέο πεδίο για την επέκταση 
των δραστηριοτήτων. Οι επιµορφούµενοι κατασκευάζουν γραφικές παραστάσεις 
διαφόρων εκθετικών συναρτήσεων και µελετούν την γραφική παράσταση της 
παραγώγου τους µε την βοήθεια του ίχνους του σηµείου Π. 
Το σηµαντικό δεν είναι η συνεχής επέκταση των δραστηριοτήτων αλλά η µετατροπή 
του µικρόκοσµου σε ένα νέο, δυναµικό εργαλείο διερεύνησης συναρτήσεων. Αυτό 
ακριβώς είναι ένα κοµβικό σηµείο κατά την υλοποίηση του σεναρίου και στο σηµείο 
αυτό οι επιµορφούµενοι αναµένεται να έχουν ήδη αποκτήσει την συγκεκριµένη 
αντίληψη. 
Εδώ µπορεί να τεθεί το εξής ρητορικό ερώτηµα: Υπάρχει άραγε εκθετική συνάρτηση 
για την οποία συµπίπτει η γραφική παράστασής µε την καµπύλη που γράφει το ίχνος 
του σηµείου Π; Το ερώτηµα είναι ρητορικό καθώς αναµένεται οι επιµορφούµενοι να 
γνωρίζουν ότι η συνάρτηση αυτή είναι η y=ex. 
Η προσέγγιση στο συγκεκριµένο ερώτηµα µπορεί να γίνει όταν πειραµατιστούν µε 
τιµές για την βάση της εκθετικής τόσο µεγαλύτερες όσο και µικρότερες από τον 
αριθµό 2,71. Εδώ διαισθητικά µπορεί να βγει το συµπέρασµα ότι ίσως για κάποια 
τιµή της βάσης µεταξύ 2 και 4 υπάρχει αριθµός για τον οποίο οι δύο γραφικές 
παραστάσεις συµπίπτουν. (25 λεπτά) 

 

 

Η γραφική παράσταση της y=α.4x 
Η γραφική παράσταση της y=α.2x 
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∆ιδακτική υπόδειξη 5 
 

∆ιδακτική υπόδειξη 5  προς τους επιµορφούµενους: Μία ενδεχόµενη αφόρµιση για τους µαθητές θα 
ήταν το ερώτηµα αν υπάρχουν συναρτήσεις των οποίων οι γραφικές παραστάσεις είναι όµοιες µε τις 
γραφικές παραστάσεις των παραγώγων. Η διαπραγµάτευση αυτή µπορεί να εξελιχθεί σε µία γόνιµη 
παράθεση εικασιών και υποθέσεων από τους µαθητές. Συγκεκριµένα ο διδάσκων µπορεί να ζητήσει να 
διερευνήσουν µία προς µία τις βασικές συναρτήσεις που έχουν γνωρίσει στο Λύκειο στην απλούστερη 
µορφή. Οι οµάδες των συναρτήσεων δεν είναι πολλές οπότε αναµένεται οι µαθητές να αναγνωρίσουν 
στην εκθετικές συναρτήσεις την συγκεκριµένη ιδιότητα. Στο σηµείο αυτό ο διδάσκων θα επεκτείνει το 
ερώτηµα αν υπάρχουν συναρτήσεις των οποίων οι γραφικές παραστάσεις όχι απλά µοιάζουν αλλά 
συµπίπτουν µε τις γραφικές παραστάσεις των παραγώγων τους. 
Έτσι αρχίζει ένας νέος κύκλος διερευνήσεων. 

 
Προτεινόµενα φύλλα εργασίας. 

 
Φύλλο εργασίας 1 

Η κατασκευή 
Στην οθόνη προβάλλονται:  

 
Η γραφική παράσταση ενός παραµετρικού τριωνύµου αx2+βx+γ του οποίου οι τιµές 
των συντελεστών αλλάζουν από τους µεταβολείς α, β, γ.  
 Η εφαπτοµένη (ε) της γραφικής παράστασης στο σηµείο Μ 
 Η κλίση της εφαπτοµένης µέσα από 2 αναπαραστάσεις, την αριθµητική και την 
γεωµετρική  

 
Ερωτήµατα για διερεύνηση 

 
1) Να εµφανίσετε το δυναµικό σηµείο Π και να παρατηρήσετε τις συντεταγµένες του. 
Τι παρατηρείτε; Πως ορίζεται το σηµείο αυτό; Πως σχετίζεται µε την συνάρτηση; 
 
2) Να σύρετε το σηµείο Μ πάνω στην γραφική παράσταση. Να ερµηνεύσετε την 
καµπύλη που γράφει το σηµείο Π. Να συζητήσετε σε τι διαφέρει η προσέγγιση αυτή 
της παραγώγου συνάρτησης από την παραδοσιακή-σχολική. 
 
3) Να αλλάξετε την δύναµη του x και να επαναλάβετε. Να σχεδιάσετε µία διδακτική 
πορεία αξιοποίησης του µικρόκοσµου ενταγµένη στα πλαίσια της διδασκαλίας της 
έννοιας. 
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Φύλλο εργασίας 2 

 

Ερωτήµατα για διερεύνηση 
 
1) Να κατασκευάσετε την γραφική παράσταση µιας συνάρτησης η οποία έχει 
γωνιακά σηµεία. Ένας απλός τρόπος είναι η εισαγωγή του απολύτου στον τύπο της 
συνάρτησης (π.χ πολυωνυµικής) 
 
2) Να σύρετε το σηµείο Μ πάνω στην γραφική παράσταση. Να ερµηνεύσετε την 
γραφική παράσταση του ίχνους του σηµείου Π και την µορφή της. Να συζητήσετε σε 
τι διαφέρει η προσέγγιση αυτή της µη  παραγωγίσιµης συνάρτησης από την 
παραδοσιακή-σχολική.  Να σχεδιάσετε µία διδακτική πορεία αξιοποίησης του 
µικρόκοσµου ενταγµένη στα πλαίσια της διδασκαλίας της έννοιας. 
 
3) Να αναζητήσετε συναρτήσεις των οποίων η γραφική παράσταση είναι όµοια µε 
την γραφική παράσταση της παραγώγου της. Να εξετάσετε αν υπάρχει συνάρτηση 
στην οποία οι δύο γραφικές παραστάσεις να συµπίπτουν. Να σχεδιάσετε µία 
διδακτική πορεία αξιοποίησης των αποτελεσµάτων της διερεύνησής σας. 
 
 

 
Συζήτηση µε τους επιµορφούµενους. 
 
Όταν ολοκληρωθεί η διερεύνηση οι επιµορφούµενοι θα διαπραγµατευτούν συνολικά 
πλέον την όλη επιµορφωτική δραστηριότητα. Προτείνεται να εστιαστεί η συζήτηση 
στα παρακάτω ερωτήµατα. 

• Υπάρχει διαφορά στα µαθηµατικά που διδάσκονται στην σχολική τάξη και 
στα µαθηµατικά που διδάσκονται µε τον συγκεκριµένο µικρόκοσµο; Τι 
παραµένει αναλλοίωτο και τι µεταβάλλεται στην µαθησιακή διαδικασία που 
προκύπτει µε τους δύο τρόπους διδασκαλίας; 

• Με ποιους τρόπους µπορεί να ενταχθεί ο µικρόκοσµος στην διδασκαλία της 
παραγώγου; Μπορεί να αντικαταστήσει την σχολική προσέγγιση; Πρέπει να 
αντικαταστάσει την σχολική προσέγγιση; 

• Ποιες άλλες γνωστικές περιοχές των µαθηµατικών θα µπορούσαν να 
υποστηριχτούν µε όµοιους µικρόκοσµους οι οποίοι στηρίζονται στο ίχνος ενός 
δυναµικού σηµείου Π; 

• Ποιος είναι ο ρόλος του διδάσκοντα και ποιος των µαθητών όταν υλοποιείται 
η συγκεκριµένη δραστηριότητα; 

 
Αξιολόγηση της επιµορφωτικής δραστηριότητας. 
 
Η αξιολόγηση της επιµορφωτικής δραστηριότητας θα υλοποιηθεί µε την εκπόνηση 
από τους επιµορφούµενους εργασίας (που θα συνοδεύεται από γραπτό κείµενο) η 
οποία ενδεικτικά θα περιγράφει τα ακόλουθα: 

• Το σχεδιασµό ενός ολοκληρωµένου σχεδίου µαθήµατος που θα αξιοποιεί το 
συγκεκριµένο εκπαιδευτικό εργαλείο για τη διδασκαλία ενός συγκεκριµένου 
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θέµατος. Το θέµα θα µπορεί να εντάσσεται µέσα στο µαθηµατικό πλαίσιο των 
παραγώγων.  

  
• Την υλοποίηση µιας µικροδιδασκαλίας στο πλαίσιο οµάδας εργασίας. 
 
•  Υλοποίηση σχεδίου µαθήµατος σε επιλεγµένο από τον επιµορφούµενο θέµα 

το οποίο όµως δεν εντάσσεται στο πλαίσιο των παραγώγων. Εδώ ελέγχεται 
κατά πόσο ο µικρόκοσµος έχει µετεξελιχθεί για τους επιµορφούµενους σε 
διδακτικό εργαλείο µε διευρυµένη εµβέλεια.  

 
Επεκτάσεις 

Μία δυνατή επέκταση της επιµορφωτικής δραστηριότητας θα µπορούσε να στηριχτεί 
στην αντιστροφή των µαθηµατικών δεδοµένων και στην αλλαγή λογισµικού. 
Συγκεκριµένα στην παρούσα δραστηριότητα ο επιµορφούµενοι χρησιµοποίησαν τον 
τύπο της συνάρτησης  και την γραφική παράσταση  για να διερευνήσουν την γραφική 
παράσταση και εποµένως και τον τύπο της παραγώγου.  
Αν αντιστρέψουµε την διαδικασία τότε θα πρέπει µε δεδοµένη την παράγωγο µιας 
συνάρτησης να σχεδιάσουµε την γραφική παράσταση της συνάρτησης. 
∆ραστηριότητες αυτής της µορφής αντιστοιχούν στην θεµατική ενότητα των 
διαφορικών εξισώσεων και δεν είναι εύκολο να υλοποιηθούν µε ένα από τα γνωστά 
λογισµικά (Cabri, Sketchpad, Geogebra). 
Η χρήση ενός άλλου λογισµικού στο οποίο οι γεωµετρικές κατασκευές στηρίζονται 
στην διαφορική µετατόπιση των σηµείων (στροφές και ευθύγραµµες µετακινήσεις) 
δηµιουργεί ένα περισσότερο κατάλληλο µαθησιακό περιβάλλον. Ένα λογισµικό µε 
αυτήν την δυνατότητα σε συνδυασµό µε δυνατότητα προγραµµατισµού 
(Χελωνόκοσµος) µπορεί να υποστηρίξει αυτής της µορφής δραστηριότητες. Η βασική 
ιδέα των δραστηριοτήτων θα µπορούσε να στηριχτεί στο γεγονός ότι γνωρίζοντας την 
παράγωγο τιµή f΄(x0)   µιας συνάρτησης σε ένα σηµείο x0 του πεδίου ορισµού της τότε 
γνωρίζουµε και την γωνία ω της εφαπτόµενης µε την οριζόντια. Η γωνία αυτή είναι 
ίση µε ω=arctan(f΄(x0)   και εποµένως είναι δυνατόν να προσδιορίσουµε τον τρόπο µε 
τον οποίο θα κινηθεί η χελώνα ώστε να γράφει µικρές εφαπτόµενες πάνω σε µία µη 
ορατή καµπύλη. Το σύνολο των εφαπτόµενων αυτών θα προσεγγίζει την γραφική 
παράσταση της συνάρτησης. 


