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Η έννοια της παραγώγου τιμής μιας συνάρτησης f σε ένα σημείο x0 του πεδίου ορισμού της ως προσδιορισμός της κλίσης της εφαπτόμενης της καμπύλης της f στο x0.
Ταυτότητα του σεναρίου

Συγγραφέας: Πάσχος Θεόδωρος ΠΕ03 (tpaschos@gmail.com) 
Γνωστική περιοχή: Απειροστικός Λογισμός

Θέμα: Η έννοια της παραγώγου ως κλίση της εφαπτόμενης στο γράφημα μιας συνάρτησης σ’ ένα σημείο x0 του πεδίου ορισμού της.  

Η προβληματική του σεναρίου

Η έννοια της παραγώγου τιμής μιας συνάρτησης σ’ ένα σημείο x0 του πεδίου ορισμού της διδάσκεται στην Γ΄ Λυκείου. Εισάγεται στα σχολικά εγχειρίδια («Μαθηματικά Θετικής και Τεχνολογικής κατεύθυνσης» και «Μαθηματικά και Στοιχεία Στατιστικής» ως στιγμιαία ταχύτητα σε προβλήματα κίνησης με δεδομένη τη συνάρτηση θέσης ενός κινητού, είτε ως προσδιορισμός της κλίσης της εφαπτόμενης στην καμπύλη μιας συνάρτησης f σ’ ένα σημείο x0 του πεδίου ορισμού της. Η κατανόηση της έννοιας απαιτεί σύνθετες νοητικές λειτουργίες, καθώς απαιτείται «κίνηση» και οριακή προσέγγιση, η έννοιες του λόγου μεταβολής και του ορίου, έννοιες από τη φύση τους μη στατικές. Η δυσκολία, όπως καταγράφεται και ιστορικά, έγκειται στο ερώτημα πως ένας λόγος της μορφής 0/0 (όταν ο αριθμητής και ο παρονομαστής του λόγου μεταβολής μιας συνάρτησης μηδενίζονται καθώς η μεταβλητή x κατά την κίνησή της προς το x0 ταυτίζεται με την τιμή x0), δίνει πραγματικά αποτελέσματα, απόλυτα συμβατά με τα δεδομένα του φυσικού ή του μαθηματικού κόσμου.    
Βασική ιδέα: Η δυνατότητα δυναμικής προσέγγισης ενός σημείου Α(x, f(x)) μιας καμπύλης Cf προς ένα σταθερό σημείο B(x0, f(x0)) και η επαγόμενη μεταβολή του λόγου μεταβολής της συνάρτησης οδηγεί στην οριακή θέση κατά την οποία το σημείο Α συμπίπτει με το Β. Στην οριακή αυτή θέση, ενώ μηδενίζονται αριθμητής και παρονομαστής του λόγου μεταβολής της f, η κλίση της «χορδής» ΑΒ ταυτίζεται με την κλίση της εφαπτόμενης της καμπύλης στο σημείο Β. Με αυτόν τον τρόπο, κατασκευάζοντας την εφαπτόμενη της Cf στο Β αξιοποιώντας τη δυνατότητα του λογισμικού σε κατασκευές εφαπτομένων, ελέγχουμε την προσέγγιση των διαδοχικών κλίσεων της χορδής ΑΒ στην κλίση της εφαπτόμενης, ώστε να ορίσουμε την έννοια της παραγώγου τιμής ως όριο του λόγου μεταβολής της συνάρτησης.
Σκεπτικό της δραστηριότητας
Καινοτομίες: Το σενάριο βασίζεται στο δυναμικό χειρισμό της προσέγγισης της οριακής τιμής του λόγου μεταβολής. Οι μαθητές βλέπουν την κίνηση στα μαθηματικά, παρατηρούν την προσέγγιση των τιμών του λόγου μεταβολής στην κλίση της εφαπτομένης και ως εκ τούτου είναι σε θέση να κατανοήσουν την αναγκαιότητα του ορισμού της παραγώγου τιμής στην οριακή θέση της ταύτισης των δύο άκρων της χορδής ΑΒ.

Προστιθέμενη αξία: Η κίνηση κατά τη δυναμική προσέγγιση αναπαρίσταται κατά τρόπο απλό και κατανοητό, αποφεύγοντας τις αγκυλώσεις που ενδεχόμενα δημιουργούνται με τις στατικές αναπαραστάσεις των εγχειριδίων, δίνοντας έτσι την ευκαιρία στο μαθητή να κάνει εικασίες και να επικεντρωθεί στο μαθηματικό περιεχόμενο της αναπαράστασης και στην αναγκαιότητα εισαγωγής μιας νέας έννοιας ανεξάρτητης από πλαίσιο αναφοράς. Σύμφωνα με τους Roschelle & Jackiew (2000), «Οι μαθητές που εργάζονται σε τέτοια περιβάλλοντα διαπιστώνουν ότι το «σύρσιμο» διαφωτίζει τη μαθηματική δομή μιας κατασκευής, αποκαλύπτωντας τη γενική περίπτωση ως προκύπτον σύνολο ενός ρεύματος συνεχών σχετικών απεικονίσεων που παράγονται ως αποτέλεσμα της κίνησης των ποντικιών τους».  

Επιστημολογικά και διδακτικά προβλήματα: Η έννοια της παραγώγου τιμής εμπεριέχει τις επιστημολογικές και διδακτικές δυσκολίες της έννοιας του ορίου, οι οποίες έχουν καταγραφεί αναλυτικά στη διεθνή βιβλιογραφία (εκτεταμένη αναφορά στη σχετική βιβλιογραφία: Murphy, Lisa D., 1999, Students conceptions of limits,  http://www.mste.uiuk.edu/users/Murphy/papers).  
Πλαίσιο εφαρμογής:
· Το σενάριο απευθύνεται σε 17χρονους μαθητές της Γ΄ Λυκείου. Είναι δυνατόν να εισαχθεί σε μικρότερες τάξεις του Λυκείου, χωρίς την εισαγωγή μαθηματικών συμβόλων, ως μια πρώτη διαισθητική προσέγγιση της έννοιας της παραγώγου τιμής και της συσχέτισής της με την κλίση της εφαπτομένης σε ένα σημείο της καμπύλης της f.
· Απαιτούνται δύο διδακτικές ώρες (τη δεύτερη ώρα επέκταση του σεναρίου σε γωνιακά σημεία της f στα οποία δεν ορίζεται η παράγωγος τιμή). 

· Οι μαθητές θα εργαστούν εξ’ ολοκλήρου στο εργαστήριο υπολογιστών.
· Οι μαθητές πρέπει να γνωρίζουν στοιχειωδώς τη λειτουργία του προγράμματος. Προαπαιτούμενες μαθηματικές γνώσεις: Πρέπει να γνωρίζουν τις έννοιες (και τις αναπαραστάσεις) της συνάρτησης, του λόγου μεταβολής, της κλίσης μιας ευθείας, της οριακής προσέγγισης και της οριακής τιμής. 
· Εκτιμάται ότι για την αποτελεσματική διεκπεραίωση των προτεινόμενων δραστηριοτήτων το κατάλληλο λογισμικό είναι το GeoGebra (www.geogebra,at).  Οι μαθητές θα δουλέψουν παράλληλα με φύλλα εργασίας και απλοποιημένες οδηγίες από τον διδάσκοντα για τη χρήση του λογισμικού. Θα εργασθούν κατά ζεύγη σ’ ένα υπολογιστή, θα συζητούν μεταξύ τους καθώς και με το σύνολο της τάξης. Ο διδάσκων θα συντονίζει τη συζήτηση, θα θέτει ερωτήματα και θα επικυρώνει τα συμπεράσματα των μαθητών που θα προκύπτουν από το διάλογο.
Στόχοι της δραστηριότητας: 
(α) Σχετικά με το υπό διαπραγμάτευση μαθηματικό αντικείμενο: Με το προτεινόμενο σενάριο επιδιώκεται να συνδέσουν οι μαθητές την έννοια της παραγώγου τιμής με τα γεωμετρικά χαρακτηριστικά της εφαπτόμενης της Cf σ’ ένα σημείο της Β, και την οριακή προσέγγιση του λόγου μεταβολής μιας χορδής ΑΒ καθώς το Α προσεγγίζει στο Β. Ειδικότερα οι μαθητές καλούνται μέσα από το δυναμικό χειρισμό των μεταβολών να κατανοήσουν την αναγκαιότητα εισαγωγής μιας νέας μαθηματικής έννοιας: του ρυθμού μεταβολής σ’ ένα σημείο x0 του πεδίου ορισμού της f ή αλλιώς της παραγώγου τιμής f΄(x0). 
(β) Σχετικά με την παιδαγωγική πλευρά της διδακτικής προσέγγισης: Να μάθουν οι μαθητές να συνεργάζονται, να πειραματίζονται, να επικοινωνούν τις παρατηρήσεις, τα συμπεράσματά τους. Να θέτουν ερωτήματα, να οργανώνουν τα δεδομένα τους, να κάνουν εικασίες, να γενικεύουν, να λειτουργούν ως μικροί ερευνητές και να ανακοινώνουν τα αποτελέσματα της δουλειάς τους οικοδομώντας μαθηματική επιχειρηματολογία προκειμένου να γίνουν κατανοητοί στα πλαίσια της ομάδας.

Διδακτική διαδικασία – Ανάλυση των δραστηριοτήτων
Ο σχεδιασμός των δραστηριοτήτων μπορεί να χωριστεί σε τρεις φάσεις:

· Η πρώτη φάση αφορά:

· Στην ενημέρωση των μαθητών για το υπό διαπραγμάτευση αντικείμενο.

· Στη σχεδίαση: της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f(x) = ax + 1, [π.χ. a = 1.6] της οποίας θα αναζητήσουν οι μαθητές: (1) το λόγο μεταβολής της f καθώς το τυχαίο σημείο Α (x, y) της Cf προσεγγίζει σ’ ένα σημείο Β (x0, y0) της Cf,  (2) την αναζήτηση της κλίσης της χορδής ΑΒ στην οριακή θέση κατά την οποία το Α ταυτίζεται με το Β, και (3) την κλίση της εφαπτόμενης της Cf στο Β. (εικόνες 1, 2, 3).

[ΣΧΟΛΙΟ: Είναι ενδεχόμενο κατά το άνοιγμα των συνημμένων αρχείων του geogebra, τα στιγμιότυπα που θα προκύπτουν κατά το δυναμικό χειρισμό των σημείων, να μην ανταποκρίνονται στις εικόνες που παρατίθενται παρακάτω. Πρόβλημα ενδέχεται να υπάρξει στην οριακή θέση ταύτισης των σημείων Α και Β. Σ’ αυτήν την περίπτωση προτείνεται να γίνει ο σχεδιασμός των γραφημάτων σύμφωνα με τις οδηγίες των φύλλων εργασίας.]  
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                                                        Εικόνα 1
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                                                  Εικόνα 2

· Ο δυναμικός χειρισμός του σημείου Α ώστε να μεταβάλλεται ο λόγος μεταβολής της χορδής ΑΒ καθώς το Α κινείται προς το Β μέχρι να ταυτιστούν τα δύο σημεία. Σ’ αυτή τη θέση των σημείων οι μαθητές καλούνται να παρατηρήσουν τις τιμές των Υ – y0  και X – x0 αντίστοιχα και την τιμή του λόγου μεταβολής (Υ – y0)/(X – x0). Στην οριακή αυτή θέση η χορδή ΑΒ έχει «εξαφανισθεί» (εικόνα 2). 
· Μέσω της κατασκευής της εφαπτόμενης της καμπύλης στο σημείο Β, με το αντίστοιχο εργαλείο του λογισμικού, και της σύγκρισης του λόγου  μεταβολής (Υ – y0)/(X – x0) με την κλίση της εφαπτόμενης καθώς το Α προσεγγίζει με δυναμικό τρόπο προς το Β, οι μαθητές καλούνται να παρατηρήσουν την προσέγγιση του λόγου μεταβολής λ = Δy /Δx  της συνάρτησης στον συντελεστή διεύθυνσης m της εφαπτόμενης της Cf στο Β (εικόνα 3). 
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                                                 Εικόνα 3
· Η δεύτερη φάση αφορά:

· Στην εξαγωγή συμπερασμάτων από τους μαθητές σχετικά με την τιμή του λόγου μεταβολής στην οριακή θέση ταύτισης των σημείων Α και Β.

· Στην συζήτηση για την αναγκαιότητα ή μη εισαγωγής μιας νέας μαθηματικής έννοιας και του αντίστοιχου συμβολισμού της. 

· Η τρίτη φάση αφορά:

· Στη μελέτη από τους μαθητές μιας συνεχούς συνάρτησης f με γωνιακό σημείο Β 
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Cf, στo οποίo δεν ορίζεται η παράγωγος τιμή. Οι μαθητές σχεδιάζουν τη συνάρτηση, τη χορδή, υπολογίζουν τις κλίσεις των χορδών κατά το δυναμική προσέγγιση του Α προς το Β.
· Συγκρίνουν τις σχετικές θέσεις των ευθειών ΑΒ με τις αντίστοιχες εφαπτόμενες της καμπύλης στο σημείο Α καθώς και τις κλίσεις των χορδών ΑΒ με τις κλίσεις των αντίστοιχων εφαπτομένων καθώς το Α προσεγγίζει προς το Β (εικόνα 4). Παρατηρούν το γράφημα στην περίπτωση που το μεταβλητό σημείο Α ταυτίζεται με το Β και σχολιάζουν (εικόνα 5).
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                                                          Εικόνα 4
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Εικόνα 5
- Στη γενίκευση και μαθηματική διαπραγμάτευση του προβλήματος μέσω των πλευρικών ορίων του λόγου μεταβολής και της μη εξίσωσής τους.   

Επέκταση: Να εξεταστεί η περίπτωση ύπαρξης ή μη της εφαπτόμενης σ’ ένα σημείο ασυνέχειας της καμπύλης συνάρτησης. 
Οι δραστηριότητες
Η εφαρμογή θα γίνει στο εργαστήριο. Οι μαθητές θα ασχοληθούν με το φύλλο εργασίας κατά ζεύγη και θα συζητούν μεταξύ τους. Θα εναλλάσσονται στο χειρισμό του λογισμικού κατά τις διαδοχικές φάσεις. 

Κατά το σχεδιασμό του φύλλου εργασίας θεωρήσαμε ότι στα αρχικά στάδια η δραστηριότητα των μαθητών επιβάλλεται να είναι καθοδηγούμενη με κάθε λεπτομέρεια, ώστε να μην αποτελεί εμπόδιο για τους μαθητές η κατασκευή των βασικών δεδομένων του σχήματος, λόγω μη εξοικείωσης με το λογισμικό.   

Α΄ ΦΑΣΗ 
Φύλλο εργασίας
1. Σχεδιάστε την παραμετρική συνάρτηση f(x) = ax +1, [f(x) = a^x + 1], αφού πρώτα επιλέξετε η παράμετρος a (δρομέας: παράθυρο 10) να έχει τιμές από -5 έως 5. Τι παρατηρείτε για τις διάφορες τιμές του a;
2. Επιλέξτε δυο σημεία Α και Β πάνω στην καμπύλη της f (νέο σημείο: δεύτερο παράθυρο) και σταθεροποιήστε το Β (δεξί κλικ πάνω στο Β: ιδιότητες
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σταθερό αντικείμενο). 

3. Να φέρετε τις κάθετες προς τους άξονες από τα σημεία Α και Β (παράθυρο 4: κάθετη γραμμή) και να ορίσετε  πάνω σ’ αυτές αντιστοίχως τα κάθετα ευθύγραμμα τμήματα προς τους άξονες με άκρα (Α και χ), (Α και Υ), (Β και χ0) και (Β και Υ0) (παράθυρο 3: τμήμα μεταξύ δύο σημείων). Στη συνέχεια, αποκρύψτε τις κάθετες ευθείες (παράθυρο 11: εμφάνιση/απόκρυψη αντικειμένου. Παρατηρήστε ότι στο παράθυρο της άλγεβρας, αριστερά στην οθόνη, τα εξαρτημένα αντικείμενα που αποκρύψατε δεν είναι επιλεγμένα). Για να ονομάσετε τα άκρα των τμημάτων: δεξί κλικ πάνω στην ετικέτα
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μετονομασία)
4. Να φέρετε την ευθεία που ορίζεται από τα σημεία Α και Β. Να ορίσετε ως Δx = Χ-x0, τη μεταβολή των τετμημένων των σημείων Α και Β και ως Δy = Υ-y0 τη μεταβολή των τεταγμένων των Α και Β, αντίστοιχα [πληκτρολογήστε τις μεταβολές αυτές στο παράθυρο «εισαγωγή» στο κάτω μέρος της οθόνης ως Δx = x(A)-x(B) και Δy=y(A)-y(B) αντίστοιχα]. Με τον ίδιο τρόπο να ορίσετε το λόγο λ = Δy/Δx. Μπορείτε να εμφανίσετε πάνω στην επιφάνεια εργασίας του γραφήματος τις μεταβολές Δx, Δy και Δx/Δy χρησιμοποιώντας το παράθυρο 10/εισαγωγή κειμένου [π.χ. γράφετε Δx = Χ-x0=κλικ πάνω στο αντίστοιχο εξαρτημένο στοιχείο της προβολής της άλγεβρας στο αριστερό μέρος της οθόνης, ώστε να φαίνονται οι μεταβολές του Δx κατά τη δυναμική κίνηση του σημείου Α προς το Β]. Με δεξί κλικ πάνω στην ετικέτα που θα εμφανιστεί επιλέγετε: ιδιότητες
[image: image9.wmf]®

στυλ (18p, bold). Μετακινήστε την ετικέτα στο πάνω αριστερό τμήμα του διαγράμματος και με δεξί κλικ πάνω στην ετικέτα επιλέξτε: «σταθερό αντικείμενο» και «απόλυτη θέση στην οθόνη», ώστε να μη μετακινούνται οι ετικέτες κατά τις σμικρύνσεις ή μεγεθύνσεις του διαγράμματος πάνω στην οθόνη.  Ανάλογα εμφανίστε τις ετικέτες για τις άλλες μεταβολές Δy και Δy/Δx. 

5. Εμφανίστε την κλίση της ευθείας ΑΒ και ονομάστε την λ1.

6. Σχεδιάστε την εφαπτόμενη της καμπύλης στο σημείο Β (παράθυρο 4: εφαπτόμενες) και εμφανίστε την κλίση της (παράθυρο 8: κλίση).

7. Μετακινήστε το σημείο Α προς το Β και παρατηρήστε τις μεταβολές των τιμών στις ετικέτες και τη σχετική θέση της χορδής ΑΒ ως προς τη σταθερή εφαπτόμενη της καμπύλης στο Β. Τι παρατηρείτε; Να καταγράψετε τις παρατηρήσεις σας.

8. Τι συμβαίνει όταν το Α ταυτιστεί με το Β;  Σημειώστε τις παρατηρήσεις σας στο φύλλο εργασίας και ανακοινώστε τες στην τάξη. 
9. Να συμπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα για τέσσερις διαφορετικές θέσεις του σημείου Α καθώς το σημείο αυτό πλησιάζει προς το Β. 

	X – x0
	Υ – y0
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Τι παρατηρείτε; 

Μπορούν να γενικευθούν οι παρατηρήσεις αυτές για κάθε συνάρτηση και κάθε σημείο του πεδίου ορισμού τους στο οποίο η συνάρτηση είναι συνεχής; 
Β΄ ΦΑΣΗ
Φύλλο εργασίας

1. Μπορείτε να περιγράψετε που προσεγγίζει ο φορέας της μεταβαλλόμενης χορδής ΑΒ καθώς το σημείο Α προσεγγίζει στο Β;
2. Να συμπληρώσετε τις παρακάτω προτάσεις:

 Όταν το σημείο Α προσεγγίζει το σημείο Β, τότε:

· το X προσεγγίζει ………………..

· το Υ προσεγγίζει ……………….

· το X – x0 προσεγγίζει……………

· το Υ – y0 προσεγγίζει ………….

· το   
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 προσεγγίζει ……….
3. Έχει νόημα ο λόγος μεταβολής  
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 όταν τα σημεία Α και Β ταυτίζονται; Να αιτιολογήσετε.   

4. Έχει νόημα να μιλήσουμε για 
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; Μπορείτε να εικάσετε την τιμή που θα πάρει αυτό;
5. Υποθέστε ότι το λογισμικό δεν έχει τη δυνατότητα να σχεδιάζει την εφαπτόμενη της καμπύλης σε δεδομένο σημείο αυτής (x0, f(x0)). Μπορείτε να περιγράψετε έναν γενικό τρόπο κατασκευής της; Τι εκφράζει το 
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6. Είναι δυνατή η κατασκευή της εφαπτόμενης, με τον τρόπο που περιγράψατε παραπάνω, σε όλα τα σημεία της καμπύλης μιας οποιασδήποτε συνάρτησης; Να αιτιολογήσετε.
Γ΄ ΦΑΣΗ
Φύλλο εργασίας
1. Να ορίσετε δυο δρομείς a, b από το παράθυρο 10 του λογισμικού και να σχεδιάστε τη συνάρτηση 
[image: image16.wmf]f(x)=a|1|b

x
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, [στο παράθυρο «εισαγωγή» πληκτρολογήστε f(x)=a*sqrt(abs(x-1))+b]. Επιλέξτε τις τιμές a = 2.3 και b = 3. 
2. Να ορίσετε ένα τυχαίο σημείο Α πάνω στην καμπύλη, το κάθετο τμήμα ΑΧ προς τον άξονα xx΄ των τετμημένων (Χ ανήκει στον xx΄), και το γωνιακό σημείο Β της καμπύλης (ποιο είναι αυτό;) 

3. Να κατασκευάσετε την ευθεία που ορίζεται από τα σημεία Α και Β, και την εφαπτόμενη της καμπύλης στο σημείο Α.
4. Εμφανίστε τις κλίσεις της ευθείας ΑΒ και της εφαπτόμενης της καμπύλης στο σημείο Α. Εμφανίστε στην οθόνη τις ετικέτες: (1) την εφαπτόμενη της καμπύλης, (2) την κλίση της εφαπτόμενης της καμπύλης στο σημείο Α, (3) την κλίση της ευθείας ΑΒ. 
5. Μετακινήστε το Α προς το Β. Τι παρατηρείτε;
6. Διατυπώστε τις παρατηρήσεις σας όταν το Α ταυτιστεί με το Β. 
7. Υπάρχουν τα 
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; Ποια είναι αυτά; 
8. Υπάρχει το 
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; Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας. 
9. Μπορείτε να γενικεύσετε τις παρατηρήσεις σας διατυπώνοντας μαθηματικά επιχειρήματα για την ύπαρξη ή όχι εφαπτομένης στα γωνιακά σημεία των καμπύλων συνεχών συναρτήσεων στα σημεία αυτά; 
Συζήτηση
Η έννοια της παραγώγου τιμής προέκυψε ιστορικά από δύο πεδία: της γεωμετρίας και της φυσικής. Στη φυσική ως στιγμιαία ταχύτητα σε μια κίνηση και στη γεωμετρία ως προσδιορισμός της εφαπτόμενης μιας καμπύλης σ’ ένα σημείο της. Στις περιπτώσεις των κωνικών τομών έχουν προσδιοριστεί και καταγραφεί από την αρχαιότητα τρόποι γεωμετρικής κατασκευής των εφαπτομένων σε οποιοδήποτε σημείο τους. Το πρόβλημα μέσω του οποίου αναδύθηκε η έννοια της παραγώγου ήταν η κατασκευή της εφαπτόμενης σε κάποιο σημείο οποιασδήποτε συνεχούς καμπύλης. 

Στην παραπάνω διδακτική πρόταση η βασική ιδέα στηρίζεται στη δυνατότητα του εργαλείου να κατασκευάζει την εφαπτομένη μιας συνάρτησης σε κάποιο σημείου του πεδίου ορισμού της (εφ’ όσον υπάρχει). Με δεδομένη την εφαπτόμενη σ’ ένα σημείο οι μαθητές ελέγχουν δυναμικά και διαπιστώνουν την προσέγγιση του λόγου μεταβολής της συνάρτησης, στο σημείο αυτό, στην κλίση της εφαπτόμενης, και μάλιστα, στην ταύτιση του λόγου μεταβολής με την κλίση στην οριακή περίπτωση που αριθμητής και παρονομαστής του λόγου μεταβολής μηδενίζονται. Με τον τρόπο αυτό, ωστόσο, έχει δημιουργηθεί ένα δυναμικό μοντέλο προσέγγισης της εφαπτομένης μέσω των θέσεων των διαδοχικών χορδών, το οποίο «δουλεύει» ανεξάρτητα από την ύπαρξη της εφαπτομένης στο εν λόγω σημείο. Η κλίση της εφαπτόμενη μπορεί να προκύψει τώρα ως οριακή τιμή του λόγου μεταβολής και ή ίδια η εφαπτόμενη ως ευθεία που ορίζεται από το σημείο επαφής και την κλίση της. 

Η χρήση του Η/Υ ως «εργαλείου» δυναμικής θεώρησης της κίνησης έχει επιφέρει ανατροπές στον τρόπο που αναπαριστούμε τα Μαθηματικά και ως εκ τούτου επιβάλλεται μια ευρεία αναθεώρηση του τρόπου διδασκαλίας. Η δυναμική αναπαράσταση των σχημάτων, των μεταβλητών, της οριακής προσέγγισης, μπορεί για το δάσκαλο των μαθηματικών να έχει προκύψει μέσω νοητικών επεξεργασιών και εικόνων, αλλά για το μαθητή ο οποίος καλείται να αφομοιώσει νέες έννοιες, σε σχετικά μικρή ηλικία και, ενδεχόμενα, χωρίς μαθηματική παιδεία, αυτό είναι αρκετά φιλόδοξο. Ο μαθητής θέλει να «πιάσει με τα χέρια του» την έννοια προκειμένου να την κατανοήσει. Η γενίκευση και η αποπλαισίωση έπονται. Το «εργαλείο» του ανοίγει δρόμους στην κατανόηση, ο δάσκαλος μπορεί να τον οδηγήσει στη μάθηση με κατανόηση.            
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