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Άλγεβρα Α’ Λυκείου

Η συνάρτηση f(x) = αx2+βx+γ, α ≠ 0
ΘΕΜΑ
Το σενάριο αφορά την εύρεση του προσήμου τιμών της συνάρτησης f(x) = αx2+βx+γ 

[ΑΡΧΗ]
ΣΚΕΠΤΙΚΟ ΣΕΝΑΡΙΟΥ

Βασική ιδέα:
Οι μεταβολές στο πρόσημο είναι δυνατόν να οπτικοποιηθούν και επιπλέον, οι μαθητές μπορούν να πειραματιστούν να ανακαλύψουν και να διερευνήσουν την σημασία των συντελεστών α, β, γ όταν αυτοί μεταβάλλονται δυναμικά.

[ΑΡΧΗ]
Προστιθέμενη αξία:
Με το παρόν σενάριο οι μαθητές θα αποδώσουν κατ’ αρχήν κιναισθητικό νόημα στις μεταβολές του προσήμου τιμών της συνάρτησης f(x) = αx2+βx+γ καθώς θα πραγματοποιούν οι ίδιοι τις μεταβολές αυτές. Ακόμη θα συνδέσουν τις μεταβολές των τιμών των συντελεστών α, β, γ με τους μετασχηματισμούς που υφίσταται η γραφική παράσταση.

[ΑΡΧΗ]
ΠΛΑΙΣΙΟ ΕΦΑΡΜΟΓΗΣ ΣΕΝΑΡΙΟΥ

Σε ποιους απευθύνεται:

Το σενάριο απευθύνεται στους μαθητές της Α΄ Λυκείου. 

[ΑΡΧΗ]
Χρόνος υλοποίησης:
Για την εφαρμογή του σεναρίου εκτιμάται ότι απαιτούνται το πολύ 2 διδακτικές ώρες.

[ΑΡΧΗ]
Χώρος υλοποίησης:

Το σενάριο προτείνεται να διεξαχθεί εξ’ ολοκλήρου στο εργαστήριο υπολογιστών με την βοήθεια του λογισμικού Geogebra και εγκατεστημένη την Java 1.4.2 ή μεταγενέστερη.

[ΑΡΧΗ]
Προαπαιτούμενες γνώσεις:

Ως προς τα μαθηματικά οι μαθητές θα πρέπει να μπορούν να βρίσκουν τις ρίζες μιας εξίσωσης 2ου βαθμού (αν υπάρχουν). 

Ως προς την τεχνολογία οι μαθητές πρέπει να γνωρίζουν να γράφουν σε περιβάλλον WORD. 

[ΑΡΧΗ]
Απαιτούμενα βοηθητικά υλικά και εργαλεία:

Κάθε μαθητής διαθέτει ένα φύλλο εργασίας σε περιβάλλον WORD μέσα στο οποίο ο διδάσκων έχει θέσει συγκεκριμένα ερωτήματα και οδηγίες. Το φύλλο εργασίας θα αποθηκευτεί σε συγκεκριμένο χώρο στο σκληρό δίσκο του Η/Υ.  Επιπλέον καλό είναι οι μαθητές να διαθέτουν ένα τετράδιο σημειώσεων.
[ΑΡΧΗ]
Κοινωνική ενορχήστρωση της τάξης:

Οι μαθητές εργαζόμενοι ατομικά ή σε ομάδες 2 μαθητών και καθοδηγούμενοι από φύλλο εργασίας, καλούνται να αξιοποιήσουν τις δυνατότητες του ψηφιακού εργαλείου το οποίο διαθέτουν. Οι μαθητές καλούνται να συμπληρώσουν ένα φύλλο εργασίας που περιέχει ερωτήσεις σχετικές με το θέμα. Στη διάρκεια της υλοποίησης του σεναρίου ο εκπαιδευτικός θα πρέπει να ελέγχει τα συμπεράσματα των μαθητών, να συνεργάζεται μαζί τους, να τους καθοδηγεί ώστε  να αντιλαμβάνονται καλύτερα τα αποτελέσματά τους και να τους ενθαρρύνει να συνεχίσουν την διερεύνηση.

[ΑΡΧΗ]
Στόχοι: 

Οι δραστηριότητες έχουν ως στόχο μέσω πειραματισμού την σύνδεση και κατανόηση βασικών μαθηματικών εννοιών και την, μέσω δημιουργικής αμφιβολίας, διατύπωση υποθέσεων και πραγματοποίηση ελέγχων. Ποιο συγκεκριμένα, στόχος είναι
· οι μαθητές να παρατηρήσουν ότι οι ρίζες της εξίσωσης (αν υπάρχουν) είναι τετμημένες των σημείων τομής της γραφικής παράστασης της συνάρτησης με τον άξονα χ’χ

· να παρατηρήσουν τον ρόλο του ΄΄α΄΄ στο πρόσημο τριωνύμου 

Οι κοινωνικοί στόχοι για τους μαθητές εντοπίζονται κυρίως στην συνεργασία και την διαπραγμάτευση των ιδεών  τους, ώστε η γνώση να αποκτήσει έναν διυποκειμενικό χαρακτήρα.
[ΑΡΧΗ]
ΑΝΑΛΥΣΗ ΣΕΝΑΡΙΟΥ
Ο διδάσκων θα πρέπει να έχει ετοιμάσει ένα αρχείο λογισμικού με τρεις δρομείς α,β,γ για τους συντελεστές του τριωνύμου, ώστε οι μαθητές να επικεντρωθούν περισσότερο στην διερεύνηση και λιγότερο στις τεχνικές κατασκευής.

Πρώτα ο διδάσκων ζητά από τους μαθητές:

· να υπολογίσουν τις ρίζες της εξίσωσης  x2 – 4x + 3 = 0
· να κατασκευάσουν την γραφική παράσταση της συνάρτησης f(x) = x2 – 4x + 3  στο Geogebra και να παρατηρήσουν τη σχέση των σημείων τομής της γραφικής παράστασης με τον χ΄χ με τις ρίζες του τριωνύμου
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να παρατηρήσουν το πρόσημο των τιμών της συνάρτησης καθώς η τετμημένη του σημείου Μ της γραφικής παράστασης της συνάρτησης κινείται εκτός ( Σχήμα 1) και εντός (Σχήμα 2) του διαστήματος των ριζών. Οι μαθητές καλούνται να καταγράψουν τις παρατηρήσεις τους σε ένα πίνακα προσήμων. 

Σχήμα 1
Σχήμα 2

	x
	-∞                     1                          3                                +∞

	f(x) = x2 – 4x + 3 
	 
	
	


Εν συνεχεία θα εργαστούν με τριώνυμο που έχει Δ > 0, α<0 και θα καταγράψουν τα συμπεράσματα.

Έπειτα, έχοντας καταγράψει τις παρατηρήσεις τους για τις δυο προηγούμενες περιπτώσεις, καλούνται να γενικεύσουν και να βρουν ένα κανόνα για την περίπτωση Δ > 0, α ≠ 0.

Σε δεύτερη φάση οι μαθητές καλούνται να εργαστούν ανάλογα, με τριώνυμο που έχει Δ = 0, α > 0 καθώς και Δ = 0, α < 0 και στο τέλος να γενικεύσουν. 

Τέλος, θα κάνουν το ίδιο για τις περιπτώσεις Δ < 0, α > 0 καθώς και Δ < 0, α < 0 και θα γενικεύσουν.

[ΑΡΧΗ]
ΕΠΕΚΤΑΣΗ ΣΕΝΑΡΙΟΥ

Οι μαθητές µε τη βοήθεια του Geogebra θα μπορούσαν να διερευνήσουν παραμετρικές ανισώσεις 2ου βαθμού  έτσι ώστε να οδηγηθούν στην λύση προϊδεασμένοι περί τίνος πρόκειται. Ειδικά στην περίπτωση διατήρησης του προσήμου (Δ < 0 ) η οπτικοποίηση θαρρώ πως είναι πολύ σημαντική.
[ΑΡΧΗ]
ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ ΓΙΑ ΤΟΝ ΜΑΘΗΤΗ
ΟΝΟΜΑΤΕΠΩΝΥΜΟ:

ΤΜΗΜΑ:

ΠΡΟΣΗΜΟ ΤΙΜΩΝ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ    f(x) = αx2 + βx + γ,  α ≠0
1η Περίπτωση:    Δ > 0   και   α > 0
Η εξίσωση  x2 – 4x + 3 = 0  έχει διακρίνουσα Δ=……> 0 και ρίζες:   x1 =…      και  x2 =…

1. Ανοίξτε το αρχείο  prosimo.ggb  και μετακινώντας τους δρομείς α, β, γ κατασκευάστε την συνάρτηση f(x) = x2 – 4x + 3  στο Geogebra. 

2. Τι παρατηρείτε σχετικά με τις ρίζες και τα σημεία Α και Β της γραφικής παράστασης; 
.................................................................................................................................................

.................................................................................................................................................
3. Μετακινείστε το χ (χ είναι η τετμημένη του σημείου Μ της γραφικής παράστασης της  f ) ώστε να παίρνει τιμές στο διάστημα (-∞ , 1]. Τι πρόσημο έχουν τότε οι τιμές της f (τεταγμένες του Μ);
..............................................................................................................................................................
.............................................................................................................................................................. 
4. Μετακινείστε το χ ώστε να παίρνει τιμές στο διάστημα  [1 , 3]. Τι πρόσημο έχουν τότε οι τιμές της συνάρτησης  f ; ..............................................................................................................
5. Μετακινείστε το χ ώστε να παίρνει τιμές στο διάστημα  [3, +∞). Τι πρόσημο έχουν τότε οι τιμές της συνάρτησης  f ; ....................................................................................................
6. Λαμβάνοντας υπόψη τα παραπάνω, συμπληρώστε τον επόμενο πίνακα προσήμων:

	x
	-∞                     1                          3                                +∞

	f(x) = x2 – 4x + 3 
	 
	
	


2η Περίπτωση:    Δ > 0   και   α < 0
Η εξίσωση  - x2 + 8x - 12 = 0  έχει διακρίνουσα Δ=……> 0 και ρίζες:   x1 =…      και  x2 =…

1. Κατασκευάστε την συνάρτηση f(x) = - x2 + 8x - 12   στο Geogebra. 

2. Τι παρατηρείτε σχετικά με τις ρίζες και τα σημεία Α και Β της γραφικής παράστασης; 

.............................................................................................................................................

.............................................................................................................................................

3. Μετακινείστε το χ ώστε να παίρνει τιμές στο διάστημα  (-∞ , 2]. Τι πρόσημο έχουν τότε οι τιμές της συνάρτησης  f ; ..................................................................................................
4. Μετακινείστε το χ ώστε να παίρνει τιμές στο διάστημα  [2 , 6]. Τι πρόσημο έχουν τότε οι τιμές της συνάρτησης  f ; ............................................................................................................
5. Μετακινείστε το χ ώστε να παίρνει τιμές στο διάστημα  [6, +∞). Τι πρόσημο έχουν τότε οι τιμές της συνάρτησης  f ; ...................................................................................................

6. Λαμβάνοντας υπόψη τα παραπάνω συμπληρώστε τον επόμενο πίνακα προσήμων:

	x
	-∞                      2                         6                                +∞

	f(x) = - x2 + 8x - 12  
	 
	
	


 Α. ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ ΓΙΑ ΤΟ ΠΡΟΣΗΜΟ ΤΙΜΩΝ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ
f(x) = αx2 + βx + γ , α ≠0   ΜΕ Δ > 0
Από τα προηγούμενα παρατηρήσαμε ότι:

1. Για την συνάρτηση με Δ > 0 και α = 1 >0 προέκυψε ο πίνακας προσήμων:
	x
	[image: image1.png]


                     1                          3             [image: image2.png]




	f(x) = x2 – 4x + 3
	+
	-
	+


 
 
 
2. Για την συνάρτηση με Δ > 0 και α = -1 < 0   προέκυψε ο πίνακας προσήμων:
	x
	[image: image3.png]


                  2                             6             [image: image4.png]




	f(x) = - x2 + 8x - 12
	-
	+
	-


 
 

3.      Μπορείτε να εξάγετε κάποιο γενικότερο συμπέρασμα για τον πίνακα προσήμων της  συνάρτησης   f(x) = αx2 + βx + γ  με Δ > 0  και x1 , x2 ρίζες της  εξίσωσης   αx2 + βx + γ = 0  ;
	x
	[image: image5.png]
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	f(x) = αx2 + βx + γ
	 
	 
	 


3η Περίπτωση:    Δ = 0   και   α > 0
Η εξίσωση  x2 – 2x + 1 = 0  έχει διακρίνουσα Δ=…… και διπλή ρίζα:   x0 =…      

1. Κατασκευάστε την συνάρτηση f(x) = x2 – 2x + 1  στο Geogebra. 

2. Τι παρατηρείτε σχετικά με τη ρίζα και το σημείο Α της γραφικής παράστασης; 

………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………

3. Μετακινείστε το χ ώστε να παίρνει τιμές στο διάστημα  (-∞ , 1]. Τι πρόσημο έχουν τότε οι τιμές της συνάρτησης  f ; …………………………………………………………………

4. Μετακινείστε το χ ώστε να παίρνει τιμές στο διάστημα  [1, +∞). Τι πρόσημο έχουν τότε οι τιμές της συνάρτησης  f; ………………………………………………………………….

5. Λαμβάνοντας υπόψη τα παραπάνω, συμπληρώστε τον επόμενο πίνακα προσήμων:
	x
	-∞                                     1                                           +∞

	f(x) = x2 – 2x + 1
	 
	


4η Περίπτωση:    Δ = 0   και   α < 0
Η εξίσωση  - x2 – 2x - 1 = 0  έχει διακρίνουσα Δ=…… και διπλή ρίζα:   x0 =…

1. Κατασκευάστε την συνάρτηση f(x) = - x2 – 2x - 1  στο Geogebra. 

2. Τι παρατηρείτε σχετικά με τη ρίζα και το σημείο Α της γραφικής παράστασης; 

………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………

3. Μετακινείστε το χ ώστε να παίρνει τιμές στο διάστημα  (-∞ , - 1]. Τι πρόσημο έχουν τότε οι τιμές της συνάρτησης  f ; …………………………………………………………………

4. Μετακινείστε το χ ώστε να παίρνει τιμές στο διάστημα  [ - 1, +∞). Τι πρόσημο έχουν τότε οι τιμές της συνάρτησης  f; ………………………………………………………………….

5. Λαμβάνοντας υπόψη τα παραπάνω, συμπληρώστε τον επόμενο πίνακα προσήμων:

	x
	-∞                                    - 1                                           +∞

	f(x) = - x2 – 2x - 1
	 
	


Β. ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ ΓΙΑ ΤΟ ΠΡΟΣΗΜΟ ΤΙΜΩΝ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ
f(x) = αx2 + βx + γ,  α ≠0   ΜΕ  Δ = 0
Από τα προηγούμενα  παρατηρήσαμε ότι:

1. Για την συνάρτηση με Δ = 0 και α = 1 >0 προέκυψε ο πίνακας προσήμων:

	x
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	f(x) = x2 – 2x + 1
	+
	+


 
 
 
 
2. Για την συνάρτηση με Δ=0 και α = -1 < 0 προέκυψε ο πίνακας προσήμων:

	x
	[image: image11.png]
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	f(x) = - x2 – 2x - 1
	-
	-


 
 
 
 
3.      Μπορείτε να εξάγετε κάποιο γενικότερο συμπέρασμα για τον πίνακα προσήμων της συνάρτησης  f(x) = αx2 + βx + γ με Δ = 0 και x0 διπλή ρίζα της εξίσωσης αx2 + βx + γ = 0;
	x
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	f(x) = αx2 + βx + γ
	 
	 


 
 
5η Περίπτωση:    Δ < 0   και   α > 0
Η εξίσωση  x2 + x + 1 = 0  έχει διακρίνουσα Δ=…… <0 και επομένως δεν έχει ρίζες.

1. Κατασκευάστε την συνάρτηση f(x) = x2 + x + 1  στο Geogebra. 

2. Τέμνει η γραφική παράσταση τον άξονα χ’χ; ………………………………………… 

3. Μετακινείστε το χ και παρατηρείστε το πρόσημο των τιμών της συνάρτησης  f. Τι πρόσημο έχουν τότε όλες οι τιμές της συνάρτησης  f; ……………………………………………

4. Λαμβάνοντας υπόψη τα παραπάνω, συμπληρώστε τον επόμενο πίνακα προσήμων:

	x
	-∞                                                                                +∞

	f(x) =  x2 + x + 1
	


6η Περίπτωση:    Δ < 0   και   α < 0
Η εξίσωση  - x2 + 2x - 2 = 0  έχει διακρίνουσα Δ=…… <0 και επομένως δεν έχει ρίζες.

1. Κατασκευάστε την συνάρτηση f(x) = - x2 + 2x - 2   στο Geogebra. 

2. Τέμνει η γραφική παράσταση τον άξονα χ’χ; …………………………………………

3. Μετακινείστε το χ και παρατηρείστε το πρόσημο των τιμών της συνάρτησης  f. Τι πρόσημο έχουν τότε όλες οι τιμές της συνάρτησης  f; ……………………………………………

4. Λαμβάνοντας υπόψη τα παραπάνω, συμπληρώστε τον επόμενο πίνακα προσήμων:

	x
	-∞                                                                                +∞

	f(x) =  - x2 + 2x - 2
	


Γ. ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ ΓΙΑ ΤΟ ΠΡΟΣΗΜΟ ΤΙΜΩΝ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ
f(x) = αx2 + βx + γ,   α ≠0   ΜΕ Δ < 0
Από τα προηγούμενα παρατηρήσαμε ότι:

1. Για την συνάρτηση με Δ < 0 και α = 1 >0 προέκυψε ο πίνακας προσήμων:

	x
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	f(x) = x2 – 2x + 1
	+


 
 
 
 
2. Για την συνάρτηση με Δ < 0 και α = -1 < 0 προέκυψε ο πίνακας προσήμων:

	x
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	f(x) = - x2 – 2x - 1
	-


 
 
 
 
3.      Μπορείτε να εξάγετε κάποιο γενικότερο συμπέρασμα για τον πίνακα προσήμων της συνάρτησης  f(x) = αx2 + βx + γ με Δ < 0;
	x
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	f(x) = αx2 + βx + γ
	 


 
 
[ΑΡΧΗ]
