PAGE  
9

                                                                                                               12/4/2010

                                                                                                         Σκλάβου Ελένη

                                      ΜΕΛΕΤΗ ΤΗΣ ΕΛΛΕΙΨΗΣ                                               
                         Σενάριο: Μελέτη της κωνικής τομής Έλλειψη                                                                                                                                                                        
Γνωστική περιοχή: Μαθηματικά κατεύθυνσης Β΄ Λυκείου
Θέμα: Η μελέτη της έλλειψης ως συνόλου σημείων με κοινή ιδιότητα.  

Το θέμα αντιμετωπίζεται σε τρείς φάσεις:  

1η φάση:  κατασκευή της έλλειψης με τον τρόπο που αναφέρει το σχολικό βιβλίο. 
2ηφάση: Μελέτη των χαρακτηριστικών της έλλειψης(συμμετρία, θέση, εκκεντρότητα)

3η φάση: Εφαπτόμενη ευθεία. Aνακλαστική ιδιότητα.
Τεχνολογικά εργαλεία: Το σενάριο προτείνεται να υλοποιηθεί με το λογισμικό Geogebra.

Σκεπτικό:

Βασική ιδέα

Η κατασκευή της έλλειψης  πραγματοποιείται με διαδοχικά βήματα, τα οποία προοιωνίζουν, κατά κάποιο τρόπο, την κοινή  ιδιότητα των σημείων της. Η διδασκαλία, υποστηριζόμενη από το διερευνητικό λογισμικό, οπτικοποιεί  τις διαδοχικές φάσεις της κατασκευής και διευκολύνει ακόμα περισσότερο το ζητούμενο που είναι η πρόσληψη αφενός της έλλειψης ως συνόλου σημείων με κοινή ιδιότητα αφετέρου της κοινής αυτής ιδιότητας.
Επιπλέον οι δυνατότητες του λογισμικού επιτρέπουν στους μαθητές /τριες να «ανακαλύψουν» οι ίδιοι/ες τις ιδιότητες της κωνικής τομής και να επέμβουν δυναμικά στην διαμόρφωσή της.

Τέλος, τους δίνεται η δυνατότητα να διερευνήσουν την ανακλαστική ιδιότητα της έλλειψης, καθώς το πρόβλημα της ανάκλασης σε μία κωνική τομή αποτελεί μια από τις βασικές αιτίες ανάπτυξης της μελέτης των κωνικών τομών και της χρήσης τους σε πρακτικά ζητήματα.

Προστιθέμενη αξία
Η κατασκευή της έλλειψης στο σχολικό βιβλίο περιορίζεται στην αναφορά των διαδοχικών βημάτων μιας  κατασκευής της έλλειψης χωρίς καμία ενδιάμεση οπτικοποίηση, με αποτέλεσμα  η τελική εικόνα της έλλειψης στην οποία οδηγούνται οι μαθητές / τριες να μην είναι πλήρως αντιληπτή.
Με τον παρόν σενάριο παρέχεται η δυνατότητα χρησιμοποίησης εργαλείων δυναμικής αναπαράστασης όλων των φάσεων της κατασκευής. Έτσι οι μαθητές/ τριες θα αντιληφθούν την  συνέχεια της κατασκευής, καθώς και την λογική της, αφού οι ίδιοι/ες θα δίνουν  κίνηση και εικόνα διαμορφώνοντας την κάθε φάση της.
Επιπλέον, θα ανακαλύψουν την ιδιότητα των σημείων της έλλειψης, αφού μέσα από την δυνατότητα αλληλεπίδρασης των ψηφιακών εργαλείων θα παρατηρούν το σταθερό άθροισμα μέσα  στην μεταβαλλόμενη κατασκευή. 
Χαρακτηριστικά της κωνικής τομής, όπως η συμμετρία και  η θέση γίνονται άμεσα αντιληπτά και μέσω της δυναμικής εικόνας παγιώνονται ως γνώση.
Μέσω του λογισμικού αποσαφηνίζεται η έννοια της εκκεντρότητας και γίνεται πλήρως αντιληπτό πώς και γιατί οι διαφορετικές τιμές της επηρεάζουν την μορφή της κωνικής τομής.  Τέλος, η δυναμική αναπαράσταση της ανακλαστικής ιδιότητας της έλλειψης προσφέρει την δυνατότητα πληρέστερης κατανόησής της ίδιας της ιδιότητας, καθώς και της εφαρμογής της στην πράξη. 
Πλαίσιο εφαρμογής
 Το σενάριο απευθύνεται στους μαθητές/τριες της Β΄ Λυκείου, κατεύθυνσης Τεχνολογικής και Θετικής. 
Για την υλοποίηση του σεναρίου  θα  χρειαστούν τουλάχιστον 2 διδακτικές ώρες.
Το σενάριο θα  υλοποιηθεί εξ ολοκλήρου στο εργαστήριο υπολογιστών.
Προαπαιτούμενες γνώσεις: Ως προς τα μαθηματικά οι μαθητές/τριες χρειάζεται να γνωρίζουν την έννοια του γεωμετρικού τόπου, έτσι ώστε να αντιληφθούν την έλλειψη ως τέτοιο. 
Ως προς την τεχνολογία οι μαθητές πρέπει να γνωρίζουν την δημιουργία:
· ευθύγραμμου τμήματος και την μέτρηση του
· σημείου πάνω σε ευθεία

· κύκλου με γνωστό το σημείο του κέντρου και το μήκος της ακτίνας.

· του σημείου τομής δύο γραμμών.
Κοινωνική ενορχήστρωση της τάξης

Οι μαθητές/τριες θα εργαστούν κατά ομάδες των δύο ατόμων. Στα μέλη κάθε ομάδας θα δοθεί από ένα φύλλο εργασίας, στο οποίο ο διδάσκων /ουσα θα έχει θέσει συγκεκριμένα ερωτήματα και θα έχει δώσει συγκεκριμένες οδηγίες.

Οι μαθητές /τριες θα ενθαρρύνονται, ώστε να επινοούν τρόπους αξιοποίησης των δυνατοτήτων του ψηφιακού εργαλείου το οποίο διαθέτουν. Η διερεύνηση πρέπει να γίνεται συνεργατικά και η κάθε ομάδα να θέτει ερωτήματα και προβληματισμούς, ως συνισταμένη εκείνων που προέκυψαν στο εσωτερικό της ομάδας.

Επιπροσθέτως, οι μαθητές /τριες καλούνται να συμπληρώσουν ένα κοινό φύλλο εργασίας με ερωτήσεις σχετικά με το θέμα,  προκειμένου να υπάρχει κοινός στόχος, καλός συντονισμός και  ολοκληρωμένη μορφοποίηση τελικού αποτελέσματος.
 Στη διάρκεια της υλοποίησης του σεναρίου ο διδάσκων /ουσα ελέγχει τα συμπεράσματα των μαθητών /τριών, τους /τις  καθοδηγεί, ώστε να αντιλαμβάνονται καλύτερα τα αποτελέσματά τους και τους/τις ενθαρρύνει να συνεχίσουν την διερεύνηση θέτοντάς τους κατάλληλα ερωτήματα.
Διδακτικοί στόχοι
Οι μαθητές /τριες  πρέπει: 
1. Να αντιληφθούν την έλλειψη ως το σύνολο των σημείων που έχουν μια κοινή ιδιότητα.

2. Να κατανοήσουν αυτή την κοινή ιδιότητα.

3. Να ανακαλύψουν σταθερά μεγέθη μέσα σε μια μεταβαλλόμενη κατασκευή.

4. Να δώσουν τον ορισμό της έλλειψης ως τον γεωμετρικό τόπο σημείων με κοινή ιδιότητα.

5. Να διερευνήσουν ιδιότητες της έλλειψης.
6. Να δημιουργήσουν μια προσομοίωση ανάκλασης πάνω σε έλλειψη.

Ανάλυση του σεναρίου
Ροή εφαρμογής των δραστηριοτήτων

Ο διδάσκων/ ουσα  θα πρέπει να έχει παρουσιάσει το λογισμικό στους μαθητές /τριες και να τους έχει εξοικειώσει με τις βασικές εφαρμογές του. Αυτό πρέπει να έχει διάρκεια 1 ή 2 διδακτικές ώρες και να υλοποιηθεί στο εργαστήριο υπολογιστών μια ή δυο το πολύ ημέρες πριν από την κυρίως εφαρμογή.
Η κάθε φάση θα έχει το δικό της φύλλο εργασίας και το σενάριο θα ολοκληρωθεί με την υλοποίηση και των τριών φάσεων.

Επιπρόσθετα  ο διδάσκων/ουσα, αν το κρίνει σκόπιμο, μπορεί να θέσει υπόψη της τάξης  δύο άλλες κατασκευές (βλ. παρακάτω) της έλλειψης με στόχο να ενεργοποίησει το ενδιαφέρον των μαθητών/τριων.
· Κατασκευή της έλλειψης με την βοήθεια δύο ομόκεντρων κύκλων με αντίστοιχο φύλλο εργασίας το εξής:

1. Επιλέξτε το σημείο Α(0,0)

2. Επιλέξτε σημείο Β στον χχ΄

3. Να ορίσετε το ευθ. τμήμα ΑΒ

4. Να κατασκευάσετε κύκλο με κέντρο α και ακτίνα ΑΒ

5. Να πάρετε σημείο C πάνω στον χχ΄, εσωτερικό του ΑΒ

6. Να ορίσετε το ευθ. τμήμα ΑC.

7. Να κατασκευάσετε κύκλο με κέντρο το C και ακτίνα ΑC.

8. Να πάρετε σημείο Ε πάνω στον εξωτερικό κύκλο.

9. Να ορίσετε το ευθ. τμήμα  ΕΑ

10. Να βρείτε το σημείο τομής D του ΕΑ με τον εσωτερικό κύκλο.

11. Από το Ε να φέρετε κάθετη ευθεία προς τον άξονα χχ΄.

12. Από το σημείο  D να φέρετε κάθετη ευθεία προς τον άξονα ψψ΄.

13. Να βρείτε το σημείο τομής των δύο καθέτων. Να το χρωματίσετε και να ενεργοποιήσετε το ίχνος του

14. Μετακινείστε το σημείο Β και παρατηρείστε τη γραμμή στην οποία κινείται το κοινό σημείο των δύο καθέτων.
·  Γεωμετρική κατασκευή της έλλειψης, που προκύπτει από την κίνηση της μεσοκαθέτου ενός ευθυγράμμου τμήματος , του οποίου το ένα άκρο κινείται σε κύκλο με φύλλο εργασίας το παρακάτω:
     1. Να κατασκευάσετε κύκλο με κέντρο την αρχή των αξόνων 
     2. Να  εμφανίσετε ένα σημείο επάνω στην έλλειψη και ένα σημείο στο εσωτερικό της.
     3.  Να φέρετε το ευθύγραμμο τμήμα που ορίζεται από τα δύο αυτά σημεία και  την μεσοκάθετό του.

     4. Ενεργοποιήστε το ίχνος της μεσοκαθέτου και μετακινήστε το άκρο του ευθυγράμμου τμήματος που ανήκει στην  έλλειψη.

     5. Τι παρατηρείτε;

Σχόλιο: Η μαθηματική θεμελίωση των παραπάνω κατασκευών ξεφεύγει από τους στόχους του παρόντος σεναρίου. 

                                            ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ                            1η ΦΑΣΗ
                                                      ΕΛΛΕΙΨΗ 

 ΤΑΞΗ Β

 Ονοματεπώνυμο μαθητών/ τριων

1……………………………………………………………………….. 2…………………………………………………………………………

1. Ανοίξτε το παράθυρο GEOGEBRA
2. Κατασκευάστε ένα ευθ. τμήμα   ΚΛ και μετρήστε το μήκος του

3. Να πάρετε πάνω στον άξονα 
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και εκατέρωθεν της αρχής δύο σημεία Ε΄και Ε, σε απόσταση μεταξύ τους μικρότερη από  εκείνη των σημείων Κ και Λ.

4. Πάνω στο ευθ. τμήμα ΚΛ να πάρετε σημείο Σ.

5. Να μετρήσετε τα ευθ. τμήματα ΚΣ και ΚΛ.
6.   Θέλουμε να βρούμε τα σημεία του επιπέδου των οποίων το άθροισμα των       αποστάσεων τους από τα σημεία Ε΄ και Ε είναι ίση με το μήκος του ευθ. τμήματος ΚΛ.
7. Να κάνετε κύκλο με κέντρο το Ε και ακτίνα ΣΛ

8. Να κάνετε κύκλο με κέντρο το Ε’ και ακτίνα ΣΚ.

9. Να μεταβάλλετε το μήκος του ΚΛ και να παρατηρήσετε τη θέση των δύο κύκλων.

10. Βρείτε τα σημεία τομής Α και Β των δύο κύκλων.

11. Να φέρετε τα ευθ. τμήματα ΑΕ΄,ΑΕ, ΒΕ΄, ΒΕ και να τα μετρήσετε.

12. Να συγκρίνετε τα αθροίσματα ΑΕ΄+ΑΕ  και ΒΕ΄+ΒΕ με το μήκος του ευθ. τμήματος ΚΛ.

13. Μετακινείστε το σημείο Σ πάνω στο ΚΛ και κάνετε τις συγκρίσεις του ερωτήματος 11.

14. Τι παρατηρείτε;
15. Ενεργοποιείστε τα ίχνη των σημείων Α και Β και μετακινείστε το σημείο Σ 
16. Με τη βοήθεια του λογισμικού να βρείτε τον γ.τ των σημείων Α και Β.

 ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑ
Κάθε νέα θέση του σημείου Σ, πάνω στο ευθύγραμμο τμήμα δίνει δύο νέα σημεία της έλλειψης. Άρα μετακινώντας το Σ μπορούμε να κατασκευάσουμε οσαδήποτε σημεία της έλλειψης.
  ΟΡΙΣΜΟΣ ΤΗΣ ΕΛΛΕΙΨΗΣ
Έστω Ε΄ και Ε δυο σταθερά σημεία του επιπέδου. Ονομάζουμε έλλειψη με εστίες τα σημεία Ε΄ και Ε τον γεωμετρικό τόπο των σημείων του επιπέδου των οποίων το άθροισμα των αποστάσεων από τα Ε΄ και Ε είναι σταθερό και μεγαλύτερο του Ε΄Ε.  Η απόσταση Ε΄Ε ονομάζεται εστιακή απόσταση της έλλειψης.
       ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ        2η   ΦΑΣΗ

1. Κατασκευάστε 2 δρομείς α και γ. Ορίστε για το α διάστημα 0 έως  5 και για το γ  0  έως 5. 
2. Να πάρετε πάνω στον χχ΄ τα σημεία Α΄(-α,0) και Α(α,0)
3. Με τη βοήθεια του λογισμικού να κατασκευάσετε την έλλειψη με εστίες Ε΄(-γ,0) και Ε(γ,0) 

4. Μετακινείστε τον δρομέα γ. Τι παρατηρείτε; 

5. Να φέρετε ευθεία  από την αρχή των αξόνων και να  παρατηρήσετε τα σημεία που τέμνει η ευθεία την έλλειψη. Τι παρατηρείτε; (συμμετρία1)

6. Να φέρετε ευθεία κάθετη στον ψψ.  

7. Nα βρείτε τα σημεία τομής της ευθείας με την έλλειψη.
8. Μετακινείστε την ευθεία. Τι παρατηρείτε; (συμμετρία2)
9. Να φέρετε ευθεία κάθετη στον χχ΄

10.  Nα βρείτε τα σημεία τομής της ευθείας με την έλλειψη Μετακινείστε την ευθεία. Τι παρατηρείτε; (συμμετρία3)
11. Να ορίσετε τον αριθμό ε=
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 (εκκεντρότητα)
12. Μετακινείστε τον δρομέα α ή τον δρομέα γ ώστε το ε να τείνει στο 1. Παρατηρείστε την μορφή της έλλειψης

13.  Μετακινείστε τον δρομέα γ ώστε το ε να τείνει στο ο. Παρατηρείστε την μορφή της έλλειψης

14.  Τι συμπέρασμα προκύπτει για την εκκεντρότητα ε σε σχέση με την έλλειψη;

15. Ορίσατε τον αριθμό 
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16. Βρείτε τα σημεία τομής της έλλειψης με τον ψψ΄. Τι παρατηρείτε σε σχέση με το β; 
                     ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ        3η   ΦΑΣΗ
Στην οθόνη προβάλλονται δύο δρομείς  α=13 και β=9 με διάστημα τιμών [1,16] και [1,13] αντίστοιχα, μια έλλειψη, οι εστίες της Ε΄, Ε και σημείο Μ πάνω στην έλλειψη. Ακόμη εμφανίζονται τα τμήματα που ενώνουν τις εστίες με το σημείο Μ.
Συνεχίστε με την σειρά, που προτείνεται παρακάτω

1. Να εμφανίσετε την εφαπτομένη ευθεία (ε) στην έλλειψη στο σημείο Μ.

2. Να φέρετε  ευθεία (η), κάθετη στην (ε) στο σημείο Μ.

3. Να εμφανίσετε το σημείο τομής Β της κάθετης ευθείας με τον άξονα χ΄χ.
4. Να εμφανίσετε τις γωνίες Ε΄ΜΒ και ΒΜΕ  και τις τιμές τους.
5. Να μετακινήσετε το σημείο Μ πάνω στην έλλειψη και να συγκρίνετε τις τιμές των δύο γωνιών.

6. Να αλλάξετε τις τιμές των παραμέτρων α και β και να συγκρίνετε πάλι τις γωνίες για τις διαφορετικές θέσεις του σημείου Μ πάνω στην έλλειψη.

7. Τι παρατηρείτε; 

8. Διατυπώστε την ιδιότητα της έλλειψης, όπως προέκυψε από τις παραπάνω συγκρίσεις.
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