ΘΕΜΑΤΑ ΕΤΟΥΣ 2004

1) Δίνεται η συνάρτηση f με τύπο f(x) = x2lnx .
α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης f , να μελετήσετε την μονοτονία της
    και να βρείτε τα ακρότατα .
β) Να μελετήσετε την f ως προς την κυρτότητα και να βρείτε τα σημεία καμπής .
γ) Να βρείτε το σύνολο τιμών της f .
    ΛΥΣΗ
α) Πρέπει x > 0 , άρα το πεδίο ορισμού της f είναι το Α = (0 , +
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) . Για κάθε x > 0
    έχουμε  f ΄(x) = (x2)΄lnx + x2(lnx)΄ = 2xlnx + x = x(2lnx + 1) .
    Είναι f ΄(x) = 0 
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  και f ΄(x) > 0 
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    2lnx + 1 > 0
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 ( αφού  x > 0) . Το πρόσημο της f ΄(x)  φαίνεται στον 
    παρακάτω πίνακα : 
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    Έτσι η f είναι γνησίως αύξουσα στο (
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 ] , ενώ παρουσιάζει και  ολικό ελάχιστο  στη θέση 
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β) Για κάθε x > 0 έχουμε  f ΄΄(x) = (x)΄(2lnx + 1) + x(2lnx + 1)΄ = 2lnx + 3  και 
    f ΄΄(x) = 0 
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2lnx + 3  = 0 
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.  Το πρόσημο της f ΄΄(x)  φαίνεται στον 
    παρακάτω πίνακα : 
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    Έτσι η f στρέφει τα κοίλα κάτω στο (0 ,
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γ) Η f είναι συνεχής στο πεδίο ορισμού της Α και έχει ολικό ελάχιστο το 
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    Παρατηρούμε ότι 
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. Η προβολή 
    της Cf στον y΄y  (ανεξάρτητα από την συμπεριφορά της f κοντά στο 0) θα είναι το
    το [
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2) Δίνεται η συνάρτηση g(x) = exf(x) , όπου f  συνάρτηση παραγωγίσιμη στο 
[image: image41.wmf]Â

και
    f(0) = f(
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α) Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ
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) τέτοιο ώστε f ΄(ξ) = - f(ξ) . 

β) Εάν f(x) = 2x2 – 3x , να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα Ι(α) = 
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γ) Να βρείτε το όριο 
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    ΛΥΣΗ
α) Για τη συνάρτηση g ισχύουν τα εξής :
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 είναι συνεχής στο [0, 
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] ως γινόμενο συνεχών συναρτήσεων ( η f είναι
       παραγωγίσιμη άρα και συνεχής ) 
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 είναι παραγωγίσιμη στο (0, 
[image: image51.wmf]2

3

) ως γινόμενο παραγωγίσιμων συναρτήσεων 
    
[image: image52.wmf]·

 g(0) = g(
[image: image53.wmf]2

3

) = 0 , αφού f(0) = f(
[image: image54.wmf]2

3

) = 0 .
   Σύμφωνα με το θεώρημα του Rolle  υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ
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) τέτοιο
   ώστε g΄(ξ) = 0 (1) . Όμως g΄(x) = (ex)΄f(x) + exf ΄(x) = ex(f(x) + f ΄(x)) . Έτσι η (1)
   δίνει  eξ(f(ξ) + f ΄(ξ)) = 0 
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 f(ξ) + f ΄(ξ) = 0
[image: image58.wmf]Û

 f ΄(ξ) = - f(ξ) . 
β) Εάν f(x) = 2x2 – 3x , τότε g(x) = ex(2x2 – 3x) , οπότε Ι(α) = 
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γ) 
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 3) Έστω η συνεχής συνάρτηση f : 
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 τέτοια ώστε f(1) = 1 . Αν για κάθε x
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 , όπου z = α + βi 
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     τότε :
α) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g είναι παραγωγίσιμη στο 
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και να βρείτε τη g΄.
β) Να αποδείξετε ότι 
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γ) Με δεδομένη τη σχέση του ερωτήματος  β  να αποδείξετε ότι Re(z2) =
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δ) Αν επιπλέον f(2) = α > 0 , f(3) = β και α > β , να αποδείξετε ότι υπάρχει xo
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(2 , 3) 
    τέτοιο ώστε f(xo) = 0 .

    ΛΥΣΗ
α) Η συνάρτηση g  είναι παραγωγίσιμη στο 
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ως άθροισμα παραγωγίσιμων 
    συναρτήσεων διότι η f είναι συνεχής στο
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[image: image98.wmf])

1

(

1

3

-

+

-

x

z

z

 παραγωγίσιμη 
    ως πολυωνυμική . Άρα g΄(x) = 
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β) Παρατηρούμε ότι g(1) = 
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     ισχύει g(x) 
[image: image106.wmf]³

g(1) , δηλαδή το g(1) = 0 είναι ολικό ελάχιστο της g . Επιπλέον 
     το 1 είναι εσωτερικό σημείο του 
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και η g είναι παραγωγίσιμη στο 1 , οπότε 
    σύμφωνα  με το θεώρημα του Fermat g΄(1) = 0 
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γ) Έχουμε : 
[image: image116.wmf]z

z

z

1

+

=

 
[image: image117.wmf]Û
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δ) Αρκεί να δείξουμε ότι β < 0 διότι τότε εφαρμόζεται το θεώρημα του Bolzano για 
    την f στο [2 , 3] ( η f είναι συνεχής στο [2 , 3] και θα είναι f(2)f(3) < 0 ) .
    Έχουμε  Re(z2) =
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< 0 και z2 = (α + βi )2 = α2 – β2 +2αβi  , άρα  α2 – β2 < 0 
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    (α – β)(α + β) < 0 
[image: image145.wmf]b

>

Û

a

α + β < 0 
[image: image146.wmf]Û

β < - α  , δηλαδή ο β είναι μικρότερος του 
    αρνητικού  - α  άρα είναι αρνητικός .

ΘΕΜΑΤΑ ΕΤΟΥΣ 2003

1) Έστω η συνάρτηση f(x) = x5 + x3 +x .
α) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα κοίλα και να αποδείξετε ότι 
     η f έχει αντίστροφη συνάρτηση .
β) Να αποδείξετε ότι f(ex)
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 f(1+x)  για κάθε x
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γ) Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f στο σημείο (0 , 0)
    είναι ο άξονας συμμετρίας των γραφικών παραστάσεων της f και της f – 1 .
δ) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική 

    παράσταση της f – 1, τον άξονα των x και την ευθεία με εξίσωση x = 3 .
    ΛΥΣΗ
α) Για κάθε x
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έχουμε f ΄(x) = 5x4 + 3x2 +1 > 0 , οπότε η f είναι γνησίως αύξουσα
    στο 
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, άρα και 1 – 1 και συνεπώς έχει αντίστροφη συνάρτηση .
    Ακόμη για κάθε x
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: f ΄΄(x) = 20x3 + 6x = 2x(10x2 +3) και f ΄΄(x) = 0
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    Άρα η f στρέφει τα κοίλα : άνω στο (0 , +
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β) Για κάθε x
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0  (1) . Αρκεί λοιπόν να αποδείξουμε την (1) .
    Θεωρούμε τη συνάρτηση g(x) = ex –1 – x  και έχουμε g΄(x) = ex –1 , x
[image: image165.wmf]Â

Î

.
    g΄(x) = 0
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 x < 0 . Άρα η g  παρουσιάζει ολικό ελάχιστο στη θέση 0 , το g(0) = 0 .
    Επομένως για κάθε x
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γ) Η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f στο σημείο (0 , 0) έχει εξίσωση 
    y – f(0) = f ΄(0)(x – 0) 
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y = x  , που είναι η εξίσωση του
    άξονα συμμετρίας των γραφικών παραστάσεων της f και της f – 1 .
δ) Το πεδίο ορισμού της f – 1  είναι το σύνολο τιμών της f  δηλαδή το 
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    f(0) = 0 θα είναι f – 1(0) = 0 .

    Η f – 1 είναι γνησίως αύξουσα ( αν α < β θα είναι f – 1(α) < f – 1(β) , διότι αν είχαμε

    f – 1(α) 
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β , άτοπο ) άρα η f – 1(t) = 0 έχει  

    μοναδική ρίζα το 0 .
    Το ζητούμενο εμβαδό είναι Ε = 
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    και για t = 0 παίρνουμε  x = 0 ( f(0) = 0 ) ενώ για t = 3 παίρνουμε  x = 1 ( f(1) =3 ) .
    Άρα Ε =  
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25

 τ.μ.

2) Έστω μια συνάρτηση f συνεχής σ’ ένα διάστημα  [α , β] που έχει συνεχή δεύτερη 

    παράγωγο στο (α , β) . Αν ισχύει f(α) = f(β) = 0 και υπάρχουν αριθμοί γ
[image: image209.wmf]Î

(α , β) ,
    δ
[image: image210.wmf]Î

(α , β) , έτσι ώστε  f(γ)f(δ) < 0 , να αποδείξετε ότι : 
α) Υπάρχει μία τουλάχιστον ρίζα της εξίσωσης  f(x) = 0 στο διάστημα (α , β) .
β) Υπάρχουν σημεία  ξ1 , ξ2 
[image: image211.wmf]Î

(α , β) τέτοια ώστε  f ΄΄(ξ1) < 0 και f ΄΄(ξ2) > 0 .
γ) Υπάρχει ένα τουλάχιστον σημείο καμπής της γραφικής παράστασης της f , 

[image: image3954.wmf]Þ

    με δεδομένο ότι η f ΄΄ έχει το πολύ πεπερασμένο πλήθος ριζών . 
    ΛΥΣΗ
α) Είναι γ
[image: image212.wmf]¹

δ , διότι αν γ = δ τότε f(γ)f(γ) < 0
[image: image213.wmf]Þ

 (f(γ))2 < 0 , άτοπο . Χωρίς βλάβη 
    της γενικότητας έστω γ < δ . Η f είναι συνεχής στο [γ , δ] 
[image: image214.wmf]Ì

[α , β] και f(γ)f(δ) < 0
    άρα σύμφωνα  με το θεώρημα του Bolzano υπάρχει μία τουλάχιστον ρίζα  ρ της
    εξίσωσης  f(x) = 0 στο διάστημα (γ , δ) 
[image: image215.wmf]Ì

 (α , β) .
β) Εφαρμόζουμε για την f το θεώρημα μέσης τιμής
    διαδοχικά στα διαστήματα [α , γ] , [γ , ρ] , [ρ , δ] ,
    [δ , β] και παίρνουμε αντίστοιχα :
    υπάρχει  ένα τουλάχιστον λ1
[image: image216.wmf]Î

(α , γ) τέτοιο ώστε f ΄(λ1) = 
[image: image217.wmf]a
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=
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,
    υπάρχει  ένα τουλάχιστον λ2
[image: image219.wmf]Î

(γ , ρ) τέτοιο ώστε f ΄(λ2) = 
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=
[image: image221.wmf]g
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    υπάρχει  ένα τουλάχιστον λ3
[image: image222.wmf]Î

(ρ , δ) τέτοιο ώστε f ΄(λ3) = 
[image: image223.wmf]r
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=
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(

f

,
    υπάρχει  ένα τουλάχιστον λ4
[image: image225.wmf]Î

(δ , β) τέτοιο ώστε f ΄(λ4) = 
[image: image226.wmf]d

b
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=
[image: image227.wmf]d
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.

    Επειδή είναι  f(γ)f(δ) < 0  θα είναι : (f(γ) < 0 και f(δ) > 0 ) ή (f(γ) > 0 και f(δ) < 0 ) .
    Αν f(γ) < 0 και f(δ) > 0 τότε : f ΄(λ1) < 0 , f ΄(λ2) > 0 , f ΄(λ3) > 0 , f ΄(λ4) < 0 .
    Εφαρμόζουμε για την f ΄ το θεώρημα μέσης τιμής διαδοχικά στα διαστήματα

    [λ1 , λ2] , [λ3 , λ4] και παίρνουμε αντίστοιχα : 
    υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ2
[image: image228.wmf]Î

( λ1 , λ2) τέτοιο ώστε f ΄΄(ξ2) = 
[image: image229.wmf]1

2
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(

)

(

l

l

l

l

-
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f΄

f΄

 > 0 ,
    υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ1
[image: image230.wmf]Î

( λ3 , λ4) τέτοιο ώστε f ΄΄(ξ1) = 
[image: image231.wmf]3
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l

l
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f΄

f΄

 < 0 .
    Αν f(γ) > 0 και f(δ) < 0 τότε : f ΄(λ1) > 0 , f ΄(λ2) < 0 , f ΄(λ3) < 0 , f ΄(λ4) > 0 .
    Εφαρμόζουμε για την f ΄ το θεώρημα μέσης τιμής διαδοχικά στα διαστήματα

    [λ1 , λ2] , [λ3 , λ4] και παίρνουμε αντίστοιχα : 
    υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ1
[image: image232.wmf]Î

( λ1 , λ2) τέτοιο ώστε f ΄΄(ξ1) = 
[image: image233.wmf]1
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 < 0 ,
    υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ2
[image: image234.wmf]Î

( λ3 , λ4) τέτοιο ώστε f ΄΄(ξ2) = 
[image: image235.wmf]3
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 > 0 .
    Σε κάθε περίπτωση λοιπόν υπάρχουν σημεία  ξ1 , ξ2 
[image: image236.wmf]Î

(α , β) τέτοια ώστε 

    f ΄΄(ξ1) < 0 και f ΄΄(ξ2) > 0 .
γ) Επειδή η f ΄΄  είναι συνεχής στο (α , β) θα έχει σταθερό πρόσημο σε καθένα από τα    

    διαδοχικά διαστήματα που ορίζονται από τις το πολύ πεπερασμένες σε πλήθος 

    ρίζες της f ΄΄(x) = 0 . Όμως επειδή από το (β) η f ΄΄ αλλάζει πρόσημο στο (α , β)   

    υπάρχουν  δύο τουλάχιστον διαδοχικά διαστήματα με διαφορετικό πρόσημο και  

    έστω xα το σημείο αλλαγής του προσήμου .

    Στο xα ορίζεται η f ΄( xα) (δηλαδή ορίζεται  εφαπτομένη της Cf  στο xα ) και η f ΄΄ 
    αλλάζει πρόσημο άρα στο σημείο Α(xα , f(xα)) η Cf παρουσιάζει καμπή .
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1) Έστω οι συναρτήσεις f , g με πεδίο ορισμού το 
[image: image237.wmf]Â

. Δίνεται ότι η συνάρτηση της 
    σύνθεσης f
[image: image238.wmf]o

g είναι 1 – 1 .
α) Να δείξετε ότι η g είναι 1 – 1 .
β) Να δείξετε ότι η εξίσωση : g(f(x) + x3 – x ) = g(f(x) + 2x – 1) έχει ακριβώς δύο 
    θετικές και μία αρνητική ρίζα .
    ΛΥΣΗ
α) Έστω x1 , x2 
[image: image239.wmf]Â

Î

με g(x1) = g(x2) . Τότε f(g(x1)) = f(g(x2)) 
[image: image240.wmf]Þ

(f
[image: image241.wmf]o

g)(x1) = (f
[image: image242.wmf]o

g)(x2)

     
[image: image243.wmf]Þ

 x1 = x2 (αφού η f
[image: image244.wmf]o

g είναι 1 – 1) . Άρα η g είναι 1 – 1 .
β) Έχουμε g(f(x) + x3 – x ) = g(f(x) + 2x – 1)
[image: image245.wmf]1

1

:

-

Û

g

 f(x) + x3 – x = f(x) + 2x – 1 
[image: image246.wmf]Û


    
[image: image247.wmf]Û

 x3 – x =  2x – 1
[image: image248.wmf]Û

 x3 – 3x +1 = 0  (1) .
     Θεωρούμε τη συνάρτηση φ(x) = x3 – 3x +1 , x
[image: image249.wmf]Â

Î

. Για κάθε x
[image: image250.wmf]Â

Î

είναι : 
     φ΄(x) = 3x2 – 3 = 3(x-1)(x+1)  και φ΄(x) = 0 
[image: image251.wmf]Û

x= -1 ή x = 1 . Ακόμη έχουμε :
     φ΄(x) > 0
[image: image252.wmf]Û

x < -1 ή x > 1 ενώ φ΄(x) < 0
[image: image253.wmf]Û

x
[image: image254.wmf]Î

(- 1 , 1). Άρα : 
     
[image: image255.wmf]*

 η φ είναι γνησίως αύξουσα στο (-
[image: image256.wmf]¥

, - 1] και φ((-
[image: image257.wmf]¥

, - 1] ) = (
[image: image258.wmf]-¥

®

x

lim

φ(x) , φ(-1)] =
          = (
[image: image259.wmf]-¥
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x

lim

x3 , 3] = (-
[image: image260.wmf]¥

, 3] . Επειδή 0
[image: image261.wmf]Î

(-
[image: image262.wmf]¥

, 3] η εξίσωση (1) έχει μία ακριβώς 
         ρίζα (αρνητική) στο (-
[image: image263.wmf]¥

, - 1] .
     
[image: image264.wmf]*

 η φ είναι γνησίως αύξουσα στο [1 , +
[image: image265.wmf]¥

) και φ( [1 , +
[image: image266.wmf]¥

) ) = [φ(1) ,
[image: image267.wmf]+¥

®

x

lim

φ(x) ) = 
         = [ -1 ,
[image: image268.wmf]+¥

®

x

lim

x3 ) = [ -1 , +
[image: image269.wmf]¥

) . Επειδή 0
[image: image270.wmf]Î

[ -1 , +
[image: image271.wmf]¥

) η εξίσωση (1) έχει μία 
         ακριβώς ρίζα (θετική) στο [1 , +
[image: image272.wmf]¥

) .
     
[image: image273.wmf]*

 Η φ είναι γνησίως φθίνουσα στο (-1 , 1) , επομένως η (1) έχει το πολύ μία ρίζα 
         στο (-1 , 1) . Ακόμη η φ είναι συνεχής στο [0 , 1] ως πολυωνυμική και 

         φ(0)φ(1) = 1((-1) = -1< 0 , άρα σύμφωνα με το θεώρημα Bolzano η (1) θα έχει 
         τουλάχιστον μία ρίζα  (θετική) στο (0 , 1) 
[image: image274.wmf]Ì

 (-1 , 1) . Επομένως η (1) έχει 
         ακριβώς μία ρίζα (θετική) στο (-1 , 1) .
      Από τα παραπάνω προκύπτει ότι  η (1) έχει ακριβώς δύο θετικές και μία αρνητική 

      ρίζα .

2) α)  Έστω δύο συναρτήσεις h , g συνεχείς στο [α , β] . Να αποδείξετε ότι αν 
          h(x) > g(x) για κάθε x
[image: image275.wmf]Î

[α , β] , τότε και 
[image: image276.wmf]ò

b

a

dx

x
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 > 
[image: image277.wmf]ò
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dx
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 .
    β)  Δίνεται η παραγωγίσιμη στο 
[image: image278.wmf]Â

συνάρτηση f , που ικανοποιεί τις σχέσεις : 
         f(x) – e –f(x) = x – 1 , x
[image: image279.wmf]Â

Î

 και f(0) = 0 .
         i)   Να εκφραστεί η f ΄ ως συνάρτηση της f .
         ii)  Να δείξετε ότι  
[image: image280.wmf]2

x

 < f(x) < xf ΄(x) , για κάθε x > 0 .
         iii) Αν Ε είναι το εμβαδόν του χωρίου Ω που ορίζεται από τη γραφική 

               παράσταση της f , τις ευθείες x = 0 , x = 1 και τον άξονα x΄x , να δείξετε ότι 
              
[image: image281.wmf]4

1

 < Ε < 
[image: image282.wmf]2

1

f(1) .
         ΛΥΣΗ
α) Επειδή η συνάρτηση h(x) - g(x) είναι συνεχής στο [α , β] ως διαφορά συνεχών 
    συναρτήσεων και για κάθε x
[image: image283.wmf]Î

[α , β] είναι h(x) > g(x)
[image: image284.wmf]Û

 h(x) - g(x) > 0 έχουμε :
    
[image: image285.wmf]ò
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> 0 
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b

a

dx

x

h

)

(

 > 
[image: image291.wmf]ò
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dx

x
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 .
β)
i) Παραγωγίζουμε τα δύο μέλη της  f(x) – e –f(x) = x – 1 και παίρνουμε : 
    f ΄(x) + f ΄(x) e –f(x) = 1
[image: image292.wmf]Û

f ΄(x)(1+ e –f(x) ) = 1
[image: image293.wmf]Û

 f ΄(x) = 
[image: image294.wmf])
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1

x
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 (1) , x
[image: image295.wmf]Â

Î

.
ii) Για κάθε x > 0 έχουμε 
[image: image296.wmf]2

x

 < f(x) < xf ΄(x) 
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x

 < f(x) – f(0) < xf ΄(x)  
[image: image299.wmf]Û
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 EMBED Equation.3  [image: image301.wmf]2

1

< 
[image: image302.wmf]0
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0

(

)

(

-

-

x

f

x

f

< f ΄(x)  (2) . Αρκεί λοιπόν να αποδείξουμε την (2) .
    Η f είναι συνεχής στο [0 , x] και παραγωγίσιμη στο (0 , x) αφού είναι 
    παραγωγίσιμη στο 
[image: image303.wmf]Â

. Σύμφωνα με το θεώρημα μέσης τιμής υπάρχει ένα 
    τουλάχιστον ξ
[image: image304.wmf]Î

(0 , x) τέτοιο ώστε f ΄(ξ) = 
[image: image305.wmf]0

)

0

(

)

(

-

-

x

f

x

f

. Όμως 0 < ξ < x 
[image: image306.wmf]Þ


    f ΄(0) < f ΄(ξ) < f ΄(x)  (3) , αφού από την  (1) για κάθε x
[image: image307.wmf]Â

Î

 :   

     f ΄΄(x) = 
[image: image308.wmf]2
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(

)

(

)

1

(

)

(

x

f

x

f

e

x

f΄

e

-

-

+

> 0 ( f ΄(x) > 0 , από την (1) ) , οπότε η f ΄ είναι γνησίως 
    αύξουσα . Όμως f ΄(0) = 
[image: image309.wmf])
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e
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= 
[image: image310.wmf]0

1

1

e

+

= 
[image: image311.wmf]2

1

. Έτσι από την (3) προκύπτει η (2) .

iii) Η f είναι συνεχής στο [0 , 1] (ως παραγωγίσιμη στο 
[image: image312.wmf]Â

) και για κάθε x
[image: image313.wmf]Î

[0 , 1]
     είναι f(x) 
[image: image314.wmf]³

0 (f(0) = 0 και για κάθε x > 0 είναι  0 <
[image: image315.wmf]2

x

 < f(x) ) . Επομένως 
      Ε = 
[image: image316.wmf]ò

1

0

)

(

dx

x

f

 .
      Επειδή το συμπέρασμα του ερωτήματος (α) εξακολουθεί να ισχύει και όταν 
      h(x) 
[image: image317.wmf]³

 g(x) για κάθε x
[image: image318.wmf]Î

[α , β] με το = να μην ισχύει παντού στο [α , β] ( η 
      απόδειξη όμοια ) θα έχουμε : 
      
[image: image319.wmf]2

x
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 f(x) 
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 xf ΄(x) ( για κάθε x
[image: image322.wmf]Î

[0 , 1] με το = να ισχύει μόνο για x = 0 ) 
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                                                                                αx2    ,  x
[image: image342.wmf]£
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1) Έστω f μια πραγματική συνάρτηση με τύπο : f(x) = 
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 , x > 3
α) Αν η f είναι συνεχής , να αποδείξετε ότι  α = - 
[image: image344.wmf]9

1

 .
β) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης Cf  της 
    συνάρτησης f στο σημείο Α(4 , f(4)) .
γ) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική 

    παράσταση της συνάρτησης f , τον άξονα x΄x  και τις ευθείες  x = 1 και x = 2 .
    ΛΥΣΗ
α) Αν η f είναι συνεχής θα είναι συνεχής και στο 3 ,άρα 
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 α = - 
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β) Για x > 3 είναι : 

    f ΄(x) =
[image: image358.wmf]2

3

3

)

3

(

)

3

)(

1

(

)

3

(

)

1

(

-

-

-

-

-

-

-

-

x

΄

x

e

x

΄

e

x

x

= 
[image: image359.wmf]2

3

3

)

3

(

)

1

(

)

3

(

-

-

-

-

-

-

-

x

e

x

e

x

x

 , επομένως
    f ΄(4) = 
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   εφαπτομένης της Cf  στο σημείο Α(4 , f(4)) είναι :  y – f(4) = f ΄(4)(x - 4) 
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y – (1 – e) = -1(x - 4) 
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y = -x +5 – e  .
γ) Η f είναι συνεχής στο [1 , 2] άρα το ζητούμενο εμβαδό είναι Ε = 
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 EMBED Equation.3  [image: image373.wmf]a

 .

2) Για μια συνάρτηση f , που είναι παραγωγίσιμη στο σύνολο των πραγματικών 
    αριθμών 
[image: image374.wmf]Â

, ισχύει ότι : f 3(x) + βf 2(x) + γf(x) = x3 – 2x2 + 6x –1 για κάθε x
[image: image375.wmf]Â

Î

,
    όπου β , γ πραγματικοί αριθμοί με  β2 < 3γ .
α) Να δείξετε ότι η συνάρτηση f δεν έχει ακρότατα .
β) Να δείξετε ότι η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα .
γ) Να δείξετε ότι υπάρχει μοναδική ρίζα της εξίσωσης f(x) = 0 στο ανοικτό 

    διάστημα  ( 0 , 1) .
    ΛΥΣΗ
α) Παραγωγίζουμε τα δύο μέλη της δοθείσας ισότητας και για κάθε x
[image: image376.wmf]Â

Î

έχουμε : 
    3f 2(x)f ΄(x) + 2βf(x)f ΄(x)  + γf ΄(x) = 3x2 – 4x + 6 
[image: image377.wmf]Û


    f ΄(x)( 3f 2(x) + 2βf(x) + γ) = 3x2 – 4x + 6   (1)  .
    Έστω ότι η f παρουσιάζει ακρότατο στη θέση ξ
[image: image378.wmf]Â

Î

. Τότε επειδή η f είναι 
    παραγωγίσιμη στο 
[image: image379.wmf]Â

, σύμφωνα με το θεώρημα Fermat θα είναι f ΄(ξ) = 0 .
    Η (1) για x = ξ δίνει  0 = 3ξ2 – 4ξ + 6   , που είναι άτοπο αφού το τριώνυμο 
    3x2 – 4x + 6   δεν έχει ρίζες στο 
[image: image380.wmf]Â

( Δ = (- 4)2 - 4(3(6 = -56 < 0 ) .
β) Για κάθε x
[image: image381.wmf]Â

Î

είναι 3x2 – 4x + 6 > 0 , αφού Δ = -56 < 0 και 3 > 0. Ακόμη 
     για κάθε x
[image: image382.wmf]Â

Î

είναι 3f 2(x) + 2βf(x) + γ > 0 , αφού Δ΄ = (2β)2 - 4(3(γ = 

     = 4(β2 –3γ) < 0 και  3 > 0  (είναι β2 < 3γ ) . Έτσι από την (1) προκύπτει ότι για 
    κάθε x
[image: image383.wmf]Â

Î

είναι f ΄(x) > 0 , οπότε η f είναι γνησίως αύξουσα στο 
[image: image384.wmf]Â

.
γ) Η f είναι συνεχής στο [ 0 , 1] αφού είναι παραγωγίσιμη σε αυτό . 
    Η δοθείσα ισότητα για x = 0 και x = 1 δίνει αντίστοιχα :  

    f 3(0) + βf 2(0) + γf(0) = –1
[image: image385.wmf]Û

f(0)( f 2(0) + βf(0) + γ) = –1  (2)  και 
    f 3(1) + βf 2(1) + γf(1) = 4  
[image: image386.wmf]Û

 f(1)( f 2(1) + βf(1) + γ) =  4  (3) .
    Θεωρούμε το τριώνυμο Ρ(x) = x2 + βx + γ . Επειδή Δ΄΄ = β2 – 4γ < β2 –3γ < 0 και 
    1 > 0 θα είναι  Ρ(x) > 0 για κάθε x
[image: image387.wmf]Â

Î

(είναι 0
[image: image388.wmf]£

β2<3γ 
[image: image389.wmf]Þ

3γ > 0 
[image: image390.wmf]Þ

γ > 0 ) . Άρα 
    θα είναι f 2(0) + βf(0) + γ > 0 και f 2(1) + βf(1) + γ > 0 . Συνεπώς από τις (2) και (3)
    προκύπτει f(0) < 0 και f(1) > 0 άρα f(0)f(1) < 0 , επομένως σύμφωνα με το 

    θεώρημα Bolzano η εξίσωση f(x) = 0 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο ( 0 , 1) .
    Η εξίσωση f(x) = 0 έχει το πολύ μία ρίζα στο ( 0 , 1) αφού η f είναι γνησίως 

    αύξουσα σε αυτό . Άρα η εξίσωση f(x) = 0 έχει μοναδική ρίζα στο ( 0 , 1) .

3) Έστω μια πραγματική συνάρτηση f , συνεχής στο σύνολο των πραγματικών
    αριθμών 
[image: image391.wmf]Â

, για την οποία ισχύουν οι σχέσεις : 
    i)  f(x)
[image: image392.wmf]¹

0 , για κάθε x
[image: image393.wmf]Â

Î


    ii) f(x) = 1 – 2x2 
[image: image394.wmf]ò

1

0

2
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(

dt

xt

tf

, για κάθε x
[image: image395.wmf]Â

Î

. Έστω ακόμη g η συνάρτηση
    που ορίζεται από τον τύπο g(x) = 
[image: image396.wmf])

(

1

x

f

- x2 , για κάθε x
[image: image397.wmf]Â

Î

.
α) Να δείξετε ότι ισχύει f ΄(x) = -2xf 2(x)
β) Να δείξετε ότι η συνάρτηση g είναι σταθερή .
γ) Να δείξετε ότι ο τύπος της συνάρτησης f είναι : f(x) =
[image: image398.wmf]2

1

1

x

+

 .
δ) Να βρείτε το όριο 
[image: image399.wmf]+¥

®

x

lim

( xf(x)ημ2x ) .
    ΛΥΣΗ
α) Για κάθε x
[image: image400.wmf]Â

Î

έχουμε  f(x) = 1 – 2x2
[image: image401.wmf]ò
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tf

= 1 – 2
[image: image402.wmf]ò
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(

xdt

xt

f

xt

.
    Έστω Ι = 
[image: image403.wmf]ò

1

0

2

)

(

)

(

xdt

xt

f

xt

 . Θέτουμε xt = u 
[image: image404.wmf]Þ

du = xdt .Για t = 0 παίρνουμε u = 0
    ενώ για t = 1 παίρνουμε u = x .Έτσι  Ι = 
[image: image405.wmf]ò

x

du

u

uf

0

2

)

(

και f(x) = 1- 2
[image: image406.wmf]ò

x

du

u

uf

0

2
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(

 (1) , 
    x
[image: image407.wmf]Â

Î

. Από την (1) έχουμε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο 
[image: image408.wmf]Â

 με f ΄(x) = - 2xf 2(x) .
β) Για κάθε x
[image: image409.wmf]Â

Î

έχουμε  g΄(x) = 
[image: image410.wmf])
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f΄

-

- 2x =
[image: image411.wmf])
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2
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x

f

x

xf

-

-

- 2x = 2x – 2x = 0 .
[image: image412.wmf]
    Άρα η συνάρτηση g είναι σταθερή .
γ) Έστω g(x) = c , όπου c σταθερά .Τότε 
[image: image413.wmf])

(

1

x

f

- x2 = c  (2) , x
[image: image414.wmf]Â

Î

. Από την (1) 
    έχουμε f(0) = 1- 2
[image: image415.wmf]ò

0
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2
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(

du

u

uf

 = 1 και η (2) για x = 0 δίνει 1 - 0 = c 
[image: image416.wmf]Û

c = 1 . Άρα 
    η (2) γράφεται : 
[image: image417.wmf])
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x

f

- x2 = 1   
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 f(x) =
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δ) 
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4) Έστω η συνάρτηση f(x) = x2lnx , x > 0 .
α) Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα μόνο σημείο της γραφικής παράστασης της f , στο
    οποίο η εφαπτομένη είναι παράλληλη στον άξονα x΄x . 
β) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική

    παράσταση της f , τον άξονα x΄x και την ευθεία  x = xo , όπου xo είναι η θέση του 
    τοπικού ακροτάτου της f .
    ΛΥΣΗ
α) Για κάθε x > 0 είναι f ΄(x) = (x2)΄lnx + x2(lnx)΄ =  2xlnx + x = x(2lnx +1)  και 
     f ΄(x) = 0 
[image: image436.wmf]Û

 x(2lnx +1) = 0  
[image: image437.wmf]0

>

Û

x

 2lnx +1 = 0 
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lnx = - 
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x = 
[image: image441.wmf]2

1
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 .
    Επειδή η εξίσωση f ΄(x) = 0 έχει μία μόνο λύση , συμπεραίνουμε ότι υπάρχει ένα 
    μόνο σημείο της γραφικής παράστασης της f , στο οποίο η εφαπτομένη είναι 
    παράλληλη στον άξονα x΄x . 
β) f ΄(x) = 0
[image: image442.wmf]Û

 x = 
[image: image443.wmf]2

1
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e

 , f ΄(x) > 0
[image: image444.wmf]Û

 x(2lnx +1) > 0 
[image: image445.wmf]0

>

Û

x

2lnx +1 > 0 
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    lnx > - 
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 x > 
[image: image449.wmf]2
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 , f ΄(x) < 0
[image: image450.wmf]Û

 0 < x < 
[image: image451.wmf]2
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. Η f  λοιπόν παρουσιάζει στη 
   θέση  
[image: image452.wmf]2
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 τοπικό ελάχιστο , συνεπώς xo = 
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. Έχουμε : f(x) = 0
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Û

x

lnx = 0
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x = 1 . Η f είναι συνεχής στο [
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, 1] και για κάθε x
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, 1] είναι x2lnx 
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0 , 
   άρα το ζητούμενο εμβαδό είναι Ε = 
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5) Έστω η συνάρτηση f : [α , β]
[image: image489.wmf]Â

®

, η οποία είναι συνεχής στο [α , β] ,   
    παραγωγίσιμη στο (α , β) και f(α) = 2β , f(β) = 2α .
α) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x) = 2x έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο (α , β) .
β) Να αποδείξετε ότι υπάρχουν ξ1 , ξ2 
[image: image490.wmf]Î

(α , β) τέτοια ώστε f ΄(ξ1)f ΄(ξ2) = 4 .
    ΛΥΣΗ
α) Θεωρούμε τη συνάρτηση g(x) = f(x) - 2x , η οποία είναι συνεχής στο [α , β] ως 
    διαφορά συνεχών συναρτήσεων . Ακόμη είναι g(α) = f(α) – 2α =2(β – α) > 0 και
    g(β) = f(β) – 2β = -2(β – α) < 0 , αφού β > α . Άρα g(α)g(β) < 0 , επομένως 

    σύμφωνα με το θεώρημα Bolzano η εξίσωση g(x) = 0 
[image: image491.wmf]Û

 f(x) = 2x , έχει μία 
    τουλάχιστον ρίζα  γ
[image: image492.wmf]Î

(α , β) .
β) Είναι f(γ) = 2γ . Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α , γ] και παραγωγίσιμη στο

    (α , γ) οπότε σύμφωνα με το θεώρημα μέσης τιμής θα υπάρχει ένα τουλάχιστον 

    ξ1 
[image: image493.wmf]Î

(α , γ)
[image: image494.wmf]Ì

(α , β) τέτοιο ώστε f ΄(ξ1) = 
[image: image495.wmf]a
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= 2
[image: image496.wmf]a
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 .
    Επειδή η f είναι συνεχής στο [γ , β] και παραγωγίσιμη στο (γ , β) , σύμφωνα με το
    θεώρημα μέσης τιμής θα υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ2 
[image: image497.wmf]Î

(γ , β)
[image: image498.wmf]Ì

(α , β) τέτοιο ώστε
    f ΄(ξ2) = 
[image: image499.wmf]g

b

g

b

-

-

)

(

)

(

f

f

= 2
[image: image500.wmf]g
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 = 2
[image: image501.wmf]b
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 . Άρα υπάρχουν ξ1 , ξ2 
[image: image502.wmf]Î

(α , β) τέτοια 
    ώστε f ΄(ξ1)f ΄(ξ2) = 2
[image: image503.wmf]a
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[image: image504.wmf]b
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6) Έστω η συνάρτηση f(x) = x3 – 3x2συν2α + 2xσυν22α + ημ22α , x
[image: image505.wmf]Â

Î

και α
[image: image506.wmf]Â

Î

.
    Να αποδείξετε ότι  για οποιαδήποτε τιμή του α η γραφική παράσταση της f έχει 
    μόνο ένα σημείο καμπής , το οποίο για τις διάφορες τιμές του α ανήκει σε 

    παραβολή .
    ΛΥΣΗ 
    Για κάθε x
[image: image507.wmf]Â

Î

είναι : f ΄(x) = 3x2 – 6xσυν2α + 2συν22α  και f ΄΄(x) = 6x - 6συν2α .
    Έχουμε f ΄΄(x) = 0 
[image: image508.wmf]Û

6x - 6συν2α = 0
[image: image509.wmf]Û

x = συν2α , f ΄΄(x) > 0
[image: image510.wmf]Û

 x > συν2α  ,
    f ΄΄(x) < 0
[image: image511.wmf]Û

 x < συν2α . Άρα για οποιαδήποτε τιμή του α η Cf  έχει ένα μόνο 

    σημείο καμπής , το Α(συν2α ,f(συν2α)) . Όμως  : 

    f(συν2α) = συν32α - 3συν32α + 2 συν32α + ημ22α = ημ22α ,οπότε Α(συν2α , ημ22α).

    Έστω Α(x , y) . Τότε x = συν2α και y = ημ22α = 1 - συν22α = 1-x2 . 

    Οι συντεταγμένες του A επαληθεύουν την εξίσωση y =1-x2 , που είναι εξίσωση 
    παραβολής , άρα το Α ανήκει σε παραβολή (για τις διάφορες τιμές του α) .

7) Έστω συνάρτηση f  παραγωγίσιμη στο 
[image: image512.wmf]Â

με f ΄(0) = 1 και τέτοια ώστε να ισχύει :
    
[image: image513.wmf]ò
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xe-x , για κάθε x
[image: image515.wmf]Â

Î

. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της 
    γραφικής παράστασης της f  στο σημείο Α(0 , f(0)) .
    ΛΥΣΗ
    Θεωρούμε τη συνάρτηση g(x) = 
[image: image516.wmf]ò

x

dt

t

f

0

)

(

- xe-x , x
[image: image517.wmf]Â

Î

.Παρατηρούμε ότι g(0) = 0 ,
    οπότε για κάθε x
[image: image518.wmf]Â

Î

έχουμε 
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xe-x 
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x
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)

(

- xe-x 
[image: image523.wmf]³

 0 
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 g(x) 
[image: image525.wmf]³

 g(0) .
    Επομένως το g(0) = 0 είναι ολικό ελάχιστο της g και επειδή η g είναι 

    παραγωγίσιμη στο 
[image: image526.wmf]Â

(διαφορά παραγωγίσιμων συναρτήσεων), σύμφωνα με 

    το θεώρημα Fermat  θα είναι g΄(0) = 0 (1) . Έχουμε g΄(x) = f(x) - e-x + xe-x , x
[image: image527.wmf]Â

Î

,
    άρα g΄(0) = f(0) – 1 + 0 
[image: image528.wmf])

1

(

Þ

0 = f(0) – 1 
[image: image529.wmf]Þ

 f(0) = 1 . Η εξίσωση της εφαπτομένης 
    της γραφικής παράστασης της f  στο σημείο Α(0 , f(0)) είναι : 
    y – f(0) = f ΄(0)(x – 0) 
[image: image530.wmf]Û

y – 1 = 1(x – 0) 
[image: image531.wmf]Û

y = x + 1 .


8) Να αποδείξετε ότι :
α) Η συνάρτηση f(x) = x3 +2x – 1 – ημ2x , x
[image: image532.wmf]Â

Î

, είναι γνησίως αύξουσα .
β) Η εξίσωση x3 +2x – 1 = ημ2x έχει μία μόνο ρίζα στο διάστημα (0 , 1) .
    ΛΥΣΗ
α) Για κάθε x
[image: image533.wmf]Â

Î

είναι f ΄(x) = 3x2 +2 – 2συν2x = 3x2 +2(1– συν2x) 
[image: image534.wmf]³

0 , αφού
    συν2x 
[image: image535.wmf]£

1 και x2
[image: image536.wmf]³

0 . Το =  ισχύει μόνο όταν είναι συγχρόνως  : x2 = 0 και 
    1– συν2x = 0 , το οποίο συμβαίνει μόνο για x = 0 . Επομένως η  f  είναι 

    γνησίως αύξουσα στο 
[image: image537.wmf]Â

.
β) Η εξίσωση x3 +2x – 1 = ημ2x είναι ισοδύναμη με την f(x) = 0 . Αρκεί να δείξουμε
    ότι  η f(x) = 0 έχει μία μόνο ρίζα στο (0 , 1) . Η f είναι συνεχής στο [0 , 1] ως 
    άθροισμα συνεχών συναρτήσεων και f(0)f(1) = (- 1)(2 – ημ2) < 0 αφού ημ2 < 2 .
    Σύμφωνα με το θεώρημα Bolzano η f(x) = 0 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο (0 , 1) .
    Επειδή η f είναι γνησίως αύξουσα στο (0 , 1)
[image: image538.wmf]Ì



 EMBED Equation.3  [image: image539.wmf]Â

, η f(x) = 0 θα έχει το πολύ μία 
    ρίζα στο (0 , 1) . Άρα τελικά η f(x) = 0 έχει μία μόνο ρίζα στο (0 , 1) .

9)   Η συνάρτηση f : 
[image: image540.wmf]Â

®

Â

έχει συνεχή παράγωγο και ικανοποιεί την ισότητα 
      
[image: image541.wmf]ò
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= 0 , όπου α , β 
[image: image542.wmf]Â

Î

με α < β . Να αποδείξετε ότι :
α)   f(α) = f(β) .
β)   Η εξίσωση f ΄(x) = 0 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα (α , β) .
      ΛΥΣΗ
α)   Έχουμε : 
[image: image543.wmf]ò

b
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x

f΄

x

f

)

(

)

(

= 0 
[image: image544.wmf]Þ

 [ ef(x)]
[image: image545.wmf]b

a

 = 0 
[image: image546.wmf]Þ

 ef(β) - ef(α) = 0 
[image: image547.wmf]Þ

 ef(β) = ef(α)
       
[image: image548.wmf]Þ

 f(α) = f(β) .
β)   Η f είναι συνεχής στο [α , β] (ως παραγωγίσιμη σε αυτό) , παραγωγίσιμη στο 

      (α , β) και f(α) = f(β) . Σύμφωνα με το θεώρημα Rolle η εξίσωση f ΄(x) = 0 έχει
      μία τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα (α , β) .


10) Έστω η συνάρτηση f(x) = 2x + 
[image: image549.wmf]x

4

  , x > 0 .
α)   Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν Ε(λ) του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική
      παράσταση της συνάρτησης f , τον άξονα x΄x και τις ευθείες x = λ , x = λ+1 , 

      όπου λ > 0 , είναι Ε(λ) = 2λ+1+ 4ln(1+
[image: image550.wmf]l

1

) .
β)   Να προσδιορίσετε την τιμή του λ για την οποία το εμβαδόν Ε(λ) γίνεται ελάχιστο.
      ΛΥΣΗ
α)   Η f είναι συνεχής στο [λ , λ+1] ως άθροισμα συνεχών συναρτήσεων και για κάθε 
      x
[image: image551.wmf]Î

[λ , λ+1] είναι f(x) > 0 . Άρα Ε(λ) = 
[image: image552.wmf]ò
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      = [x2 + 4lnx]
[image: image554.wmf]1
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l

l

 =  (λ+1)2 + 4ln(λ+1) – ( λ2 + 4lnλ) = 

      = λ2 + 2λ +1 - λ2 + 4(ln(λ+1) – lnλ) = 2λ+1+ 4ln
[image: image555.wmf]l

l

1
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 = 2λ+1+ 4ln(1+
[image: image556.wmf]l

1

) .
β)   Για κάθε  λ > 0 έχουμε Ε΄(λ) = 2 + 4
[image: image557.wmf]l
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. Είναι Ε΄(λ) = 0 
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λ2 + λ –2  = 0 
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[image: image565.wmf]Û

 λ = 1 ή λ = -2 (απορρίπτεται αφού λ > 0) .

      Ακόμη Ε΄(λ) > 0
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 λ2 + λ –2  > 0 
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Û

l

 λ >1 , Ε΄(λ) < 0
[image: image568.wmf]Û

0 < λ <1 . Άρα η  Ε
      παρουσιάζει ολικό ελάχιστο στη θέση 1 , το Ε(1) . Άρα η ζητούμενη τιμή του 
      λ είναι ο αριθμός 1 .


11) Δίνεται η συνάρτηση g(x) = 
[image: image569.wmf]ò
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 , x
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Î

.
α)   Να αποδείξετε ότι  g΄΄(x) = 2συνx – xημx , x
[image: image571.wmf]Â

Î

.
β)   Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της 
      συνάρτησης g στο σημείο Α(
[image: image572.wmf]2

p

, g(
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p

)) .
      ΛΥΣΗ
α)   Έχουμε : g΄(x) = (x(
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)΄ + (x)΄συνx + x(συνx)΄ = συνx + συνx – xημx = 2συνx – xημx 
      , x
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.
β)   Είναι  g(
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 και 
       g΄(
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) = 
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p

 = [ημt]
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0

p

+ 0 = ημ
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p

 - ημ0 = 1 . Άρα η εξίσωση της
       εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της συνάρτησης g στο σημείο Α είναι :
       y – g(
[image: image594.wmf]2

p

) = g΄(
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p

)(x -
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12) Έστω η συνάρτηση f(x) = 
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. Αν η ευθεία 
       ε : y = 2x – 1 είναι ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της f στο +
[image: image604.wmf]¥

, να 
       βρείτε τις τιμές των α , β .
       ΛΥΣΗ
      Επειδή η  ε : y = 2x – 1 είναι ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της f στο +
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ΘΕΜΑΤΑ ΕΤΟΥΣ 2000

1) Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο κλειστό διάστημα [0 , 1] και ισχύει 

    f ΄(x)>0 για κάθε x
[image: image636.wmf]Î

(0 , 1) . Αν f(0) = 2 και f(1) = 4 , να δείξετε ότι :
α) η ευθεία y = 3 τέμνει τη γραφική παράσταση της f  σ’ ένα ακριβώς σημείο με 
    τετμημένη xo
[image: image637.wmf]Î

(0 , 1) .
β) υπάρχει x1
[image: image638.wmf]Î

(0 , 1) , τέτοιο ώστε f(x1) = 
[image: image639.wmf]4
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γ) υπάρχει x2
[image: image640.wmf]Î

(0 , 1) , ώστε η εφαπτομένη της  γραφικής παράστασης της f  στο 
    σημείο Μ(x2 , f(x2)) να είναι παράλληλη στην ευθεία y = 2x+2000 .
    ΛΥΣΗ
α) Οι τετμημένες των κοινών σημείων της ευθείας y = 3 και της Cf  βρίσκονται 
    αν λύσουμε την εξίσωση f(x) = 3 
[image: image641.wmf]Û

f(x)-3 = 0 . Θεωρούμε τη συνάρτηση 
    h(x) = f(x)-3 , x
[image: image642.wmf]Î

[0 , 1] . Αρκεί να δείξουμε ότι η εξίσωση h(x) = 0 έχει ακριβώς 
    μία λύση στο (0 , 1) . Η f είναι παραγωγίσιμη στο [0 , 1] άρα θα είναι και συνεχής
    σε αυτό .Επειδή η h είναι συνεχής στο [0 , 1]    ( ως διαφορά παραγωγίσιμων 

    συναρτήσεων ) και  h(0)h(1) = (f(0)-3)( f(1) -3) =(2-3)(4-3) = -1 < 0 , σύμφωνα με 
    το θεώρημα Bolzano  θα υπάρχει ένα τουλάχιστον xo
[image: image643.wmf]Î

(0 , 1) τέτοιο ώστε h(xo) = 0.
    Ακόμη έχουμε h΄(x) = f ΄(x)-(3)΄=f ΄(x) > 0 , x
[image: image644.wmf]Î

(0 , 1) . Άρα η h είναι γνησίως  
    αύξουσα στο (0 , 1) συνεπώς η εξίσωση h(x) = 0 έχει το πολύ μία ρίζα στο (0 , 1).
    Επομένως το xo
[image: image645.wmf]Î

(0 , 1) τέτοιο ώστε h(xo) = 0 είναι μοναδικό .
β) Εφόσον η f είναι συνεχής στο [0 , 1] και f ΄(x)>0 για κάθε x
[image: image646.wmf]Î

(0 , 1) , η f είναι 
    γνησίως αύξουσα στο [0 , 1] . Άρα έχουμε : 
    0 < 
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< 1
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 f(0) < f(
[image: image649.wmf]5

1

) < f(1) 
[image: image650.wmf]Þ
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 f(0) < f(
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 2< f(
[image: image656.wmf]5

2

) < 4 ,
    0 < 
[image: image657.wmf]5

3

< 1
[image: image658.wmf]Þ

 f(0) < f(
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 2< f(
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 f(0) < f(
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) < f(1) 
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 2< f(
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4

) < 4  . Άρα θα έχουμε : 
    2+2+2+2< f(
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    Θεωρούμε τη συνάρτηση  g(x) = f(x) - 
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[0 , 1] .
    Η g είναι συνεχής στο [0 , 1] ως διαφορά συνεχών συναρτήσεων .Ακόμη είναι : 
    g(0) = 2 - 
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>

0 , 
    δηλαδή g(0)g(1)<0 . Σύμφωνα με το θεώρημα Bolzano υπάρχει x1
[image: image685.wmf]Î

(0 , 1) , τέτοιο 

    ώστε  g(x1) = 0 
[image: image686.wmf]Û

 f(x1) - 
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 f(x1) = 
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γ) Η f είναι συνεχής στο [0 , 1] και παραγωγίσιμη στο (0 , 1) . Σύμφωνα με το 

    θεώρημα  μέσης τιμής υπάρχει ένα τουλάχιστον x2
[image: image690.wmf]Î

(0 , 1) τέτοιο ώστε 
    f ΄(x2) =
[image: image691.wmf]0
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= 4-2 =2.Η εφαπτομένη της Cf στο Μ έχει τον ίδιο συντελεστή
   διεύθυνσης με την ευθεία y = 2x+2000 ( τον αριθμό 2) άρα είναι παράλληλες .


2) Τη χρονική στιγμή  t = 0 χορηγείται σ’ έναν ασθενή ένα φάρμακο. Η συγκέντρωση
    του φαρμάκου στο αίμα του ασθενούς δίνεται από τη συνάρτηση  f(t) =
[image: image692.wmf]2

)

(

1

b

a

t

t

+

,
    t 
[image: image693.wmf]³

0 , όπου α και β είναι σταθεροί θετικοί πραγματικοί αριθμοί και ο χρόνος   t  
    μετράται σε ώρες . Η μέγιστη τιμή της συγκέντρωσης είναι ίση με 15 μονάδες και 
    επιτυγχάνεται 6 ώρες μετά τη χορήγηση του φαρμάκου .
α) Να βρείτε τις τιμές των σταθερών α και β .
β) Με δεδομένο ότι η δράση του φαρμάκου είναι αποτελεσματική , όταν η τιμή της 
    συγκέντρωσης είναι τουλάχιστον ίση με 12 μονάδες , να βρείτε το χρονικό 

    διάστημα που το φάρμακο δρα αποτελεσματικά .

     ΛΥΣΗ
α)  Επειδή η f παρουσιάζει ακρότατο στη θέση 6 το 15 και είναι παραγωγίσιμη στο 

     [0 , +
[image: image694.wmf]¥

) θα έχουμε   f ΄(6) = 0  και  f(6) = 15 .Για κάθε  t 
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     f(t) =
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 . Επομένως  ( α και β θετικοί αριθμοί ) : 
     f ΄(6) = 0 
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β = 6 ,  f(6) = 15
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β) Είναι ( για α = 5 και β = 6 ) f(t) =
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0 . Η δράση του φαρμάκου
    είναι αποτελεσματική , όταν f(t)
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3) 
                                                         x2-8x+16                                 , 0 < x < 5

     Δίνεται η συνάρτηση f με : f(x) =   

                                                                (α2+β2)ln(x-5+e)+2(α+1)e5-x   , x
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α) Να βρεθούν τα 
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f(x)  , 
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f(x)  .
β) Να βρεθούν τα α , β 
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Î

, ώστε η συνάρτηση f να είναι συνεχής στο xo=5 .
γ) Για τις τιμές των α , β του ερωτήματος (β) να βρείτε το 
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     ΛΥΣΗ
α) 
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      = (α2+β2)
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β) Η f είναι συνεχής στο xo=5 αν και μόνο αν  
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     1 = α2+β2 +2α +2 = α2+β2 +2α +2 
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 α2+β2 +2α +1 = 0 
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(α+1)2 + β2 = 0  (*)

     Από την (*) , επειδή οι αριθμοί (α+1)2 , β2 είναι μη αρνητικοί , προκύπτει 

     ισοδύναμα ότι (α+1)2 = 0 και  β2 = 0 , δηλαδή ότι α = -1 και β = 0 .
γ) Για κάθε x
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5 και για α = -1 , β = 0 είναι f(x) = ln(x-5+e) . Άρα έχουμε : 
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4) Φάρμακο χορηγείται σε ασθενή για πρώτη φορά . Έστω f(t) η συνάρτηση που 
    περιγράφει τη συγκέντρωση του φαρμάκου στον οργανισμό του ασθενούς μετά 
    από χρόνο t από τη χορήγησή του , όπου t 
[image: image743.wmf]³

0 . Αν ο ρυθμός μεταβολής της f(t) 
    είναι 
[image: image744.wmf]2
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 :
α) Να βρείτε τη συνάρτηση f(t) .
β) Σε ποια χρονική στιγμή t , μετά τη χορήγηση του φαρμάκου , η συγκέντρωσή του
    στον οργανισμό γίνεται μέγιστη ;
γ) Να δείξετε ότι κατά τη χρονική στιγμή  t = 8 υπάρχει ακόμα επίδραση του 

    φαρμάκου στον οργανισμό , ενώ πριν τη χρονική στιγμή  t = 10 η επίδρασή του
    στον οργανισμό έχει μηδενιστεί . (Δίνεται ότι ln11
[image: image745.wmf]@
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    ΛΥΣΗ
α)  Για κάθε t 
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 f ΄(t) = ( 8(ln(t +1) – 2t )΄ 
[image: image749.wmf]Û


    
[image: image750.wmf]Û

 f(t) = 8(ln(t +1) – 2t + c , όπου c πραγματική σταθερά . Επειδή τη χρονική
     στιγμή t = 0 δεν υπάρχει συγκέντρωση του φαρμάκου στον οργανισμό θα είναι 
     f(0) = 0 
[image: image751.wmf]Û

8(ln(0 +1) – 2(0 + c = 0
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 c = 0 . Άρα f(t) = 8(ln(t +1) – 2t , t 
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β)  Για κάθε t 
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[image: image755.wmf]2

1

8

-

+

t

=
[image: image756.wmf]1

)

3

(

2

+

-

-

t

t

 , f ΄(t) = 0
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t = 3  , 
     f ΄(t) > 0 
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t
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[0 , 3) και f ΄(t) < 0
[image: image760.wmf]Û

t > 3 . Άρα η f παρουσιάζει ολικό μέγιστο
    στη θέση 3 το f(3) , επομένως  η συγκέντρωση του φαρμάκου στον οργανισμό
    γίνεται μέγιστη τη χρονική στιγμή t = 3 .
γ) f(8) = 8(ln(8 +1) – 2(8 = 8(ln9 - 2) = 8(ln32 - 2) = 16(ln3 - 1) > 0 ,διότι 3 > e 
[image: image761.wmf]Þ


    ln3 > lne 
[image: image762.wmf]Þ

 ln3 > 1 . Άρα κατά τη χρονική στιγμή  t = 8 υπάρχει ακόμα επίδραση
    του φαρμάκου στον οργανισμό .
    f(10) = 8(ln(10 +1) – 2(10 = 8(ln11 – 20
[image: image763.wmf]@

8(2,4 – 20 = -0,8 < 0.

    H f είναι συνεχής στο [8 , 10] και f(8)f(10) < 0 , άρα σύμφωνα με το θεώρημα 

    Bolzano υπάρχει χρονική στιγμή to 
[image: image764.wmf]Î

(8 ,10) τέτοια ώστε f(to) = 0 , δηλαδή τη 
    χρονική στιγμή to η επίδραση του φαρμάκου στον οργανισμό έχει μηδενιστεί .

5) Έστω f : 
[image: image765.wmf]Â

®

Â

συνάρτηση συνεχής στο 
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. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 
    Ι παρουσιάζει ελάχιστο στο σημείο xo = 5
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6) Έστω η συνάρτηση f : (1 , +
[image: image792.wmf]¥

)
[image: image793.wmf]Â
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, με  f(x) = 2000 + 
[image: image794.wmf])
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ln(
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x

. Έστω  c 
    πραγματικός μεγαλύτερος του 2000 . Έστω ότι η ευθεία με εξίσωση y = c και η 
    γραφική παράσταση της f τέμνονται σε δύο διαφορετικά σημεία του επιπέδου , τα 

    Α και Β . Να αποδείξετε ότι οι εφαπτόμενες της γραφικής παράστασης της f , στα
    Α και Β , είναι κάθετες μεταξύ τους .
    ΛΥΣΗ
    Επειδή ln(x-1) > 0
[image: image795.wmf]Û

 x-1 > 1
[image: image796.wmf]Û

x > 2 , ο τύπος της f χωρίς απόλυτη τιμή γράφεται 
                      2000 + ln(x-1) , x
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2
    f(x) =


2000 - ln(x-1) , 1 < x < 2 .
    Οι τετμημένες των κοινών σημείων της ευθείας y = c και της Cf  βρίσκονται από τη
    λύση της εξίσωσης f(x) = c
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 ln(x-1) = c –2000  ή ln(x-1) = -(c –2000)
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     Χωρίς βλάβη της γενικότητας έστω ότι Α(x1 , f(x1)) και B(x2 , f(x2)) . Για να 

     δείξουμε  ότι οι εφαπτόμενες της Cf  στα  Α και Β είναι κάθετες μεταξύ τους , 

     αρκεί να  δείξουμε  ότι  f ΄(x1)f ΄(x2) = -1 .
     Για x > 2 έχουμε  f ΄(x) = 
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7) Έστω f , g : 
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, είναι συναρτήσεις συνεχείς στο 
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τέτοιες , ώστε να ισχύει
    f(x) - g(x) = x- 4 , για x
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. Έστω ότι η ευθεία με εξίσωση y = 3x-7 είναι 
    ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της f , καθώς x
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β) Να αποδείξετε ότι η ευθεία με εξίσωση y = 2x-3 είναι ασύμπτωτη της γραφικής
    παράστασης της g , καθώς x
[image: image827.wmf]+¥
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    ΛΥΣΗ
α) Από την f(x) - g(x) = x- 4 παίρνουμε g(x) = f(x) –x + 4 , για x
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    με εξίσωση y = 3x-7 είναι ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της f , καθώς 
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β) Για να δείξουμε ότι η ευθεία με εξίσωση y = 2x-3 είναι ασύμπτωτη της γραφικής
    παράστασης της g , καθώς x
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    συνεπώς το ζητούμενο έχει αποδειχθεί .

8) Θεωρούμε παραγωγίσιμη συνάρτηση f : 
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τέτοια ώστε :
    2xf(x) + (x2+1)f ΄(x) = ex για κάθε x
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α) Να αποδείξετε ότι f(x) = 
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β) Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία τη συνάρτηση f .
    ΛΥΣΗ
α) Για κάθε x
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[(x2+1)f(x)]΄ = (ex)΄ 
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 (x2+1)f(x) = ex +c  (1) , όπου  c πραγματική σταθερά .
    Όμως f(0) = 1 και η (1) για x = 0  γράφεται (02+1)f(0) = e0 +c
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[image: image883.wmf]Â

Î

είναι  f ΄(x) = 
[image: image884.wmf]2

2

2

2

)

1

(

)

1

(

)

1

(

)

(

+

+

-

+

x

΄

x

e

x

΄

e

x

x

=
[image: image885.wmf]2

2

2

)

1

(

2

)

1

(

+

-

+

x

x

e

x

e

x

x

 =
    = 
[image: image886.wmf]2

2

2

)

1

(

)

1

(

+

-

x

x

e

x



 EMBED Equation.3  [image: image887.wmf]³

0 , με το = να ισχύει μόνο για x = 1 .Συνεπώς η f  είναι γνησίως
    αύξουσα στο 
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9) Θεωρούμε συνάρτηση f συνεχή στο 
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α) Να αποδείξετε ότι 
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10) Θεωρούμε συνεχή συνάρτηση f : 
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α)   Να αποδείξετε ότι f(x) = 
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β)   Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της  γραφικής παράστασης της f  στο
      σημείο της  Α(0 , f(0) ) .
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β)  Για κάθε x
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11) Θεωρούμε τη συνάρτηση f  με f(x) = x2 - 4x +3 , x
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α)   Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  f(x) + f(y) = 0 με x , y 
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β)   Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική 
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       ΛΥΣΗ
α)   Η εξίσωση  f(x) + f(y) = 0 γράφεται : x2 - 4x +3 + y2 – 4y +3 = 0
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1) Δίνεται η συνάρτηση f : 
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, δύο φορές παραγωγίσιμη , η οποία σε σημείο 
    xo
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παρουσιάζει τοπικό ακρότατο το 0 και ικανοποιεί τη σχέση : 
    f ΄΄(x) > 4(f ΄(x)-f(x)) , για κάθε x
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α) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g(x) = f(x)e–2x είναι κυρτή στο 
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β) Να αποδείξετε ότι είναι f(x)
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    ΛΥΣΗ
α) Για κάθε x
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    g΄(x) = f ΄(x)e–2x -2f(x)e–2x , g΄΄(x) = f ΄΄(x)e–2x - 2f ΄(x)e–2x -2f ΄(x)e–2x + 4f(x)e–2x =
    = e–2x( f ΄΄(x) - 4f ΄(x) +4f(x) ) . Από την υπόθεση για κάθε x
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    f ΄΄(x) > 4(f ΄(x)-f(x))
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β) Ισχύουν f ΄(xο) = 0 ( θεώρημα Fermat ) και f(xο) = 0 .Επειδή g(x) = f(x)e–2x και 
    e–2x > 0 αρκεί να δείξουμε ότι g(x) 
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2) Δίνονται οι συναρτήσεις f(t)=
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α) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα  Ι =  
[image: image995.wmf]ò

4

1

)

(

dt

t

f

 .
β) Να αποδείξετε ότι : 
[image: image996.wmf]2

1

x

e

 
[image: image997.wmf]£



 EMBED Equation.3  [image: image998.wmf]2

x

t

e



 EMBED Equation.3  [image: image999.wmf]£



 EMBED Equation.3  [image: image1000.wmf]2

4

x

e

, για κάθε t
[image: image1001.wmf]Î

[1 , 4] και x>0.
γ) Να υπολογίσετε το 
[image: image1002.wmf]+¥

®

x

lim

g(x) .
    ΛΥΣΗ
α) Η  f(t)=
[image: image1003.wmf]2

3

2

+

+

t

t

 είναι συνεχής στο [1 , 4] ως πηλίκο συνεχών συναρτήσεων άρα 
    Ι =  
[image: image1004.wmf]ò

4

1

)

(

dt

t

f

=
[image: image1005.wmf]ò

+

+

4

1

2

3

2

dt

t

t

=
[image: image1006.wmf]ò

+

-

+

4

1

2

1

)

2

(

2

dt

t

t

=
[image: image1007.wmf]ò

+

-

4

1

)

2

1

2

(

dt

t

= [2t – ln(t+2)]
[image: image1008.wmf]4

1

=
    = (8-ln6)-(2-ln3) = 6-(ln6-ln3) = 6- ln2 . 
β) Για κάθε t
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1) Η συνάρτηση f : 
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2) Ένας γεωργός  προσθέτει x μονάδες λιπάσματος σε μια αγροτική καλλιέργεια και 
    συλλέγει g(x) μονάδες του παραγόμενου προϊόντος .Αν g(x)=M0 +M(1-e-μx ) , x
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4) Υποθέτουμε ότι υπάρχει πραγματική συνάρτηση g , παραγωγίσιμη στο 
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, 
     τέτοια ώστε  g(x+y) = eyg(x)+exg(y)+xy+α  για κάθε x , y 
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     πραγματικός αριθμός . Να αποδείξετε ότι :
α) g(0) = -α 
β) g΄(x) = g(x)+g΄(0)ex+x  για κάθε x
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5) Οι συναρτήσεις  f , g  είναι δύο φορές παραγωγίσιμες στο 
[image: image1637.wmf]Â

και ικανοποιούν 
    τις σχέσεις  f ΄΄(x)-g΄΄(x)= 4 για κάθε x
[image: image1638.wmf]Â

Î

, f ΄(1)=g΄(1) και f(2)=g(2) .
α) Να βρείτε τη συνάρτηση  t(x) = f(x)-g(x) , x
[image: image1639.wmf]Â

Î

.
β) Να βρείτε το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις 
    των συναρτήσεων f και g .
    ΛΥΣΗ
α) Για κάθε x
[image: image1640.wmf]Â

Î

είναι f ΄΄(x)-g΄΄(x)= 4
[image: image1641.wmf]Û

 (f ΄(x)-g΄(x))΄= (4x)΄
[image: image1642.wmf]Û

f ΄(x)-g΄(x)=4x+c1
    όπου c1 
[image: image1643.wmf]Â

Î

. Από την τελευταία ισότητα , επειδή f ΄(1)=g΄(1) , για x=1 παίρνουμε 
    f ΄(1)-g΄(1)=4(1+c1 
[image: image1644.wmf]Û

 c1= - 4 . Άρα για κάθε x
[image: image1645.wmf]Â

Î

είναι f ΄(x)-g΄(x) = 4x - 4 
[image: image1646.wmf]Û


   
[image: image1647.wmf]Û

 (f(x)-g(x))΄= (2x2 - 4x)΄ 
[image: image1648.wmf]Û

 f(x)-g(x) = 2x2 - 4x+c2 , όπου c2 
[image: image1649.wmf]Â

Î

. Από την 
    τελευταία ισότητα , επειδή f(2)=g(2) , για x=2 παίρνουμε f(2)-g(2) = 8 - 8+c2 
[image: image1650.wmf]Û


   
[image: image1651.wmf]Û

 c2 =0 . Άρα για κάθε x
[image: image1652.wmf]Â

Î

είναι f(x)-g(x) = 2x2 - 4x ή t(x) = 2x2 - 4x .
β) Είναι f(x)=g(x) 
[image: image1653.wmf]Û

 f(x)-g(x)=0
[image: image1654.wmf]Û

2x2 - 4x=0
[image: image1655.wmf]Û

2x(x-2)=0
[image: image1656.wmf]Û

x=0 ή x=2 . Επειδή
    οι συναρτήσεις f , g είναι συνεχείς στο [0 ,2] και f(x)-g(x) = 2x2 - 4x
[image: image1657.wmf]£

0 για κάθε 

    x
[image: image1658.wmf]Î

[0 ,2] (πρόσημο τριωνύμου) το ζητούμενο εμβαδό είναι Ε = 
[image: image1659.wmf]ò

-

-

2

0

))

(

)

(

(

dx

x

g

x

f

  
    =
[image: image1660.wmf]ò

-

2

0

2

)

2

4

(

dx

x

x

= [2x2-2
[image: image1661.wmf]3

3

x

]
[image: image1662.wmf]2

0

= (8-
[image: image1663.wmf]3

16

)-(0-0) = 
[image: image1664.wmf]3

8

 τ.μ.
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 f ΄(β)(β-α)2 + 2f(α)(β-α) .


7) Έστω f πραγματική συνάρτηση συνεχής στο
[image: image1710.wmf]Â

,τέτοια ώστε f(x)
[image: image1711.wmf]³

2 για κάθε x
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.
    Θεωρούμε τη συνάρτηση g(x) = x2 - 5x + 1 -
[image: image1713.wmf]ò
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x

x
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t
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(

, x
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.
α) Να αποδείξετε ότι g(-3)g(0) < 0 .
β) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση g(x)=0 έχει μία μόνο ρίζα στο διάστημα (-3 , 0) .

    ΛΥΣΗ
α) Έχουμε g(0)= 02 - 5(0 + 1 -
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= 1>0 και g(-3)= (-3)2 – 5(-3) + 1 -
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(

Þ

 g(-3) < 0 .
    Άρα g(-3)g(0) < 0 .
β) Η g είναι συνεχής στο [-3 , 0] ως άθροισμα συνεχών συναρτήσεων και ισχύει 
    g(-3)g(0) < 0 . Άρα σύμφωνα με το θεώρημα Bolzano η  η εξίσωση g(x)=0 έχει 
    μία τουλάχιστον ρίζα στο (-3 , 0) .Ακόμη η g(x) είναι παραγωγίσιμη στο 
[image: image1743.wmf]Â

με 
    g΄(x) = 2x-5-f(x2-5x)(( x2-5x)΄= 2x-5-f(x2-5x)((2x-5) =(2x-5)(1- f(x2-5x)) .Για κάθε 
    x
[image: image1744.wmf]Î

(-3 , 0) είναι 2x-5<0 και f(x2-5x) 
[image: image1745.wmf]³

2 > 1
[image: image1746.wmf]Þ

1- f(x2-5x)<0 , άρα g΄(x)>0 , οπότε 
    η g  είναι γνησίως αύξουσα στο (-3 , 0) και συνεπώς η εξίσωση g(x)=0 έχει το 
    πολύ μία ρίζα στο (-3 , 0) .Τελικά λοιπόν η εξίσωση g(x)=0 έχει μία μόνο ρίζα στο 
    διάστημα (-3 , 0) .

ΘΕΜΑΤΑ ΕΤΟΥΣ 1996



1) Δίνονται οι πραγματικές συναρτήσεις f , g  που  έχουν πεδίο ορισμού το σύνολο
[image: image1747.wmf]Â

.
    Αν οι f και g  έχουν συνεχείς πρώτες παραγώγους και συνδέονται μεταξύ τους με 
    τις σχέσεις  f ΄=g , g΄= -f  τότε να αποδείξετε ότι :
α) υπάρχουν οι συναρτήσεις f ΄΄ και g΄΄ και είναι συνεχείς 
β) ισχύουν οι σχέσεις f ΄΄+f= g΄΄+g=0 και ότι η συνάρτηση h=f2+g2 είναι σταθερή 
γ) αν x1 και x2 είναι δύο ρίζες της f  και f(x)
[image: image1748.wmf]¹

0 για κάθε x
[image: image1749.wmf]Î

( x1 , x2) , τότε η g έχει 
    μία μόνο ρίζα στο διάστημα ( x1 , x2) .
    ΛΥΣΗ
α) Είναι f ΄(x)=g(x) και g(x) παραγωγίσιμη στο
[image: image1750.wmf]Â

 άρα η f ΄ παραγωγίσιμη στο
[image: image1751.wmf]Â

με
     f ΄΄(x)= g΄(x)= -f(x)  (1) .
    Ακόμη g΄(x)= -f(x)  και f(x) παραγωγίσιμη στο
[image: image1752.wmf]Â

 άρα η g΄ παραγωγίσιμη στο
[image: image1753.wmf]Â

με
    g΄΄(x)= -f ΄(x)= - g(x)  (2) .
    Επειδή οι   -f , -g  είναι συνεχείς στο 
[image: image1754.wmf]Â

( ως παραγωγίσιμες στο
[image: image1755.wmf]Â

) ,από τις (1) ,(2)
    προκύπτει ότι οι f ΄΄ και g΄΄ είναι συνεχείς στο 
[image: image1756.wmf]Â

.
β) Λόγω των (1) , (2)  : f ΄΄(x)+ f(x)  = -f(x) + f(x)=0 , g΄΄(x)+ g(x)= - g(x)+ g(x) =0 .
     Για κάθε x
[image: image1757.wmf]Â

Î

 έχουμε : h΄(x)=(f2(x)+g2(x))΄=2f(x)f ΄(x)+2g(x)g΄(x) =
     = 2f(x)g(x)-2g(x)f(x)=0 , άρα η h είναι σταθερή στο 
[image: image1758.wmf]Â

.
γ) Η f είναι συνεχής στο [x1 , x2] , παραγωγίσιμη στο ( x1 , x2) και f(x1)= f(x2)=0 .
    Σύμφωνα με το θεώρημα Rolle η εξίσωση f ΄(x)=0 
[image: image1759.wmf]Û

 g(x)=0 , έχει μία 

    τουλάχιστον ρίζα ξ1 στο ( x1 , x2) .
    Έστω ότι η g(x)=0 έχει και άλλη ρίζα ξ2 στο ( x1 , x2) . Τότε επειδή η g είναι 
    συνεχής στο [ξ1 , ξ2] , παραγωγίσιμη στο ( ξ1 , ξ2) και g(ξ1)= g(ξ2)=0, σύμφωνα με 
    το θεώρημα Rolle η εξίσωση g΄(x)=0 
[image: image1760.wmf]Û

 -f(x)=0
[image: image1761.wmf]Û

 f(x)=0 , έχει μία τουλάχιστον
    ρίζα στο ( ξ1 , ξ2)
[image: image1762.wmf]Ì

 ( x1 , x2) , που είναι άτοπο αφού f(x)
[image: image1763.wmf]¹

0 για κάθε x
[image: image1764.wmf]Î

( x1 , x2) .
    Άρα  η g έχει μία μόνο ρίζα στο διάστημα ( x1 , x2) .

2) Να αποδείξετε τις ανισότητες : 
α) ημx < 2x , x >0 .
β) ημx > x-
[image: image1765.wmf]3

3

x

, x >0 .

    ΛΥΣΗ
α) Θεωρούμε τη συνάρτηση φ(x)= ημx-2x , x 
[image: image1766.wmf]³

0 .Έχουμε φ΄(x)=συνx-2<0 , για
    κάθε x 
[image: image1767.wmf]³

0 (είναι -1
[image: image1768.wmf]£

συνx
[image: image1769.wmf]£

1) ,συνεπώς η φ είναι γνησίως φθίνουσα στο [0 ,+
[image: image1770.wmf]¥

).
    Άρα για κάθε x >0 είναι φ(x)<φ(0)
[image: image1771.wmf]Þ

 ημx-2x < ημ0-2(0
[image: image1772.wmf]Þ

 ημx < 2x .
β) Θεωρούμε τη συνάρτηση g(x)= ημx- x +
[image: image1773.wmf]3

3

x

, x 
[image: image1774.wmf]³

0 .Έχουμε g΄(x)=συνx-1+x2 ,
    g΄΄(x)= -ημx+2x >0 , για κάθε x >0 (λόγω του (α) ) , άρα η συνάρτηση  g΄ είναι
    γνησίως αύξουσα στο [0 ,+
[image: image1775.wmf]¥

).Επομένως για κάθε x >0 είναι g΄(x)> g΄(0) 
[image: image1776.wmf]Þ
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 g΄(x)> συν0-1+02
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 g΄(x)>0 .Άρα η g είναι γνησίως αύξουσα στο [0 ,+
[image: image1779.wmf]¥

) 
    και συνεπώς για κάθε x >0 είναι g(x)> g(0) 
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 ημx- x +
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> ημ0- 0 +
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 ημx > x-
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3

x

 .
3) Να βρεθεί η συνεχής συνάρτηση f για την οποία ισχύει η σχέση : 
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= f(x)+ex , για κάθε x
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 .

     ΛΥΣΗ
     Το 
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 είναι πραγματική  σταθερά ,έστω c , άρα c= f(x)+ex
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 f(x)= - ex+c ,  για κάθε x
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 . Η δοθείσα σχέση γράφεται : 
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[-ex-ce1-x]
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(-e-c)-(0-ce) = c 
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c = 
[image: image1800.wmf]2

-

e

e

. Άρα  f(x)= - ex+
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, για κάθε x
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4) Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστημα  [α , β] και ισχύει ότι 
    f(x)+f(α+β-x) = c , για κάθε x
[image: image1803.wmf]Î

[α , β] , όπου c πραγματικός αριθμός . Να 
    αποδείξετε ότι : 
[image: image1804.wmf]ò
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(f(α)+f(β)) .
    ΛΥΣΗ
    Έστω Ι=
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 . Θέτουμε α+β-x = t 
[image: image1808.wmf]Þ

x = α+β-t 
[image: image1809.wmf]Þ

dx = -dt .Ακόμη 
    για x=α παίρνουμε t=β , ενώ για x=β παίρνουμε t=α .Άρα Ι=
[image: image1810.wmf]ò
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.Από την σχέση f(x)+f(α+β-x) = c προκύπτει :
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Ι+Ι=c(β-α) 
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=
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-
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  (1) .
     Από την σχέση f(x)+f(α+β-x) = c για x=α παίρνουμε f(α)+f(β) = c   (2) , ενώ 
     για x =
[image: image1820.wmf]2

b

a

+

 παίρνουμε f(
[image: image1821.wmf]2

b

a

+

)+f(
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b
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+

) = c 
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c = 2f(
[image: image1824.wmf]2
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)   (3) .
     H (1) λόγω της (2) γράφεται 
[image: image1825.wmf]ò

b
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dx

x
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(

=
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(f(α)+f(β)) , ενώ λόγω της (3) 
     γράφεται 
[image: image1827.wmf]ò
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(

=(β-α)f(
[image: image1828.wmf]2
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) .Έτσι αποδείχθηκε το ζητούμενο .

5) Θεωρούμε τις παραγωγίσιμες συναρτήσεις f , g  που έχουν πεδίο ορισμού το 
    διάστημα [0 ,+
[image: image1829.wmf]¥

) για τις οποίες ισχύει η σχέση : f ΄(x)=g΄(x)+ημ2x+ex, x
[image: image1830.wmf]Î

[0,+
[image: image1831.wmf]¥

).
    Να αποδείξετε ότι  f(0)+g(x)<g(0)+f(x) , x
[image: image1832.wmf]Î

(0,+
[image: image1833.wmf]¥

).

    ΛΥΣΗ
    Θεωρούμε τη συνάρτηση h(x)=f(x)-g(x) , x
[image: image1834.wmf]Î

[0,+
[image: image1835.wmf]¥

).Είναι h΄(x)=f ΄(x)-g΄(x) =
    = g΄(x)+ημ2x+ex- g΄(x) = ημ2x+ex >0 , άρα η h είναι γνησίως αύξουσα στο [0,+
[image: image1836.wmf]¥

).
    Συνεπώς για κάθε x>0 έχουμε h(x)>h(0)
[image: image1837.wmf]Þ

 f(x)-g(x) > f(0)-g(0) 
[image: image1838.wmf]Þ


    
[image: image1839.wmf]Þ

 f(0)+g(x)<g(0)+f(x) .

6) Έστω η συνάρτηση f(x)=eαx , όπου α 
[image: image1840.wmf]Â

Î

.Να αποδείξετε ότι υπάρχουν δύο τιμές 
    της παραμέτρου α έτσι ώστε να ικανοποιείται η σχέση f ΄΄(x)+2f ΄(x)=3f(x) , για 
    κάθε x
[image: image1841.wmf]Â

Î

.

    ΛΥΣΗ
    Είναι f ΄(x)= αeαx , f ΄΄(x)= α2eαx .Για κάθε x
[image: image1842.wmf]Â

Î

έχουμε : f ΄΄(x)+2f ΄(x)=3f(x) 
[image: image1843.wmf]Û


   
[image: image1844.wmf]Û

 α2eαx+2αeαx = 3eαx
[image: image1845.wmf]Û

 eαx(α2+2α-3)=0 
[image: image1846.wmf]Û

 α2+2α-3=0
[image: image1847.wmf]Û

α=1 ή α= -3 .

7) Έστω λ , μ , β1 , β2 
[image: image1848.wmf]Â
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με β1
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β2 .Θεωρούμε τη συνάρτηση g(x)=λe
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+μe
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    με x
[image: image1852.wmf]Â
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. Έστω ότι υπάρχει xo
[image: image1853.wmf]Â

Î

τέτοιος ώστε g(xo)= g΄(xo)=0 .Να αποδειχθεί 
    ότι λ=μ=0 .

    ΛΥΣΗ
    Είναι g΄(x)= λβ1e
[image: image1854.wmf]x

1

b

+μβ2e
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. Άρα g(xo)=0
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 λe
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+μe
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    g΄(xo)=0
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 λβ1e
[image: image1861.wmf]0

1

x

b

+μβ2e
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=0  (2) . Οι (1) ,(2) αποτελούν ομογενές σύστημα
    με αγνώστους λ , μ και ορίζουσα D = 
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0 ,αφού β1
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β2 .
    Το σύστημα έχει λοιπόν μόνο τη μηδενική λύση δηλαδή λ=μ=0 .

8) Δίνεται η συνάρτηση g συνεχής στο 
[image: image1873.wmf]Â

 και f(x)=
[image: image1874.wmf]ò
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 .Να αποδείξετε 
    ότι η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και να μελετήσετε την f ως προς τα κοίλα 
    όταν g(x)
[image: image1875.wmf]¹

0 για κάθε x
[image: image1876.wmf]Â
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.

    ΛΥΣΗ
    Έχουμε : f(x)= 
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. Επειδή οι συναρτήσεις
    g(t) , tg(t) είναι συνεχείς στο 
[image: image1881.wmf]Â

, η f είναι παραγωγίσιμη στο 
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με 
    f ΄(x)= (x)΄(
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    Επειδή (
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)΄=g(x) η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο
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με f ΄΄(x)=g(x).

   Όταν g(x)
[image: image1890.wmf]¹

0 για κάθε x
[image: image1891.wmf]Â

Î

και επειδή η  g είναι συνεχής στο 
[image: image1892.wmf]Â

, θα έχει σταθερό
   πρόσημο , δηλαδή g(x)>0 για κάθε x
[image: image1893.wmf]Â

Î

 ή g(x)<0 για κάθε x
[image: image1894.wmf]Â

Î

.Λόγω της 
   f ΄΄(x)=g(x) θα είναι f ΄΄(x) >0 για κάθε x
[image: image1895.wmf]Â

Î

 ή f ΄΄(x) <0 για κάθε x
[image: image1896.wmf]Â

Î

, οπότε 
   η Cf στρέφει τα κοίλα άνω ή κάτω στο
[image: image1897.wmf]Â

αντίστοιχα .


9) Να υπολογίσετε το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται  από τις γραφικές 
    παραστάσεις των συναρτήσεων g(x)=
[image: image1898.wmf]x

 και f(x)=2x-1 και την ευθεία x=0 .
    ΛΥΣΗ
    Για x
[image: image1899.wmf]³

0 έχουμε f(x)= g(x)
[image: image1900.wmf]Û

 2x-1=
[image: image1901.wmf]x
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2x-
[image: image1903.wmf]x

-1=0 .Θέτουμε
[image: image1904.wmf]x

= u
[image: image1905.wmf]³

0 και η 
    εξίσωση γράφεται 2u2-u-1=0
[image: image1906.wmf]Û

u=1 ή u= -
[image: image1907.wmf]2

1

(απορρίπτεται) Άρα  
[image: image1908.wmf]x

=1
[image: image1909.wmf]Û

x=1 .
    Για κάθε x
[image: image1910.wmf]Î

[0 , 1] είναι g(x)-f(x) =
[image: image1911.wmf]x

-2x+1=
[image: image1912.wmf]x

-2
[image: image1913.wmf]x

2 +1=
[image: image1914.wmf]x

-
[image: image1915.wmf]x

2-
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[image: image1917.wmf]x

(1-
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[image: image1920.wmf]x

) =(1-
[image: image1921.wmf]x

)(2
[image: image1922.wmf]x

+1)
[image: image1923.wmf]³

0 .Εφόσον οι συναρτήσεις f , g 
    είναι συνεχείς στο [0 , 1] το ζητούμενο εμβαδό είναι :
    E = 
[image: image1924.wmf]ò
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-1+1=
[image: image1930.wmf]3
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10) Θεωρούμε τη συνάρτηση f(x)=
[image: image1931.wmf]2

1

x

+

+λx , λ
[image: image1932.wmf]Â

Î

.
  α) Να υπολογίσετε την τιμή του λ αν είναι γνωστό ότι 
[image: image1933.wmf]+¥
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  β) Για την τιμή του λ που βρήκατε παραπάνω να υπολογίσετε το  Ι =
[image: image1935.wmf]ò
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     ΛΥΣΗ
 α) Για x>0 είναι 
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+λ=1
[image: image1947.wmf]Þ

λ=0 .
 β) Για λ=0 έχουμε f(x)= 
[image: image1948.wmf]2

1
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, άρα Ι =
[image: image1949.wmf]ò
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[image: image1952.wmf]2
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 =
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1
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[image: image1955.wmf]2
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11) Έστω ότι f(t) είναι η ποσότητα ενός αντιβιοτικού που έχει απορροφηθεί από το 
       ανθρώπινο σώμα κατά τη χρονική στιγμή  t  όπου t
[image: image1956.wmf]³

0 και f : [0 ,+
[image: image1957.wmf]¥

)
[image: image1958.wmf]®
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 είναι
       πραγματική συνάρτηση με  f(
[image: image1960.wmf]t

) = 1-2
[image: image1961.wmf]499

t

-

.Να βρεθεί η χρονική στιγμή  t1 
       κατά την οποία ο ρυθμός απορρόφησης του αντιβιοτικού από το ανθρώπινο 
       σώμα είναι ίσος με 
[image: image1962.wmf]16

1

 του ρυθμού απορρόφησης κατά τη χρονική στιγμή  t0=0 .

       ΛΥΣΗ
       Θέτουμε 
[image: image1963.wmf]t

= x , οπότε f(x) = 1-2
[image: image1964.wmf]499

x

-

, x
[image: image1965.wmf]³

0 .Για κάθε x
[image: image1966.wmf]³

0 είναι : 
       f ΄(x) = 1-2
[image: image1967.wmf]499

x
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(ln2((- 
[image: image1968.wmf]499

x

)΄=
[image: image1969.wmf]499
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. Η ζητούμενη 
       χρονική στιγμή t1 θα βρεθεί από την εξίσωση   f ΄(t1) =
[image: image1973.wmf]16

1

( f ΄(0)
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ΘΕΜΑΤΑ ΕΤΟΥΣ 1995

1) Δίνονται οι πραγματικοί αριθμοί κ , λ με κ<λ και η συνάρτηση f(x)= (x-κ)5(x-λ)3
    με x
[image: image1985.wmf]Â

Î

. Να αποδείξετε ότι :
α) 
[image: image1986.wmf])
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[image: image1988.wmf]l
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  , για κάθε x
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κ και x
[image: image1990.wmf]¹

λ .
β) Η συνάρτηση g(x)=ln
[image: image1991.wmf])

(

x

f

 στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω στο διάστημα (κ , λ) .
    ΛΥΣΗ
α) Για κάθε x
[image: image1992.wmf]Â

Î

είναι f ΄(x)=5(x-κ)4(x-λ)3+3(x-κ)5(x-λ)2 , άρα για κάθε 
    x
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[image: image1994.wmf])

(

)

(

x

f

x

f΄

=
[image: image1995.wmf]3

5

3

4

)

(

)

(

)

(

)

(

5

l

k

l

k

-

-

-

-

x

x

x

x

+
[image: image1996.wmf]3

5

2

5

)

(

)

(

)

(

)

(

3

l

k

l

k

-

-

-

-

x

x

x

x



 EMBED Equation.3  [image: image1997.wmf]Þ


   
[image: image1998.wmf]Þ



 EMBED Equation.3  [image: image1999.wmf])

(

)

(

x

f

x

f΄

=
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+
[image: image2001.wmf]l
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 .
β) Για κάθε x
[image: image2002.wmf]Î

(κ , λ) ισχύει κ<x<λ
[image: image2003.wmf]Þ
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 f(x)<0 
[image: image2006.wmf]Þ

 g(x)=ln(-f(x)) ,
    επομένως g΄(x)=
[image: image2007.wmf])
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)
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f

x

f΄

-
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= 
[image: image2008.wmf])
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f

x

f΄

=
[image: image2009.wmf]k
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+
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 και 

    g΄΄(x)= 
[image: image2011.wmf]2
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+
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<0 .Άρα η g στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω στο (κ , λ).


2) Η συνάρτηση f : 
[image: image2013.wmf]Â

®

Â

, είναι παραγωγίσιμη και ισχύει ότι f ΄(x)>0 ,για κάθε 
    x
[image: image2014.wmf]Â

Î

.Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση F(x)=
[image: image2015.wmf]ò
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(

, x
[image: image2016.wmf]Â

Î

με α , β 

   πραγματικούς αριθμούς , είναι παραγωγίσιμη και ότι αν υπάρχει  xo
[image: image2017.wmf]Â

Î

 με 
   F΄(xο)=0 , τότε F(x)=0 για κάθε x
[image: image2018.wmf]Â

Î

.

   ΛΥΣΗ
   Θέτουμε x-t = u
[image: image2019.wmf]Þ

t = x-u
[image: image2020.wmf]Þ

dt = -du και για t=α παίρνουμε u=x-α ενώ για t=β 
   παίρνουμε u=x-β . Έτσι έχουμε F(x)=
[image: image2021.wmf]ò
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   F(x)=
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 F(x) = 
[image: image2027.wmf]ò
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-
[image: image2028.wmf]ò
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du
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 (1) .

    Η f είναι συνεχής στο
[image: image2029.wmf]Â

(αφού είναι παραγωγίσιμη στο
[image: image2030.wmf]Â

) έτσι λόγω της (1) η F 

    είναι παραγωγίσιμη στο
[image: image2031.wmf]Â

ως διαφορά  παραγωγίσιμων συναρτήσεων με F΄(x)=
    f(x-α)(x-α)΄- f(x-β)(x-β)΄ 
[image: image2032.wmf]Þ

 F΄(x)= f(x-α)- f(x-β)  (2) .
    Αν υπάρχει  xo
[image: image2033.wmf]Â

Î

 με   F΄(xο)=0 , η (2) για x=xo γράφεται 0 = f(xο-α)- f(xο-β)  

    
[image: image2034.wmf]Þ

 f(xο-α) = f(xο-β)  
[image: image2035.wmf]Þ

 xο-α = xο-β
[image: image2036.wmf]Þ

α = β , αφού η f είναι γνησίως αύξουσα 
    στο 
[image: image2037.wmf]Â

( f ΄(x)>0 ,για κάθε x
[image: image2038.wmf]Â

Î

) άρα θα είναι και 1-1 σε αυτό . Η (1) λοιπόν 
    γράφεται F(x) = 
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 F(x)=0 , για κάθε x
[image: image2042.wmf]Â

Î

.

3) Θεωρούμε τους πραγματικούς αριθμούς α , β με 0<α<β , τη συνεχή συνάρτηση 
     f : (0 , +
[image: image2043.wmf]¥

)
[image: image2044.wmf]Â

®

 για την οποία 
[image: image2045.wmf]ò

b

a

dt
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(

=0 και τη συνάρτηση g(x)=2+
[image: image2046.wmf]ò
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,
     x
[image: image2047.wmf]Î

(0 , +
[image: image2048.wmf]¥

) . Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον xο
[image: image2049.wmf]Î

(α , β) τέτοιο ώστε
     να ισχύουν :
α) Η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης  g στο σημείο (xο , g(xo))
    να είναι παράλληλη στον άξονα x΄x .
β) g(xo) =2+f(xo) .
    ΛΥΣΗ
α) Οι συναρτήσεις  2 , 
[image: image2050.wmf]x

1

 , 
[image: image2051.wmf]ò

x

dt

t

f

a
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 είναι παραγωγίσιμες στο (0 , +
[image: image2052.wmf]¥

) άρα και η 
    συνάρτηση g(x)=2+
[image: image2053.wmf]ò

x
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f
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1

 είναι παραγωγίσιμη (επομένως και συνεχής) στο
    (0 , +
[image: image2054.wmf]¥

) .Έχουμε : 
    g(α)=  2+
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=2+0=2 , δηλαδή g(α)=g(β) .

    Επειδή η g είναι συνεχής στο [ α , β]
[image: image2057.wmf]Ì

 (0 , +
[image: image2058.wmf]¥

) , παραγωγίσιμη στο (α , β) και
    g(α)=g(β) σύμφωνα με το θεώρημα Rolle υπάρχει ένα τουλάχιστον xο
[image: image2059.wmf]Î

(α , β) 
    τέτοιο ώστε g΄(xo) =0 , δηλαδή η εφαπτομένη της Cg  στο (xο , g(xo)) είναι 
    παράλληλη στον άξονα x΄x .
β) Είναι g΄(x)= 0+ 
[image: image2060.wmf]ò
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) .

    Από το (α) ερώτημα είναι g΄(xo) =0
[image: image2067.wmf]Þ

- 
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f(xο)=0  (1) .
    Ακόμη g(xo)=2+
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 EMBED Equation.3  [image: image2074.wmf]ò

0

)

(

x

dt

t

f

a

= xog(xo)-2xo   (2) . 
    Η (1) λόγω της (2) γράφεται : - 
[image: image2075.wmf]2

0

1

x

( xog(xo)-2xo)+
[image: image2076.wmf]0

1

x

f(xο)=0 
[image: image2077.wmf]Þ


    
[image: image2078.wmf]Þ

-
[image: image2079.wmf]0

1

x

(g(xo)-2)+
[image: image2080.wmf]0

1

x

f(xο)=0
[image: image2081.wmf]Þ

-
[image: image2082.wmf]0

1

x

( g(xo)-2- f(xο))=0
[image: image2083.wmf]Þ

 g(xo)=2+ f(xο) .

4) Να βρείτε τη συνάρτηση f : (-
[image: image2084.wmf]2

p

,
[image: image2085.wmf]2

p

)
[image: image2086.wmf]Â

®

με συνεχή δεύτερη παράγωγο για την 
    οποία ισχύουν : f(0)=1995 , f ΄(0)=1 , 1+
[image: image2087.wmf]ò
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    ΛΥΣΗ
    Παραγωγίζοντας τα δύο μέλη της δοθείσας ισότητας με τα ολοκληρώματα 
    έχουμε 0+f ΄΄(x)συνx = (συν2x)΄+ f ΄(x)ημx
[image: image2089.wmf]Þ

 f ΄΄(x)συνx+ f ΄(x)(συνx)΄= (συν2x)΄

    
[image: image2090.wmf]Þ

 (f ΄(x)συνx)΄= (συν2x)΄ 
[image: image2091.wmf]Þ

 f ΄(x)συνx = συν2x +c1  (1)  , όπου c1 
[image: image2092.wmf]Â

Î

.
    Από την (1) για x=0 παίρνουμε f ΄(0)συν0 = συν20 +c1  
[image: image2093.wmf]Þ

1(1=12+ c1
[image: image2094.wmf]Þ

 c1=0 .
    Η (1) γράφεται f ΄(x)συνx = συν2x
[image: image2095.wmf]Þ

 f ΄(x)= συνx   ( για κάθε x
[image: image2096.wmf]Î

(-
[image: image2097.wmf]2

p

,
[image: image2098.wmf]2

p

) είναι
    συνx >0 ) . Άρα f ΄(x)= (ημx)΄ 
[image: image2099.wmf]Þ

 f(x)= ημx+ c2    (2)  , όπου c2 
[image: image2100.wmf]Â

Î

.
    Από την (2) για x=0 παίρνουμε f(0)= ημ0+ c2 
[image: image2101.wmf]Þ

1995=0+ c2 
[image: image2102.wmf]Þ

 c2=1995 .
    Άρα για κάθε x
[image: image2103.wmf]Î

(-
[image: image2104.wmf]2

p

,
[image: image2105.wmf]2

p

) είναι f(x)= ημx+1995 .

5) Δίνεται η συνάρτηση f(x)=x4-2x2+α , α
[image: image2106.wmf]Â

Î

.
α) Αν A(x1 , f(x1)) , B(x2 , f(x2)) , Γ(x3 , f(x3)) είναι τοπικά ακρότατα της γραφικής 
    παράστασης της f και x1<x2<x3 , να αποδείξετε ότι η ευθεία ΑΒ είναι κάθετη στην 
    ευθεία ΒΓ .
β) Αν 0<α<1 , να αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x)=0 έχει ακριβώς μία λύση στο 
    διάστημα (-1 , 0) .

    ΛΥΣΗ

α) Έχουμε  f ΄(x)= 4x3-4x = 4x(x-1)(x+1) και f ΄(x)= 0
[image: image2107.wmf]Û

4x(x-1)(x+1) =0
[image: image2108.wmf]Û


   
[image: image2109.wmf]Û

x=0 ή x=1 ή  x= -1 . Στις θέσεις αυτές η f ΄(x) αλλάζει πρόσημο , αφού όλες
    οι ρίζες της πολυωνυμικής εξίσωσης  f ΄(x)= 0 είναι απλές και επομένως στις 
    θέσεις αυτές η f παρουσιάζει τοπικά ακρότατα . Είναι x1= -1 , x2=0 , x3=1 και
    f(-1)= α-1 , f(0)=α , f(1)= α-1 .Συνεπώς : Α(-1 , α-1) , Β(0 , α) , Γ(1 , α-1) . Είναι :
    λΑΒ(λΒΓ =
[image: image2110.wmf])
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=1((-1) = -1 , άρα ΑΒ
[image: image2112.wmf]^

ΒΓ .
β) Για κάθε x
[image: image2113.wmf]Î

(-1 , 0) είναι x<0 , x-1<0 , x+1>0 άρα f ΄(x)= 4x(x-1)(x+1) >0.
    Η f  λοιπόν είναι γνησίως αύξουσα στο (-1 , 0) , επομένως η εξίσωση f(x)=0 
    έχει το πολύ μία ρίζα στο (-1 , 0) .
    Η f είναι συνεχής στο [-1 , 0] ως πολυωνυμική και f(-1)( f(0)=(α-1)α<0 , αφού
    0<α<1 , άρα η εξίσωση f(x)=0 έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο (-1 , 0) .
    Από τα παραπάνω προκύπτει ότι η  f(x)=0 έχει ακριβώς μία λύση στο (-1 , 0) .

6) Δίνεται η συνάρτηση f , δύο φορές παραγωγίσιμη στο 
[image: image2114.wmf]Â

, για την οποία ισχύει 
    f ΄(x)
[image: image2115.wmf]¹

0 για κάθε x
[image: image2116.wmf]Â

Î

και η συνάρτηση g τέτοια ώστε g(x)f ΄(x)=2f(x) , για 
    κάθε x
[image: image2117.wmf]Â

Î

. Να αποδείξετε ότι , αν η γραφική παράσταση της f έχει σημείο καμπής
    το Α(xo , f(xo)) τότε η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της g στο σημείο 
    Β(xo , g(xo)) είναι παράλληλη στην ευθεία y-2x+5=0 .
    ΛΥΣΗ

   Εφόσον  η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο 
[image: image2118.wmf]Â

και το Α(xo , f(xo)) σημείο 

   καμπής  της Cf θα είναι f ΄΄(xο)=0 . 
Επειδή f ΄(x)
[image: image2119.wmf]¹

0 για κάθε x
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έχουμε 
   g(x)=
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   g΄(xο)=
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 g΄(xο)= 
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 EMBED Equation.3  [image: image2127.wmf]Þ

 g΄(xο)=2 .
   Ο συντελεστής διεύθυνσης της ευθείας y-2x+5=0
[image: image2128.wmf]Û

y= 2x-5 είναι 2 και είναι
   ίσος με τον συντελεστή διεύθυνσης g΄(xο) της εφαπτομένης της Cg στο Β . Άρα
   η εφαπτομένη της Cg στο Β είναι παράλληλη στην ευθεία y-2x+5=0 .

7) Η αξία μιας μηχανής που εκτυπώνει βιβλία μειώνεται με το χρόνο t , σύμφωνα 
    με τη συνάρτηση f(t)=
[image: image2129.wmf]2
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 EMBED Equation.3  [image: image2130.wmf]14
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[image: image2131.wmf]³

0 , όπου Α ένας θετικός αριθμός . Ο ρυθμός
    μεταβολής του κέρδους K(t) , από την πώληση των βιβλίων που εκτυπώνει η 

    συγκεκριμένη μηχανή , δίνεται από τη συνάρτηση K΄(t)= 
[image: image2132.wmf]4
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 EMBED Equation.3  [image: image2133.wmf]7
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[image: image2134.wmf]³

0 και 
    υποθέτουμε ότι Κ(0)=0 . Να βρεθεί η χρονική στιγμή κατά την οποία πρέπει να 
    πουληθεί η μηχανή , έτσι ώστε το συνολικό κέρδος P(t) από τα βιβλία που 
    πουλήθηκαν συν την αξία της μηχανής να γίνεται μέγιστο .

    ΛΥΣΗ

    Για κάθε t
[image: image2135.wmf]³

0 είναι P(t) = K(t) + f(t) 
[image: image2136.wmf]Þ

 P΄(t) = K΄(t) + f ΄(t)  
[image: image2137.wmf]Þ


    P΄(t) = 
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 P΄(t) = 
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 P΄(t) = 
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    P΄(t) = 0
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t =28 .
    P΄(t) > 0
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 EMBED Equation.3  [image: image2164.wmf]7

t

e

-

- 
[image: image2165.wmf]14

28

+

-

t

e

>0
[image: image2166.wmf]Û



 EMBED Equation.3  [image: image2167.wmf]7

t

e

-

>
[image: image2168.wmf]14

28

+

-

t

e



 EMBED Equation.3  [image: image2169.wmf]Û

- 
[image: image2170.wmf]7

t

> - 
[image: image2171.wmf]14

28

+

t



 EMBED Equation.3  [image: image2172.wmf]Û

t <28 , 
    P΄(t) < 0 
[image: image2173.wmf]Û

t>28 .Άρα η συνάρτηση P(t) παρουσιάζει μέγιστο στη θέση t=28 ,
    επομένως η χρονική στιγμή κατά την οποία πρέπει να πουληθεί η μηχανή , έτσι 
    ώστε το συνολικό κέρδος  από τα βιβλία που πουλήθηκαν συν την αξία της
    μηχανής να γίνεται μέγιστο , είναι  η  t=28 .


8) Αν G(x)=
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 και x>0 , t >0 να βρείτε :
α) την G΄΄(1)
β) το 
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    ΛΥΣΗ
α) Η f είναι παραγωγίσιμη (άρα και συνεχής) με f ΄(t)=
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    Επειδή η f είναι συνεχής , η G είναι παραγωγίσιμη με G΄(x)=f(x) , x>0 . Ακόμη
    G΄΄(x)=f ΄(x)= 
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β) Έχουμε : 
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1) Δίνεται η συνάρτηση f(x)=2x2 , x
[image: image2200.wmf]Â

Î

.
Α) Αν ε είναι η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης C της συνάρτησης f  στο
     σημείο Μ(2α , 8α2) , α >0 , να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται 
     από τη C , την ευθεία ε και τον άξονα y΄y .
Β) Έστω θ η οξεία γωνία που σχηματίζει η ε με την ευθεία ΜΟ , όπου Ο είναι η αρχή 
     των αξόνων . Να εκφράσετε την εφθ ως συνάρτηση του α και να βρείτε την 

     μέγιστη τιμή  της εφθ όταν το α μεταβάλλεται ( α >0 ) .
     ΛΥΣΗ
Α) Η f είναι παραγωγίσιμη στο
[image: image2201.wmf]Â

με f ΄(x)=4x , άρα f ΄(2α)=8α , οπότε η εξίσωση της
     εφαπτομένης ε της C στο Μ είναι y- f(2α)= f ΄(2α)(x-2α)
[image: image2202.wmf]Û

y-8α2=8α(x-2α)
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[image: image2204.wmf]Û

 y=8αx-8α2 .Είναι  f(x)-( 8αx-8α2)= 2x2-8αx+8α2=2(x-2α)2
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0 , για κάθε 
     x
[image: image2206.wmf]Â

Î

, με το = να ισχύει μόνο για x=2α  και επειδή οι συναρτήσεις f(x) και 
     8αx-8α2 είναι συνεχείς στο [0 ,2α] το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται
     από τη C , την ευθεία ε και τον άξονα y΄y είναι : E=
[image: image2207.wmf]ò
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Β) Από το τρίγωνο ΟΗΜ έχουμε φ=ω+θ
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θ=φ-ω
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εφθ=εφ(φ-ω) 
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    Θεωρούμε τη συνάρτηση g(α)= 
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     g΄(α)=0
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1-32α2=0
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α=
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. Ακόμη είναι :
     g΄(α)>0
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1-32α2>0
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α
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(0 , 
[image: image2240.wmf]8

2

) και g΄(α)<0
[image: image2241.wmf]Û

α>
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.
     Επομένως η g παρουσιάζει ολικό μέγιστο στη θέση 
[image: image2243.wmf]8

2

 το g(
[image: image2244.wmf]8

2

)=
[image: image2245.wmf]4

2

 ,
     δηλαδή η μέγιστη τιμή  της εφθ είναι 
[image: image2246.wmf]4

2

 .
2) Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα [1 , e] με 0<f(x)<1 και 
    f ΄(x)
[image: image2247.wmf]³

0 για κάθε x
[image: image2248.wmf]Î

[1 , e] , να αποδειχθεί ότι υπάρχει μόνο ένας αριθμός 
    xo
[image: image2249.wmf]Î

(1 , e) τέτοιος ώστε f(xo)+ xolnxo = xo .
    ΛΥΣΗ
   Θεωρούμε τη συνάρτηση g(x)=f(x)+xlnx-x , x
[image: image2250.wmf]Î

[1 , e] και αρκεί να δείξουμε
   ότι η εξίσωση g(x)=0 έχει μία ακριβώς ρίζα στο (1 , e) .
   Η f είναι συνεχής στο [1 , e] αφού είναι παραγωγίσιμη σε αυτό , άρα η g
   είναι συνεχής στο [1 , e] ως άθροισμα συνεχών συναρτήσεων .Ακόμη g(1)g(e)=
   =(f(1)-1)(f(e)+e-e)=f(e)(f(1)-1) <0 ,αφού 0<f(x)<1 για κάθε x
[image: image2251.wmf]Î

[1 , e] .Σύμφωνα
   με το θεώρημα Bolzano η εξίσωση g(x)=0 έχει μία  τουλάχιστον ρίζα στο (1 , e) .
   Έχουμε g΄(x)= f ΄(x)+lnx+x
[image: image2252.wmf]x

1

×

-1= f ΄(x)+lnx>0 , για κάθε x
[image: image2253.wmf]Î

(1 , e) , αφού για τις
   τιμές αυτές του x είναι    f ΄(x)
[image: image2254.wmf]³

0 και lnx>ln1=0 .H g είναι γνησίως αύξουσα στο
   (1 , e) επομένως η εξίσωση g(x)=0 έχει το πολύ μία ρίζα στο (1 , e) .Τελικά υπάρχει
   μόνο ένας αριθμός xo
[image: image2255.wmf]Î

(1 , e) τέτοιος ώστε g(xo)=0
[image: image2256.wmf]Û

 f(xo)+ xolnxo - xo=0
[image: image2257.wmf]Û


  
[image: image2258.wmf]Û

 f(xo)+ xolnxo = xo .

3) Έστω ρ πραγματικός αριθμός , Α(x) , B(x) πολυώνυμα με πραγματικούς 
    συντελεστές , ώστε Β(ρ)
[image: image2259.wmf]¹

0 και το Α(x) έχει βαθμό μεγαλύτερο ή ίσο του 2 . 
α) Να αποδείξετε ότι υπάρχει πολυώνυμο f(x)  , τέτοιο ώστε A(x)B(x)=(x-ρ)2f(x) ,                                 

    αν και μόνο αν A(ρ)=Α΄(ρ)=0 .
β) Έστω ν ακέραιος μεγαλύτερος ή ίσος του 1 .Να βρείτε τις τιμές των κ , λ για τις
     οποίες το πολυώνυμο Q(x)=xν(νx3+κx2+λx+8) έχει παράγοντα το (x-2)2 .

    ΛΥΣΗ
α) Έστω ότι υπάρχει πολυώνυμο f(x)  , τέτοιο ώστε A(x)B(x)=(x-ρ)2f(x)  (1) .
     Παραγωγίζοντας τα δύο μέλη της (1) παίρνουμε :
     A΄(x)B(x)+ A(x)B΄(x) =2(x-ρ)f(x)+ (x-ρ)2f ΄(x)  
[image: image2260.wmf]r
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Þ
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A΄(ρ)B(ρ)+ A(ρ)B΄(ρ) =0 (2)
     Από την (1) για x=ρ παίρνουμε A(ρ)B(ρ)=0
[image: image2261.wmf]0
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 A(ρ) = 0 . Έτσι η (2) γράφεται
     A΄(ρ)B(ρ)=0
[image: image2262.wmf]0
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 A΄(ρ) = 0 .
     ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΑ : 
     Έστω ότι A(ρ)=Α΄(ρ)=0 όπου Α(x) πολυώνυμο βαθμού ν
[image: image2263.wmf]³

2 . Επειδή A(ρ)=0 ,

     υπάρχει πολυώνυμο π(x) βαθμού ν-1 τέτοιο ώστε Α(x)= (x-ρ)π(x)   (3) .
     Παραγωγίζοντας τα δύο μέλη της (3) παίρνουμε : A΄(x)= π(x)+ (x-ρ)π΄(x) , οπότε
     για  x=ρ είναι  A΄(ρ)= π(ρ)  
[image: image2264.wmf]0
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 π(ρ)=0 .Άρα υπάρχει πολυώνυμο φ(x) βαθμού 
     ν-2  τέτοιο ώστε   π(x)= (x-ρ)φ(x)  (4) .
     Από τις (3) , (4) παίρνουμε Α(x)= (x-ρ)2φ(x)  
[image: image2265.wmf]Þ

 A(x)B(x)=(x-ρ)2φ(x)B(x) 
[image: image2266.wmf]Þ


     
[image: image2267.wmf]Þ

 A(x)B(x)=(x-ρ)2f(x)  , όπου f(x)= φ(x)B(x) .
β) Είναι Q(x)= A(x)B(x) , όπου A(x)= νx3+κx2+λx+8 και B(x)= xν , με το A(x) να
     είναι βαθμού 3
[image: image2268.wmf]³

2 και B(2)= 2ν
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0 .Σύμφωνα με το (α) ερώτημα αρκεί να βρούμε 
     τα κ , λ ώστε να ισχύουν : A(2)=0  και  Α΄(2)=0 .Έχουμε A΄(x)= 3νx2+2κx+λ .Έτσι
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4) Δίνεται ο θετικός πραγματικός αριθμός α και η συνάρτηση f(x)=αx2-2xlnx 
     με x
[image: image2275.wmf]Î

(0 , +
[image: image2276.wmf]¥

) .
α) Να βρείτε τα διαστήματα στα οποία η f είναι κυρτή ή κοίλη .
β) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της 

    συνάρτησης f στο σημείο Α(1 , f(1)) και να προσδιορίσετε το α , ώστε η 
    εφαπτομένη αυτή να διέρχεται από την αρχή των αξόνων .

    ΛΥΣΗ
α) Για κάθε x>0 έχουμε : f ΄(x)=2αx-2lnx-2 , f ΄΄(x)= 2α-
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    f ΄΄(x)=0
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 και f ΄΄(x)<0
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 0< x<
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    Άρα η f είναι κυρτή στο [
[image: image2291.wmf]a
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[image: image2292.wmf]¥

) και κοίλη στο (0 ,
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β) Η ζητούμενη εξίσωση είναι : y- f(1)= f ΄(1)(x-1)  (1) .
    Είναι  f(1)=α και f ΄(1)=2α-2 και συνεπώς η (1) γράφεται : y-α=(2α-2)(x-1) 
[image: image2294.wmf]Û
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y =2(α-1)x+2-α .
    Η εφαπτομένη αυτή διέρχεται από την αρχή των αξόνων αν και μόνο αν 
    0=2(α-1)0+2-α
[image: image2296.wmf]Û

α=2 .

5) Έστω μια συνάρτηση f ορισμένη στο 
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, η οποία έχει συνεχή f ΄΄ στο 
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,
     παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο σημείο xo=2 και η γραφική της παράσταση
     διέρχεται από το σημείο Α(0 , 1) .Αν ισχύει 
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     υπολογίσετε το f(2) .
     ΛΥΣΗ
     Επειδή η f παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο xo=2 και είναι παραγωγίσιμη στο
[image: image2301.wmf]Â


     θα είναι f ΄(2)=0 .Ακόμη η Cf  διέρχεται από το σημείο Α(0 , 1) άρα f(0)=1.

     Έχουμε : 
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6) Έστω ότι η ευθεία y=2x+5 είναι ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης μιας 
     συνάρτησης f στο +
[image: image2323.wmf]¥
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α) Να βρείτε τα όρια : 
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β) Να βρείτε τον πραγματικό αριθμό μ , αν 
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    ΛΥΣΗ
α) Επειδή η ευθεία y=2x+5 είναι ασύμπτωτη της Cf στο +
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7) Να αποδείξετε ότι :
α) ex-x+1>0 , για κάθε x
[image: image2344.wmf]Â

Î

.
β) Η εξίσωση 2ex+2x = x2+2 έχει ακριβώς μια λύση , την x=0 .

    ΛΥΣΗ
α) Θεωρούμε τη συνάρτηση φ(x)= ex-x+1 , x
[image: image2345.wmf]Â

Î

. H φ είναι παραγωγίσιμη στο 
[image: image2346.wmf]Â


    με  φ΄(x)= ex-1 και φ΄(x)=0
[image: image2347.wmf]Û

 ex-1=0
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 ex =e0 
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x=0 , φ΄(x)>0
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 ex-1>0
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 ex >e0 
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x>0  ,  φ΄(x)<0
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 x<0 . 
    Άρα η φ παρουσιάζει ολικό ελάχιστο στη θέση 0 το φ(0)=2 , συνεπώς για κάθε 
    x
[image: image2355.wmf]Â

Î

 είναι φ(x) 
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 ex-x+1
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2
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 ex-x+1>0 .

β) Η εξίσωση 2ex+2x = x2+2 επαληθεύεται για x=0 . Ακόμη έχουμε :
    2ex+2x = x2+2 
[image: image2360.wmf]Û

2ex+2x- x2-2=0  (1) . Αρκεί να δείξω ότι η (1) έχει το πολύ μία 
    ρίζα .Θεωρούμε τη συνάρτηση f(x)= 2ex+2x- x2-2 και για κάθε x
[image: image2361.wmf]Â

Î

είναι :
    f ΄(x)= 2ex+2-2x =2(ex-x+1)>0 , λόγω του (α) , οπότε η f είναι γνησίως αύξουσα
    στο
[image: image2362.wmf]Â

και συνεπώς η (1) έχει το πολύ μία ρίζα .Τελικά η εξίσωση 2ex+2x = x2+2 
    έχει ακριβώς μια λύση , την x=0 .
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1) Δίνεται η συνάρτηση  f(x)=
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 + 4  με x >0 .
α) Να εξετάσετε τη μονοτονία της συνάρτησης  f .
β) Να υπολογίσετε το 
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α) Είναι f ΄(x)= 
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    Άρα η f είναι γνησίως φθίνουσα στο (0 , +
[image: image2368.wmf]¥

) .
β) Για κάθε t
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2) Δίνεται η ορθή γωνία xOy και το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ μήκους 10 m του οποίου 
    τα άκρα Α και Β ολισθαίνουν πάνω στις πλευρές Οy και Ox αντιστοίχως . Το 
    σημείο Β κινείται με σταθερή ταχύτητα υ=2 m/sec και η θέση του πάνω στον 
    άξονα Ox δίνεται από τη συνάρτηση s(t)=υt , t
[image: image2417.wmf]Î

[0 , 5] όπου t ο χρόνος (σε sec).
α) Να βρεθεί το εμβαδόν E(t) του τριγώνου ΑΟΒ ως συνάρτηση του χρόνου .
β) Ποιος είναι ο ρυθμός μεταβολής του εμβαδού E(t) τη στιγμή κατά την οποία 
    το μήκος του τμήματος ΟΑ είναι 6m ;
    ΛΥΣΗ
α) Για t
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[0 , 5] έχουμε ΟΒ= s(t)= υt=2t , 

    ΟΑ2+ΟΒ2=ΑΒ2 
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  E(t) = 2t
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β) Θα βρούμε πρώτα ποια χρονική στιγμή το μήκος του τμήματος ΟΑ είναι 6m :
     OA=6 
[image: image2432.wmf]Û
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     Για κάθε t
[image: image2437.wmf]Î

(0 , 5) έχουμε E΄(t)= (2t)΄
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3) Να βρεθεί η συνεχής συνάρτηση  f : 
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     ΛΥΣΗ
    Από τη δοθείσα ισότητα παίρνουμε : ex(
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f(x) = 1- ex-α - ex(
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    Η συνάρτηση   ex(
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 είναι παραγωγίσιμη ως γινόμενο παραγωγίσιμων 
    συναρτήσεων , επομένως λόγω της (1) , η f(x) είναι παραγωγίσιμη ως άθροισμα
    παραγωγίσιμων  συναρτήσεων . Από την δοθείσα ισότητα , παραγωγίζοντας
    και τα δύο μέλη ως προς x , παίρνουμε  e-xf(x)= -e-x+ e-x f(x) -e-xf ΄(x)
[image: image2453.wmf]Û


    
[image: image2454.wmf]Û

 e-xf ΄(x)= -e-x 
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 f ΄(x)= -1
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 f ΄(x)= (-x)΄ 
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f(x)= -x+c ,όπου c πραγματική
     σταθερά . Όμως από την (1) : f(α)= 1-e0-ex(0=0 . Ακόμη f(α)= -α+c
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0=-α+c
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c=α . Η ζητούμενη συνάρτηση είναι η f(x)= -x+α , x
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4) Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
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    αριθμός . Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x)=0 δεν μπορεί να έχει δύο διαφορετικές 
    ρίζες στο ανοικτό διάστημα (1 , 2) .
    ΛΥΣΗ
    Είναι f ΄(x)=2x2-7x+3 , x
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    Επειδή  2 > 0 θα είναι  2x2-7x+3<0 για κάθε x
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    συνεπώς το πολύ μία ρίζα στο (1 , 2) άρα δεν μπορεί να έχει δύο διαφορετικές
    ρίζες στο ανοικτό διάστημα (1 , 2) .

5) Αν η συνάρτηση g έχει συνεχή παράγωγο στο κλειστό διάστημα [0 , 1] και 
    ικανοποιεί τη σχέση 
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    Η δοθείσα ισότητα γράφεται 
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6) Μια βιομηχανία παράγει x ποσότητα από ένα προϊόν με κόστος που δίνεται από 
    τη συνάρτηση : K(x)=
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α) Να βρείτε την ποσότητα xo για την οποία έχουμε το μέγιστο κέρδος , το οποίο 
    συμβολίζουμε με Μ(α) .
β) Να βρείτε την τιμή του α
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    ΛΥΣΗ
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β) Έχουμε Μ΄(α)= -
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    φθίνουσα στο [
[image: image2531.wmf]9

2

,
[image: image2532.wmf]2

9

] και επειδή είναι και συνεχής σε αυτό παρουσιάζει μέγιστο
    στη θέση  α =
[image: image2533.wmf]9

2

 το Μ(
[image: image2534.wmf]9

2

)=48 .


7) Δίνεται η συνάρτηση f(x)=xe-νx , x
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,όπου ν μη μηδενικός φυσικός αριθμός .
Α) Να μελετήσετε τη μονοτονία της f και να βρείτε τα ακρότατα και τα σημεία 
     καμπής της .
Β) Να αποδείξετε ότι : 2
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A) Για κάθε x
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ΘΕΜΑΤΑ ΕΤΟΥΣ 1992

                                                         

1) α) Δίνεται η συνάρτηση f ορισμένη και δύο φορές παραγωγίσιμη στο διάστημα Δ 
         με τιμές στο (0 , +
[image: image2643.wmf]¥

) .Να δεχθεί ότι η συνάρτηση g με g(x)=lnf(x) , x
[image: image2644.wmf]Î

Δ , έχει
         την ιδιότητα   « g΄΄(x)
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0 , για κάθε x
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Δ » αν και μόνο αν ισχύει η σχέση :
         f(x)f ΄΄(x) 
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[f ΄(x)]2 , για κάθε x
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Δ .
    β) Να βρεθεί το μέγιστο διάστημα , στο οποίο η συνάρτηση g με  g(x)=ln(x2+2)
         έχει την ιδιότητα g΄΄(x)
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0 .
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α) Έχουμε : g΄(x)=
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     Άρα για κάθε x
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     f(x)f ΄΄(x) 
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[f ΄(x)]2 . 
β) Είναι g(x)=lnf(x) όπου f(x)= x2+2>0 , για κάθε x
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.Σύμφωνα με το (α) ερώτημα
    θα έχουμε : g΄΄(x)
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 . Άρα το 
    ζητούμενο διάστημα είναι το [-
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2) α) Να μελετηθεί ως προς τη μονοτονία και τα κοίλα η συνάρτηση f με f(x)=αx-x ,
         x
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και 0<α<1 .
    β) Να βρεθούν οι πραγματικές τιμές του λ , για τις οποίες ισχύει η ισότητα 
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α) Για κάθε x
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έχουμε f ΄(x)= αxlnα-1 και f ΄΄(x)= αx(lnα)2 .Επειδή 0<α<1 θα 
    είναι lnα<0 , οπότε  f ΄(x)<0 και f ΄΄(x)>0 , για κάθε x
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(αx>0) . Άρα η f 
    είναι γνησίως φθίνουσα στο 
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και στρέφει τα κοίλα άνω στο 
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β) Η δοθείσα ισότητα γράφεται 
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f(λ2-4)=f(λ-2) (1)
     Επειδή η f είναι γνησίως φθίνουσα στο 
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3) Δίνεται η συνάρτηση f με f(x)=(x+4)e-x , x
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.Να υπολογιστεί το εμβαδόν 
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    Η f  είναι συνεχής στο [-1 , 1] ως γινόμενο συνεχών συναρτήσεων και για κάθε 
    x
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4) α) Να αποδειχθεί ότι μία συνάρτηση f ορισμένη στο 
[image: image2717.wmf]Â

 έχει την ιδιότητα
         f ΄= f  αν και μόνο αν f(x)=cex , όπου c πραγματική σταθερά .
    β) Να βρεθεί η συνάρτηση g ορισμένη στο διάστημα (-
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 , 
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) , η οποία 
         ικανοποιεί τις σχέσεις : g΄(x)συνx+g(x)ημx=g(x)συνx και g(0)=1992 .
    ΛΥΣΗ
α) Για κάθε x
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 e-x f(x)=c
[image: image2727.wmf]Û

 f(x)= cex , όπου c πραγματική σταθερά .
β) Η δοθείσα σχέση για κάθε x
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     Άρα g(x)= 1992exσυνx , x
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5) Να αποδείξετε ότι για κάθε x  στο ανοικτό διάστημα (0 , 1) ισχύει η σχέση :
     1+x < ex < 1+ex .
     ΛΥΣΗ 

     Για κάθε x
[image: image2746.wmf]Î

(0 , 1) έχουμε 1+x < ex < 1+ex
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     Η f είναι συνεχής στο [0 , x] και παραγωγίσιμη στο (0 , x) οπότε σύμφωνα με το 
     θεώρημα μέσης τιμής υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ
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     f ΄(ξ)=
[image: image2756.wmf]0

)

0

(

)

(

-

-

x

f

x

f

 
[image: image2757.wmf]Û

eξ=
[image: image2758.wmf]0

0

-

-

x

e

e

x

. Αρκεί λοιπόν να δείξουμε ότι 1 < eξ < e .
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6) Δίνεται η συνάρτηση f με                 x3(ημ
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α) Να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο 
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β) Να βρείτε την παράγωγο της f  για κάθε x
[image: image2766.wmf]Î



 EMBED Equation.3  [image: image2767.wmf]Â

.
   ΛΥΣΗ
α) Για κάθε x
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 είναι παραγωγίσιμη ως σύνθεση παραγωγίσιμων 
    συναρτήσεων και συνεπώς η f(x)= x3(ημ
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    παραγωγίσιμων συναρτήσεων . Για το xo=0 θα εργαστούμε με τον ορισμό :
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    Άρα η f είναι παραγωγίσιμη στο xo=0 με f ΄(0)=0 .
β) Για κάθε x
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0 είναι f ΄(x)=(x3)΄(ημ
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7) Δίνεται η συνάρτηση f με f(x)=
[image: image2800.wmf]4

2

x

(2lnx-1)-2x(lnx-1) , x>0 .
α) Να βρείτε την παράγωγο f ΄ της f  για κάθε x>0 .
β) Να μελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς τη μονοτονία και τα τοπικά ακρότατα .
    ΛΥΣΗ
α) Έχουμε f ΄(x)=
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     = xlnx-2lnx =(x-2)lnx , για κάθε x>0 .
β) f ΄(x)=0
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(x-2)lnx=0
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 ( x-2=0 ή lnx=0 ) 
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x=2 ή x=1 . Τα x-2 , lnx  είναι 
    ετερόσημα μόνο στην περίπτωση x
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(1 , 2) .Το πρόσημο της f ΄ φαίνεται στον 
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    Έτσι η f είναι γνησίως αύξουσα στα διαστήματα (0 ,1) , (2 , +
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) και γνησίως
    φθίνουσα στο [1 , 2] , ενώ παρουσιάζει τοπικό μέγιστο στη θέση 1 το f(1)=
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    και  τοπικό ελάχιστο στη θέση 2 το f(2)=3-2ln2 .

8) α) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα : E(t)=
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β) Για κάθε t >1 είναι E΄(t)=(
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9) Να βρείτε πολυωνυμική συνάρτηση f με f(x)=αx3+βx+γ , x
[image: image2843.wmf]Â

Î

και α , β , γ 
    πραγματικούς αριθμούς , η οποία ικανοποιεί τις ακόλουθες συνθήκες :
    (i)   Η συνάρτηση f είναι περιττή .
    (ii)  Η συνάρτηση f παρουσιάζει τοπικό μέγιστο στο σημείο xo=1.
    (iii) 
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    ΛΥΣΗ
    Αφού η f είναι περιττή , για κάθε x
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 θα είναι f(-x)= -f(x)
[image: image2846.wmf]Þ

 
    
[image: image2847.wmf]Þ

 α(-x)3+β(-x)+γ = -(αx3+βx+γ)
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 -αx3-βx+γ = -αx3-βx-γ
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2γ=0
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γ=0 .
    Η f ως πολυωνυμική είναι παραγωγίσιμη στο 
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και επειδή παρουσιάζει τοπικό
    μέγιστο στο σημείο xo=1, σύμφωνα με το θεώρημα του Fermat θα είναι f ΄(1)=0 .
    Όμως f ΄(x)=3αx2+β , άρα f ΄(1)=0
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 4α-6α=2
[image: image2863.wmf]Þ

α= -1 .Από την (1) παίρνουμε β=3 .Άρα f(x)= -x3+3x , x
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10) Η συνάρτηση g έχει συνεχή παράγωγο στο κλειστό διάστημα [0 , π] και g(π)=e-π.
      Αν 
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1) Αν Ιν=
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α) να αποδείξετε ότι για κάθε ν>2 , ισχύει Ιν=
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β) να υπολογίσετε το Ι5 .
   ΛΥΣΗ
α) Έχουμε Ιν=
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β) Σύμφωνα με το (α)είναι Ι5=
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2) Δίνεται η συνάρτηση f με τύπο f(x)=
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 , x>0 .
α) Να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας της f .
β) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου το οποίο περικλείεται από τη γραφική
    παράσταση της f , τον άξονα Οx και τις ευθείες με εξισώσεις x=1 και x=4 .


   ΛΥΣΗ


α) Για κάθε x>0 έχουμε f ΄(x)= 
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    Έστω g(x)=2x-2+lnx , x>0 . Παρατηρούμε ότι g(1)=0 .Ακόμη g΄(x)=2+
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>0 ,
    για κάθε x>0 , άρα η g είναι γνησίως αύξουσα και συνεπώς η εξίσωση g(x)=0 έχει
    μοναδική ρίζα την x=1 . Έτσι f ΄(x)=0
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 g(x)=0
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 x=1 . Η g είναι συνεχής 

    επομένως έχει σταθερό πρόσημο στα διαστήματα (0 , 1) και (1 , +
[image: image2915.wmf]¥

) .Έχουμε
    g(2)=2+ln2>0 και g(
[image: image2916.wmf]2
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 g(x)<0
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(0 , 1)  , άρα 
    η f είναι γνησίως αύξουσα στο [1 , +
[image: image2925.wmf]¥

) και γνησίως φθίνουσα στο (0 , 1) .
β) Η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο [1 , 4] , οπότε για κάθε x
[image: image2926.wmf]Î

[1 , 4]
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    Θέτουμε 
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3) Έστω η συνάρτηση f , η οποία είναι ορισμένη σε ένα διάστημα Δ και 
    παραγωγίζεται στο xo
[image: image2957.wmf]Î

Δ . Να αποδείξετε ότι
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   ΛΥΣΗ

     Έχουμε 
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= f(xo)- xof ΄(xo) , αφού η f ως παραγωγίσιμη
    στο xo θα είναι και συνεχής στο xo δηλαδή 
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f(x)= f(xo) .
4) Δίνονται οι συναρτήσεις f και g , οι οποίες έχουν τις εξής ιδιότητες :
(i)   είναι συνεχείς στο [α , β] και παραγωγίσιμες στο (α , β) ,
(ii)  για κάθε x
[image: image2973.wmf]Î

[α , β] είναι g(x)
[image: image2974.wmf]¹

0 και 
(iii) f(β)g(α)-f(α)g(β)=0 . 
    Να αποδείξετε ότι :
α) για την συνάρτηση F με F(x)=
[image: image2975.wmf])
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f

εφαρμόζεται το θεώρημα του Rolle στο [α , β]
β) υπάρχει xo
[image: image2976.wmf]Î

(α , β) τέτοιο ώστε 
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    ΛΥΣΗ

α) Η  F είναι ορισμένη στο [α , β] αφού για κάθε x
[image: image2979.wmf]Î

[α , β] είναι g(x)
[image: image2980.wmf]¹

0, συνεχής στο 
    [α , β] ως πηλίκο συνεχών συναρτήσεων και παραγωγίσιμη στο (α , β) ως πηλίκο
    παραγωγίσιμων συναρτήσεων. Ακόμη  f(β)g(α)-f(α)g(β)=0
[image: image2981.wmf]Û

 f(β)g(α)= f(α)g(β) 
   
[image: image2982.wmf]Û
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F(β)=F(α) .Ισχύουν οι προϋποθέσεις του θεωρήματος Rolle
    και συνεπώς αυτό εφαρμόζεται στο [α , β] .
β) Σύμφωνα με το θεώρημα του Rolle για την συνάρτηση F στο [α , β] θα υπάρχει
    xo
[image: image2985.wmf]Î

(α , β) τέτοιο ώστε F΄(xo)=0 .Όμως F΄(x)=
[image: image2986.wmf]2
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. Έτσι 
    F΄(xo)=0
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f ΄(xo)g(xo)-f(xo)g΄(xo)=0
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 f ΄(xo)g(xo)= f(xo)g΄(xo)
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5) α) Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f  με f(x)>0 , x
[image: image2993.wmf]Â

Î

. Να βρείτε την 
         παράγωγο της συνάρτησης F με F(x)= [f(x)]x , x
[image: image2994.wmf]Â
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.
    β) Έστω α>0 .Να βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης g με g(x)=
[image: image2995.wmf]1
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, x
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    ΛΥΣΗ

α) Είναι F(x)=[f(x)]x=
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β) Είναι g΄(x)= 
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6) Να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας και τα ακρότατα της συνάρτησης 
     f : [0 , 
[image: image3011.wmf]2
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 με f(x)=ημ2x-
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ημx+2
[image: image3015.wmf]2
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    ΛΥΣΗ

   Για κάθε x
[image: image3016.wmf]Î

[0 , 
[image: image3017.wmf]2
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] έχουμε f ΄(x)=2ημxσυνx-
[image: image3018.wmf]2

συνx= συνx(2ημx-
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) και
   f ΄(x)=0
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.Επειδή η f ΄ είναι συνεχής
   θα έχει σταθερό πρόσημο στα διαστήματα [0 , 
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     Έτσι λοιπόν η f είναι γνησίως φθίνουσα στο [0 , 
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     στο [
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7) Δίνεται η συνάρτηση f με τύπο f(x)=
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    Να αποδείξετε ότι η f είναι συνεχής και να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου , το
    οποίο περικλείεται από τη γραφική παράσταση της f , τον άξονα x΄x και τις ευθείες
    με εξισώσεις x=0 και x=e .
   ΛΥΣΗ
   Η f είναι συνεχής στα (-
[image: image3071.wmf]¥

,1) , (1 , +
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) ως διαφορά συνεχών συναρτήσεων και
   πηλίκο συνεχών συναρτήσεων αντίστοιχα .Είναι ακόμη :
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    Για κάθε x
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1) Θεωρούμε τη συνάρτηση f με f(x)=
[image: image3102.wmf]3

3

x
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+(
[image: image3103.wmf]2

b

+δ)x2+(γ-δ)x+δ , όπου α , β , γ , δ
    είναι πραγματικοί αριθμοί και ισχύει ότι 
[image: image3104.wmf]3
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+
[image: image3105.wmf]2

b

+γ=0 . Να αποδείξετε ότι υπάρχει
    ξ
[image: image3106.wmf]Î

(0 , 1) τέτοιο ώστε η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f στο σημείο 
    (ξ , f(ξ)) να είναι παράλληλη προς τον άξονα x΄x .
    ΛΥΣΗ
    Η συνάρτηση f  είναι συνεχής στο [0 , 1] και παραγωγίσιμη στο (0 , 1) ως 

    πολυωνυμική .Ακόμη f(0)=δ και f(1)= 
[image: image3107.wmf]3
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+
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+δ+ γ-δ+δ= (
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+γ)+δ=0 ,
    αφού 
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+γ=0 .Επομένως f(0)= f(1) .Σύμφωνα με το θεώρημα του Rolle
    υπάρχει ξ
[image: image3113.wmf]Î

(0 , 1) τέτοιο ώστε f ΄(ξ)=0 , δηλαδή η εφαπτομένη της γραφικής
    παράστασης της f στο σημείο(ξ , f(ξ)) να είναι παράλληλη προς τον άξονα x΄x .

2) Δίνεται η συνάρτηση f με f(x)=3x+
[image: image3114.wmf]2

2
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x

.
α) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της συνάρτησης  f .
β) Να υπολογίσετε το εμβαδό Ε(α) του χωρίου που περικλείεται μεταξύ της 
    γραφικής παράστασης της f , της ευθείας με εξίσωση y=3x και των ευθειών 
    με εξισώσεις x=1 και  x=α με α>1 .
γ) Να υπολογίσετε το όριο του εμβαδού Ε(α) του ανωτέρου χωρίου όταν το α
    τείνει στο +
[image: image3115.wmf]¥

.
     ΛΥΣΗ
α) Η f έχει πεδίο ορισμού το Α=
[image: image3116.wmf]{

}

0

-

Â

 και είναι συνεχής σε αυτό ως άθροισμα 
    συνεχών συναρτήσεων .

    Επειδή 
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 η Cf έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη
    την ευθεία x=0 (άξονας y΄y) .
    Αναζητούμε τώρα οριζόντιες ή πλάγιες ασύμπτωτες , αρχικά στο +
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.

    Είναι  λ=
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2
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x

=0.
     Άρα η ευθεία y=3x+0
[image: image3132.wmf]Û

y=3x είναι πλάγια ασύμπτωτη της Cf στο +
[image: image3133.wmf]¥

.
     Όμοια βρίσκουμε ότι η y=3x είναι πλάγια ασύμπτωτη της Cf και στο -
[image: image3134.wmf]¥

.
β) Επειδή η f  είναι συνεχής στο [1 , α] και f(x)-3x=
[image: image3135.wmf]2

2

1

x

>0 για κάθε x
[image: image3136.wmf]Î

[1 , α] το 

    ζητούμενο εμβαδό είναι Ε(α)=
[image: image3137.wmf]ò
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]
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1
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+
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γ) Είναι 
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Ε(α)= 
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[
[image: image3147.wmf]2

1

(1-
[image: image3148.wmf]a

1

)]=
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1

(1-0)= 
[image: image3150.wmf]2

1

.


3) Δίνεται η συνάρτηση g , η οποία είναι ορισμένη στο 
[image: image3151.wmf]Â

,δύο φορές παραγωγίσιμη 
    σε αυτό και ισχύει ότι g(-1)=7.Αν  f είναι μια συνάρτηση με f(x)=3(x-2)2g(2x-5) , 
    να αποδείξετε ότι η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο 
[image: image3152.wmf]Â

και να υπολογίσετε 
    την f ΄΄(2) .
   ΛΥΣΗ
    Η g(2x-5) είναι παραγωγίσιμη στο 
[image: image3153.wmf]Â

ως σύνθεση παραγωγίσιμων συναρτήσεων ,
    επομένως η f(x) είναι παραγωγίσιμη στο 
[image: image3154.wmf]Â

ως γινόμενο παραγωγίσιμων 

    συναρτήσεων με f ΄(x)=[ 3(x-2)2]΄(g(2x-5)+ 3(x-2)2[g(2x-5)]΄=
    6(x-2)(x-2)΄g(2x-5)+ 3(x-2)2g΄(2x-5)(2x-5)΄=6(x-2) g(2x-5)+6(x-2)2g΄(2x-5) .
    Η g΄(2x-5) είναι παραγωγίσιμη στο 
[image: image3155.wmf]Â

ως σύνθεση παραγωγίσιμων συναρτήσεων , 
    άρα η f ΄(x) είναι παραγωγίσιμη στο 
[image: image3156.wmf]Â

ως άθροισμα γινομένων παραγωγίσιμων
    συναρτήσεων με f ΄΄(x)=[ 6(x-2) g(2x-5)]΄+[ 6(x-2)2g΄(2x-5)]΄=
    = 6g(2x-5)+6(x-2)g΄(2x-5)(2x-5)΄+12(x-2)g΄(2x-5)+ 6(x-2)2g΄΄(2x-5)(2x-5)΄=
    = 6g(2x-5)+12(x-2)g΄(2x-5) +12(x-2)g΄(2x-5)+12(x-2)2g΄΄(2x-5) . Άρα 
    f ΄΄(2)= 6g(-1)+12(2-2)g΄(-1) +12(2-2)g΄(-1)+12(2-2)2g΄΄(-1)= 6g(-1)+0+0+0= 42.

4) Έστω α πραγματικός αριθμός και f  η συνάρτηση με 
    f(x)=
[image: image3157.wmf]3

4

x

+
[image: image3158.wmf]3
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x
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+(α2-2α+
[image: image3159.wmf]2

5

)x2+(α3+7)x-5α2 . Να αποδείξετε ότι  η γραφική 
    παράσταση της f δεν έχει σημεία καμπής .

   ΛΥΣΗ
   Η f ως πολυωνυμική είναι 2 φορές παραγωγίσιμη στο
[image: image3160.wmf]Â

και επομένως για να 
   αποδείξουμε ότι η γραφική παράσταση της f δεν έχει σημεία καμπής , αρκεί να 
   δείξουμε ότι η f ΄΄(x)=0 δεν έχει ρίζες στο
[image: image3161.wmf]Â

 . Έχουμε :
   f ΄(x)= 4
[image: image3162.wmf]3
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x

 +2αx2+2(α2-2α+
[image: image3163.wmf]2

5

)x+(α3+7) , f ΄΄(x)=4x2+4αx+(2α2-4α+5) .
   Αρκεί να δείξουμε ότι η διακρίνουσα Δ=( 4α)2-4(4((2α2-4α+5)  είναι αρνητική .
   Είναι Δ=16α2-16((2α2-4α+5)= -16(α2-4α+5)= -16(α2-4α+4+1)= -16[(α-2)2+1]<0 .

5) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται μεταξύ της γραφικής
    παράστασης της f με f(x)=x2ex , τον άξονα x΄x  και των ευθειών με εξισώσεις 
    x=1 και x=3 .

    ΛΥΣΗ
    Η f είναι συνεχής στο [1,3] ως γινόμενο συνεχών συναρτήσεων και f(x)>0 για
    κάθε x
[image: image3164.wmf]Î

[1,3] .Το ζητούμενο εμβαδό είναι Ε=
[image: image3165.wmf]ò

3

1

)

(

dx

x

f

=
[image: image3166.wmf]ò

3

1

2

dx

e

x

x

=
[image: image3167.wmf]ò

3

1

2

)

(

΄dx

e

x

x

=
    = [x2ex]
[image: image3168.wmf]3

1

- 
[image: image3169.wmf]ò

3

1

2

)

(

dx

΄e

x

x

= [x2ex]
[image: image3170.wmf]3

1

- 
[image: image3171.wmf]ò

3

1

2

dx

xe

x

=[x2ex]
[image: image3172.wmf]3

1

- 
[image: image3173.wmf]ò

3

1

)

(

2

΄dx

e

x

x

=
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1

+ 
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1
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[image: image3178.wmf]3

1

+[2ex]
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1

=(9e3-e)-(6e3-2e)+(2e3-2e)=
    = 5e3-e   τ.μ. 

ΘΕΜΑΤΑ ΕΤΟΥΣ 1989
1) Έστω  f , g συναρτήσεις με πεδίο ορισμού ένα διάστημα Δ , για τις οποίες 
    υποθέτουμε ότι : 
     i) είναι δύο φορές παραγωγίσιμες στο Δ ,
    ii) f΄΄=g΄΄ και 
   iii) 0
[image: image3180.wmf]Î

Δ και f(0)=g(0) .Να δειχθεί ότι :
α) Για κάθε x
[image: image3181.wmf]Î

Δ , f(x)-g(x)=cx όπου c
[image: image3182.wmf]Â

Î

.
β) Αν η f(x)=0 έχει δύο ετερόσημες ρίζες ρ1 , ρ2 , τότε η g(x)=0 έχει τουλάχιστον
    μία ρίζα στο [ρ1 , ρ2] .

   ΛΥΣΗ
α) Για κάθε x
[image: image3183.wmf]Î

Δ έχουμε : f ΄΄(x)=g΄΄(x) 
[image: image3184.wmf]Û

 f ΄(x)=g΄(x) +c , c
[image: image3185.wmf]Â

Î


[image: image3186.wmf]Û


    f ΄(x)=(g(x)+cx)΄ 
[image: image3187.wmf]Û

 f(x)= g(x)+cx+c1 , c1
[image: image3188.wmf]Â

Î

.

    Για x=0 έχουμε : f(0)= g(0)+c(0+c1
[image: image3189.wmf]Û

 c1=0 , λόγω της (iii) .

    Άρα για κάθε x
[image: image3190.wmf]Î

Δ , f(x)= g(x)+cx
[image: image3191.wmf]Û

 f(x)-g(x)=cx όπου c
[image: image3192.wmf]Â

Î

.
β) Λόγω του (α) είναι g(x)=f(x)-cx .Η g είναι συνεχής στο Δ άρα και στο[ρ1 , ρ2]
[image: image3193.wmf]Í

Δ
    αφού είναι παραγωγίσιμη στο Δ .Είναι ακόμη f(ρ1)= f(ρ2)=0 , οπότε :
    g(ρ1)(g(ρ2)=( f(ρ1)-c ρ1)( f(ρ2)-c ρ2)= (-c ρ1)( -c ρ2)=c2 (ρ1ρ2 
[image: image3194.wmf]£

0 , αφού οι ρίζες 
    ρ1 , ρ2  είναι ετερόσημες .

    Αν g(ρ1)(g(ρ2)<0 τότε σύμφωνα με το θεώρημα του Bolzano η g(x)=0 έχει 

    τουλάχιστον μία ρίζα στο (ρ1 , ρ2) .
    Αν g(ρ1)(g(ρ2)=0 
[image: image3195.wmf]Û

 g(ρ1)=0 ή g(ρ2)=0 , οπότε η g(x)=0 έχει ρίζα την  ρ1 ή την ρ2.
    Τελικά λοιπόν η g(x)=0 έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο [ρ1 , ρ2] .


2)Δίνεται η συνάρτηση f με f(x)=ημ(2x+
[image: image3196.wmf]2

p

) και πεδίο ορισμού το διάστημα [-
[image: image3197.wmf]4

p

,
[image: image3198.wmf]4

p

].
α) Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της f στο 
    σημείο xo=
[image: image3199.wmf]8

p

 .
β) Να υπολογιστεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την παραπάνω 
    εφαπτομένη , τη γραφική παράσταση της f και από τους θετικούς ημιάξονες
    Οx , Oy .               

 ΛΥΣΗ
α) Για κάθε x
[image: image3200.wmf]Î

[-
[image: image3201.wmf]4

p

,
[image: image3202.wmf]4

p

]είναι : f(x)= ημ(2x+
[image: image3203.wmf]2

p

)= ημ(
[image: image3204.wmf]2

p

-(-2x) )=συν(-2x)= συν(2x)  
    και f ΄(x)= -ημ(2x)((2x)΄= -2ημ(2x) . Έχουμε f(
[image: image3205.wmf]8
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)=συν
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p

=
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 και 
    f ΄(
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p

)= -2ημ
[image: image3209.wmf]4

p

= -2
[image: image3210.wmf]2

2

= -
[image: image3211.wmf]2

. Η ζητούμενη εξίσωση της εφαπτομένης είναι
    y- f(
[image: image3212.wmf]8

p

)= f ΄(
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p

)(x-
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)
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2
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y= -
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2

p

+
[image: image3222.wmf]2
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 .
β) Έστω Α , Β τα σημεία τομής της Cf και Γ , Δ τα σημεία τομής της εφαπτομένης με 

    τους θετικούς ημιάξονες Οx , Oy . Είναι f ΄΄(x)= -4συν(2x)<0 για κάθε x
[image: image3223.wmf]Î

(0 ,
[image: image3224.wmf]4

p

),
    οπότε η f στρέφει τα κοίλα κάτω στο [0 ,
[image: image3225.wmf]4

p

] και συνεπώς η εφαπτομένη 

    βρίσκεται πάνω από την Cf (με εξαίρεση το σημείο επαφής) .
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   Το ζητούμενο εμβαδό Ε είναι ίσο με το εμβαδό του τριγώνου ΟΓΔ  μείον το 
   εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από την Cf και τους θετικούς ημιάξονες          

   Οx , Oy . Η f είναι συνεχής στο [0 ,
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] οπότε Ε=
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3) Δίνεται η συνάρτηση f με f(x)=x2+
[image: image3240.wmf]x

a

2

+β , (α , β 
[image: image3241.wmf]Â

Î

) η οποία μηδενίζεται στο
     x1=1 και παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο xo=2 .
α) Να βρεθούν τα α , β .
β) Να βρεθεί το είδος του ακροτάτου και η τιμή του .  
    ΛΥΣΗ
α) Το πεδίο ορισμού της f  είναι το Α=
[image: image3242.wmf]{
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, είναι παραγωγίσιμη σε αυτό 
    με f ΄(x)=2x-
[image: image3243.wmf]2
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. Επειδή η f έχει τοπικό ακρότατο στο xo=2 ,σύμφωνα με το  

    θεώρημα του Fermat θα είναι f ΄(2)=0
[image: image3244.wmf]Û

4-
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=0
[image: image3246.wmf]Û

α=8 .

    Επειδή  η f  μηδενίζεται στο  x1=1
θα είναι f(1)=0
[image: image3247.wmf]Û

1+2α+β =0

[image: image3248.wmf]Û

1+16+β=0
   
[image: image3249.wmf]Û

β= -17 .

β) Για α=8 και β= -17 έχουμε : f(x)=x2+
[image: image3250.wmf]x
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-17 , f ΄(x)=2x-
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 οπότε
    f ΄(x)>0
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x3-8>0
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x>2   ,   f ΄(x)<0
[image: image3257.wmf]Û

x<2 . Άρα η f 
   παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο στη θέση xo=2 , το f(2)=4+8-17= -5 .

4) Δίνεται η συνάρτηση f με f(x)=
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 .Να προσδιοριστεί το α
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     ώστε η f να είναι συνεχής στο xo=2 .

     ΛΥΣΗ
    Είναι : 
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     Για να είναι η f συνεχής στο xo=2 πρέπει 
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3α+8= -1
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α= -3 .

5) Να αποδειχθεί ότι :
α) Η συνάρτηση f με f(x)=
[image: image3282.wmf]x

 είναι γνησίως αύξουσα .
β) Για κ
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 EMBED Equation.3  [image: image3289.wmf]k

 .

    ΛΥΣΗ
α)  Η f  έχει πεδίο ορισμού το Α=[0 , +
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) και είναι συνεχής σε αυτό . Ακόμη για 
     κάθε x
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β) Για κάθε x
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    Για κάθε x
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1) Δίνεται η συνάρτηση f με f(x)=x+1+
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α) Να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας και τα ακρότατα της συνάρτησης .
β) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική 
    παράσταση C της συνάρτησης f , τον άξονα Οx και τις ευθείες με εξισώσεις
    x=2 , x=5 .
     ΛΥΣΗ
α)Το πεδίο ορισμού της f είναι τοΑ=
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   Έτσι η f είναι γνησίως αύξουσα στα διαστήματα (-
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β) Επειδή για κάθε x
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2) Να εξετάσετε αν η συνάρτηση f με f(x)=
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3) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα : 
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     Η συνάρτηση f(x)=
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4) Έστω συνάρτηση f με f(x)=3x3-αx2+βx-3 , όπου α , β 
[image: image3408.wmf]Â
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.Εάν η f έχει τοπικά
     ακρότατα στα x1=1 και x2= -
[image: image3409.wmf]9
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 , τότε να βρεθούν οι αριθμοί α , β .
     ΛΥΣΗ
     Η f ως πολυωνυμική είναι παραγωγίσιμη στο
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και είναι f ΄(x)=9x2-2αx+β .

     Επειδή η f έχει τοπικά ακρότατα στα x1=1 και x2= -
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 ,σύμφωνα με το θεώρημα 
     του Fermat θα είναι f ΄(1)=0 και f ΄(-
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     f ΄(1)=0
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10α+9β= -25 . (2)
    Λύνοντας το σύστημα των (1) και (2) βρίσκουμε  α=2 και β= -5 .
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1) Να βρεθεί το όριο της συνάρτησης f στο +
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    Επειδή για κάθε x
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2) Δίνεται η συνάρτηση f με f(x)=x4-14x2+24x .Έστω C  η γραφική  παράσταση της      

    συνάρτησης f .Να αποδειχτεί ότι υπάρχουν τρία σημεία Α , Β , Γ 
[image: image3440.wmf]Î

 C , τέτοια 

    ώστε οι εφαπτόμενες της C στα Α , Β , Γ να είναι παράλληλες προς τον άξονα x΄x .
    Να αποδειχτεί ότι το βαρύκεντρο του τριγώνου ΑΒΓ βρίσκεται πάνω στον άξονα 
    y΄y .

    ΛΥΣΗ
    Για να δείξουμε ότι υπάρχουν τρία σημεία Α , Β , Γ 
[image: image3441.wmf]Î

 C , τέτοια ώστε οι
    εφαπτόμενες της C στα Α , Β , Γ να είναι παράλληλες προς τον άξονα x΄x ,αρκεί να 
    δείξουμε ότι η εξίσωση f ΄(x)=0 έχει τρεις λύσεις στο 
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. Έχουμε :
   f ΄(x)=4x3-28x+24=4(x3-7x+6)
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4(x-1)(x2+x-6) , x
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 και f ΄(x)=0
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   4(x-1)(x2+x-6)=0 
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 ( x-1=0 ή x2+x-6=0 ) 
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x=1 ή x=2 ή  x= -3 .


   Για να είναι το βαρύκεντρο G του τριγώνου ΑΒΓ πάνω στον άξονα y΄y , αρκεί 
   να δείξουμε ότι η τετμημένη του xG είναι ίση με 0 .Χωρίς βλάβη της γενικότητας 
   έστω ότι Α(1 , f(1)) , B(2 , f(2)) , Γ(-3 , f(-3)) .Αν  Μ είναι το μέσο του ΒΓ τότε
   Μ(
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   Από την (*) προκύπτει ότι xG-xA=2(xM-xG) 
[image: image3454.wmf]Û

 xG-1=2(-
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-xG) 
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 xG=0 .

3) Έστω C  η γραφική  παράσταση της συνάρτησης f με f(x)=αx3+βx2+9x-12 . Να 
    προσδιορίσετε τα α , β
[image: image3457.wmf]Â

Î

 έτσι ώστε το σημείο Α(2 , -10) να ανήκει στη C και η 
    εφαπτομένη της C στο Α να έχει συντελεστή διεύθυνσης τον αριθμό –3 .

    ΛΥΣΗ
   Έχουμε : A
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 C
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f(2)= -10
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α23+β22+9(2-12= -10
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2α+β= -4 . (1)
   Ακόμη f ΄(x)=3αx2+2βx+9 , x
[image: image3462.wmf]Â
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.Επειδή ο συντελεστής διεύθυνσης είναι –3 
   θα έχουμε f ΄(2)= -3
[image: image3463.wmf]Û

3α22+2β(2+9= -3
[image: image3464.wmf]Û

3α+β= -3 .  (2)

   Από το σύστημα των (1) , (2) βρίσκουμε α=1 και β= -6 .
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1) Να πρoσδιορίσετε τα α , β 
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    ΛΥΣΗ
   Η f είναι συνεχής στα διαστήματα (-
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   συνεχών συναρτήσεων .Για να είναι συνεχής και στα σημεία  -1  και 0 πρέπει
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(2x2-αx+3β)=2(-1)2-α(-1)+3β=2+α+3β  , 
     f(-1)= 3αe0+(-1)=3α-1  .Άρα πρέπει 3α-1=2+α+3β 
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=α+1 , f(0)=α+1 . Άρα πρέπει
      α+1=3β
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α-3β= -1 . (2) Λύνοντας το σύστημα των (1) , (2) βρίσκουμε 
      α=4 και β=
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2) Έστω η συνάρτηση f με f(x)=(α-
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    ώστε η f να παρουσιάζει καμπή στο x=
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. Μετά για την τιμή αυτή του α , να 
    σχηματίσετε τον πίνακα μεταβολών της f .
    ΛΥΣΗ
  Για κάθε x
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έχουμε : f ΄(x)=3(α-
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  f ΄΄(x)=2(3α-2)x-(2α+1) . Για να παρουσιάζει η f καμπή στο x=
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α=1 . Για την τιμή αυτή του α , f ΄΄( x)=2x-3 , οπότε 
   f ΄΄( x)>0
[image: image3499.wmf]Û

x>
[image: image3500.wmf]2

3

 και  f ΄΄( x)<0
[image: image3501.wmf]Û

x<
[image: image3502.wmf]2

3

.Άρα η ζητούμενη τιμή του α είναι το 1 .
   Στη συνέχεια για α=1 έχουμε :

   f(x)=
[image: image3503.wmf]3

1

x3-
[image: image3504.wmf]2

3

x2-10x+7 , f ΄(x)= x2-3x-10 , f ΄΄( x)=2x-3 .

   f ΄(x)=0
[image: image3505.wmf]Û

 x2-3x-10=0
[image: image3506.wmf]Û

x= -2 ή x=5 .

   To πρόσημο της f ΄(x) και της f ΄΄( x)φαίνεται στον πίνακα που ακολουθεί :

	x
	-
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  Σύμφωνα με τον πίνακα αυτό  η f  είναι γνησίως αύξουσα στα διαστήματα (-
[image: image3512.wmf]¥

,-2) , 

  (5 ,+
[image: image3513.wmf]¥

) και γνησίως φθίνουσα στο [-2 , 5] , ενώ παρουσιάζει τοπικό μέγιστο στη 

  θέση –2 το f(-2)=
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55

 και τοπικό ελάχιστο στη θέση 5 το f(5)= - 
[image: image3515.wmf]6
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 . Ακόμη
  η f στρέφει τα κοίλα κάτω στο (-
[image: image3516.wmf]¥

,
[image: image3517.wmf]2
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) και άνω στο [
[image: image3518.wmf]2
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, +
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) , ενώ η Cf  έχει 
   σημείο καμπής το (
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 , f(
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)) δηλαδή το (
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3) Δίνεται η συνάρτηση f με f(x)=2x3+3x2-36x+90 , x
[image: image3528.wmf]Â

Î

.Να βρείτε τα ακρότατα 
     της συνάρτησης f .

     ΛΥΣΗ
     Έχουμε f ΄(x)=6x2+6x-36=6(x2+x-6) , x
[image: image3529.wmf]Â

Î

  και f ΄(x)=0
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 x2+x-6=0
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     x=2 ή x= -3 . Επειδή f ΄(x)>0
[image: image3532.wmf]Û

6(x2+x-6)>0
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x<-3 ή x>2  και f ΄(x)<0
[image: image3534.wmf]Û


     x
[image: image3535.wmf]Î

(-3 , 2) , η f  παρουσιάζει στη θέση –3 τοπικό μέγιστο το f(-3)=171 ενώ στη
     θέση 2 παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο το f(2)=46 .Τα ακρότατα αυτά δεν είναι 
     ολικά αφού 
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4) Έστω η συνάρτηση f με f(x)= 
[image: image3540.wmf]3
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x3-
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x2+7x-1, x
[image: image3542.wmf]Â
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. Αν C είναι η γραφική 
     παράσταση της f , να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της C στο σημείο 
     (1 , 
[image: image3543.wmf]6

23

) . Στη συνέχεια να βρείτε σε ποιο σημείο η εφαπτομένη αυτή τέμνει
     τον άξονα x΄x .
     ΛΥΣΗ
    Είναι : f ΄(x)=x2-5x+7, x
[image: image3544.wmf]Â

Î

.Ακόμη f ΄(1)=12-5(1+7=3 και f(1)= 
[image: image3545.wmf]6
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 ,οπότε
     η εξίσωση της εφαπτομένης της C στο σημείο (1 , 
[image: image3546.wmf]6
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) είναι :
     y- f(1)= f ΄(1)(x-1) 
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y-
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=3(x-1) 
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 .  (1)

      H (1) για y=0 δίνει  0=3x+
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 EMBED Equation.3  [image: image3552.wmf]Û

x= -
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5

 . Άρα το σημείο στο οποίο τέμνει η 
     εφαπτομένη αυτή τον άξονα x΄x είναι το (-
[image: image3554.wmf]18
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, 0) .

ΘΕΜΑΤΑ ΕΤΟΥΣ 1985

                                                        

1) Να βρεθεί το όριο της συνάρτησης f(x)=(x2-2x+3)
[image: image3555.wmf]x

1

 , στο +
[image: image3556.wmf]¥

.
     ΛΥΣΗ
    Επειδή πρέπει x
[image: image3557.wmf]¹

 0 και ισχύει x2-2x+3= x2-2x +1+2=(x-1)2+2>0 ,το πεδίο ορισμού 

    της f είναι το A=
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.Έχει νόημα λοιπόν η αναζήτηση του ορίου της f στο +
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.
    Έχουμε f(x)=(x2-2x+3)
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 0 .Θα βρούμε αρχικά το όριο της 
    συνάρτησης  g(x)= 
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 EMBED Equation.3  [image: image3583.wmf]x
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2) Δίνεται η συνάρτηση f με f(x)=x2(x-3)+4 , x
[image: image3587.wmf]Â

Î

.Έστω x1 , x2 είναι τα σημεία στα
    οποία η f παρουσιάζει τοπικά ακρότατα και x3  το σημείο στο οποίο παρουσιάζει 
    καμπή . Να αποδειχθεί ότι τα σημεία του επιπέδου (x1 , f(x1)) , (x2 , f(x2)) , 
    (x3 , f(x3)) είναι συνευθειακά .
    ΛΥΣΗ
    Είναι f(x)=x3-3x2+4 και f ΄(x)=3x2-6x  , f ΄΄(x)=6x-6 , x
[image: image3588.wmf]Â

Î

. Έχουμε f ΄(x)=0
[image: image3589.wmf]Û


    3x2-6x  =0
[image: image3590.wmf]Û

3x(x-2)=0
[image: image3591.wmf]Û

x=0 ή x=2 .Στις θέσεις 0 , 2 η f ΄(x) αλλάζει πρόσημο
    αφού είναι τριώνυμο β΄ βαθμού με 2 διαφορετικές ρίζες .Άρα στις θέσεις x1=0 και
    x2=2 η f παρουσιάζει τοπικά ακρότατα .Ακόμη f ΄΄(x)=0
[image: image3592.wmf]Û

6x-6=0
[image: image3593.wmf]Û

x=1 .Στη 
    θέση x3=1 η f  παρουσιάζει καμπή αφού η f ΄΄(x) αλλάζει εκεί πρόσημο . Έχουμε

    f(0)=4 , f(2)==0 , f(1)=2 .Η εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από τα σημεία

    (x1 , f(x1)) , (x2 , f(x2))  , δηλαδή τα (0,4) , (2,0) είναι y-4=
[image: image3594.wmf]0
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(x-0) 
[image: image3595.wmf]Û


    y= -2x+4 . (1)
    Η (1) επαληθεύεται από τις συντεταγμένες του σημείου (x3 , f(x3)) ,δηλαδή του 
   (1,2) αφού 2= -2.1+4 
[image: image3596.wmf]Û

2=2 , αληθές .
    Άρα τα σημεία (x1 , f(x1)) , (x2 , f(x2)) , (x3 , f(x3)) είναι συνευθειακά .
3) Δίνεται η συνάρτηση f με f(x)=x3-6x2+9x+1 , x
[image: image3597.wmf]Â

Î

.Να βρεθούν τα διαστήματα
    μονοτονίας της f και το είδος μονοτονίας σε καθένα από αυτά , καθώς και τα 
    τοπικά μέγιστα και ελάχιστα .Επίσης να βρεθούν τα διαστήματα στα οποία 
    η γραφική παράσταση της f  στρέφει : (α) τα κοίλα άνω , (β) τα κοίλα κάτω .
    Ακόμα να βρεθούν τα ενδεχόμενα σημεία καμπής .

     ΛΥΣΗ
   Έχουμε f ΄(x)=3x2-12x+9=3(x2-4x+3)  , x
[image: image3598.wmf]Â

Î

 και f ΄(x)=0
[image: image3599.wmf]Û

 x2-4x+3=0
[image: image3600.wmf]Û


    x=1 ή x=3 . Το πρόσημο της f ΄(x) φαίνεται στον πίνακα :
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   Έτσι η f είναι γνησίως αύξουσα στα διαστήματα (-
[image: image3603.wmf]¥

,1) , (3 ,+
[image: image3604.wmf]¥

) και γνησίως
   φθίνουσα στο [1 , 3] , ενώ παρουσιάζει τοπικό μέγιστο στη θέση 1 το f(1)=5 και 
   τοπικό ελάχιστο στη θέση 3 το f(3)=1.

    Ακόμη f ΄΄(x)= 6x-12=6(x-2) , x
[image: image3605.wmf]Â

Î

 και f ΄΄(x)=0
[image: image3606.wmf]Û

x=2 . Το πρόσημο της f ΄΄(x)
    φαίνεται στον πίνακα :
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[image: image3607.wmf]¥


2
+
[image: image3608.wmf]¥



	f ΄΄(x)
	
-
      0
+

	f(x)
	
       σ.κ.


   Έτσι η f στρέφει τα κοίλα κάτω στο (-
[image: image3609.wmf]¥

,2) και άνω στο [2 , +
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) , ενώ η Cf  έχει 
   σημείο καμπής το (2 , f(2)) δηλαδή το (2 , 3) .

4) Δίνεται η συνάρτηση f με f(x)=
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 , x
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.Να βρεθεί το σύνολο τιμών της f .

    ΛΥΣΗ
    Έχουμε f ΄(x)=
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    και f ΄(x)=0
[image: image3617.wmf]Û

-3x2+3=0
[image: image3618.wmf]Û

x= -1 ή x=1 . Το πρόσημο της f ΄(x) φαίνεται στον 

    πίνακα :

	x
	-
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+
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      Στη θέση –1 η f παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο το f(-1)= -
[image: image3621.wmf]2
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 ,ενώ στη θέση 1 
      παρουσιάζει τοπικό μέγιστο το f(1)= 
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3
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 EMBED Equation.3  [image: image3628.wmf]x

3
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       σύνολο τιμών της f είναι το [-
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ΘΕΜΑΤΑ ΕΤΟΥΣ 1984
1) Να βρείτε το όριο της συνάρτησης f(x)=
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    ΛΥΣΗ
   Διακρίνουμε τις περιπτώσεις :
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2) Έστω η πραγματική συνάρτηση f της πραγματικής μεταβλητής x με f(x)=
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     ΛΥΣΗ
    Πρέπει x
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3) Έστω η πραγματική συνάρτηση ψ της πραγματικής μεταβλητής x με ψ(x)=x+
[image: image3675.wmf]x

4

.
α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της  ψ .
β) Να εξετάσετε την ψ ως προς τη μονοτονία .
γ) Να βρείτε το σύνολο τιμών της ψ .
    ΛΥΣΗ
α) Πρέπει x
[image: image3676.wmf]¹

0 , οπότε το πεδίο ορισμού της  ψ είναι το Α=
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β) Για κάθε x
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     ψ΄(x)=0
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x2- 4=0
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x=2 ή x= -2 .Το πρόσημο της ψ΄ φαίνεται στον 
     παρακάτω πίνακα :
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     Η ψ είναι γνησίως αύξουσα στα διαστήματα (-
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2) Η συνάρτηση f , ορισμένη και συνεχής στο κλειστό διάστημα [α , β] , είναι 
    παραγωγίσιμη στο ανοιχτό διάστημα (α , β) και f(α)=f(β)=0 .Να αποδειχτεί :
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Σύμφωνα με τον πίνακα αυτό :
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 Η Cf  τέμνει τον x΄x στα σημεία (2 , 0) και (-2 , 0) αφού :

f(x)=0
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 Η Cf  τέμνει τον y΄y στο (0 , -2) αφού f(0)= -2 .
Σύμφωνα με τα παραπάνω σχεδιάζουμε την Cf  :
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