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 LEIBNIZ  TURING 

stamkoulour@gmail.com

:
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mtefcros@gmail.com

,  Gottfried Leibniz 
. ,

-
.  Calculus Ratiocinator,  «

».  Leibniz , -
. -

. ,
Leibniz . -

.
,  Leibniz,  Gottlob Frege 

,  Leibniz,  « , -
, »,  Begriffsschrift ( ).   Frege -

, .  1936  Hilbert 
Entscheidungsproblem  ,

 Frege, 
. ,  Hilbert 

,
.  Leibniz ! ,  Alan Turing -

 Entscheidungsproblem,  Calculus Ratiocinator. 
, , , .

.
- : Calculus Ratiocinator, Begriffsschrift, Entscheidungproblem, 

 LEIBNIZ 
 Leibniz .

-
.   Leibniz 

 17 .  Leibniz -
,

, ,
. ,

, .
, -

. , -
.  1673  Leibniz , -

. -
,  Leibniz -

. , -
:

, . -
,  Leibniz -

( )  (d). 
. -

, . -
 Leibniz .

,  (Davis, 2007). 
,

.
. -

.
.

, , -
 – .  Calculus Ratiocinator ( ). O Calculus Rati-

ocinator . -
.  Leibniz ,
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, , .
 Leibniz  Calculus Ratiocinator (Davis, 2007): 

 ( )  – -
, , - .

 Calculus Ratiocinator. 
, -

. , -
 ( ), . -

 Leibniz . -
 Gottlob Frege. 

 BEGRIFFSSCHRIFT  FREGE 
 H  Frege 

.  Frege : ,
. -

, . , , «
, , »

 Frege,  Leibniz ,
, . -

, , , -
 ( • , 2015). -

 Frege .
 1:  Frege (Davis, 2007) 

..., ...
 ... ... 
 ... ... 

¬ ... 

, , , ,  (all) 
,  exists.  Frege 

,
 (Davis, 2007). 

. , ,  Frege :                          

 « ..., ...»
 x ,  x 

, :            
 «... ...»                     x  x .

,  x . ,
,  x ( ),  x (

).  Frege, :
x) (  x  x )
x) (  x  x )

:                   ( x) ( (x) (x))
( x) ( (x) (x)) 

:  D(x): x 
S(x): x                                                               (x): x 

 « »
:                                            ( x) (D(x)  S(x)  I(x)) 

, ,  Frege 
.

, ,
.

.  Frege . -
 Begriffsschrift  ( )

, . -
 (Davis, 2007). 

 Begriffsschrift 
. ,  Frege  Begriffsschrift  Leibniz 

,  Begriffsschrift  Leibniz. 
 Leibniz ,

 Begriffsschrift. .
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. ,  Begriffsschrift, ,
,  Leibniz. ,  Frege 

. ,  Begriffsschrift 
.

 ENTSCHEIDUNGSPROBLEM  HILBERT 
 1928  Leibniz  Hilbert. -

 Hilbert ,
 1917  Frege, 

.  Hilbert , -
. -

 Frege. ,
-

, ,
Frege  (Davis, 2007). 

.  Entscheidungsproblem ( ).
 Entscheidungsproblem -

 Frege . -
 Hilbert  (entscheiden 

) , -
.  Hilbert 

 (  • -
, 2015). ,  James Hardy, 

 Entscheidungsproblem ,
. -

. ,  Alan Turing 
Entscheidungsproblem .

 CANTOR  
 Cantor ,  Gö-

del  Turing -
. , , -

. -

.
, -

. .
                 

{ , } { , , } { , } { , }
, :

 2:  Cantor (Davis, 2007) 

+ + 
+ + + 

+ +
 + +
 –  +, -

.
, .

.
,

,  +  – , .

+ +
 { , } . -

. , .

G DEL
 Hilbert  Frege. 

,  Frege , -
.  Hilbert -

 Frege .  Frege -
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, . -
,

. :
 x  y  x  [r(x)],  y 

 x [s(x,y)]   
 Frege : ( x) ( y) (r(x)  s(x,y)) 

 x,y, ,
s(x,y), , ,
( , · ., 2015). 

 1930  Gödel 
Frege.  1

 Frege . . -
 Frege Gödel -

.  «  Principia Mathematica 
»  1931   Gödel  Principia Mathematica  Whitehead 

Russel, .  Gödel 
. -

 PM  B  PM. 
B .  Cantor o  Gödel 

. ,
 PM. 

 Gödel  PM . -
,   Gödel  PM , . ,

PM,  PM .  PM,  PM -
 PM (Davis, 2007· Goldstein, 2006). O Gödel -

, ,
,  (Davis, 2007).   

O TURING 
 Gödel -

.  Gödel 
 Hilbert (Entscheidungsproblem) -

. -
.

 Turing.  Turing 
.  1930 -

 computers, 
 (  • , 2015).  Turing -

 computers . ,
.  Turing -

, .   
 1:  Turing machine (Davis, 2007) 

1 5 8 4 X 9 2 = 3 1 6 8 + 1 4 2 5 6 0 = 1 4 5 7 2 8 
 computer -

. , . -
.

 Turing 
.

.

. ,  (Davis, 
2007).  Turing. 

. , -
-

.  Turing -
. -

.
-

. , -
.  Turing -

: Q a: c  F ( ), : -
 Q ,  c, -

 F.  Qa:c*F 
(Davis, 2007). . ,  Turing .
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, . -
, .

, ,
.

 ENTSCHEIDUNGSPROBLEM 
 Turing , -

,  ( . . .). -
 D, . . ..  D . . .

 Cantor. ,  D . . .
 Turing ,  Tu-

ring, . : -
 D (Davis, 2007). 

.  Entscheidungsproblem -
. ,  Entscheidungsprob-

lem . ,
 1,  D  0  D. ,

 F,  F. -
:   F0: F      F : F

 D,  1 -
.  D,  (halting problem). 

, . . .  D , . .  D 
 Cantor. ,

 D. ,  Entscheidungsproblem  (Davis, 2007). 
 Frege ,

 ( • , 2015). 
, ,  Entscheidungsproblem 

 Turing . -
 hardware ( ),  ( - ) -

 ( ). ,
 ( ).

,
 (Davis, 2007). ,  Turing  hardware, -

 software . -
.

-
-

. -
.

.  Leibniz,  Frege,  Hilbert,  Gödel  Turing -
.  Leibniz 

.  Calculus Ratiocinator 

.  Frege , -
.  Hilbert 

.  Gödel 
, .  Turing -

, ,  Entscheidungsproblem. -
, -
. ,

. ,
 Calculus Ratiocinator  1679, 

20 . , .

,
, , .

, .

, ., , .  Alan Turing . blod.
<http://www.blod.gr/lectures/Pages/viewlecture.aspx?LectureID=1829>.

Davis, M. (2007). . : .
Goldstein, R. (2006). . : .
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. . . , * ( > ) x+ y,
( . = x+ y,  x, y *). 

, ( , *)

 ( . .) .
.  ( . .)

156
66

. : 156 24 1 1 1 12 2 2 2 266 18 1 166 66 2 2 224 624 24 1
18 18

12 12 11 18
6

1 262 ... 2,363636...1 112 11
3

, *  1 ( 1
3

).

: 156 2,2,1,3
66

. : 156 12 166 2 11
3

 (1) 

 1  2 ( 22
1

) 156
66

( 156
66

=2,363636…) 

1 52
2 2

 (  2  (1)) 

156
66

.

1 72 1 32
1

156
66

.

 2  (1) 26
11

156
66

.

 2, 2, 1, 3 
 (156, 66) (

*). :
156 = 66 · 2 + 24 
66 = 24 · 2 + 18 
24 = 18 · 1 + 6 
18 = 6 · 3 + 0 

 5 : M , , , ,
N

: 1
1

1
1

.
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: 1

1
( )

1
,

1 1 (= 2

2
), 1

1 1
(= 3

3
), 1

1
1

1(= 4

4
)

1
1

1
1

1

(= 5

5
)= .  ( ) :

« m p,
n q

 ( ),

p
q

,

p m
q n

 (2).  ( : p
q

= 3

3

, p
q

 4 . ).

 (2) 
1

1 1
, 2

2

1  (2) 3 2 1

3 2 1

( 1)
1

.

3 24

4 3 2

[ ( 1) ] 1
( 1)

. 5

5
,

.
 (2) 

( )

.

,  (2), 

i

i
.

0 1 1 ( 1)
1 1 0 1 ( 1) [ 1 ] 1

M , , , ,
N

0 0 1 1 ( 1)
1 0 1 1

*

*
1
0

, 1

1 1
, 2

2

1 , 3

3

( 1)
1

,             

4

4

[ ( 1) ] 1
( 1)

5

5

[ [ ( 1) ] 1] ( 1)
[ ( 1) ] 1

.

[ [ ( +1)+ ]+ +1]+ ( +1)+

[ ( +1)+ ]+ +1
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15Êˆ . : 60MÊAEÂ .
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.

: 30ˆE .
2

.

2 . -
105ˆ

75ˆˆ . : 30ˆˆˆ ,
90ˆˆ180Ê .

5. 15015902NˆA2EˆA , -

, ..\
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60ˆĤM 120ˆHˆM .
6.

, :
1809090ˆˆ .

, , , .
 11: 
 R .

=R ,
. -

 ( ,R) , -
:

1. 30ˆ .
2. .
3. .
4. -

-
 R. 

5.
.

1. , -
= = =R. 60ˆ .

30
2

ˆˆ .

2. ,
. .

M̂O 90 . -

90ON̂ .

09ˆ , -
.

.
3. 0̂ 60 . :

180 60 120 .

, 60 .
:

= = =R  (1) 
= = = =R, -

.

4. : ˆˆ B 30
2

.

-
, // .

.
A A ,

.
-

:
(1)2R R 3R

2 2 2
.

5. .
, . :

2 120 .

120 . = .



 108 .4/37 

: . , . , .

( )

 1
2x2 -

x,y x yD,D ,D xD 0,

yD 0 . :

2
x y

72D ( )D D
2

 (1). 

.
R 0 .

.
x,y 1,2 :

i. : yx
0 0

D . 3D
4D

10 2 10
.

ii. N ,2
0  (1) -

.

. x2D 0 2
yD 0 .

(1)
2

x y2D D 0 D 0 D 0 . -

-
R .

. 1,2 -

, xDx 1
D

yD
y 2

D
.

i. yx
0 0

D . 3D 4D
10 2 10

yx

0 0 0 0

DD 3 1 3D D 4 4
10 2 10 10 10

(2).

 (2). 
0 0

0 0 0 0

1 3 10 3. 10
10 10 10 10

0
0 0

0 0 0 0

0 0
0

6010 1010 60 10 60
110 10 20
2

0 0 0 0

0 0

60 10 60 102.
60 20

0 0 0

0
0

60 10 702. 41 2020
2

0 0 0

0 0

90 20 204 4 4
20 20

.

ii. y2x DD 7(1) 2
D D 2

2 27 32 2 2
2 2
0

2 3 3
4 2 6

6

5
6

52
6

52
6

 , .

52
6

: 2

5 11 72 2 2
6 6 6

11 7 0
12 12

5
6

.

52
6

: 2

5 172 2 2
6 6 6

1 17 0 1
12 12

5
6

7
6

5 5 7, ,
6 6 6

.



 --------------------------------------------------------------------------------------------------------------------      -----------------------------------------------------------------------------------------------------------------  

 108 .4/38 

 2

3
2

16xf (x) x , R .
x 9

.  f .

.  : 
i. f 0 f 1 , 3, 1 .        
ii. 0 , :

2

12 f ( 1) 3
1

.   

.
1 2f fC ,C -

1 2f (x) x, x R, f (x) lnx,

Ax
2x

x 2 2e 2 2ln 2 0
2

 (1) 

 x.  

. f
2x 9 0 x 3 x 3 .

 f 

fD R 3,3 .

fx D fx D .

fx D :

3
2

16xf ( x) x f (x)
x 9

.

f .
. i. fx D f x f x

x 0 f 0 f 0

2f 0 0 f 0 0 f 1 2 .
1 1 3 2 1

3 f (1) 1 f (1) 3, 1 A 3, 1 .

ii. f

f 1 f 1

2 f 1 3 2 f 1 3
22 2 3 1

2
2

1
1

.

.

0 ln
lne e 2 22ln 2

2 22 2 . :

x
2x x

2

1
1 11 2 0 2
2 2

2 0
x

x1 11 22 2
1 2

x 11 1 x 1
2 2

, -

1
2

.

 3

,
4 2

. : 21 0 .

. i 

x x 1 x  (1) 

ii. :
11 2

2
.

. ,
4 2

-



 --------------------------------------------------------------------------------------------------------------------      -----------------------------------------------------------------------------------------------------------------  

 108 .4/39 

-
.

:   

4 2 4 4

1 1 0
4 2

2 4
20

2
2 0

2
.

2( 1)( ) 0
2

.

. i.  (1) x 1.
 (1) . :

22
(1) x x 1 x

2 2x x 1

2 . x x 1 x
. 0

22 . x x 1

x x 1
2

0
2 2x

1x 0
4

 (3). 

 (3) 21

2

1 0  (3) 
1x

2
.

1 0 1
2

, 1 2 1
2 2

,

13 x
2

1 -

1
1x

2
ii. : 1 1 1x x 1 x

1 1 1
2 2

1 1 1
2

1

1 1 1

21 1 2
2

0
2

1 2( )
2

1 .

 4
. ,  5

3 27 2 2 .
. , ,

 5, -
3 2x 3 27 x x 2018

3 2x x 2.2 x 2018 .

.

. f 27 , f x 3x 2 2 .

f 2 3 2 2 2 5 2 5

f x x 2 x f 2 x 2 x 5

x f x : x 2 ,

. -
: f 27 25 27 5=

5 5 27 2 5 .

. -
:

3 27
3 27 2 2 5

2 2
= 5, .

x ,B x
.

 5

3 21P x x x x 3
4

Q x P 2x 1 3 .
1
2

-

Q x :
. , .
.

ln x ln x 2018 x 1
5 5 2 1

5
.

. 1Q 0 P 2 3 0
2

P 2 3 8 5 3



 --------------------------------------------------------------------------------------------------------------------      -----------------------------------------------------------------------------------------------------------------  

 108 .4/40 

0 0
, .

. 0, .

0 1 1,

:

ln x
ln x

2018 x 115 2
5 5

  (1). 

2018 x 1
2 2

5
2

ln x
ln x

1 1 1 25 2
5

,

ln x5 0 =1,  x=1. -
2018 x 1

2 2 0 2
5

.

1 x 1
 6

. f (x) -
.

f (x) -
,
.

.

4 3 21g(x) x x 2x
3

5x 2
3

 , 3 :

i. g(x) .

ii. 2g(x) : (x 1)
2e 2e 6  , R

. f (0)
f (1)

f (x)

, f (0)
. x -

f x f (x) x (x)

(x) , -

: f (1) 1 (1) 1 . f (1) -

1 , .

.  3

1 0 (1)
3

0

21 1(1)
33

2 2 1 12 1 2
3 3

22
3

3 2g(x) x 2x x 1 0 .

1
-

2 1 *Z .
,

.
ii.  

3

2 2
2

e
e 2e 6 3 e 2e 3 0

2 3 0

e
e 1 e 3 e 3 ln3

1 3

 7

.
ln y ln xx y 2e

( )
ln xy 1

 . 

. x 1,

ln ln x x .
.

f x x ln ln x , x 1 .

i.  f 
 A -
 ( ).   

ii.
x

2 ef (x) 2ln ln x
ln x

 (1). 

. To x 0 y 0 .

x 0, y 0 ln y ln xx y ,
ln y lnxln x ln y ln y ln x . -

   
ln y ln y2x 2e ln x ln e ln x.ln y 1.



 --------------------------------------------------------------------------------------------------------------------      -----------------------------------------------------------------------------------------------------------------  

 108 .4/41 

1ln xy 1 ln xy 1 ln x ln y 2
2

.

ln x.ln y 1
( )

ln x ln y 2
. ln x, ln y

2 2 1 0 ln x ln y 1,

 ( ) x,y e,e .

.
x

1f x e ,x R 2f (x) ln x, x 0 -
y x

(  1  3 ).

1 2f , f , x 1 ln x 0
xln x e xln ln x ln e ln ln x x

. i. : A e,e

f e e ln ln e e ln1 e e .

f
.

ii. 1,
x(1) x ln ln x 2ln e 2ln ln x ln x

x ln ln x x 2ln ln x ln x

ln ln x ln x ln x x  (2). 
H

2f (x) ln x,
y x  (2) .

 (1) .

 8

.

 10 
2
3

-
:

. Q(t)  ( )
 t -

t
10

0
2Q t Q ,t 0
3

,

0Q .
.  20  20 -

.
i. .
ii.

-
1
5

.

. c.t
0Q t Q e , t 0 c .

10c 10c
0 0 0

2 2 2Q 10 Q Q e Q e
3 3 3

.

t
t 1010c 10

0 0
2Q t Q e Q(t) Q , t 0
3

 . 

. i.  20 Q(20) 20
2

0 0
2 4Q 20 Q . 20
3 9 0Q 45 ( -

). 

ii.
t

10

0
1 2Q(t) Q 45 9
5 3

2t t ln 0
310 102 1 2 1 t 2ln ln ln ln 5

3 5 3 5 10 3
t ln 5 10ln 5 10ln 5t t2 2 310 ln ln ln

3 3 2

.

max
10ln 5t 3ln

2

 ( ).



 108 .4/42 

.  – , -
.

.
1.  ( , R)  AB 

 ( , R). 

2 2 2 2 .
:

M.
’

.

.
.

 =  =  =  = R 
2 + 2 + 2 + 2 = 4R2 (1)

 (1). 

.

,
, , , ,

, . :

2 22 OZ EA
2 2OZ EA 2OZ EA   (2)  

2 22 EB EM EA OZ
2 2OZ EA 2OZ EA  (3) 

 (2)  (3) :
2 2 2 22 OZ EA (4)

:
2 2 2 2M 2 (5)

 (4)  (5) :
2 + 2 + 2 + 2 =  

= 2 2 2 2 2 2 22 OZ Z 2 R R 4R

: 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2A .

2 2 24R A . = ,
, // , :

ˆ 90 / / .

1) ˆ ˆ
2 2

1 1 11
ˆ ˆˆA

2) , ,
2 2 2MK M 2R

3)
2 2 24M K 4R .

R 2 ;
2.  ( , R) 

.

.

2 2 .
: = .

2 2

.
,

22 22R 4R
22 2 = 24  = ... = 

= 2 24R 4 .
2 2 =

 = 2 28R 4 (1).
 (1) 

.
,

, :
22 2 = 24 =

Γ

Θ
Β

Δ

Α

O

M

1

1

1



 --------------------------------------------------------------------------------------------------------------------      -----------------------------------------------------------------------------------------------------------------  

 108 .4/43 

= 2 24 = 2 24R 4 (2)

: 22 2 = 24 =

= 2 24 = 2 24R 4 (3)

 (2)  (3) :
2 2 = 2 2 28R 4 = 2 28R 4  =

2 28R 4 , ,
 = = .

:

:
22 2 2

2 2 2 2

AB A B A B 2 A B

2 R
22 2 2 2

2 2 2 22 R .
2 2 2 2 2 2 24R 4 R 8R 4 .

3.

.

 1/8 
.

:  R 
,

R 3 .

,

:
3 =

=
2

213 R
2 4

=
2 23 3R 8 R

8 8
=

=
2 29 R 8 R

8

2R
8

,

21 R
8

.

.
1.
( )

.
:  (p)  ( , R). 

:
(p) / / .

 ( , R) 
 ( ) .

(p) .  (p)  ( )
 ( ).

 ( , R) 
 ( )

 ( )
.

,
 ( , R)  ( )

.
 ( , R) 

 ( ) .

2.

.
:

,
,

 (p) 
 (q) 

 ( ) .  ( )

.

 ( )
  (p)  (q),  (p) 

(q)  ( )
 ( ),

.
3.  ( )

.
 ( )

.
,

.
:

( ;).

.
4.  ( )

.  ( )  ( )

=10cm.  ( )

 8cm. 

4 2cm .
.



 --------------------------------------------------------------------------------------------------------------------      -----------------------------------------------------------------------------------------------------------------  

 108 .4/44 

:  ( ;),

.

: 2 2 2 = 2 210 8 =164

:
2 2 2  = 

2
164 4 2  = 196 

196 14( cm) .

5.  ( )  ( )
 ( ), ’

.
 ( )

 ( ).
:
 ( )

 ( ).

( )  ( )
.

,

B .
 ( )  ( )

 ( )
 ( ),  ( )

( )  ( ),
.

6.  ( 90 )
 ( )

.
 ( )

.
:

2
=

= .
, ,

( ;) ,

 = 
= .  =  = .

7.
 ( )  ( )

.
:

,  ( ) .
:

/ / , .

( )
.

//

,
.

.

.
 // ( , ).

 ( , )  ( )

.
8.

( )  ( ).

 ( )
 ( ).

:  ( )
( ). ,

x //  ( )
 ( ) .

/ / x / / .  ( )

, .

 ( ) .
, ,

 ( ) .  // 



 --------------------------------------------------------------------------------------------------------------------      -----------------------------------------------------------------------------------------------------------------  

 108 .4/45 

.
 // .

 ( )  ( ).

,  ( ;).  // ,

, . ,  (

.
). 

:
E , BZ / / , , ,

, , .
9.  (

)

.

.
:

 =  = . ,

.

.

 = .

 (  = ,  = )

 = .
.

1. , -

.

,  y 
, -

,
1
4

-

;
: -

-
1
4

-

, :
1

2 4
5 17 1 22 16 ... 8 cm

2 4
.

-
,

, , -

( ;).
, -

z y .

:
2z 5 17 z 6 cm

. . ’ ’ :
2 2y 8 6 ... 10 cm

.
,

. . ’
,  ( ;) ’ :

2 28 11 ... 13.6 cm .
2.

, 8 .

( 4 ) ,
: 0ˆ 157  30 . :

2 ) -
,

2 ) ,



 --------------------------------------------------------------------------------------------------------------------      -----------------------------------------------------------------------------------------------------------------  

 108 .4/46 

2 ) ,
2 ) P

: 2 ) 0157  30 -
- , :

0
0 0 360157  30 180

0
0 0 360157.5 180 ... 16 .

1
4

, =4.

2 ) 4

: 4 4 4 4 4
14 8 4
2

(1)

4 R 2 4
R 2

2
, R

. -
 (1) 4

4 , ’ : R 2R 2 4
2

... R 2 . : 4 2 2 ,

2 ) 4 2 , 2 ) 4P 8 2 .
3.

6 3 9 .
N :
3 ) , , -

-
.

3 ) -
-

.
: 3 ) -

, .
. . ’ -

’
-
-

, ’

. ’
- , -

. ’ -
-

 3. 

' -
- ,

R -
- ’ . -

,
-

' ',
-

, .
' '

1 1 1 1, , -

: '

3
(1)

R 9 26 3

, :
22 2(1)

2 2 23
9 9

4 4 2
22

23
9 ... 9 (2)

4 2
(1) 9 3

2
. :

(2)
' R 9

(2)

R 9 , =6. ( ;)
3 )

,
2R

6
,

R.

:
2 2 2R R 3 R 2 3 3

6 4 12
.

:



 --------------------------------------------------------------------------------------------------------------------      -----------------------------------------------------------------------------------------------------------------  

 108 .4/47 

2  R  816 2 3 3 6 2 3 3
2 2

4. -
-

(0,0)  R=1, « » -
 6 . -

. . 1 2 1 4 5 2

.

1 2 , -

1

1 1 1( , ) -
.

:
4 )  6 -

,
 R=1, 

.
4 ) 2 5, , .
4 ) 1 2 3 4 5 6, , , , ,

, -
. ,

 R=1, 

CR .
4 ) , 1 2

1

,
 4 )

1 2 3 4 5 2 -

1 1 1( , ) , .
4 i) 1d -

;
4 ii) N Cd 3 R .

: 4 ) 1 1 2 -
-

. 1 ( -

1 2 ),

1 2 ,

6 R 1 ,  ( ) -
. -

1 1 1( , )

1 2 1 4 5 2 ,  ( 2 )

1 2 -
R=1,

.
1 2 1 4 5 2

060 .  5 -

.
4 ) 5 2 1 1 2 1 1 2

ˆ ˆ ˆ, ,
 ( ;)

060 . -
0

5 2 1
ˆ 180 .

4 ) -



 --------------------------------------------------------------------------------------------------------------------      -----------------------------------------------------------------------------------------------------------------  

 108 .4/48 

2 2 5

2R=2,
5 . -

, :  ( 2, 1)
0

6 120 . -
 10 

.  6 
( . .

5 ) ’
,  6 

 ( -
;).

1 2 3 4 5 6, , , , , ,
 6 .

, -
6 .

,  2 -
R=1

0120  ( ;). 
1 2 3 4 5 6

, -
. . . -

1 2 ,

1 4 4 2 .
 5 . -

,
-

. -
, 6-2 060 .

0
6 120 .

1 2 3 4 5 6

.
-

 ( -

)
.

1 : . .
 ( ;) 1 2OO ’ :

2
2 2
c cR 3 2 7 R 7 .

2 : -
’  12 

. . 5 2 :
2 2 2 0
c cR 2 1 2 2 1 (120 ) ... R 7

4 i)& 4 ii) H d
cR .

4 )
c

c
R 3

d 2 3 R d 21
2

5.
.
0120  

, -
.

5 ) -

-
, -

.
5 )  = 5 3  m -

, -
: 1 1 2 2 12.5 .

: 5 ) -
.

030 . B R , R .
( ;)  

-
R, -

, -
-

.
0(30 ) , . .

3 R 3 ’
0

3ˆ 120 .

:
2R 3( )
2

.

-

,
. :



 --------------------------------------------------------------------------------------------------------------------      -----------------------------------------------------------------------------------------------------------------  

 108 .4/49 

2

1 1
  R  (1)

8
2

2 2
  R3  (2)

8
 (1), (2), :

2
1 1 2 2

1 R  (3)
2

,

.

. :
2

1 2
1( ) R  (4)
2

1 1 2 2 1 2 ( ) (5)
 (5)  1 -

.  2
,

:
2R 3 R 3 R( ) 2 2 (EBKO)
2 2 2

5 )  = 5 3  m. 
,

 = R 3  m. -
.

(3) -

, 2
1 1 2 2

1 R  (3)
2

 2
 R=5 ’ : 1 1 2 2 12.5

6. ,
 OK 

 AB.
6 )

.
-

 4 , ,
, .

6 )  6 -
, , , , ,

-
,

.
 6 

: 96 24 ,
:

6 ) ,
7 ) .

: 6 ) -

.
6 )  6 -

, ,
,

.

.
,

( 090 ) -
, -

.

:
21 (1)

2
,

2
21  (2)

4 2
2

(1) (2)  4  (3)
4

6 )  (3) -

:
2

6 4 96 24
4

2

6 4 6 16 4
4

2

4 4 4 4
4

6 ) ,
-

. (2) -
=4, :

2
24 12 4  

4 2

2
24 12 4  

4 2

2 4 8  8 2
:

 4, -
. -

,  « -
» . .



 108 .4/50 

 1 : , .

2 2 , 2
3

, :

. u . , 22 ,

5v 9,
3

.

.  xy -

u, OB v , u, v -
.

-
x x .

: . 2 3

3 2 2 2 ,

3 2 3 2

2 2 2 2 1,2,3 2,

.
22

2 2 2 2 2 2

2 24 . 4 2 2 164 . 2
9

2 24 .
9

 (1) 

22
2 4 4

2 22 . 4 2 42 . 4
9

2 322 .
9

 (2). 

 (1),(2) :
22
3

5.
9

.

5u , 22
9

, 5v 9,
22

5 5u.v 9 22 5 5 0 u v
9 22

.

. u v
090 .

.

.1

x x .
5 5, 22 9,
9 22

.

, KM x 'x

A
M

x xx x
2

5 9 389
2 9

,

M
76x 2x .
9

76 ,0
9

.

 2 : :
2 2 2 2 2m m 1 x 2 m 1 y m 1 0,

m R, , , 0 .

m R , :
. 2 (0,1).
.

2r -
.

:
0 0(x , y ) :

2 2 2 2 2
0 0m m 1 x 2 m 1 y m 1 0 ,

m
2 2 2

0 0 0 0 0x 2 y m x m x y 1 0

m
2 2 2 2

0 0

0 0

0 0 0

x 2 y 0 2
x 0 x 0

x y 1 0 y 1



 --------------------------------------------------------------------------------------------------------------------      -----------------------------------------------------------------------------------------------------------------  

 108 .4/51 

2 2 2 2 0,1 .

:
2 2 2 2

2 2

2 2
2 2 2 2

2 2
1 2t t

4 2 2
1 2t , t , - , +

’
. 2 ,

2 2 2 . -
2 2 2x y

1 2x t , y t

 3  : 1:
3x
2 2:

x = –1. 
. :

i.
1 2.

ii.  C -

.
.

2 2 12x 2y ( 1)x 0 (1) ,
2

.      

 (1) 
. -

 (1) 
 C 

,ii.
: . i. 1 2,

y y

x x 3(- ,0) (-1,0)
2

.

1 2,
y y ,

:
3- -1x + x 52x = = = -

2 2 4
. 5: x

4
.

ii. C 2y = 2px .

C px = -
2

p 5 5- = - p =
2 4 2

.

2C : y 5x .

. 2 2 -1 1(1) x + y + x - = 0 (2)
2 4

.

-1 1= , = 0, = -
2 4

.

2
2 2 ( -1)+ - 4 = +1 > 0

4
R .

 (2)  (1)  
R .

 (1) 
-1- ,0
4

.

C .(ii)  -
2y = 5x 5p =

2
pE ,0
2

5( ,0)
4

. -1 5- = = -4
4 4

.

= -4  (2) 
2 2 5 1x y x 0

2 4
, -

.
 4 : 2C : y 2px ,

p 0 : y x , 0 .
.

.
.

,
N : i. , .
ii.

.
: .

-

2

y x
,

y 2px
2

y x
yx
2p

,

2yy
2p

,

2y 2py 2p 0  (1).
0 ,  (1)  2

 y  :
24p 8p 4p p 2

C -
 (1) -

, 0, p 2 ,   p>0. 
C  ( -

C  )  (1) 
,  0, p 2  p 0 .

C
 (1)  R ,



 --------------------------------------------------------------------------------------------------------------------      -----------------------------------------------------------------------------------------------------------------  

 108 .4/52 

0, p 2 ,  p 0 .
. i.

p 2 .

1 1 2 2x , y ,B x , y . 1 2y , y -
 (1),  Vieta 

1 2
2py y 1 2

2py y .

2 1 2 1y y x x .
2 2

2 1 2 1x x y y
2 22 2

2 1 2 1 2 1x x x x x x 1 .

:

2
22 2 21 2 1 21 2

1 2

4p 4p
y y 2y yy yx x

2p 2p 2p

2

2 p 2 2 2
1 2

1 2 2 2 2

y y 4px x
4p 4p

2

2 , -

: 2 2
2 1 1 2 1 2x x x x 4x x

2 2

4 2 4

4 p 4p p 2
4

2 1 2

2x x p p 2  . 

2
2

2(AB) p p 2 1 .

:
2 2
1 2

1 2 1 2 1 2
y y 1x x y y y y

2p 2

2

1 2p
2p 2

2 p p 2

ii. :
1 2

K 2

x x px
2

1 2
K

y y py
2

.

.6

2

p p, .

2
2

( ) 1 p p 2 1
2

 . 

H
22 2

2 4

p p 2 1p px y .   

 5 :
2 , 4 0,2 .

.
 C. 

.  ( )  C 

0,
2

.  ( ) -

.

.

: . M

M

x 2
y 4

M

M

x
2
y
4

2 2
2 2M Mx y 1 M C

4 16
,

2 2x yC : 1
4 16

 ( -

y y )

.  ( ) :
x y

1
2 4

2 4,0 , 0, ,

1 1 2 4
2 2

8
2 .

8 8
2 2

,

0 0 2 2 0
2

.

: ( ) 2

2 1 2
2 4

,  0<2 < .

2,2 2  min ( ) 8 .



 108 .4/53 

: . , . , . , .

,

1)  f 

f (0) 1 3x

f (x)lim 1
x 1

x 1

f (x)lim 6.
x 1

) 3f (x) x 3x 1.
)  f

.
)

 Cf,

x 3 ( 1) .
4

) 2x 1 x 1

f (x) f (x) 1lim , lim .
| ln x | (x 1)

: ) f -

3 , 3x

f (x)lim
x 1

, ,

 f  3 . -
3 2f (x) x x x .

.
) . -
, f (( , 1)) ( ,3),f ([ 1,1])
[ 1,3],f ((1, )) ( 1, ).

) , 0 0 3|f(x)|dx (x 3x 1)dx ...

 f ( ) 0.
)

 De L’Hospital 3.
2)
f : (0, ) , :
f (1) 1 f(x) xf (x) 0 ,  x (0, ) .

:

)
x 0

f (x 1) 1lim 1.
x

) 1f (x) ,
x

 x (0,1) 1f (x) ,
x

 x (1, ).

) 1( ,2)
3

f ( ) 1.

) ( ) ln ,  ( )

fC
x x  x 1, x 1.

: )
x 0

f (x 1) 1lim
x

u x 1

u 1

f (u) f (1)lim
u 1

f (1). *

f(x) xf (x) 0  x 1,
.

)
(x) xf (x),x (0, )

u 1 x 0
lim u f ' 1 lim x 1 f ' 1 ,

. :

0 x 1 1(x) (1) f (x)
x

 x 1

.

) . . 1[ ,2]
3

-

1( ,2)
3

1f(2) f( )
3f ( ) 5

3

.

1 1f (2) , f ( ) 3.
2 3

)
1

E( ) | f (x) | dx . , 1 x -
1f (x)
x

-

.
3) f :

f (1) 1
h 0

f (100h 1) 1lim 200.
h

)

* :
f(x 1) f 1f(x 1) 1 x 1 ,

x x 1 1
f(u) f(1)u ,

u 1

x 0
lim x 1 1,

u 1 x 0
lim u f 1 lim x 1 f 1

( )



 _______________________________  _____________________________ 

 108 .4/54 

fC  (1,f (1)).  

) : 10 2
2 1

( f (x)dx)dt 16.
)  (1,2)

22f ( )f ( ) f (2) 1.
)  F  f -

, : 2

2

f (t) tdt 0.

: )
x 100h 1 f (1) 2 ,

 y 2x 1.
)  f  f (x) 2x 1.

, 2
1

f (x)dx 2. -
, .

) 2(x) f (x) -
. .  [1,2].   

)  F F f -
.  f (t) t

0.
4) f : -

f (1) 1,f (1) 0,f (x) 0  x

x 0

f (x) x x 1lim 0.
x

)  f (0) 0

0x (0,1) 0f (x ) 1.
)  f .   
)  f 

f (2f(x) 1) 0.
)

 f  g(x) x.

: )
x 0

x x 10 lim(f (x) ) f (0).
x x
 (x) f (x) x

 Rolle  [0,1].   
) . . f 0[x ,1]

0(x ,1)

0

1f ( ) 0
1 x

.

f .
) f f (1) 0.

 2f (x) 1 1.  .
f (x) f (1)  x 1  f (1)

 f. 

)  (x) f (x) x . -
, (0) (1) 0 .

 Rolle 
.

5)  f : (0, ) -
 f (1) 1

2x f (x) 2 xf (x),  x (0, ).
) ,

2ln x 1f (x) , x (0, ).
x

)  f 
.

)
3f (x 1) 2f (x) f (x 3), 2x e .
)  F  f, 

(0, ) , :

i) eF( ) F(x) c,x (0, )
x

,  f (x) f (1)

ii) e e
21 1

F(x)e dx F(x)dx ce(e 1).
x

: ) ,
(xf (x)) (2lnx) .
) 2(0,e ] 2[e , ).    
) . .  [x,x 1],[x 1,x 3]

f -
.

)  i) e(x) F( ) F(x)
x

.

ii) e
21

F(x)I dx.
x

eu
x

.

6) 3f (x) x 2x 2.
:

)  f 
.

) 1f f
C ,C

 ( 1, 1).

) 1 1 | f (x) f (y) |2 | f (x) f (y) | | x y | ,
2

 x,y 1f .
) 2 2 25F(x 3) 2F(x 6) 3F(x 1),  F 

 f.
: )  f -
. , f (A) .

) 1f (x) f (x)
 f (f (x)) x 0 -



 _______________________________  _____________________________ 

 108 .4/55 

1. ( -
).  f (x) x

 f .
) , x y,x y,x y

| f (x) f (y) || x y | ,
2

1 1x f (x), y f (y)
.

) . .
2 2 2 2[x 1, x 3], [x 3, x 6]

F .
7. f : -

f
3

x 3

f (x) x 9x 1lim 18
x 3

f (x) 0,  x ( ,3) (3, ).
) f (3) 1,f (3) 0.
) f (3) 0

(3,f(3)) fC .
)  f (x) 0

 (1,3) 3f (x)f (f(x) 2)dx 1 f(2).

: )
3f (x) x 9x 1(x)

x 3
, -

 f (x)  

x 3
f (3) lim f (x). ,

x 3

f (x) 1f (3) lim
x 3

 f (x) . 
) f (x) 0 f (x) f (3) 0

f (x) f (3) 0, x (3, )
x 3

f (x) f (3) , x ( ,3)
x 3

.

x 3 x 3

f (x) f (3) f (x) f (3)lim 0, lim 0
x 3 x 3

-

f (3) 0.
)  Bolzano  [1,3] . 

f.
3[f (f (x) 2)] ... 1 f (2).

:
- 2

.
:

) )
) ) -

) -
. ) -

. ) . , -
. . -

.
,  3 . ,

-
.

 1 :  x cm 

B 10cm 5 cm. 

xx

KB

N

A

) -
-

: 2E(x) 2x 10x ,
P(x) 2 10 x , x 0,5

)
 ( )

(x)

-
(x)

)
2

1

x 5

x 5

elim
ln E(x)

)

(x)



 _______________________________  _____________________________ 

 108 .4/56 

 x x
.

y c
.

)  M 
t 0 0 0A x ,E x 0x 0 -

 y E(x) , 0x x
x x(t) , y y(t) , t 0  x'(t) 0
t 0 . -

 x(t)  M 
 y(t) ;  

)  x<A =5, =5–x, x 0,5
.  y .

, :
y 5 x y 10 2x

10 5
2x x 10 2x 2x 10x ,

P x 2x 2y 2x 2 10 2x 2x 20 .   
B) (x) -

,
 –2. 

x  4x 10 . ,f

: 2 4 10 2 3
23 2 3 10 3 12 .

 ( ): y 12 2 x 3 : y 2x 18 .

)
x 5
lim x 0  E(x)>0 

y 0
lim ln y

x 5
lim ln E(x ) .

2

x 5
lim x 5 0 2x 5 0,

2x 5

1lim
x 5

w

w
lim e

2
1

x 5

x 5
lim e .

.

 de L’ Hospital. -
-

 5, -
 ( ,

), -
 5.  

2
1

x 5

x 5

elim
ln E(x)  

. -

:
2

2

1
1x 5

x 5
2

e 2x... e
5 2xln E(x)  

1
x 5

2

2x 1
5 2x x 5

, yy ye

x 5

2xlim 2
5 2x 2x 5

1lim
x 5

,

x x 5 2

1lim y l
x 5

im

.
) 1T x  , c 2x , c 1 2x x

 CE. :
1 2

1

x x

0 x

c E(x) dx E x c dx 

1 2

1

x x

0 x

c E(x) dx c E(x) dx 0

3 2
2 2 2

2cx x 5x
3

2
2 2

2c x 5x
3

2 2
2 2 2 2

2 152x 10x x 5x x
3 4

: 15 75c E
4 8

: 75y
8

) 0 0x ' t y ' t  (1). 
y(t) E x(t)
y (t) E x(t) x (t) 4x(t) 10 x (t)

0 0 0 o
91 x' t x' t 4x t 10 x t
4

0
81 9 99y t 2 10
16 4 8

.

 2 : lnxf x x ,  x 1.
)  f -

 f(x) 
)   f(x) ,

.
)  f(x) 

f x 2x e x 1 .

) 2x e

f x e
lim

x e  ln x e
)

e

x
1

2 lnx x lnf x
dx

x lnf x x e
.



 _______________________________  _____________________________ 

 108 .4/57 

)
2 ' 'ln x'f x e  2lnx lnx f x 2ln x f x  0

x
 x 1  f 1,

 f 1, .

x
f [1, ) f 1 ,   limf (x) 1, .

)  f  «1–1». 
.  y 

  x [1,+ )  y = 
f(x). ) ,  y 1,

2ln x 2yf x y e ln x ln y 
ln yln x ln y   x e

y 1 ln y 0ln y 0 eln y ln1 0 1e .
1 ln xf x e , x [1, ) .

)
'

'' 'ln x ln xf x 2 f x f (x)
x x

2

2

1 ln x ln x2 f x 2 f x
x x

2

2

2ln x ln x 12f x 0
x

, 22t t 1 0

t r ,  f  [1, + ).
 Cf  (e, f(e)) 

: y f e f ' e x e ,
y 2x e . : f (x) 2x e  x 1 .

) :
f x e 1

 x e x e ln(x e
h x

)
1

f x e f x e 1x e ,
 x e ln(x e)  x e x e

1
yy

lny x e x e

f x e f x f(e)
lim lim f ' e 2

x e x e

x e

1lim
x e x 0

lim y

(  L’ Hospital, )

x e

1lim
x e

.
x e
lim h x

)
e x 2 x

2 x
1

2ln x xe (x ln x xe ) dx
x ln x xe

x
e e

2 x
1 1

12 lnx e
x dx 1dx

ln x e

2 xe

2 x
1

ln x e
dx e 1

ln x e
e

1

F' x dx e 1 , 2 xF x ln ln x e

eI F e F 1 e 1  ln 1 e e
 3 :

g x x x,  x   ,
2 2

.

)
g(x) ,

, -
gC .

B)

Cg 4
-

x [0, )
2

x 2x 1
2 .

) g x  x

,
2 2

.
)  g 

 g 1g .
)

g x  x , ,
 Cg

: x y 0 .

) :
2

2
2 2

1 xg' x 1 x 0 , 
x x

x ,0 0,
2 2

 g(x) 

 0, 

, A
2 2

, :

x x
2 2

g A  lim g x ,  lim g x , R .

2

1g'' x 2
x

x , x ,

g '' x 0 x 0 x ,0
2



 _______________________________  _____________________________ 

 108 .4/58 

g '' x 0 x 0,
2

g '' x 0 x 0

 g ,0
2

0,
2

, gC

0,g(0) .

1 2: x , : x
2 2

. 1 2, -

gC
x

2

li xgm

x
2

lim g x .

B) : g 1
4 4

g ' 1
4

: y 1 1 x : y x 1
4 4 2

)  g(x) 0,
2

g x x 1 x x x 1
2 2

x 2x 1
2

)

h x 2x x , x ,
2 2

. -

: 2

1' x 2
x

h 22 1 x

21 x . :
2h (x) 0 1 x 0 1 x 1

x ,
4 4

h (x) 0 x , ,
2 4 2 4

 h 

1 ,
2 4 3 ,

4 2
-

2 ,
4 4

.

: 1
x

2

2h h , lim h x  , 
4 2

2
2 2h h , h  , 

4 4 2 2

3
x

2

2h lim h x ,h  ,  
4 2

 h( 1),
h( 2), h( 3)  h(x) -

-
.  h(0) = 

0  h ,  h(– ) = – h( ) = 0, 

 h(x) ,
4 2

.

)  g 
 «1 1». 1g .

) y g x
y x  (– , ), (0,0), ( ,– ),

1 gg
C , C
y=x  ( , – ), (0, 0), 
(– , )

1g
C

)
,

) To :

g(x) x dx  g -

,
y g x , y x , x=0, x=

 (0,0) -
y g x , y x , x=0, x=– -

.

0 0
2 g(x) x dx 2 h(x) dx .

)  h(x) 0,

x  [0, ], 0 x
4

0 h 0 h(x)

h(xx ) h 0
4

.

0
E 2 h(x)dx

2

0 0

( x) '2 2x x dx 2 2 dx
x

'2 2

0

2 2 ln x dx 2 2ln( ) .

ln( )

21 0
4 2 2 4 2

( . . 0,  

)



 108 .4/59 

: .
 ( . . .)

 3
 ( ,R)  ( , ) ,

. . . ,
.

: ( .
,

.)
, . ,

, ,  : 
:

2R
,

2
,

:
R

 (1).  

 //   (2),   

 (1), (2) :
2 R R .

. .
R .

: ,  R> ,
, , , , .  R=

.
, ,

.
 R .  xAy x

Ay. :
C1: x2 +(y – )2=R2,
C1: (x ) 2 +(y – )2= 2

: y=  0< 2 .
(C1)   x 2 +(  – )2=R2

x  = 22R ,
 x  <0 .  (C2)

 (x )2 +(  – )2= 2

x  = + (2 - ) ,
2 2R  x > .

: =( (2R- ) , )

=(xM,yM)

// M Mx y

(2R- )
=0  xM+ -R2 yM = 0 (1). 

 : =( + (2 - ) , ) = ( (2 - ) , ) =(xM ,yM) //



 ---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------      ------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------  

 108 .4/60 

M Mx y

(2 - )
=0  xM+ 2 - yM = . .  (2). 

 (1), (2) : xM = 2R-
2R- 2

 (i),   yM =
2R- 2

  (ii).

 D, Dx, Dy.  xM,yM

 (i), (ii) : ( ) M

M

y
x 2R

  (ii) =
2

M
2 2

M M

2Ry
x y

 (ii).

 ( ) My

2
M

2 2
M M

2 2
M M

2 2
M M M

2R y
x y

2R y 2R y2R 2
x x y

 ( ).

 yM < 0, :  ( ) My M
2 2

M M M M

y 2R
2R x 2 2 x 2 y 2R y 2

2
M2R x + 2 2 2

M M M2 x 2 y 2R y = 2R 2 2 2
M M M2 x 2 y 2R y = 2R 2

M2R x ( ).

 0< xM , :  ( ) 2 2 2
M M M2 x 2 y 2R y = 2R (  xM )

 2 xM
2 + 2 yM

2 2R yM
2 = 2R( 2 + xM

2 2  xM)  (R )  xM
2 +( R ) yM

2 2 R  yM +R 2=0.

 R= :  (C): x = 
2

  ( ).

 R> :  (C): x2+y2 2 R
R

x +
2 R

R
 = 0  (C): x2+y2 + Ax +By+  = 0 = 2 R

R
, =0,  = 

2 R
R

2+ 2 4  = 
2 2

2

4 R
R

24 R
R

 = 
24 R

R
( R

R
 1)= 

2

2

4 R
R

>0.

: y<0  0<x .
,

, , , ,
, .

 1980 
 4

 . . 1 1 1 R 3 .

1 1 1 O,R
, : 1 1 , . 1 1 ., 1 1 .

.

R 3
2

2 2 2 2 2R 3 R 2R R 2 ,

.
1 1 1

.
, , , ,
 ( , )

O,R , 1 1 1

1 1 , 1 1 , 1 1 . 1 1 3 1 1



 ---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------      ------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------  

 108 .4/61 

3
R
2

,

R
2

.

1 1 3 ,
, 1 .

R 3 R R 3 1
2 2 2

o 1
21 1K K 30

2
,

1 1    (1). 1, .
R R60 60 3 1 3 3 3
2 2

   (2). 

1 1 R 3
2 2

2 2 2 2 2
1 1

R RR O R 2O R 2
4 2

1 1,
2

2 Rx R 3x 0
2

, 1
R 3 1
2

  (3), 1
R 3 1
2

.

:  (1),(2),(3) 1
R R3 1 3 3 R 3 1
2 2 1

R 3 1
2

.

1 1 3 1 1 1 60

1 1 190 30 90 .

1 1 1 13
2 2
3

1 1 1
3 3R 3

4 4 .

1 1 1 1
1 130 60 30
2 2

222 2
1

1 3 1 1 RR 3 1 3 2 3 3
2 2 2 8 4

2 2 23R 3 3R 3R2 3 3 3 3
4 4 4

:
2 31 1 3R RV 3 3 R 2 3 2 6

3 3 4 4
1 . . .

 1939. ( , )
:

, . . . ’
. .

…
.

…

o 3
4

.

 , 
C. 

D, , C C, .
C  ( )

D  (
/ /

EK BD ). = C=mc, DK=BE= mb, D=ma. L//DC

A

Γ

B

H

Σ

R 3

R

υ

A

B

Γ

A1

Γ1

B1

M

K

Ρ

H Θ

Λ

N

O

1

2



 ---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------      ------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------  

 108 .4/62 

 AC L D DC DB EKEL E
2 2 2

ADK 1 3ADK 3 AEK 3 AEZ 3 ABC ABC
4 4

.
A

Z

E

B
C

P

D

Θ

=( C). n  n 

1
3
4

,
2

2 4
3

,
3

3 4
3 3

4

n

n .

2 3

1 2 3
3 3 3 3... ... ... ...
4 4 4 4

n

n

3
4 3 .31

4
B

C  D, C
2
3

. : 1C 2 DC BC ABC .
3

' 'C' C ' ' 'C ' C' ' 3 ,
PC C 2

a a
3 3 2' ' m m
2 2 3 b cP 'C' m , 'C' m .

2' 'C ' 3 9 9 9 1 3' 'C' PC ABC ABC
PC 2 4 4 4 3 4

. . .

:  10  (  25  29  2018, 

 (  – )
 ( ) 1, 2, 3, … 1 BC, ’

i, i 2 , 1, 3, 5,
… 2, 4, 6, … .  ( 2 2 22a b c 2 2 22b c a 2 2 22c a b )

,  ( ) , .

 ABC, a b c , c b am m m ,

a b cm m m , 2 2 2 2 2 2 2 2 22b 2c a 2c 2a b 2a 2b c .

 107 ( ) ˆ ˆ180 ˆ ˆ90

. . . ˆ ˆ2 2 ...

 77  4  (  8, 9)  (  2, 3) 



 108 .4/63 

: –

1

–

“

,
.”

.

.

 ABC, AB BC  ( ,R).  D 

ABC  DK AB : AK=KB+BC.

.
.

,
 Thabit Ibn Qurra, .

1 ( )
, BD DN
= .  DA, 

DN, DT  AN.  
: 1 2A A  (

), 1 3 4
1 1,
2 2

A D DNA B DNA

4 1 3 5 1 6 2 6,B A D T A D A D 5T
 ADT. 

5 4T B  (

 BDT), 4 2 6 1 3B A D A D .

1 2A A , 3 6D D .

 ADN  ADT  AD  DN=BD=DT 3 6D D ,

 AN=AT. ,AD DC DN BD =BC.
AT+TK=KB+BC  AK=KB+BC. 

1 : .
 (11-10-2014). 



 -----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------      --------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

 108 .4/64 

2 ( )

= .  DE=DA (DK 
ADE).

: DC DA DC DA  (D ABC  ), 

1 2A C 1 3A E  (ADE 

), 2 3C E  DC=DA=DE 

 CDE 4 5C E .
 BCE  BC=BE. 

  AK=KB+BE.  BE=BC 
 AK=KB+BC 

3 (THABIT IBN QURRA)
DQ AB .

 AQDB 
 AQ=BD  AF=KB 

(QF AB ). AQ DB  D ABC

BC DQ  BC=DQ=KF. 
AF+FK=KB+BC  AK=KB+BC. 

4 (THABIT
IBN QURRA)

,
BK=KT.  D 

ABC ,  DA=DC. DBT DTB a  (1). 
 : 2DA DBC a .

1 360 2 180
2

DBC a a .  (1) 

180DTA a .  ATD  CBD 
, ’  AT=BC,  AT+TK=KB+BC 

AK=KB+BC. 
5 (Thabit Ibn Qurra)

 D  DL  CB. 

1 2A C DA DC DA DC ,
AKD  CLD ,

1 2A C

BO .  LC=AK (1) 
 LD=DK.  DB.  DLB  DKB 

,  BL=BK (2). 
 (1)  (2)  AK=LC=BC+BL=BK+BC. 

1. :

2
2 2



 -----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------      --------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

 108 .4/65 

:  R  ABC AB BC .
 D ABC DK AB .

ACB , BAC .
ABC 2 2 , DBC , BD 2

 BAD
2

.  ADC :

ACD CAD
2

.

ABC AB 2R   BC 2R .
 ADC :

bDA DC 2R
2

.  AKD 

AK AD BAD 2R
2 2

. , :

1 1AK AB BC 2R 2R R
2 2

. :

R 2R
2 2

2
2 2

.

2.  ABC ( AB BC),
 R.  DE 

,  BC  DK, ET 
 D  E   AB ,

 KT=AC.
:  ET 

 M. 90DME  (
),  TMDK ,
 DM=KT. , :

BK=KA+AC  BT+TK=KA+AC 
BMDA  BT=KA, 

 TK=AC  DM=AC. 
: ( ) ,  BT  AT 

 ABC.  , BT=AK 
2

b cBK AK AC ,

2
b cAT BK

2 2
b c c bBT AB AT c

( )  AE  AD 
, -

ABC.  «
,  1, . 2010». 

 2 
.

3.  ABC 
.

: 2b c AE
: ET AB .

:
2

b cAT ,



 -----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------      --------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

 108 .4/66 

: . b cAT AE  AE  b c 2 AE
2

.

: :
1 b c AE=   AE=

2 2
2 2

4.  ABC .
 D AB

 C. : DA+DB=DC.
: 60D B BAC .

AT CD : 60D

2
ADDT  (1). 

  BD+DT=TC 

BD+DT+DT=TC+DT  BD+2DT=DC 
2

DC BDTD

 (1) AD DC DB DA DB DC .
5.  ABC AB AC

 D BAC .
DK AB  BC 

=KM AE
:  C 

.
 AT=AC=b.  BT=b+c. 

2
b cBK .

 BCT 
 BT, BC , KM CT

CT AE KM AE .
:

 ABC. ,
 ABC. :

( )=( )  ( )=( ), :
(ACE)+(AEM)=(AMK)+(KMB)  (ACE)+(AEK)=(KEM)+(KMB) 

(ACEK)=(KEB)= 1
2

ABC .

6.  ABC AB AC , D 

BAC
 BC. DK AB .

 CA .
DNA .

: DM BC . DK AB ,
 Simson 

 D  ABC. 90DNA .



 108 .4/67 

 " "

, ,
.

. .
.

. .
.

, ,
, .

« », , « ,
». 

. .
« . . . .» 

:
« . ».
« . .

». 

 " " ,  " ".
.

« », , « .
1 2 3 ».

. ,
, .

, :
« ;»

:
« 4, 5. '

6.»
! ,

, , .

1  8 .
2  20 .
3 , , , 0 .

4  4 .
5  12 .
6 . ,

, AB
A

.     



 ------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------    ---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

 108 .4/68 

. ,
.

« . .
».

, .
.

' .
« . ». 
« , . . .», . « ». 

!
« », .
« ,

», .

.
 " " .

. . .
 . . . 

 369 . .
.

« »,
.

. , .
, ,

, ,
. ,

. , .
. ,

.
, . , .

.
, . ,

:
«  . . . ! ;»

. , , .
,  48 

.

                         
: , .

,  369 . . .
.



 108 .4/69 

 …  ( )
.

:
.

;
: ’ ,
,

.
:

 Cantor ,
, -

,
.

, ,
.

, , -
,

-
 - -

,

{3, 4, 5} ={x| x  2  6} 
, ,

.
: -

.
: ,

, -

.
-

-

. , ,  « -
»  « » , -
.

: ;
: -

,
:

,

-
 (

),
-

-

.
, , -

.
:

.
: .

-
 400 

. .  « » . -

-
.

 Hilbert  « »  « » -
.

. -
;

: .
: ! -
.
: ;

;
: ! -

2x 1 0

. -
,

, -
;

: . ={-1, 1}. 
: , , -

 x2+1=0.
;

: …, . -
, = .



 -------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------    …  ( )  ---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

 108 .4/70 

: . ,
;

 : , .
: . -

,
x A , x B . ,

;
: ;
: ;

-
.

: -
.

: .
. -

 « x A , ( )
P(x) 0 »  «  (

) x A ,  ( ) P(x) 0 ».

.
: x A , -

x B.
: . -

A B
. -
;

: .
: .

, ,
,  « x , x A ».

! x ;
: .

,  «  p -
 q»  p -

 q. 

.
.

 ( x )
, .

. -
A B B A , A B .

.
;

: ;
: .

,
;

;
: -

,
, .

-
, , -

, A B ,
 «1-1» 

,
-

.
,

 ( ) -
* {1, 2, 3, ...}

.                       
{ * | }

. , :
,  ..,

.
, -

* .
, ,

.
:

. -
;

:
.

,
.

: -
;

:

.  f: 
f( )=2 ,

 «1-1» 
f ( ) ,



 -------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------    …  ( )  ---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

 108 .4/71 

: -
, ;

:
.

f :
2 ,          0

f ( )
2 1,  <0

:
, ,

,…
. ,

,  f. 
:  «1-1». ;
: …

«1-1». 
: -

x 1,   x 2
f (x)

4 x,   x<2
.

: … ’
 «1-1». 

: !
 f(1)  f(2); 

: ! f(1)=3, f(2)=3. …!
!

:  «1-1» 
1

2

f (x),   x A
f (x)

f (x),   x B

 «1-1»  f1  f2 .
,

1 2f (A) f (B) -

.
, -

.

,

.
;

: « »;
« »;

: .

, -

.
,

 (
)

, .
,

, ,
.

-
.

: -
;

: -
, 2 , .

, , -

{x | x } .
:

( ) ;
: ,

.
: . ,

,
( ) ,

,
.
.

:
2 ; -

-
;

:

2 .
, , -

-
-

 1 ( 2 )
 ( ).

, ,

,
,

.



 -------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------    …  ( )  ---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

 108 .4/72 

-
.

, ,

. -
,

, .
,

0,101001000100001…. 
;

: ;
:

,
,

, -
, , -

.
:

-
, .
: !
:  « -

» ; ,
« »

;
: .

-

-
. ’ -

,  Dedekind, 
,  (  Dedekind) 

 5
.

,
 « ». , -

 . 
: ;

: -
, -

. , , -
.

: ;
:

. -
 ( )

 , -
.
: ;
: ,

, -
 ( )  ( -

)
.

,

.

.

-
 (  « »

). ,
;

: ;
: ! -

 ( ) -
,  ( -

) ,
, -

2 3 2 3 ;
: .
:

;
:  4 

 1. .
;

: -
. ,

-
;

: !

:
2

2 ;
:

;
: .

;
: , .
: ,



 -------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------    …  ( )  ---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

 108 .4/73 

.
: ;

:
2

2 , -
. ;

: ,
2

2 22 2 2 2

: ;
: !

;
: . .

.
: . ,

-
-

. -
 (intuition) -

 Brower 
,

.
, -

, -
2

2  (

 Gelfand – Schneider ). 
: ,

-
;

:
, . ,

,

2 2
.

2
2 2

2 ,
, .

:

.
:

[0, 1]. 
’ -

 [0, 1]. 
: ; -

;  0, 5; 
: . -

! -
,

,
 [0, 1]  « »

,
.

: ;
« »,

;
: -

.
[0, 1] ,

.
: ;
: -

. -
,

 Cantor, -
 ( -

),
 (« -

» ),  ( -
) ,  ( -

). ,
,

,
.

-
 23  Hil-

bert
 20 .

:  (0, 1) 
;

;
: ! -

.
xf (x) ln

1 x
. ;

: :



 -------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------    …  ( )  ---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

 108 .4/74 

{ x 1 x
1 x

0, (1) }

(1) x(x 1) 0 0 x 1 .
, f (0, 1) .

:
 f ;

: . -
 f(x)=y,  y

,  x,  (0, 1). ;
: , -

-
-

 f(x)=y; 
: . -

,
 f(x)=y, -

 y , -

 f, 
, -

 y 
. -

,

,  y . -

;
: ;
: . !
: x (0,  1) :

yx xf (x) y ln y e
1 x 1 x

y yx 1 1e 1 e
x x

y
y

1 11 e x
x 1 e

x (0,  1) .  f 

.

:
, -

-
.

.
,

(x)=0,

.

.
: -

;
: . -

. -
. -

2 2x 2 0 .
: . ,
2 3 ;

: .
, .

:
2 2

3

2 3 2 6 5 2 6

(5 2 6)( 2 3)
3 35 2 5 3 4 3 6 2 11 2 9 3

4 (11 2 9 3)( 2 3)
4 422 27 11 6 9 6 49 20 6

4 2

4 2

10 (49 20 6) 10 (5 2 6) 1
10 1 0

-
4 2x 10x 1 0 .

, -
,

2 3 .
:

;
: -

-
, , :

-
-

,

.
: .  1 

.
: -

2 3 ; -
-

 «
= ». 

: .



 -------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------    …  ( )  ---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

 108 .4/75 

3 2 3 ,
-

,
6 4 3 2x 9x 4x 27x 36x 23 0

, -
, -

.
,         
33 4 3

38x 6x 1 0

, -

.
.

, -
 e -

.
.

, -
,

.
: ;
:

-
.

:
;

: .
, .

: , , -
 « », 

!
: -

.
0,999999... -

 9 -
=1.

;
: .
: .

;

: ,
,

 9, 
 1. 

: .
= 0, 9 -

 1; 
 9, 

 « »
;

: ; -
-

;
: . -

 10 ;
: . : 10 = 9,99999...
:

10 9,9 .
: .
:

10 9, 9 0, 9 9 9 1 .
: ,

! -
;

: . -
, .

, -
1
3

2
3

;

: . .
1 0, 3
3

2 0, 6
3

.

:
.

1 20,99999.... 0, 9 0, 3 0, 6 1
3 3

: !
:

;
: . -

0,003 -
0,02999...

 x 

x , *,
10

. -

, .



 -------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------    …  ( )  ---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

 108 .4/76 

,

. ,
 | - |< ,

-
, ;

:
.

: -
.
: , -

; .
:

.
.

.
;

: ;
: -

, . -
.

: ;
: !
: .

;
: ,

.  | -

|>0. 1 | |
2

;

: .
;

: -
;

: … .
1 | |
2

, -

1| | | |
2

  | - |>0. 

11
2

.

: ;
: ,

.
: , -

;
: , -

, | |

, = .
:

.
 f  xo

ox
f (x)

x
lim = .

:  x 
 xo,

, -
.

: , ,
1 o 2 o| x x | | x x |

 x1
 xo  x2 . 1 2| f (x ) | | f(x ) | ., -

 f(x1)

 f(x2).
: !
: ,

« »  xo;
: , -

 « -
» .
3x , x 0

f (x)
2x , x 0

.

 f 
 xo=0 =0.

x1=0,15 ,  x1

 x2,
f(x1)=0,45,
f(x2)=0,4 .

;
:

 «
,  x -

».
: .

. -
-

 f  xo -
 xo. -



 -------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------    …  ( )  ---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

 108 .4/77 

;
:  f  xo.
: ;
: . -

( , xo) (xo, )  ( , xo)
 (xo, ).

: ,
.

.
: ;
: o f( , x ) o f(x , )

o o f(x , x )

o o f(x , x ) , (
). -

-

 f 
, -

, ’

.
: ;

;
 f 

o o(x , x )

o o(x , x ) ;
: ,

,
 « »

. -
-

, o o(x , x )

( -
)

o o(x , x ) ;
: ,

-
,

o o(x , x ) -
.

: .
.

 xo , . ,
 xo.

-
,  f 

 ( , xo) (xo, )
. ;

: .  f -
,

 f  xo , , : >0 -

>0 ,   x ( , xo) (xo,
), o0 | x x | : .

: >0
,

. , -
 (

>0) ,
,

,
 f(xo) ,

 x  xo. -
,

 x  xo.

.
,

, .                      
.

1. .:
2. .
3. Niven I.: Numbers: Rational and irrational 
4. Hammack R.: Book of Proof 
5. Nelson R. – Alsina C.: Charming Proofs (A 

Journey into elegant Mathematics) 
6. Bloch .:Proofs and Fundamentals 
7. N. Sirotic – R. Zazkis: Irrational numbers on 

the number line - Where are they? (Interna-
tional Journal Mathematical education June 
2007) 

8. Davis D.: -

9. .:

10. .:



 ----------------------------------------------------------------------------------------------------    …  --------------------------------------------------------------------------------------------------  

 108 .4/78 

«

». . R.
HALMOS

:  -  – 
 293 (  102 )                    

,

: ( 1) , 1 5
2

.               ( 

 – , -
 -  ) .                      

  (  – -
 )   

 ( )

1

1 (1). -

x

2 2 2 22 (1)
2

2 2 2 2

2

2 2 2 2

1
1 1 11x

1 1 1 (1 ) 2 2
1

(x 1) 2x 2x 1 0 (2)
R

. :
4 2 24x 4(x 1)(2x 1) 0

4 2 2 4 2x (x 1)(2x 1) 0 x 3x 1 0  (3). 

 (3) : 23 5 3 5x
2 2

5 1 1 5x
2 2

1 .       

:  – ,
 – ,

– ,  – , -
 – .

 294  (  103 )                      
 R :                   

( )

3 2

3 2

3 2

x 12y 48y 64 0
y 12z 48z 64 0
z 12x 48x 64 0

                       

( -
–  ), -

 – 
 (  –  )                      

:
3 3 3(x 4) (y 4) (z 4) 0 (1)

(x, y,z) ( 4, 4, 4)  ( ).

.      
1)  x,y,z  -4, . z 4 ,

3y 64 0 y 4 x 4 .
2)  -4 

 (1).               
3)  x,y,z 
-4, x 4 , 3x 64

3x 64 -
2 312y 48y 64 x 64

212y 48y 0 4 y 0 . , -
, 4 z 0 ,

 -4. .
:  – ,

 – , -
 – ,  – ,

 – , -
 - .
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,

2   (1).  

 Q .
 ( , ) (Q,Q ) -

. (  –  )    
 (  – )

.

: RKQ
2

2 2 2PQ K QK .  ( )

: Q Q AZ
QB QB ZB

AB ZB AB Q Q QB1 1
ZB ZB QB QB
AZ P PQ QB
ZB QB

  (2). , :

O ΕυκλείδηςO Ευκλείδης

προτείνει ...προτείνει ...
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AE PQ QB
E

  (3).  (1)  (2),(3)

: P PQ QB PQ QB 2
QB

[PQ ( )][PQ ( )] 2
QB

2 2PQ ( ) QB 0
2 2 2 2 2 2PQ Q PQ K QK . .

:  – ,
 – ,  – 

,  - .                                                          
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f : R R 2f (x) ax bx c
a,b,c R . : ab 0   (1) 
P 8a 27b 216c 0 , : 1)

1x (0,1) , 1f (x ) 0 . 2)
f (1) f (2021) 0 . (  – -

 )                 
 ( -  )  

ab 0  a,b .
8a 27b 216c 0

a b a bc ( )
27 8 27 8

,  f (0)f (1)

a b a bc(a b c) ( )(a b )
27 8 27 8

a b 26a 7b( )( ) 0
27 8 27 8

,  a, b .

, 1 1x (0,1) : f (x ) 0  (  f  

). 2 2 a bb 4ac b 4a( )
27 8

2
2 4a abb 0

27 2 1 2
cx x 0
a

 f 

2 1x 0 x 1 2021
:

af (1) 0 , af (2021) 0 , 2a f (1)f (2021) 0
f (1)f (2021) 0 . :

 – , – -
,  – , -

 – ,  – ,
 – 
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ABCD. ,F,G,H -
-
-

.
ABCD. ;
(  – , -

 -  )
 (  –  )

     
 !

 EFGH -
.  EF, FG, GH, HE  -

 A,B,C,D   ABCD . ,
HGFQ .

:  EF  AB, AD ,  FG 
 AB,BC,  GH    BC, CD  

HE   CD, DA.  
 ( )

 EFGH ,
ABCD . :  (  ) 
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 ABCD. ,
( ). E FGH ,E F GH ,E F G H  EFGH 
FG,GH ,H E -

 ABCD 
, -

. 1 2
ˆ ˆB B  ( )

2 3
ˆ ˆB B  ( ) 1 3

ˆ ˆB B
 FBG ABC

BC BC . 1 2
ˆ ˆC C  (  ) 

1 1 2 2
ˆ ˆ ˆ ˆC C ,C C (  ). -

, 1 2
ˆ ˆC C . ,

1 3
ˆ ˆC C  ( )

2 3
ˆ ˆC C GC H -

BC D , C D C D CD . 1 2
ˆ ˆD D  ( ) 1 1 1

ˆ ˆ ˆD D D ,

2 2 2
ˆ ˆ ˆD D D ( ) 1 2

ˆ ˆD D . , 1 3
ˆ ˆD D ( ) 2 3

ˆ ˆD D
E D H A D C A D A D A D AD . -

 ABCD : AB BC CD DA AB BC C D D A AA , -
AA A E F . 1 1 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆA A A A

1 2
ˆ ˆA A . , 2 1

ˆ ˆA A EF E F
EA E A .

 ABCD -
 EFGH .  EF A

E F , EA E A . AA
 ABCD.  EF . E F , E E

 FG  J GH H E  L. 
 K,L IJK L

II AA EE ( ). ,
EE .

319.

:
2 23 12RE

6 3
, -

 , , R 

. -
; (  – ).

320.
 , , ,

, , 1 2 3, ,
, , ,

:
2 2 2 31 24 ( ) .

(  –  ). 

321. fC
2xf (x)

4

gC
2xg(x) 3

2
,

 ( ). (  – 
 ).

322. a, b 0 -

:
2 2

2a b 2a(b a) b 2a a(b 4a)

4a b
(  – )                        
323. -

: 2
2 2

R 1 1( ) 2 ( )
E

, R,E, , , ,

 ,  , 

. ( -
 –  ).

324. :
2 2 2x y z xz 0

( )
yz 2 3

(  – ).



Νέο βιβλίο της ΕΜΕ

για μαθητέςανήσυχους

Οι λέξεις και οι αριθμοί

στην εξέλιξη της ζωής

... Που σε πάνε παντού

Χρήσιμο βοήθημα

για ερευνητικές εργασίες

Αυτοτελείς ιστορίες

με απρόοπτο περιεχόμενο

...
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της Ελληνικής Μαθηματικής Εταιρείαςτης Ελληνικής Μαθηματικής Εταιρείας

Πανεπιστημίου 34 - Αθήνα

fax: 210 3641025

www.hms.gr e-mail: info@hms.gr

τηλ.: 210 3616532, 210 3617784

Κεντρική Διάθεση: Πανεπιστημίου 34 - Αθήνα

fax: 210 3641025

www.hms.gr e-mail: info@hms.gr

τηλ.: 210 3616532, 210 3617784

Κεντρική Διάθεση:

Εκδόσεις

Τιμή τεύχους: 3€

Τιμή τεύχους: 10€

Τιμή βιβλίου: 30€

Τιμή τεύχους: 3€

Τιμή τεύχους: 10€

Τιμή βιβλίου: 20€

Τιμή τεύχους: 3,5€

Τιμή τεύχους: 10€

Τιμή βιβλίου: 20€
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