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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΘΔΤΙΚΗΣ ΚΑΙ ΤΔΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ ΚΑΤΔΥΘΥΝΣΗΣ 

3Ο ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ – ΘΔΜΑΤΑ (Κετάλαιξ 1, 2, 3) 

 

ΘΔΜΑ Α 

1. Να απξδείνεςε όςι η ρσμάοςηρη   xf x   είμαι παοαγωγίριμη ρςξ (0, )  και 

ιρυύει:   1

2 x
f x  . 

Μξμάδεπ 10 

2. Πόςε μια ρσμάοςηρη f  δεμ είμαι ρσμευήπ ρε έμα ρημείξ 0x  ςξσ πεδίξσ ξοιρμξύ ςηπ; 

Μξμάδεπ 5 

3. Να υαοακςηοίρεςε καθεμία από ςιπ παοακάςω ποξςάρειπ ωπ ωρςή () ή Λάθξπ (Λ): 

 α) Η ενίρωρη 0z z    παοιρςάμει ρςξ μιγαδικό επίπεδξ ςξμ ταμςαρςικό άνξμα. 

Μξμάδεπ 2 

β) Αμ για ςημ 1 1  ρσμάοςηρη f  ιρυύει       f x f 1 x f κx λ     για κάθε x , 

ςόςε 0κ  . 

Μξμάδεπ 2 

γ) Αμ για μια ρσμάοςηρη f  ρσμευή ρςξ  α, β  ιρυύξσμ  lim
x α

f x


   και 

 lim
x β

f x


  , ςόςε η f  έυει ςξσλάυιρςξμ μία οίζα ρςξ  α, β . 

Μξμάδεπ 2 

δ) Κάθε πξλσωμσμική ρσμάοςηρη ςοίςξσ βαθμξύ έυει ξπωρδήπξςε ρημείξ 
καμπήπ. 

Μξμάδεπ 2 

ε) Αμ για ςημ παοαγωγίριμη ρσμάοςηρη f :   ιρυύει  1 0f  , ςόςε ςξ  1f  

είμαι πάμςα ςξπικό ακοόςαςξ. 

Μξμάδεπ 2 
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ΘΔΜΑ Β 

Δίμεςαι η ρσμάοςηρη g : (0, )  , με: 

 g x x ln x cx 1    

όπξσ c . H εταπςξμέμη ςηπ γοατικήπ παοάρςαρηπ ςηπ g   ρςξ ρημείξ ςηπ  (e,g e )

είμαι παοάλληλη ρςημ εσθεία: 

: x y 2015 0     

α) Να βοείςε ςξμ αοιθμό c.  

Μξμάδεπ 5 

β) Να μελεςήρεςε ςη g  ωπ ποξπ ςη μξμξςξμία και ςα ακοόςαςα. 

Μξμάδεπ 7 

γ) Να βοείςε ςα όοια  
x 0

xlim g


 και  
x

glim x


. 

Μξμάδεπ 7 

δ) Με ςη βξήθεια ςξσ σμόλξσ Σιμώμ ςηπ g , ή με ξπξιξμδήπξςε άλλξ εμδεδειγμέμξ 

ςοόπξ, μπξοείςε μα απξδείνεςε όςι: 

x x 1x e   

ιρυύει για κάθε x 0 . 

Μξμάδεπ 6 

 

 

ΘΔΜΑ Γ 

Δίμξμςαι ξι ρσμαοςήρειπ f ,g :  , δύξ τξοέπ παοαγωγίριμεπ, ςωμ ξπξίωμ ξι 

γοατικέπ παοαρςάρειπ ςέμμξμςαι ρςξ ίδιξ ρημείξ ςξσ άνξμα y y  και ιρυύει όςι: 

   f x g x  , για κάθε x  

Δπίρηπ η g(x)  έυει δύξ οίζεπ 1 2x x  ςέςξιεπ, ώρςε για ςξμ μιγαδικό 1 2w  x x i    μα 

ιρυύει όςι: 

w wi w wi    
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α) Να απξδείνεςε όςι σπάουει k , ώρςε: 

   f x g x kx  , για κάθε x  

Μξμάδεπ 8 

β) Να απξδείνεςε όςι 1 2x 0 x  . 

Μξμάδεπ 8 

 

γ) Να απξδείνεςε όςι η ενίρωρη  f x 0  έυει μία ςξσλάυιρςξμ οίζα ρςξ .  

Μξμάδεπ 9 

 

 

ΘΔΜΑ Δ 

Δίμεςαι η ρσμάοςηρη f : (0, )   η ξπξία είμαι ρσμευήπ ρςξ (0, )  με f (2) ln 2 , 

1
f e

e

   
 

 και για κάθε x (0,1) (1, )   ιρυύξσμ ςα ενήπ:  

 η f είμαι παοαγωγίριμη 

 xf (x) 1 | x(x 1) | f (x) 0      

 
1

f (x)
x

  

1. Να δείνεςε όςι f (1) 1 . 

Μξμάδεπ 5 

2. Να δείνεςε όςι ξι εταπςξμέμεπ ςωμ ρσμαοςήρεωμ F(x) (x 1)f (x)   και G(x) ln x  

είμαι παοάλληλεπ ρε όλα ςα ρημεία με ίδια ςεςμημέμη 0 (0,1) (1 )x ,   . 

Μξμάδεπ 4 

3. Να βοείςε ςξμ ςύπξ ςηπ ρσμάοςηρηπ f  (Μξμάδεπ 4) και μα ενεςάρεςε ςημ 

παοαγωγιριμόςηςά ςηπ ρςξ 0x 1  (Μξμάδεπ 2). 

Μξμάδεπ 6 
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Αμ είμαι 
lnx

, x 1
f (x) x 1

1, x 1






 


, ςόςε: 

4. Να δείνεςε όςι η f  είμαι γμηρίωπ τθίμξσρα ρςξ (0, )  (Μξμάδεπ 4) και όςι f (x) 1  

για κάθε x 1  (Μξμάδεπ 2). 

Μξμάδεπ 6 

 

5. Να δείνεςε όςι ξι γοατικέπ παοαρςάρειπ ςωμ ρσμαοςήρεωμ f (x)  και (x)  με 

x

x 1
(x) 1

e


   , ςέμμξμςαι ρε έμα και μόμξ ρημείξ ρςξ διάρςημα [1, ) .  

Μξμάδεπ 4 

 

ΚΑΛΗ ΔΠΙΤΥΧΙΑ 

 

 

 

 

Η εκπόμηρη ςξσ διαγωμίρμαςξπ έγιμε με ςη βξήθεια Δθελξμςώμ Δκπαιδεσςικώμ: 

Σξ θέμα Α επιμελήθηκε ξ Δοακάκηπ Γεώογιξπ, Μαθημαςικόπ. 

 
Σξ θέμαςα Β και Γ επιμελήθηκε ξ Τξσομαβίςηπ Σςέογιξπ, Μαθημαςικόπ ςξσ 6ξσ

 Γεμικξύ Λσκείξσ 
Αυαομώμ. 

 

Σξ θέμα Δ επιμελήθηκε ξ Σσγκελάκηπ Αλέναμδοξπ, Μαθημαςικόπ ςξσ Ποόςσπξσ Πειοαμαςικξύ 

Γεμικξύ Λσκείξσ Ηοακλείξσ. 
 

Ο επιρςημξμικόπ έλεγυξπ ποαγμαςξπξιήθηκε από ςξσπ Κωμρςαμςόπξσλξ Κωμρςαμςίμξ, Μξςράκξ 
Βαρίλειξ και Σξύγελα Δλέμη.  
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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΘΔΤΙΚΗΣ ΚΑΙ ΤΔΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ ΚΑΤΔΥΘΥΝΣΗΣ 

3ξ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ – ΔΝΔΔΙΚΤΙΚΔΣ ΑΠΑΝΤΗΣΔΙΣ (Κετάλαιξ 1, 2, 3) 

 

 

ΘΔΜΑ Α 

1. Βλέπε ρυξλικό βιβλίξ, ρελίδα 224  

 

2. Βλέπε ρυξλικό βιβλίξ, ρελίδα 188, 189. 

 

3. α) ΩΣΟ, διόςι z z 0 x yi x yi 0 2x 0 x 0           , άοα η εικόμα ςξσ z  

βοίρκεςαι ρςξμ ταμςαρςικό άνξμα. 

β) ΩΣΟ, διόςι για 0x   είμαι      0 1f f f λ   και για 1x   είμαι      1 0f f f κ λ   , 

άοα:     0      
f : 1-1

f λ f κ λ λ κ λ κ . 

 

γ) ΩΣΟ, διόςι ποξκύπςει από ςξ θεώοημα Bolzano ρςξ    1 2x , x α, β , όπξσ 1x α , 

με  1 0f x   και 2x β , με  2 0f x  . 

 

δ) ΩΣΟ, διόςι η 2η παοάγωγξπ είμαι πξλσώμσμξ 1ξσ βαθμξύ, άοα μηδεμίζεςαι και 
εκαςέοωθεμ ςηπ οίζαπ ςξσ αλλάζει ποόρημξ. 
 

ε) ΛΑΘΟ, διόςι π.υ.    3
1f x x  ,    2

3 1f x x   ,  1 0f  , αλλά ςξ 

 1 0f   δεμ είμαι ςξπικό ακοόςαςξ. 

 

 

 

ΘΔΜΑ Β 

α) 
1

g (x) ln x x c g (x) ln x 1 c
x

         για κάθε x 0 . 

Ιρυύει όςι g (e) 1  , ξπόςε βοίρκξσμε όςι 2 c 1 c 1     . 

 

β) Ο ςύπξπ ςηπ g(x)  γίμεςαι g(x) x ln x x 1    και ςηπ παοαγώγξσ g (x) ln x  . Για 
ςη μξμξςξμία και ςξ ακοόςαςξ καςαρκεσάζξσμε ςξμ παοακάςω πίμακα: 
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Άοα η g(x)  είμαι γμηρίωπ τθίμξσρα ρςξ (0,1]  και γμηρίωπ αύνξσρα ρςξ [1, ) . 

Άοα για x 1  έυξσμε ξλικό ελάυιρςξ g(1) 0 . 

Για κάθε x 0  έυξσμε g(1) 0 g(x)  .  

 

γ) 
x 0 x 0
lim g(x) lim (x ln x x 1)  

Δπειδή 
x 0
lim (x ln x) 0 ( )  (αποξρδιόοιρςη μξοτή), εταομόζξσμε de l' hospital και 

έυξσμε 
2

x 0 x 0 x 0

2

1
ln x xxlim lim lim 0
1 1 x
x x

. 

Σξ ζηςξύμεμξ 
x 0
lim g(x) 0 0 1 1 και επίρηπ 

x x
lim g(x) lim [x(ln x 1) 1] .  

δ) Για κάθε x 0  έυξσμε 
ln x . .

x x 1 x x 1x e ln x ln e x ln x x 1 x ln x x 1 0 g(x) g(1)
 

              ςξ ξπξίξ 

ιρυύει από ςξ εοώςημα β), ατξύ g(1) 0  ξλικό ελάυιρςξ. 

 

Β’ ςοόπξπ 

Από ςξ β) εοώςημα έυξσμε g(A) [0, )   άοα 
x

x
e . .

x ln x x 1 x x 1g(x) 0 x ln x x 1 0 x ln x x 1 ln x x 1 e e x e
 

                 

 

ΘΔΜΑ Γ 

α) ύμτωμα με ςιπ ρσμέπειεπ ςξσ Θεωοήμαςξπ Μέρηπ Σιμήπ επειδή f (x) g (x)   

σπάουει c : 

 f (x) g (x) kx f (x) g(x) (kx)        
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β) Από ςημ σπόθερη έυξσμε : 

2 2
w wi w wi w wi w wi (w wi)(w wi) (w wi)(w wi)               

2 2ww w i w i ww( 1)    ww wwi  wwi ww( 1)  2 2(w w )i 0    (1) 

Όμωπ 1 2w x x i   και 1 2w x x i   ξπόςε έυξσμε: 

2 2 2
2 21 1 2 2

1 22 2 2
1 1 2 2

w x 2x x i x
w w 4x x i

w x 2x x i x

  
  

   
 και ρε ρσμδσαρμό με ςημ (1) έυξσμε όςι 

1 2 1 24x x i 0 x x 0    , δηλαδή 1 2x , x  εςεοόρημεπ και επειδή 1 2x x  θα ιρυύει 

1 2x 0 x  . 

 

γ) Η f  ωπ δύξ τξοέπ παοαγωγίριμη είμαι και ρσμευήπ ρςξ 1 2[x , x ] . 

Άοα 1 2f / [x ,x ] ρσμευήπ (2) και  

       
2

1 2 1 2f (x ) f (x ) k x x 0     (3). 

Διακοίμξσμε δύξ πεοιπςώρειπ για ςξ k : 

 Αμ k 0  ςόςε 1f (x ) 0  ή 2f (x ) 0  ξ.ε.δ. (Η ενίρωρη f (x) 0  έυει οίζα ςη 1x ή 

ςη 2x ) 

 Αμ k 0  ςόςε η (3) ιρυύει ωπ αμιρόςηςα 1 2f (x ) f (x ) 0   (3α) 

Οι (2), (3α) εναρταλίζξσμ ςιπ σπξθέρειπ ςξσ Θ.Bolzano από ςξ ξπξίξ έυξσμε όςι: 

Τπάουει έμα ςξσλάυιρςξμ 1 2(x , x )  ςέςξιξ ώρςε f ( ) 0  , ξπόςε 1 2(x , x )  οίζα ςηπ 

f (x) 0  και 1 2(x ,x )  ξ.ε.δ. 

 

 

ΘΔΜΑ Δ 

1. Η ρυέρη f (x)
1

x
  δίμει 0f (x)

1

x
   άοα η ρσμάοςηρη 

1
g(x) f (x)

x
   ωπ ρσμευήπ 

ρςξ (0,1)  και (1, )  (επειδή ποξκύπςει από ποάνειπ μεςανύ ρσμευώμ), διαςηοεί ρςαθεοό 

ποόρημξ ρςα διαρςήμαςα (0,1)  και (1, ) . 

Δπιπλέξμ, επειδή 
1 1

g f e 0
e e

        
   

 και 
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1 ln 4 ln e 1 4
g(2) ln 2 ln 0

2 2 2 e

       
 

 (διόςι 
4

1
e
 ), άοα 

g(x) 0  για κάθε x (0,1)  και g(x) 0  για κάθε x (1, )  . 

Άοα 
1

, xf (x 1)
x

) (0,  και 
1

, xf (x , )
x

) (1  . 

Ατξύ 
1

, xf (x 1)
x

) (0, , παίομξμςαπ όοιξ καθώπ ςξ x πληριάζει ρςξ 1 από αοιρςεοά 

έυξσμε: 

x 1
im 1l f (x)


  και ατξύ η ρσμάοςηρη f  είμαι ρσμευήπ, θα ιρυύει όςι 

x 1 x 1
lim f (x) lim f (x) f(1)

  
   ρσμεπώπ f (1) 1 . 

Όμξια, ατξύ 
1

, xf (x , )
x

) (1  , παίομξμςαπ όοιξ καθώπ ςξ x  πληριάζει ρςξ 1 από 

δενιά παίομξσμε ςελικά f (1) 1  

Άοα f (1) 1 . 

 

2. Αοκεί μα απξδείνξσμε όςι F'(x) G '(x)  για κάθε x (0,1) (1, )   δηλαδή, 

ιρξδύμαμα, όςι για κάθε x (0,1) (1, )   ιρυύει: 

xf (
1

f (x x)) 1 x(x 1)f(x '(x) 01)f '(x)
x
       (1) 

Λόγω ςξσ ποξρήμξσ ςηπ ρσμάοςηρηπ g(x)  πξσ ξοίραμε ρςξ ποξηγξύμεμξ εοώςημα, η 

δξρμέμη ρυέρη xf (x) 1 | x(x 1) | f'(x) 0     γοάτεςαι  

 για x 1 : xf (x) 1 x(x 1)f '(x) 0     και  

 για 0 x 1  : 

xf (x) 1 x(x 1)f '(x) 0 xf (x) 1 x(x 1)f '(x) 0          

Άοα ςελικά ιρυύει xf (x) 1 x(x 1)f'(x) 0     για κάθε x (0,1) (1, )   πξσ ήςαμ και ςξ 

ζηςξύμεμξ λόγω ςηπ (1). 

 

3. (Τπεμθσμίζξσμε όςι ςξ Θεώοημα Μέρηπ Σιμήπ εταομόζεςαι ρε διάρςημα και όυι ρε 
έμωρη διαρςημάςωμ). 

Ατξύ F'(x) G '(x) , για κάθε x (0,1) , σπάουει ρςαθεοά 1c  ώρςε 1F(x) G(x) c  , για 

κάθε x (0,1) . 
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Όμξια, ατξύ F'(x) G '(x) , για κάθε x (1, )  , σπάουει ρςαθεοά 2c  ώρςε 

2F(x) G(x) c  , για κάθε x (1, )  . 

σμεπώπ, 1

2

G(x) c , 0 x 1
F(x)

G(x) c , x 1

  
   

 και λόγω ρσμέυειαπ ςωμ ρσμαοςήρεωμ F(x)  και 

G(x)  ρςξ 1 παίομξσμε  

G(1)

x

0

1 2 1 2
1 x 1

limF(x) limF(x) F(1) G(1 G(1) c 0 c c) c 0
 




        άοα ςελικά 

F(x) G(x) , για κάθε (0,1) , )x (1   , δηλαδή ιρξδύμαμα  

ln x
f (x)

x 1



, για κάθε (0,1) , )x (1    και επειδή f (1) 1 , άοα ςελικά 

lnx
, x 1

f (x) x 1

1, x 1






 


. 

Για μα δξύμε αμ η ρσμάοςηρη f  είμαι παοαγωγίριμη ρςξ 1 θα ενεςάρξσμε αμ ςξ όοιξ 

x 1

f (x) f(1)
lim

x 1




 είμαι ποαγμαςικόπ αοιθμόπ. Ποάγμαςι: 

 0
0

x 1 x 1 x 1 2 x 1

x 1

ln x 1
1 1

f (x) f(1) ln x x 1x 1 xlim lim lim lim
x 1 x 1 (x 1) 2(x 1)

x 1
lim

   



     
   


 

2x (x 1)
1

2
  

  

άοα η f  είμαι παοαγωγίριμη ρςξ 1 με 
1

f '(1)
2

  .  

 

4. Η ρσμάοςηρη είμαι παοαγωγίριμη ρςξ (0,1) (1, )   ωπ πηλίκξ παοαγωγιρίμωμ με 

   
 2 2 2

ln x '(x 1) ln x x 1 ' x 1 x ln x h(x)
f '(x)

x(x 1) x(x 1)x 1

     
  

 
, 

όπξσ h(x) x 1 x ln x, x 0    . Για μα βοξύμε ςη μξμξςξμία ςηπ f  αοκεί μα βοξύμε ςξ 

ποόρημξ ςηπ ρσμάοςηρηπ h  ρςξ (0,1) (1, )   καθώπ ξ παοξμξμαρςήπ 2x(x 1)  είμαι 

θεςικόπ ρςξ (0,1) (1, )  . 

Η ρσμάοςηρη h  είμαι παοαγωγίριμη ρςξ (0, )  με  h'(x) lnx  . Δπειδή h'(x) 0  ρςξ 

(0,1)  και h'(x) 0  ρςξ (1, )  και η h  είμαι ρσμευήπ ρε κάθε έμα από ςα διαρςήμαςα 

(0,1]  και [1, )  ξπόςε είμαι γμηρίωπ αύνξσρα ρςξ (0,1]  και γμηρίωπ τθίμξσρα ρςξ 

[1, )  ρσμεπώπ παοξσριάζει μέγιρςξ ρςξ 0x 1  ςξ h(1) 0 . Άοα h(h( 0x) 1)   για 
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κάθε x 0  με ςημ ιρόςηςα μα ιρυύει μόμξ για x 1 . Άοα h(x) 0  για κάθε 

(0,1) , )x (1    ξπόςε f'(x) 0  για κάθε (0,1) , )x (1    και επειδή η ρσμάοςηρη f  

είμαι ρσμευήπ ρςξ 0x 1 , θα έυξσμε όςι η f  είμαι γμηρίωπ τθίμξσρα ρςξ (0, ) . 

Ατξύ η f  είμαι γμηρίωπ τθίμξσρα ρςξ [1, )  άοα για κάθε x 1  ιρυύει f (f ( 1x) 1)   

πξσ απξδεικμύει ςξ ζηςξύμεμξ. 

(Διατξοεςικά θα μπξοξύραμε μα κάμξσμε υοήρη ςηπ εταομξγήπ 2 ςξσ ρυξλικξύ βιβλίξσ 

ρελ. 266 ρύμτωμα με ςημ ξπξία ιρυύει ln x x 1  , για κάθε x 0  με ςημ ιρόςηςα μα 

ιρυύει μόμξ για x 1  . Άοα για x 1  είμαι x 1 0   και από ςημ εταομξγή παίομξσμε 
ln x

1
x 1




, δηλαδή f (x) 1 , για κάθε x 1 . Δπειδή επιπλέξμ f (1) 1 , άοα f (x) 1  για 

κάθε x 1 ). 

 

5. Θέλξσμε μα λύρξσμε ςημ ενίρωρη f (x) (x) . Αουικά παοαςηοξύμε όςι η x 1  είμαι 

μία ποξταμήπ λύρη ςηπ ενίρωρηπ. Θα δείνξσμε όςι είμαι μξμαδική. Για x 1  δείναμε ρςξ 
Δ4 όςι f (x) 1  και από ςημ άλλη είμαι 

xe

x x

0 x 1 x 1
x 1 0 0 1 1 (x) 1

e
x

e
1

  
          . 

Άοα για x 1  ςα δύξ μέλη ςηπ παοαπάμω ενίρωρηπ δε μπξοεί μα είμαι ίρα (ςξ ποώςξ 
μέλξπ είμαι μικοόςεοξ ςηπ μξμάδαπ και ςξ δεύςεοξ μεγαλύςεοξ ςηπ μξμάδαπ), ρσμεπώπ η 
ιρόςηςα ιρυύει μόμξ για x 1 . 

Συόλιξ: Θα μπξοξύραμε επιπλέξμ (παοά ςξ όςι δεμ ςξ ζηςάει η άρκηρη), μα δείνξσμε όςι 

η ενίρωρη f (x) (x)  δεμ έυει λύρειπ για x 1  και η απόδεινη είμαι όμξια με ςημ 

παοαπάμω. 

 

 

 

 

Η εκπόμηρη ςξσ διαγωμίρμαςξπ έγιμε με ςη βξήθεια Δθελξμςώμ Δκπαιδεσςικώμ: 

Σξ θέμα Α επιμελήθηκε ξ Δοακάκηπ Γεώογιξπ, Μαθημαςικόπ. 
 
Σα θέμαςα Β και Γ επιμελήθηκε ξ Τξσομαβίςηπ Σςέογιξπ, Μαθημαςικόπ ςξσ 6ξσ Γεμικξύ Λσκείξσ 
Αυαομώμ. 
 
Σξ θέμα Δ επιμελήθηκε ξ Σσγκελάκηπ Αλέναμδοξπ, Μαθημαςικόπ ςξσ Ποόςσπξσ Πειοαμαςικξύ 
Γεμικξύ Λσκείξσ Ηοακλείξσ. 
 

Ο επιρςημξμικόπ έλεγυξπ ποαγμαςξπξιήθηκε από ςξσπ Κωμρςαμςόπξσλξ Κωμρςαμςίμξ, Μξςράκξ 
Βαρίλειξ και Σξύγελα Δλέμη.  
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 ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΘΔΤΙΚΗΣ ΚΑΙ ΤΔΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ ΚΑΤΔΥΘΥΝΣΗΣ 

4Ο ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ – ΘΔΜΑΤΑ (Κεφάλαιο 1, 2, 3, 4) 

ΘΔΜΑ Α 

1. Έρςω f μια ρσμάοςηρη ξοιρμέμη ρ’ έμα διάρςημα Δ. Αμ F είμαι μια παοάγξσρα ςηπ 
f ρςξ Δ, μα απξδείνεςε όςι: 

α. όλεπ ξι ρσμαοςήρειπ ςηπ μξοτήπ    G x   F x   c  , c   είμαι παοάγξσρεπ 

ςηπ f ρςξ Δ και  

β. κάθε άλλη παοάγξσρα G ςηπ f ρςξ Δ παίομει ςη μξοτή    G x   F x   c  , 

c   . 

Μομάδες 8 

 

2. Έρςω μια ρσμάοςηρη f ξοιρμέμη ρ’ έμα διάρςημα Δ. Σι ξμξμάζξσμε αουική 
ρσμάοςηρη ή παοάγξσρα ςηπ f ρςξ Δ; 

Μομάδες 4 

 

3. Έρςω μια ρσμάοςηρη f ξοιρμέμη ρ’ έμα διάρςημα Δ. Πξια ρημεία λέγξμςαι κοίριμα 
ρημεία ςηπ f ; 

Μομάδες 3 

 

4. Να υαοακςηοίρεςε κάθε μια από ςιπ παοακάςω ποξςάρειπ με ωρςό, αμ είμαι 
ρωρςή ή με Λάθξπ αμ είμαι λαμθαρμέμη: 
 

α) Δάμ   , ςόςε ςξ f (x)dx


  είμαι ίρξ με ςξ άθοξιρμα ςωμ εμβαδώμ ςωμ υωοίωμ 

πξσ βοίρκξμςαι πάμω από ςξμ άνξμα x΄x μείξμ ςξ άθοξιρμα ςωμ εμβαδώμ ςωμ 
υωοίωμ πξσ βοίρκξμςαι κάςω από ςξμ άνξμα x΄x.  

 

β)   1

2

u

u
f g(x) g (x)dx f (u)du




   , όπξσ f, g΄ είμαι ρσμευείπ ρσμαοςήρειπ, u g(x) , 

du g (x)dx  και 1u g( )  , 2u g( )  .  

 

γ) Η ενίρωρη 1 2z z z z    παοιρςάμει ςη μερξκάθεςξ ςξσ ςμήμαςξπ με άκοα ςα 

ρημεία 1A(z )  και 2B(z ) .  

 

δ) Αμ 
0x x

lim f (x) 0


  και f (x) 0  κξμςά ρςξ 0x , ςόςε 
0x x

1
lim

f (x)
  .  

 

ε) Έρςω μια ρσμάοςηρη f παοαγωγίριμη ρ’ έμα διάρςημα (α, β) με εναίοερη ίρωπ έμα 

ρημείξ ςξσ 0x , ρςξ ξπξίξ η f είμαι ρσμευήπ.  

Αμ f (x) 0   ρςξ 0( , x )  και f (x) 0   ρςξ 0(x , ) , ςόςε ςξ 0f (x )  είμαι ςξπικό 

ελάυιρςξ ςηπ f. 
Μομάδες 10 
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ΘΔΜΑ Β 

Δίμξμςαι ξι μιγαδικξί   και  , ξι ξπξίξι ικαμξπξιξύμ ςιπ ρυέρειπ:            και             

1. Να βοείςε ςξμ γεωμεςοικό ςόπξ ςωμ εικόμωμ ςωμ μιγαδικώμ  ,      
Μομάδες 6 

2. Να βοείςε ςξ μέγιρςξ μέςοξ ςωμ μιγαδικώμ   ,                   
Μομάδες 6  

3. Να βοείςε: 

α) ςη μέγιρςη και ςημ ελάυιρςη ςιμή ςξσ                    
Μομάδες 8 

β) ςξσπ μιγαδικξύπ αοιθμξύπ για ςξσπ ξπξίξσπ η ςιμή       γίμεςαι μέγιρςη ή 
ελάυιρςη αμςίρςξιυα.                                                      

Μομάδες 5 

 

ΘΔΜΑ Γ 

Δίμεςαι παοαγωγίριμη ρσμάοςηρη g :  ,για ςημ ξπξία ιρυύει: 

   2

1
g ' x

3g x


 
για κάθε x  όπξσ   μία ρςαθεοά ρςξ ρύμξλξ . 

Αμ η εταπςξμέμη ςηπ γοατικήπ παοάρςαρηπ ςηπ  , ρςξ ρημείξ ςηπ           έυει 
ενίρωρη: 

x 2018y 2018 0    

α) Να βοείςε ςξμ αοιθμό  .                                                                      

Μομάδες 4 

β) Να απξδείνεςε όςι    3g x 2015 g x x 2016     για κάθε x . 

Μομάδες 5  

γ) Απξδείνςε όςι η ρσμάοςηρη   αμςιρςοέτεςαι και έυει ςύπξ
1 3g (x) x 2015x 2016    . 

Μομάδες 4 
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δ) Nα βοείςε ςα ρημεία καμπήπ ςηπ   .                               

Μομάδες 6 

ε) Να βοείςε ςιπ αρύμπςωςεπ ςηπ γοατικήπ παοάρςαρηπ ςηπ ρσμάοςηρηπ: 

1

2

g (x)
f (x)

x g(x) (g (x) 2015)




  

 

Μομάδες 6 

 

ΘΔΜΑ Δ 

Έρςω ρσμάοςηρη f :   η ξπξία είμαι παοαγωγίριμη και κσοςή ρςξ  με  

f (0) 1 , f (0) 0   και 3f (x) 2x f (x) 2x 2x    . 

1. Να απξδείνεςε όςι f (x) 1  για κάθε x   

Μομάδες 4 

2. Να σπξλξγίρεςε ςξ 

1
2015

0

2015x 0

x x f (xt)dt
lim

x






  

Μομάδες 6 

3. Να βοείςε ςξμ ςύπξ ςηπ ρσμάοςηρηπ f. 

Μομάδες 7 

4. Να μελεςήρεςε ωπ ποξπ ςη μξμξςξμία ςη ρσμάοςηρη 
x 3

x
G(x) f (t)dt


  , x 0  και 

ρςη ρσμέυεια μα λύρεςε ςημ αμίρωρη 

6043

x 2014

x
1

2014

e 3

e
f (t)dt f (t)dt






  . 

Μομάδες 8 

 

Η εκπόμηση του διαγωμίσματος έγιμε με τη βοήθεια Δθελομτώμ Δκπαιδευτικώμ: 

Σα θέμαςα Α και Δ επιμελήθηκε ξ Βρυώμης Δημήτριος, Μαθημαςικόπ. 
 
Σα θέμαςα Β και Γ επιμελήθηκε ξ Τουρμαβίτης Στέργιος, Μαθημαςικόπ ςξσ 6ξσ Γεμικξύ 
Λσκείξσ Αυαομώμ. 
 
Ο επιρςημξμικόπ έλεγυξπ ποαγμαςξπξιήθηκε από ςξσπ Κωμσταμτόπουλο Κωμσταμτίμο, 
Μοτσάκο Βασίλειο και Σούγελα Δλέμη.  
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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΘΔΤΙΚΗΣ ΚΑΙ ΤΔΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ ΚΑΤΔΥΘΥΝΣΗΣ 

4ο ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ – ΔΝΔΔΙΚΤΙΚΔΣ ΑΠΑΝΤΗΣΔΙΣ (Σε όλη τημ ύλη) 

ΘΔΜΑ Α 

1. υξλικό βιβλίξ, ρελίδα 304 

2. υξλικό βιβλίξ, ρελίδα 303 

3. υξλικό βιβλίξ, ρελίδα 261 

4. α) ωρςό β) Λάθξπ γ) ωρςό δ) ωρςό ε) Λάθξπ 

 

 

ΘΔΜΑ Β 

1. z 3 4i 5 z ( 3 4i) 5         

Ο γεωμεςοικόπ ςόπξπ ςωμ μιγαδικώμ αοιθμώμ 
z πξσ ικαμξπξιξύμ ςημ παοαπάμω ενίρωρη, 
είμαι ξ κύκλξπ με κέμςοξ K( 3,4)  και ακςίμα 

1 5  . 

Η ενίρωρη ςξσ παοαπάμω κύκλξσ είμαι: 
2 2 2(x 3) (y 4) 5     (1) 

Ο γεωμεςοικόπ ςόπξπ ςωμ μιγαδικώμ αοιθμώμ 
w, ρύμτωμα και με ςημ ιρξδύμαμη ρυέρη 

w ( 6 8i) 10    , είμαι ξ κύκλξπ με κέμςοξ ( 6,8)   και ακςίμα 2 10  . 

Η ενίρωρη ασςξύ ςξσ κύκλξσ είμαι: 2 2 2(x 6) (y 8) 10     (2). 

 

2. Α' ςοόπξπ  

Όπωπ ταίμεςαι από ςξ παοαπάμω ρυήμα, αμ θεωοήρξσμε ςημ εικόμα M(z) εμόπ 

μιγαδικξύ z πξσ κιμείςαι ρςξμ κύκλξ 1(K, )  και από ςημ ςοιγωμική αμιρόςηςα ρςξ 

ςοίγωμξ ΜΚΟ έυξσμε: 

1z (KO) z 5 5 z 10         

Η ιρόςηςα ιρυύει όςαμ ςξ Μ ςασςίζεςαι με ςξ Λ, ςξ ρημείξ ςξμήπ ςηπ εσθείαπ ΟΚ με 

ςξμ κύκλξ 1(K, ) . Σόςε δεμ σπάουει ςοίγωμξ και ςξ αμςιδιαμεςοικό ρημείξ Λ ςηπ 
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αουήπ O(0,0)  ςωμ ανόμωμ είμαι η εικόμα ςξσ μιγαδικξύ z πξσ έυει μέγιρςξ μέςοξ 

max
z 10 . Αμςίρςξιυα για έμα άλλξ ρημείξ Ν ςξσ κύκλξσ 

2( , )   έυξσμε: 

2w ( O) w 10 10 w 20         . 

ςημ πεοίπςωρη ασςή η εικόμα ςξσ μιγαδικξύ w πξσ έυει ςξ μέγιρςξ μέςοξ είμαι ςξ 

ρημείξ ςξμήπ ςηπ ΛΟ με ςξμ κύκλξ 
2( , )  . Ασςό δεμ είμαι άλλξ από ςξ ρημείξ Γ και 

ιρυύει 
max

w 20 . 

Β' ςοόπξπ 

ςξ ρυήμα έυξσμε ςξσπ 2 γεωμεςοικξύπ ςόπξσπ. Από ςημ εσκλείδεια γεωμεςοία 
γμωοίζξσμε όςι για ςξμ κύκλξ με κέμςοξ Κ η μέγιρςη απόρςαρη ςωμ ρημείωμ ςξσ 

από ςημ αουή ςωμ ανόμωμ είμαι ςξ 
1ΟΛ 2ρ 2 5 10,     ξπόςε 

max
z 10 . Για ςξμ 

κύκλξ με κέμςοξ Λ θα έυξσμε ςξ 22 2 10 20,       ξπόςε 
max

w 20 . 

Γ' ςοόπξπ 

Έυξσμε  z ( 3 4i) 5    , ςηπ ιρυύει 

z ( 3 4i) z 3 4i z 25 5 5 z 5 5 z 10                 

Άοα  
max

z 10 . 

Όμξια: Έυξσμε  w ( 6 8i) 10    , ςηπ ιρυύει 

w ( 6 8i) w 6 8i w 100 10 10 w 10 10 w 20                 

Άοα  
max

w 20 . 

 

3. α) Ιρυύει: 2 2

2 1( 6 3) (8 4) 5          , άοα  ξι  κύκλξι ετάπςξμςαι 

ερωςεοικά. ΄ ασςή  ςημ  πεοίπςωρη  γμωοίζξσμε  από  ςημ  εσκλείδεια  γεωμεςοία  
όςι  η  ελάυιρςη  απόρςαρη  ςωμ  ρημείωμ  ςωμ  δύξ  κύκλωμ  είμαι  ςξ  ΟΔ 0   και  

η  μέγιρςη  ςξ  ςμήμα  1 2ΟΓ ΚΛ ρ ρ 5 5 10 20        ξπόςε  

min max
z w 0 z w 20     . 

Σημείωση:  ,   και  ,   είμαι ςα ζεύγη ςωμ ρημείωμ πξσ ςέμμει η διακεμςοική 

εσθεία ΚΛ ςξσπ κύκλξσπ 1(K, )  και 2( , )   αμςίρςξιυα.  

Λύμξσμε ςα ρσρςήμαςα 
1

2 2

4
y x

: 3

(x 3) (y 4) 25

 


   
  και   

2

2 2

4
y x

: 3

(x 6) (y 8) 100
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Οι μιγαδικξί πξσ ξι εικόμεπ ςξσπ είμαι ξι λύρειπ ςωμ 
1  και 

2  και ικαμξπξιξύμ ςημ 

(3) για ςημ μικοόςεοη και μεγαλύςεοη απόρςαρη είμαι: 

1 1(z 0 0i, w 0 0i)     και 1 1z w 0   ή  

2 2(z 0 0i, w 12 16i)      και 2 2z w 20  . 

 

 

ΘΔΜΑ Γ 

α) Ο ρσμςελερςήπ διεύθσμρηπ ςηπ εταπςξμέμηπ ςηπ gC  είμαι 
1

g (0)
2018

  (1) 

Δπειδή ςξ ρημείξ επατήπ A(0,g(0))  είμαι κξιμό ρημείξ ςηπ εταπςξμέμηπ και ςηπ  

gC , ξι ρσμςεςαγμέμεπ ςξσ θα επαληθεύξσμ ςημ ενίρωρη ςηπ εταπςξμέμηπ και ςηπ 

gC . Έςρι για x 0 , έυξσμε: 0 2018 g(0) 2018 0 g(0) 1       και για x 0  

ρςξμ ςύπξ 
ό (1)

2 2

1 1 1 1 1
g (x) g (0)

3g (x) 3 1 2018 3 2018



       
     

 

3 2018 2015     

 

β) Από ςη ρυέρη 
2

1
g (x)

3g (x) 2015
 


 ιρξδύμαμα έυξσμε: 

2 33g (x)g (x) 2015g (x) (x) g (x) 2015g(x) (x)
           

Από ςιπ σμέπειεπ ςξσ Θ.Μ.Σ., σπάουει ρςαθεοά c:  
3g (x) 2015 g(x) x c    . 

Για x 0 , έυξσμε: 
3 3g (0) 2015 g(0) c 1 2015 1 c c 2016         . 

Δπξμέμωπ, για κάθε x , ιρυύει 3g (x) 2015 g(x) x 2016     (2). 

 

γ) Δπειδή g (x) 0   η g είμαι γμηρίωπ αύνξσρα άοα η g είμαι “1-1”. 

Θέςξσμε ρςη ρυέρη (2) όπξσ g(x) y  και έυξσμε: 

3 1 3y 2015y x 2016 g (y) y 2015y 2016        

Σελικά είμαι 1 3g (x) x 2015x 2016     (3). 



ΧΗΥΙΑΚΟ ΔΚΠΑΙΔΔΤΣΙΚΟ ΒΟΗΘΗΜΑ «ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΑ ΘΔΣΙΚΗ ΚΑΙ ΣΔΦΝΟΛΟΓΙΚΗ ΚΑΣΔΤΘΤΝΗ» 
4o ΔΙΑΓΩΝΙΜΑ – ΑΠΡΙΛΙΟ 2015: ΔΝΔΔΙΚΣΙΚΔ ΑΠΑΝΣΗΔΙ 

 

 

Σελίδα 4 από 7 

 

 

δ) Για κάθε x  ιρυύει 
2

2 2 2 2

(3g (x) 2015) 6g(x)g (x)
g (x) g (x)

(3g (x) 2015) (3g (x) 2015)

       
 

 

2

2 2 2 3

1
6g(x)

6g(x)3g (x) 2015
g (x) g (x)

(3g (x) 2015) (3g (x) 2015)

 
    

 
 

g (x) 0 g(x) 0     

Από ςη (2) για g(x) 0  βοίρκξσμε x 2016  , η ξπξία είμαι και η μξμαδική ςηπ 

λύρη ατξύ από ςξ β) εοώςημα g: 1-1. 

Δπίρηπ είμαι: 

 
g . .

x 2016 g(x) g( 2016) g(x) 0 g(x) 0 g (x) 0
 

            

Άοα η g είμαι κσοςή ρςξ ( , 2016]  . 

 

 Όμξια αμ x 2016 g (x) 0     και η g είμαι κξίλη ρςξ [ 2016, )  . 

Δπειδή g ( 2016) 0    και η g (x)  αλλάζει ποόρημξ εκαςέοωθεμ ςξσ    2016, ςξ 

ρημείξ A( 2016,0)  είμαι ςξ μξμαδικό ρημείξ καμπήπ ςηπ Cg. 

 

ε)  
1

2

g (x)
f (x)

x g(x) g (x) 2015




 

, δηλαδή  
3

3

x 2015x 2016
f (x)

x g (x) 2015g(x)

 



, ξπόςε  

3x 2015x 2016
f (x)

x(x 2016)

 



, άοα 

3

2

x 2015x 2016
f (x)

x 2016x

 



 (4) 

Η fC  έυει καςακόοστεπ αρύμπςωςεπ ςιπ x 0 , x 2016  . 

Δπειδή 

3

3 2 3

3 2x x x
3

2015 2016
x 1

f (x) x 2015x 2016 x x
lim lim lim 1

2016x x 2016x
x 1

x

  

           
   

 

 

και 

 
3 3 2

2 2x x

x 2015x 2016 x 2016x
lim f (x) x lim

x 2016x x 2016x 

   
        

3 3 2 2

2 2x x

x 2015x 2016 x 2016x 2016x 2015x 2016
lim lim

x 2016x x 2016 
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2

2

x
2

2

2015 2016
x 2016

x x
lim 2016

2016
x 1

x



    
    

  
 

 η εσθεία y x 2016   είμαι πλάγια 

αρύμπςωςη ςηπ 
fC  ρςξ   και  . 

 

 

ΘΔΜΑ Δ 

1. Η f είμαι κσοςή ρςξ , άοα η f    ρςξ .  

i) 
f

x 0 f (x) f (0) 0 f (x) 0


         άοα f   

ii) 
f

x 0 f (x) f (0) 0 f (x) 0


         άοα f   

 

Οπόςε η f παοξσριάζει ελάυιρςξ ρςξ 0x 0  και η ελάυιρςη ςιμή είμαι η f (0) 1 . 

σμεπώπ f (x) f (0) 1  , δηλαδή f (x) 1 , για κάθε x . 

 

2. Θέςξσμε x t y  . Παοαγωγίζξμςαπ θα έυξσμε x dt dy  . 

 Για t 0  έυξσμε y 0   

 Για t 1  έυξσμε y x  

 

Άοα 

1 x
2015 2015

0 0

2015 2015x 0 x 0

x xf (xt)dt x f (y)dy
lim lim

x x 
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2015

x 0

x

lim


x

0

2015

2015

f (y)dy
1

x

x

 
 
 
 



2015

2015

x

x

 


  

Ατξύ 
20152015

2015

2015x 0 x 0

x x
lim lim 1 1

x x 

     
 

  

και 
 x0x

0
00

2015 2015 2014x 0 D H x 0 x 0

f (y)dyf (y)dy f (x)
lim lim lim

x (x ) 2015 x

 
 
 

  



  
 


  

 
2014x 0 x 0

f (x) 1
lim limf (x)

2015 x 2015 
  

 2014x 0

1
lim

x




f (0) 1



 

 

  

 

3. Δίμαι 

2xe
3f (x) 2x f (x) 2x 2x



        

2 2 2 2x x 3 x xe f (x) 2x e f (x) 2x e 2xe           

2 2 2 2x x 2 x 2 xe f (x) (e ) f (x) ( x )(e ) ( x ) e              

2 2x 2 xe f (x) x e          . 

Από ςιπ σμέπειεπ ςξσ Θ.Μ.Σ. C  : 

2 2x 2 xe f (x) x e C     

Για x 0  
0e f (0) 00e C     C 1  

               1 1
 

 

ξπόςε 
2 2

2

x x

f (x) x
1

e e
     

2x 2f (x) e x  , x  

 

4. Δίμαι 
x 3 0 x 3

x x 0
G(x) f (t)dt f (t)dt f (t)dt
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δηλαδή 
x 3 x

0 0
G(x) f (t)dt f (t)dt


     

Παοαγωγίζξμςαπ θα έυξσμε: 

G (x) f (x 3) (x 3) f (x)         

f

G (x) f (x 3) f (x), x 0

ί 0 x x 3 f (x) f (x 3) f (x 3) f (x) 0


     


            
  

Άοα G (x) 0  , δηλαδή η G  είμαι γμηρίωπ αύνξσρα ρςξ [0, ) . 

Η αμίρωρη γίμεςαι: 

1
3

x 2014

x
1

2014

e 3

e
f (t)dt f (t)dt






     

x 1
G(e ) G

2014

    
 

 , 
xe 0   , 

1
0

2014
   

και επειδή η G  είμαι γμηρίωπ αύνξσρα ρςξ [0, )  θα έυξσμε: 

x

x

1 1 1
e

2014 e 2014

       

n x
xe 2014 0 x n 2014



    .  
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