


ΕΛΛΗΝΙΚΗ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΕΤΑΙΡΕΙΑ

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟ ΠΕΡΙΟΔΙΚΟ ΓΙΑ ΤΟ ΛΥΚΕΙΟ

ÐÅÑÉÅ×ÏÌÅÍÁÐÅÑÉÅ×ÏÌÅÍÁ

Τεύχος 610 - Οκτώβριος - Νοέμβριος - Δεκέμβριος 2017 - Ευρώ: 3,50
e-mail: info@hms.gr, www.hms.gr

ÐÁÍÅÐÉÓÔÇÌÉÏÕ 34
106 79 ÁÈÇÍÁ
Ôçë.: 210 3617784 - 210 3616532
Fax: 210 3641025

Ανάργυρος Φελλούρης

Ιωάννης Τυρλής

Åêäüôçò:

ÄéåõèõíôÞò:

ÁíäñïõëáêÜêçò Íßêïò

ÁíôùíüðïõëïòÍßêïò

ÁñãõñÜêçò ÄçìÞôñéïò

Âáêáëüðïõëïò Êþóôáò

Åõóôáèßïõ ÂáããÝëçò

ÊáêáâÜò Áðüóôïëïò

Êáìðïýêïò ÊõñéÜêïò

ÊáñêÜíçò Âáóßëçò

Êáôóïýëçò Ãéþñãïò

Êåñáóáñßäçò ÃéÜííçò

Êáñäáìßôóçò Óðýñïò

Êïíüìçò ¢ñôé

ÊõñéáæÞò ÉùÜííçò

Êõñéáêüðïõëïò Áíôþíçò

Êõñéáêoðïýëïõ Êùí/íá

ÊõâåñíÞôïõ ×ñõóô.

Ëáæáñßäçò ×ñÞóôïò

ËïõñéäÜò ÃéÜííçò

Ëïõñßäáò ÓùôÞñçò

ÌáëáöÝêáòÈáíÜóçò

ÌáõñïãéáííÜêçò Ëåùíßäáò

ÌÞëéïò Ãåþñãéïò

Ìðåñóßìçò Öñáãêßóêïò

Ìðñßíïò Ðáíáãéþôçò

Ìþêïò ñÞóôïò

ÓßóêïõÌáñßá

ÓôåöáíÞò Ðáíáãéþôçò

ÓôñáôÞò ÃéÜííçò

Ôáðåéíüò Íéêüëáïò

Ôáóóüðïõëïò Ãéþñãïò

ÔæåëÝðçò ¢ëêçò

T

ÔñéÜíôïò Ãåþñãéïò

ÔóáãêÜñçò ÁíäñÝáò

ÔóáãêÜñçò Êþóôáò

ÔõñëÞò ÉùÜííçò

ÖáíÝëç ¢ííõ

×áñáëáìðïðïýëïõ Ëßíá

× éóôüðïõëïòÈáíÜóçò

×ñéóôüðïõëïòÐáíáãéþôçò

Øý÷áò ÂáããÝëçò

Βλάχος Σπύρος

Γιώτης Γιάννης

Κουλουμέντας Φώτης

Μανιατοπούλου Αμαλία

Μπρούνζος Στέλιος

Χ Χ

Παπαπέτρος Βαγγέλης

ουρναβίτης Στέργιος

Τσιφάκης Χρήστος

Τσουλουχάς Χάρης

Ρ

ΔΔ π π

Γενικά Θέματα

Γενικά Θέματα

Αριθμητική και Γεωμετρική επίλυση τετραγωνικών εξισώσεων
50x12 x2=1230 Tα Μαθηματικά στην … Αρχαιολογία! 6
Δυο ακόμη αποδείξεις του Πυθαγορείου Θεωρήματος 9
Ερωτήματα γύρω από τους δίδυμους πρώτους αριθμούς 10

............

................................................................................

............... 2

..............................................................

.......................................................

............................................................................................

.....................

...............................................................................

......................................................................

......

.................................................................

...........................................................................................

.............................................................................

1

Μαθηματικές Ολυμπιάδες 13
19

Άλγεβρα: Εξισώσεις - Ανισώσεις, 25
Γεωμετρία: Παράλληλες Ευθείες Παραλληλόγραμμα Εγγράψιμα 8

Άλγεβρα: Τριγωνομετρία Πολυώνυμα, 36

Εξισώσεις της μορφής γ +δ= όπου κατάλληλη
συνάρτηση και α,β,γ,δ α , Ν*-{1}, 0
Γεωμετρία: Εμβαδά, 44
Κατεύθυνση: Ευθεία - Κύκλος, 47
Ενδιαφέρουσες συνέπειες μιας άσκησης του Σχολικού βιβλίου 50

Γενική Παιδεία: Στατιστική, 52
Κατεύθυνη: Ασκήσεις Ανάλυσης, 54
Θέματα Εισαγωγικών Εξετάσεων για τα (Α.Ε.Ι) Παλαιοτέρων Εποχών, 1
Χρήσιμες Επισημάνσεις - Ασκήσεις, 63
Ανισότητα Bernoulli 66

Μαθηματικά και Λογοτεχνία. 70

..........................

...........................
.......................

Homo Mathematicus

h(x)+ x h(x)
R, >0 n 4

6

...........................................................................................

......................................................................

.........................................................................

å

Α΄ Τάξη

Β΄ Τάξη

Γ Τάξη

Το Βήμα του Ευκλείδη, 72
Ευκλείδης Προτείνει, ...

.......................................................................................

....................................................................................... 77

Αγαπητοί μαθητές και συνάδελφοι, εύχομαι ο νέος χρόνος να είναι
γιαόλουςέναςχρόνοςυγείας, ευτυχίαςκαιπροκοπής.
Ειδικά στους μαθητές για τους οποίους αρχίζει πλέον

η προσπάθεια για τις τελικές εξετάσεις, εύχομαι
να ευοδωθούν οι στόχοι τους μέσα στον καινούργιο χρόνο.
Κάποιες αντικειμενικές δυσκολίες δεν μας επέτρεψαν να σας
εξασφαλίσουμε την έγκαιρη λήψη του 1ου τεύχους σε έντυπη
μορφή και γι' αυτό περιοριστήκαμε στην αποστολή του υπό
ηλεκτρονική μορφή, προκειμένου να έχετε γνώση του
περιεχομένουτουπριναπότοΣυνέδριοτηςΛευκάδας.
Η επόμενηπροσπάθειαμαςθαείναι ναολοκληρώσουμεμέσαστον
Φεβρουάριο την ταυτόχρονη συμπλήρωση και των δύο
τελευταίωντευχών.
Οποιαδήποτε αξιόλογη εργασία συναδέλφου η μαθητού από το
πανελλήνιο θα είναι ευπρόσδεκτη και άμεσα δημοσιεύσιμη σε
κάποιο από τα δύο αυτά τεύχη, των οποίων το περιεχόμενο έχει
κυρίωςεπαναληπτικόχαρακτήρα.
Ευχαριστώ εκ των προτέρων όλους όσοι συνδράμουν σ' αυτή μας
τηνπροσπάθεια.
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���	
���� �� �� ������� ��� �����������	��� ���� ��� �.�.�. �� ������� ������
���������, ��� ������� 25 ����������� 2018, ��� 10.00 �	 ����, ���! ��"����
�� ��� 1�� ��#$�� ��� ������ ��� %�� &�'���� ��� (�!�)����'��� �"�!*!
(�����!�� 13�, �"�!�).

������
1. ��	�	!���� �	� ".�. !�� �	 ��	� 2017 
2. #�	�	!���� ��� ��	�	!���� ��� $��%������� !�� �	 2017 
3. &����� ��� �'���!������ �����	���
4. &!����� �	� ��	�	!���	
, ��	�	!���	
 ��� �����!����� �	� ".�.
5. &!����� �	� ��	(�	�	!���	
 !�� �	 2018 
6. �������	�	���� �	� ���	����	
 ��� ������������
7. �'	���	$���� !�� ��� �!	�� ��	��������	
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�����
8. *�	������ �����

�� ��������� �	� $�� ����'�� ������� (������ �� ���������� �	���%���	� �	 1/3 
��� ����� ��� �.�.�., �	� �%	�� ���������� ��� ��'����%9 �	�� ��	%������� �	�-
��%���	� ��� !�� �	 2017 � �%	�� �!!��)�� ��� ������ ��� ��� �	 2018), � ������
��������� �� !���� ���

�������������� 1111 ����������::�� 22001188
���9 10 �� )�;� ���! �<�� =*�� ��� '� �� �<�� "%'���, 	���, �
�)��� �� �	 ����-
������, ��������� �� ������� �� �� ���� �� �� �����������.

�� )>��� ����=��� ��� �)�>�?��'�@ <�A��9 ��� �. 	., � ���>�?��'#9 ��� �)�-
>�?��'#9 ��9 <��=������9 2017, � )��C)�>�?��'#9 ?�� �� 2018 ��� � %�"���
��9 �D�>�?�����9 �)�����)�9 "� �!����!;"�@! ��� <������# �#)� ��9 �>>�-
!���9 ��"�'�����9 ��������9,  www.hms.gr.

�� ����$��)��	
� %��������	
�
5 *��$�	� 5 ������ ����������

����!��	� 6���	
��� #������ :�����
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����������������		

  		����  ������������		

  ������������    
����������������		����  ��������������  
========================================================================= �����)�@>�� 	�A'�

5� �����!������ �'������� �
����� �� �	�� ;�<�����	�� (����������) ��� �� �	�� &������ (!����-
�����). 5� ;�<�����	� $�� ������ �'�������, !���� $�� !����=�� ��� ���	�� ��� �'������, 	
�� ��%�� ��!�-
<���	
� ���<	����	
� ��� !����	
� �
�	�� �	�� 	�	�	�� ��	�	
��� �� �)����	��, ���� ������'�� ���
��!	������� ��	��!!��� !�� ��� ������� ��	<������� �	� �� �� �������� 	�	�	!��, 	$�!	
� �� ��� �����-
!����� �'�����. > ���	$	� �	�� ����� 	��������� � ���������� �����!��	�.

��� ����������� �
�� 	�������� �
��� �����!������ �'�������, �!��� ����'
 800 ��� 1100 �.?. �’����
����<���� $
	 ���������	�. 5 �� !����� ����� 	 ������ Abu Muhammad ibn Musa al'Khowarizmi (780 – 
850�.X), �	� �=��� ��	� 5��	 ��� �	)��� (<�<��	���� ��� 	��	� ����)�����) �	� ��-���	
� ��� ;�!$��� ��� 	
5mar al'Khayyam (1048 – 1131�.X), �	� �=��� ���� *����� ��� 	 	�	�	� ����� !����� ��� $
�� !�� �� Rubaiyat 
�	� (��������%�). ��� 	� $
	 �!��D�� <�<��� �	� ����	)	������� Al-Al-jabr W'al mugabalah, 	 al' Khowarizmi 
�����	� �	 820 �.? ��� 	 al' Khayyam �����	� �	 1100 �.?.

�
al'Khayyam 

5 Omar Khayyam ����� 	 ��!!��)��� ���� �� ��� ����-
��������� ������� E�!�<���, ��� *��!������ !�� ��� ��$��'�
��!�<����� ��	<������� (1070), %�����	�	������ ��� !����-
����� ���	$	 !�� ��� ������� ��<���� �'�������, ��� 	�	��
��%�� %�����	�	����� 	�������� )	��� 	� &������, ��	�$�	��-
=	���� ��� ��=�� ����� ��� �'������� %� ���������� ���� ��
������ �	��� $
	 ������� �	���, ����<	��� �� �
��	 [1]. �

al'Khowarizmi 
�� �	� �l-Khowarizmi �����	��� �� ��'� «��!����	�» ��� �� �	� ����	 ��� <�<���� �	� �� ��'�

«��!�<��»1. ��� <�<��� ���� <����	��� !���������� ��� ����������� �
���� �'������� ��� !���������� �-
�	$��'��� ����� ��� �
���� [3]. :	 ����	 ���!�� �	� ��������� ������ ��� <�<��� ���� ����� �� $�� ����-
%�� ���� !����� �
�	� !�� ��� �����!����� �'�����, ��� ���� �	� %�����	�	�	
�� ������, �x2+<x+! = 0. 
> ��	���� �	� ��$��� ��� ��� ��������� ������� ������	
�� �$
���� ��� $���
���� ��� !����	
 �
�	�.

> ���	$	� �	� ��-?	����=�� �������<���� ��%��� ��� ������	�� ��� �'������ �� ��� �� ��� ������-
�� �'� <������ �	�)�� �	� �� �
!%�	�	 ���<	���� ����� 	�: 1) x=c, 2) x= bx, 3) x2 = c, 4) x2+bx=c,  
5) x2+a = bx, 6) x2 = bx+c (��	�	��	
�� �	� al' Khayyam ��� ���	��� �	� ���������� �	� �!����	� ��	 ��
1). :	 b ��� �	 c ����� ����� �����	� �����	� � ��� !�������� ���	� (b) ��� ��� ��<�$� (c). 5� �'�������
�	� ����� !�������� � �����!������ ��� ��	���	
���� �� '�!A<�9 (�����	
�), ��F�9 (x) ��� ����A?;!� (x2).
������� ���� �����!������ �'������� �	� �����%	���� ��	 <�<��	 �	� ��	<���	�� ����� %��������������:
x2+10x = 39, x2 +21 = 10x ��� 3x+ 4 = x2 [1]. 5� �'������� ����� ����������=	���� '�%������ !���� ��	 ��-
���	� ����������� ���� ��	$���	�. "
	 $��$������� <	��	
� ��� ������	�� ���� �'������ �� ��� �� ���
��	���)�������� �	�)��, � "al-jabr" ��� � "al-muqabala".
� > ����������� �������� �	� "al-jabr" ��	�� ���������	
� %������	
�, �� �������	
� �	��, �����: ���-

�	�)� ��������� ��� ��� �����!���� �� ��� �'����� ��	����	���� ��� �$�� �	����� ��	 ���	 ��-
�	�. ��� ����$��!�� � �'����� x2 = 40x – 4x2 !������ 5x2 = 40x. 

� > ����������� �������� �	� "al-muqabalah" �����: ���!�!� 	�	��� ��� ���� �'������. ��� ����$��!-
�� � �'����� x2 +14 = x+ 5 !������  x2 + 9 = x. 

������������������������������������������������������������
1 > ��'� �J��;L� ��	��%���� �� �� �������� ��'� Algebra � 	�	�� �� �� ����� ��� ��	��%���� �� ��� ���<�-
�� ��'� al-jabr. > ���<��� ��'� ����	��)���=���� ��	 ��!	 �	� ��!��	� ���<� ���������	
 �l-Khwârizmi
«Hisâb al-jabr w’al-mugâbalah», ��� ���	���� <�<��	 !�� �	� ��	�	!��� �� ����)	�� ��� ���	�	���� �	 	�	�	
!��)���� !
�� ��� 830 �.? ��� �	� �� ���
���� ��$	�� ����� «�������� ���!�!�� ��� ��	���������» � «����
��� ��%��� �� ������	�=��� �!����	�� ��� �� �	�� �'������� �� ��� !����� �	�����» $���$� «�������� ��� �'�-
������» [1]. �� ��� ��� � ��'� al-jabr (���� !�� �	��� %���� �������	 ��� ��'�� «�������� ��� �'�������».
��	 <�<��	 �	�, !������	 �����	� �	 825 �.?, «Kitab hisab al-adad al-hindi» $���$� «P�	�	!���� �� #�$��	
�
�����	
�» �	� ����)������� �	� 12	 ����� ��� J������� �� «Algoritmi de numero Indorum», 	 �l-Khwârizmi 
������� �� #�$��� D�)�� 1 ��� 9 ��� �	 0 ����� ��� ��� ��%�� �	� ������	
 ��������	�. To <�<��	 ��� ����<���
��� $��$	�� �	� ��$	���<��	
 ��������	� ��������� ��� "
��. :� �������� %���!��)� $�� �%	�� ����	, ����
������� 	�	��=	���� �� ��� $
	 ������ ��'��� �	� '����	
�. �� ��� �������� ����)���� �	� ��%�=� �� «&%��
��� 	 ��!	����� ... », �	 �	�� �	� ��-?	������� �!��� ��!	����� ��� �� ��� ����)���� ���� !�������� ��� �
��'� �J�5L#S�5� �	� �������� «��� ������ $��$������ ��	�	!���	
 �� ��!��������	 ���	».
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:	 <�<��	 �	� �l-Khwârizmi ��������� �������$�� ������	 ��� �
!-%�	���
��!�<���, �� ��� $�� %�����	�	��� �	 ��$	� �	� ��!�<���	
 ���<	����	
 �	� %��-
���	�	�	
�� ������, ���� ��	 ��'��� !�� �� �
��� �� ��	<������ ��� $��!���-
���� !�� �� �� �'�!����, ��� ��	 ������� �
���� ����� ��	$�����. ��	����=�� �-
��� ��� 	 «���	����» ���<	����� �	� "�)���	� [1].
:	 <�<��	 ��� �	� !��)��� �� ��	��	�� �	� �� ���	
�, ���� �� ��	������� ���
������� �!%����$�	 �������� ��	<�������, ����� !����	 �� ����$��!���� ��� �-
)���	!�� ���� ���	����� �������!��, �� ������� !��, �� $���	�'� �������� �����
��� �� ��	<������ ����	�	���� ��� ����	$	������� �	� ��	�
��	�� �� ���
�)���	!� �	� #������	
 $����	� [5]. > ��!�<�� ����%���� !�� �� �
��� �� ���!-
������ ��	<������ �	� ���� ���	� ��� ����������� =��� ���� ���	����	��� �	�
#���� ������ ��� ��	%� [4].

��� ��>�<� �)# ��!
������� ���

�>-&�����F'�
5 �l-Khwarizmi ������ ���� �� ��!��������� ��	<������ �	� ��%�� �'������� ���� �� ����, �� �	��

#�$	
� ��� �	�� ����=	��, �� 	$�!���� �� ��� !���������� ������!��� �������� ��� �'������� �	� %�����	�	���-
��� ��%�� ������. :	 <�<��	 �	� ����)������� �� �� ���<��� �	���%���	� ����� )	���, ��� %�����	�	������
��� �%	���� ��� ������� ��� �������� � ����������� �� �	����� $������	��. 5� ������ �	� �����!��)� ��%���
����	��. �� �	�� ��	�	��	
�� ������, ��	�	
�� �� �
��� �'������� $�����	� <���	
 	�������� �
���. 5� ��-
�	$	� �
��� �	� %�����	�	��� ����� ��!�<����� ��� !����������.

��� ����$��!��, !�� �� �
��� ��� �'����� x2+10x=39 !��)�� [4]: "… ��� �����	
�� �� 10 ����� ����
��� �� 39 �������. � ������� ������
� 	 ����� ��� ���� ��� ����
��� ���� � ��������: ��� ���� �� �����-
	
�� ��� ������������ �� ���� ��� �� ����� ��� �� ���� ��� ������� ��� �� 39 (�������); � ������ �����-
��� ����� ��� ����� ��� ����
��� ���� �� ������� �� ��� ��� �� ������������ �����. � ����� ��� ���!����
��� ���� 10. #�����
� ����� �� 5, �� ����� ���������������� �� ��� ������ ��� ���� 25, ��� ���� ��� ��
�� ���������� ��� 39 ���� 64. � �����	
��$ ���� ����� ���� 8. %������� ��� ���� �� ���� ��� �� �����, ��
5 �� ���� 3. � ������ ���� ������
� �������
���� �� ���� ����� ��� �����	����, �� ����� ���� �����
9. #���� ������
� ������ �� �����	
��".

:� <����� ��� $��$������� �������� ���� ������� ��� �	�)�� x2+bx=c (��� � x2 +10x =39), �� �
!-

%�	�	 ���<	���� ����� �� �'�� [5]:  &��� �� ��� �
� ����, ���� b
2

, ������������� �� �� ��� ����� ���,

����
2b

4
, �������� �� ���� �� c, �������

2b c
4
� . &��� ��� �����	
��$ ���� ���, ��� ����

2b c
4
� .

A������� �� b
2

��� �� �����	
��$ ����, �������
2b bc

4 2
� � . � ������ ���� � ��$ ��� ����� �� �� (�����-

	
��) ����
2

2b bc
4 2

� �
� �� �
� �
	 


.

�� �� �$�� <����� ������ 	� B�<�����	� (1600 �.?), �	 ��<���� 2, ��� ������$�� ;.� 13901 �	�
<�������� ��	 ;������� �	����	 (;�<��	 ����������� �Y �������	�, ��� 98).

5 �l-Khwârizmi ����� $������� ������� ���� �'�!��� �� ����$��!���� ��� <������ !�� �	� ��	�	!�-
�� (��� ��=��) ��� ��� $����	�!��� ����� ��� ��	�	����� <������ �� ��� �%���. > ����	��!�� �	� �%���-
�	� ����� � ��	����� �'�!��� �	� �!	� !�� �	� 	�	�	 ��	�	��	
�� �� ��!��������� <����� [5].  

:	 �������� ���<�� ������	 �� �	
<�<��	 ��� ��!�<��� �	� al-Khwârizmi 

��� �� !��������� ����	�!��� (����$ �������), ���
�
��� ��� �'������ x2+10x=39, 	 �l-Khwarizmi ��	������ ��	
�����!��	 (x2), $
	 ��� 	��	!����, �	� ��	�
��	�� �� ��
$������� �	� (����	
����) 10x �� $
	 ��� ����.
:	 ��%�� �����!��	 ��=� �� ��
$
	 	��	!���� ���� �������
�	�, ��	
���� �� 39.  
���� x2 +10x = x2 +2�5x = 
=(x+5)2 – 25 = 39. 
5��� �	 ��<�$� �	� ��-
���!��	� ����� 39+25=64 ���
��� � ������ �	� (x+5) ����� 8.
��	����� � ������ �	� ��%��	

�����!��	� ����� x = 8 � 5= 3. 
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> ���	$� �	� �����, 	���������, !���������. *������� !�� �� «���������� �����!��	�», ��� ���	$	
� 	�	�� ���� !����� ��	�� ��	
� ��� ��%�������. 5� #�$	�, �	 800 �� 600 �.?., %�����	�	����� �� ���	$	
���� !�� �	� «�����!�����» �	� 	��	!���	�2 (���	�������� ��
� ������ ��� ����� ������� �
� ����
�),
	� ;�<�����	�, �����	� �	 400 �.?., �� ��	<������, �� 	�	��, �� ����!�������� 	�	�	!��, 	$�!	
� ���� �-
������ $�����	<������� �'������� ���� �� 	� &������, �� �	� ������$� �	 300 �.?., !�� ��� ���������
��������, �� ���� ��� 	�	���, ��!����, �� ��	�	
��� �� ������	
� �
���� $�����	<������ �'�������.

"O 	�
������� ��������� (��� �l-Khwarizmi) ��������� ���� ���
���� ������ �
� �����. � �������,
��� ������� �� ��� �'� �� ������ ��������, ���� ��� al'Khwarizmi $��� �����
����� �� �� *��'��� ��� #�-
������”[4]. 5������	� ��������� ��	�����=	�� �� ����� 	� !���������� ��	$��'��� �	��=	�� �� ���%	
� �����-
����� <�<��������� ����	!������� ���� !���������� ����$���� �	� ��	�	
����� �	 ������$��	 �����	 [5].

���� �	� ��!	��� !����=� �	 ��!	 �	� ������$� ��� �	 %�����	�	����, ���� 	 5��� ��!���, 	 	�	�	�
!��)��:

"����� ������ �� � ��	�!�� ���� ��� ��'����� 	� �� �����	��� ������ �	������� ���� �����. /����
������� ��� ����� �� ����� ��� 	�	���� �� � ��	�!�� �� � 	�
������ ���� ���������� ���� �������. �
��	�!��� (jabbre �� maqabeleh) ���� 	�
������ ��	� ��� ������������ ��� �� �������� 5 �� 6 ��� !-
!���� 77 �
� *��'��
� ��� #�������" [2].  

> ��!�<�� �	� Omar Khayyam ����� ������ !���������. *���� ����
�� !�������� ��� �����!������ �'���-
���� (�$��� �
��� �� ����� �	� Al-Khwarizmi) �� ��� !���������� ���$	�� �	� ����!��)�� 	 ������$�� ��� ��	�-
%���, (������ ��� ��������� ��� �����!������ ��=�� �� ��� ������ ##.14) ��� ���� $��%��� �� 	� ��<���� �'���-
���� ��	�	
� �� ������	
� �� �	��� ������� �	���.

��	 ;�<��	 ## ��� ��	�%���� �	� ������$�3, �	� �%�� %������������ �� "	�
�����$ ��	�!��", <����	��� ���
!��������� ������� $�����	<������ �'������� ��� ��	 ;�<��	 VI �� !���������� �	�)� ��� $�����	<������ �-
'������. 5� ��	������ 5 ��� 6 �	� <�<��	� ## ��� ��	�%���� �	� ������$� $�� ����� ��	������, ��%���=���� 	 Van 
der Waerden [3], ���� �
���� ��	<�������. ��� ##.5 =������� �� �����������	
� $
	 ���
!����� �������, ���
$������ �	 ���	���� ��� �	 !�����	 ��� ���� ##. 6 ��� $������ � $��)	�� ��� �	 !�����	.

> ������ ##. 11 ($������� �� ���	 ��� ���	 �!	) ��� ��	�%���� �%���=���� �� �� �
�� $�����	<��-
���� �'������� �� ��
������� ��=��. *������� !�� ��� ������: «<� �������� ������� ������ 	����$ ���
���� �� ��!���� ��� ����	
���� ��� ����'��� ��� ��� ��� ������ �� ��� ��� �� ��$����, �� ���� ��� �� ��
��!���� ��� �����	���� ��� ����������� ��$��» ��	��� �� ���������� �� !��������� ������� ��� �'�����:

� (� ��x)=x2, x2 + �x � �2 = 0 �� ��=��  �1 1 5
2
� � � ���  �1 1 5

2
� � � .

> �
�� �	� ������$� ���<���� ���� ��������� ��� ������ ��=��, ��� ������� [1]. > ���������4 !���-

������������������������������������������������������������
2 :	 ��<���� �	� �����!�����	
 ��� 	��	!���	� ����	��)�������� ��	 ��!	 Sulbasutram �	� Baudhayana [2]. 
«Sulbasutram» �������� «�	�� ������ �	� �%	���	
» ��� ����� ��� ��%��	 ������	 �	� !��)���� ��� �����������
(�����	� �	 600 �.?.) �� �!%����$�	 !�� �	�� ������	�� �	� �%��=�� <��	
� ��� ��	
�. :	 ��!��
���	 ���	� �	�
<�<��	� $���� ����	������ 	$�!��� !�� �	 �%�$�	 !�� ��� ��������� ����, ���� �	 ����	 ��)����	 ����� ��� �!%��-
��$�	 !��������� �	� �����%�� !��������� �������, �� ��	���	
���� Sutra. :	 Sutra 54 ����� �	 �'��: (�$� «���-
�����	» �������� «	��	!���	»).  
«#�� �������� �� �������=�� ��� ���������� �� �����	
��, ���� ��� �� ���$ ������ ��� ����������� 	� ������
��� �����	����. >������ �� ������� (�	 ���	� �	� ��������	� �	� ��	����� �)	
 ��	�	��� �	 �����!��	) ��
��� ���� �� ������������� (��� ������ �	��) ��
�� �� ��� ���� �� ��� ������� ��� �����	����. (*������� ���� ���
��!��	 �����!��	 �� ��� !���� �	� 	�	�	� �%�� ��	�	��� ��� ���� �����!��	). ?���� ��� ���$ ���� (��� !���-
�) �� ��� �����$�� ���� �������� (��� ���� �����!��	). @'� ���'��� ��� �� �� ��������. B� ���
�����$�� ��� ����� �����	���� ��� 	
��� ��������� ��� ��	��� ��-
���	
�� ��� ���� ��� �� �� ���������� ��� �� ���� �����	
��, ���-
���
� ����� �� ���������� �� ���� �����	
�� ��� �� ��	��� �����-
	
�� ($�� Sutra 51) �� ����� �'���� 
� ������� ��� �����	
�� ���
���� ��� �� �� ����������» [2]. &�� $��!����� !�� �	 Soutra 54 
3 5� ��	������ ��	 ## <�<��	 ��� ��	�%���� �	� �����%	�� �����!���, ������ � ##.11 ��� � ##.14 (��������� ���
�����!������ ��=��) ��	%�
	�� ��� $��%������ ��� �����������. ������	�, 	� ����������� ��	������ �	� <�<��	�,
�%���=	���� �� ��� ���	$	 ��� ����<	��� ����!������ %����� («����<	�� %�����» ����� � ��������� ���/�	�,
$�$	���	� ��<�$	
, '��������� �� ��!��������	 ���
!����	 ����� �	 	�	�	 ����	
�� �� ��� $������� �	�), �
	�	�� �%�� ��� ������	�%�� �� ��� !����� ���	$	 �������� ��� $�����	<������ �'������.
4�> �'����� x2+�x=�2 � x(�+x)=�2 ����� ��$��� �	�)� $�����	<������. �� ������ <�<��� ��� ��	�%���� ����-
%	�� !���������� ���������� �	� ��	$����	
� �� ������� ��� !������ $�����	<������ �'������. > �'����� �-
������ ��� ��������� $
	 �������� x ��� �+x, ��� 	�	��� $��	���� � $��)	�� � ��� �	 !�����	 �2. �)	
 � $��-
)	�� ����� $�$	����, �	 ��<���� ����
���� �� �� %���� ��� ������� ##.6. 
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��� �� �'��:
*���� !������ � ��������� �	� �����!��	� �;�" ��� �	� ���	� � �	� �".5 �
��	� (�, �;) ������

��� ��	������ �	� "� ��	 ^. ��� ����%��� ���������=���� �	 �����!��	 �^S>. :	 �����	 > ����� �	 =�-
�	
���	.

5 ������$�� �$��� ��� �������� ��$��'� [1] �	� �� �
!%�	�	 ���<	���� ����� : 

�� �	 	��	!���	 ���!��	 ��; �%	��� 2 21 1EB= +( �) = � 5
2 2

� .

��	����� �^ = �^ � ��= �; � �� = 1 1 15  ( 1 5)
2 2 2
� � � � � � � .

��	 �%��� <���	��� ��� ��������� ��� %����� �	��� ��� ��� ����� 	
������$�� ���� ##. 11 ($������� ����!����	� ������	� �� «���	 ��� ���	
�!	»). > ���� ����	!	� � ������ "=���� ��'�" ���� �	�� *���!	���	��, ��-
�������=���� $
	 )	��� ��� ��	�%��� �	� ������$�, �� ��� ������ ##.11 ���
��� ������ VI.30 �	� ���)������ ����� )	�� ��� ���	� ��� ���	� �!	�.

�
�)��� �� �	� van der Waerden, 	� &������ $�� ��	������� ��� <�<�����-
��� ��!�<�� ���� %�����	�	����� !���������� ���$	�� !�� �� ������� ��� $��-
���	<������ �'������� �!� ��� $���	���� �	� ��%�� �� �	�� �����	�� ����-
�	
� ���� ��� �!� ��� D�)��� �	� %�����	�	�	
���. ��� �	�� ;�<�����	��,
���� ���!����	 ����� ��� ���� %���	 ������	������ ���� ���� �����.

� �� F���@'�!� ��'���
�
=�, �H=x

"�� ��%�� ��$	����	
� �� ��	����	�� ��� ���)����� ��� 	��	!���	� ��� <��� �	�. `��� $�� ��	�	
���
�� ��	�$�	���	�� ������<�� ��� �����!����� ��=� ���	
����, �� ��� ��	��!!���. ��� ���	�� ����� 	� ��%�-
���	� ��� 	� )����	� �������	���. ���� 	� &������ ��$��)��	���� !�� ��� ����<� !����, !�� ��� “��	��� ��-
�����$” ��� ���� 	 *�����, %� !�� ��� ��	$���� ��	��!!��� [3]. ���� ��������, ��	������	� �� ����
�	��
��� $�����	<������ �'�������, ������ �� �����	�� �� �	 ��$�	 ��� ������� �� �����	 ��� !���������� ��!�-
��� ����� � !��������� ��!�<�� ����� �!���� ��� !�� ������ ���
!����� �������.

5 �
!%�	�	� ���<	����� !�� ��� �'������� 2	� <���	
 ��%��� �� ��)���=���� !
�� ��	 1.500 �.?, ��-
��� ��� �!��� � ����� ��)����� ����� ��� �
%������ ���<��� !�� �	� �!����	, !�� ��� ��!�<����� $�-
������ ��� ��� ��!�<����� ���'���. > �������� ��� ����������� ��%� �������� ������'� ���� ��� �������
��� ���<���. 5� $��������� %�����	�	����� ��������� ��=�� ��� ���� ��!�$���� ��=�� ��	�������
�� �	�� Cardano ��� Girard. > !��������� ��������� ��� ��������� ��=�� �� �	� Descartes ��� ��� ��-
!�$���� ������� �� �	
� Wessel, Argand ��� Gauss ����� �	�� �����	
� ���	
� ���������	 ��	$���	
�
�� ��=�� ���� $�����	<������ �'������. *	��	� $����	� ��� 	 Vieta ��� 	 Harriot �)���	��� �	�
 ��!��-
�� ��� ���	�� ��!����	�� !�� �	� ��	�	!��� ��� �
���� ��� �'������ 2	� <���	
. > �	������ ��� ����
-
���� �	� �����
%���� �� ��%��� %���� ��� ��������� �� �����
'	��� �����	
� ���	�� �'�!�!�� �	� �
-
�	� �
����� ��� ��=�� $�����	<������ �'������ �	� %�����	�	�	
�� ������ ��� �%	���� ���. ��� ����-
$��!�� �� ���	$	 «����������� �����!��	�» ��� #�$�� �	� ��	������� 	� ��!!��)��� �	� <�<��	� ���
����������� ��� �Y �������	�, ��� 94, !�� ��� ������� ��� �'������ $�����	� <���	
.


��>��?��$��
[1]  L.Bunt-Ph. Jones -J.Bedient (1981): 5� ���	����� ��=�� ��� ��	�%���$�� �����������, ����)���� E���
6�������	�, ��$���� �. �. *���������, �����.

[2] Henderson D.W.: Geometric Solutions of quadratic and Cubic Equations, ����	 ��	 $��$����	.
www.math.cornell.edu/~dwh/papers/.../geomsolu.html 

[3]  B.L.van der Waerden (2000): > �)
����� ��� ���������, *�������������� ��$���� ������.

[4]  Abu Ja'far Muhammad ibn Musa Al-Khwarizmi (biography), ����	 ��	 $��$����	: www-history.mcs.st-
and.ac.uk/.../Al-Khwar

[5] *���$�	��	� ������ (2012): > E�!�<�� �	� ��-?	����=��, "���������� ��!���� ��	 "�����������-
����–"���������� *�!����� �������%����� ��	�$�� «"�$������ ��� ���	$	�	!�� ��� ��������-
���», :������ ����������� ��*� ��� *��. �
��	�.

[6] :h. Heath. (2001) : #��	��� ��� ��������� �����������, ��	� ##, �S���, �.�.�*.��



��������	 
� 106 �.2/6 

50x12 x2=1230 
Ta ��������	
 ���� … ����������! 

�;A!!� �����F�, ����!��� 6������ ��������� – ��%��	�������, *��/��	 ��!��	�

����?;?�
�� � ���� �������� ���$ � ��'����	��? ������ ���� ����������, �������	� �� ��� %���� �-

������ �'�������, �����	�����, ������� ������ ���, �� ..... ��%��	�!	��. > �������� ����: ���-
���)��, ��������, ������� ��� ��%���!� ������� ��	%�� !�� �� �������	�� �	� ������	 ��� �	�� �	-
������	
� �	� ��������	�....

:��� �� �� ���������� ����� �$����� ��� )
��� � %� '�)�
!�� �� �� ��� ��� ���	
��� ����!�!��.
*����� �� ���������� '�������=	�� �	��� ��%��	�	!���� �$��� ��� ����!	���� �	� ��	�	
� �� ���	�	��-
�	
�, ��� ��	��)���=	�� ��� ����!��)� ��� ��%���� ��%��	�	!���� $�$	����� $�� ��� ��%��	�	!���� ��-
������	�� (������������� �	������, �$������) ��������� (Barcelo & Bogdanovich 2015). 

5��$��	�� ����� ‘�	�	���’ � ‘�������’ ����� � $��$������ � �	 ��	������� ���	����	
 �	� �����	

(�!	� � ����	�) ���� )������ �	������, ���, �	 ���	� ��� ������	�, 	 %��	� ���������� ��� ��!	�
��%���, � ����	������ ��� �������	
 ���<��	�, � ������������� �� %��� ��� ��!����	� �.�., �� �	��$��
��������, ��� �	 ����	, �	 ��	�, 	� <���	� �����	�, �	 !�������	 �.�. > ������� ��	�	�� «�����», �	� 	
*���!��� ����������=� ��� �����'� �� �	� �� )��	�	)��� ������. ��� ��� ‘������ ����
� ����
���’ ��-
�� ��� 	 ���"'#9 ����� � ������ 	����, �	 ��� ���� �'�!��� �	� �
�����	�.

5��$��	�� ��������� �� �'����� �� �������	���� �!��� (	�!��	�	!��) ��������� �� �����	
� �	�
����	�� �����%	�� ��� �<�<������. :��	�� $�� ��������� ��	�
���, $���$� �� ��$�� �)����. 5� ��-
������� �	���, �<���� ��� ��'� ��� )������� ��� )
���, ����������<��	���	� ��� �	� ������	�,
��� �%�������� ���� !����� �	� ()���	�����	
, ������	
?) %��	� ��� )���	������ ‘��'�’ ���� �	�-
���� �� $�%����� ��� �'���'�, ��	���	� �	� %��	�, �� �����	
� �	� ��	��%	���� �� ��� ‘���������’.
&��� %�	�	�	!����� ��	-���	���� !�!	��� $��. �� ������� ��� �!������ ����$	�� �	� $� ����%� !��-
)�, ���	��=	��� �������� ��%�������. ���� $��������	��� ��� ��	������ ��� ������ 
��� ��!��
��%��� (��%���!��), �	� ��	�����	���� �������� �� 	������ ������ �� ��!���������� ����� �	� �-
�	��, ��� $����	)���� ��������� ��%���� ��� ��	���	����� �	�������. ���� ��� �	��� ���� $�������-
���� �� �� ‘�������’, �� ���� �����, �	� ����	
 ����������	�, ���� � ‘�������’ !����� ��	����� <���-
� �
����	 ��	$	� ���� �'���'� ��� ����������� �	� $�����!����
	���� �	��� �������	���� ��$��.

> $�-�������	���� ��	��!!��� ��	$������ �����!���, «��������», ���-��!����, �
!�����, $��)	-
������� �������	����� ��$��� �� ������%� ����$��!�� ��� :�%�	�	!�� ��� S������ ��������� ����
��%��	�	!��, ������	�	!��, #��	��� ��� :�%��. ��� ����$��!�� �� ��� ��%��	�	!��� ������)� ����-
����	���� $��)	�� ����������� ��� ����!���� ��� �	�� ��	 �$�)	� (
�����	, ������	). > ������ ���
��� ��������� !������ $����������� �� ��� �)���	!� $��)��� ��$��	����� �	� ���<��	�� ���	� ����
������, ����������, ���$��'�, ��	����� �	� �	��������	
 ����	
 �	� ������
	�� 	� ��%��	�	!���� �-
�������� � ��%��	������, �� ��� ������ ���	�� (J����=�� 2007). 

:� ���������� �%	�� �������	 ��	 ��� �'�� �� �� �� ��������. �)	
 	�	�	$��	�� )����
)������	 �� �� %�����	�	������ !�� ������� ���	�	� ��	<�����	� ���� ��%��	�	!��, ��� !�������� ��
���� ��� �	���������� ����	�	����, ��������� ��� �	�����, ���� ������ �� ��� <	����� ���� ���$	�
��� ���� ��%����� �	� ��� <���=	���� �� ���	�� ���������� �%���, �� ��� ��!����	1. ���� ��� ��-
�� �	�	���� ��	�%��� ��� �.%. � ���	�	!�� ��!�� ��%���, ��	�	
� �� ��������	
� �� ��	�%��� �	� ��
���'��!�=����� �� ����������.

*������� $��	��� ������ ����$��!���� �	� $��%�	�� ��� %�����	�	���� 	�������� ��)������
��� ����������� ���� ������� ��%��	�	!���� ��	<������� $���$� =�������� �	� ��	��%	���� ��	
�	 ��$�	 ��� �	���������� ����	�	���� (cultural heritage). 

:� ��	��������� ��� ����$��!����� �����=	���� ����	�� ���� <������ ���	��� ��� J	!����, ����
�	�� <���=���� � ��)������ $���
���� ����������� ���	���, ��	������ ���.
������������������������������������������������������������
1 ��!	����	�=��� ����������� ����� ����!����, ������� ���	�������� �	� �����	
���� �� ����������	 %��	,
��� ��	%�
	�� ���� ������� ��� ��	<�����	�. *�	 ���� (�>?#��"'�) 	�	��=	��� ��� ����� �� ���	��� �	� �-
%	�� ��%� ��� ���	�, ����� ��)��� ��� �%	�� �� ��	� ��� ������� ���	�	� ��	<�����	�.
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&��� �� ��� �	!�� $��!����� (�'.1) ���������=	��� ��� ���������� �%��� !�� �� ����
�	���
��� ��%��	�	!�� ��<����  �  �  � � �x   C 14   x y  y 14 x,y� ��������� ��� � ������ ��  � ��! "#�  (1) 

"���$�, ����%�� ��������	� % �	� ������	����
�� �	� ����� ����� �������-14 (x) !�� ����
%�	���� ���!�� (y) ������������ �� ��	�� �=��	�-14 (x, y).

�� �	 �����%���� ��� ����������� ���	�� ��)����� �	� %�����	�	�	
���� ���� ������� ��-
%��	�	!���� ��	<������� ��� 	 ��	�$�	����� �	� %��	� ���������� ��� ��!	� ��%��� �.% 	D���,
�������, 	��, ������	, � ��	������ ������ 
��� ��!������ ��� ��%���!�� �.%. �� �	�	 ��� ����-
���������� ��� ������� �!!��	, �	�	 ������� ��� �����	 ��!����	, ��� ��%�	�	!�� ���������� ��%��-
	����	�, �.�., ����� �'�������, *���������, �����������, �������� ���������, "��)	���� J	!����,
*	�������-*	���������� �'�������, �������� ��� J	!�������� ���������, ��� �	��� ����.
���� )���<��?'���:
1) *�	�$�	����� ��� ��%�	��	���� )��������� �	�%	!��)��� �	� ��������	� S���� �	� 1650 �.?

�� ��� %���� ��!	������ (�%.1) (*���	$������, 2008) ��� �� �����%��� ��$�� �������	 ��!-
����	� ���������� ������. "����������� �� !�� ��� ��������� ��� �	�%	!��)��� ��������� ��-
%�� %�����	�	����� �� !��������� �%�����: 1) �������� (�	!��������) ������, 2) ������ �	� ����-
!���� ��������	���� ��� ���� !
�� �� ��� �����$��� �'	�� (���
��'� �
��	�)

 �  �20 0R r 1� � � � � � ���  �  �  �0 0arctan� � � � � � � � � � . `�	� � � �	���� !���� R(�) ��%	
�� �
-
'	��� ��������� �	� � (x0,y0) 	� ����������� �������!����� �	� �����	� ��� �������, 3) � !�������
������ �	� ��%���$�, 4) � �����D�, 5) � ����<	�� ��� 6) � ����<	��.
5� ��	�	!���	� ��	�	
� �� !��	�� �� %���� !������ ��!	������ ��� �	� ��=�!	
� ���$���� . &���
��	�	
�� �� $������	��� ���	�	!��)����� �	� =�!��)��� 	 �$�	� �������%���, ��� $����������� �	 ��$�-
%���	 	� ������� �� ��� ��%�� !���� �� �	 %���, ���� �� �� %���� ���	�	� 	�!��	� �	� ��$�%	����� ��
��	�	
�� �� ������	�%�� ��� �� ?�;'�����# )�#��)�, �� <��� ��� �	 ��%�	�	!�� �����$	 ��� ��	%��.

 (�) (<) (!)
�%.1.�) ;������� ��	��!!��� �� ������ ���
��'�� <) ;������� ��	��!!��� �� �������� ������, !) ����-
����, � !������� ������ ��� �	�	!��)����� ������, ��	��!!�=�� ����	�	������ ��� =�!��)�������
������� (��	 *���	$������ 2008). 

2) ��� %�	�	�!��� <��%	!��)��� (�%.2). ��� �� ������� ��� �����	��� ��!��	�� ��� ���������
)���
!���� ���������� �	� <��	�� �� �� �!� ����������� ������ ��)���=	�� ������� �����	���
��!��	�� �	� ��	��!!�=	�� �	 �	!�����	 ��� ���	����� �����	��� (log-normal). �� ��� %���� $�-
���� ��������� �'������� �/��� $����� Log-Norm �'������� ��	��!!�=	��� ������ (����������)
�� ����������� ������ �	� ��	��%	���� �� ��������� )���
!���� �� <��%	!��)��� ��� ��	�	
��
�� %�	�	�	!��	��� ��� ��'������ ��� ���!��)	 �%��� �� �	� ��%��	 / �����	����� �������-
%��! (�'.2)

 � 1 21 2
1 1 1 2 2 2

1 2 2 2

x xln ln
c cb bL x;a,b ,c ,d ,b ,c ,d a erfc erfc

2 d 2 d

� � � �� � � �
� �� � � �� � � �

	 
 	 
� � � �� � �� � � �
� � � �� � � �
	 
 	 


    (2) 
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�%.2 ;��%	!��)�� ��� ��	�$��� ���<��. J�'���� ���� ���)����� �	� <��%	�.

3) ?�	�	�!��� 	D����� ��!������. (�%.4) �� �	 )������	 $��%���� ���	
 (�!����� ����<���	��	�
��)��) �� )���� !���� ��� �	 2	 ��	 �	� Fick. (�'.3). > �'����� �
�� ����� ������� ����!�!	�
��� ��!��������� C ����� �$�	!�	� (�	� ������	�%	
� ���� �	����� ���	
) �� ��	� �	 %��	
t �	� ������ �� ��� �	� �!��� �	 ��!����	 ���� ��� �� ��	� �	 <��	� $����$���� x.

2

2

C CD
t x

$ %& &� � �' (� �& &	 
) *
                            (3) 

���'��!�=���	� ����� �� ���������� �'����� �	� ����!��)�� ��� )����	%���� )������	 ��� ����-
)	�� ��=�� �� �����, ������!	��� ���� �'����� ������� ���������� (t) �	� ��!����	� 	D���	� (�'.4). 

 �

2

2

2

x 0

1.128Ci Cs 0.177kCi1
Cst

dc4Dseff
dx �

� �
� �

� � �
� ��
	 
�
� �
� �
	 


                      (4) 

`�	� t 	 %��	� ���������� �	� ��!����	�, Ci � ��������� ��!�������� ���	
 �� ��� �	� �!���
�	 �)������	, Cs � ��!�������� ���	
 �� �	����, b,a ����������� �	����
�	� 3	� <���	
, Ds,eff 	 �-
���!� ����������� $��%���� ���	
. (J����=�� 2007) 

�%.4 ��!����� �� 	D���	. ?�����	�	�	
���� �� �	� ��	���	��� ������	 ���� ��� ������ ��� �������� $��. ����
~3.100 ��� ��	 ?����	
 ��� �%	�� %�	�	�	!���� !������=��� ��!����� ��� 30.000 ����.
%��� �� ���������� �� ������������ ���� ������� ��� #B# ��� 23 B������ 2018 �� ����� «C� B�-
������� ���� %�'����	��».
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����
���� ���� ��� ���� �������� 
������� ��������. 

����!�9 	)�>�#)��>�9-������	��

�����
�	�� ���� ��!��� 	
 ���� ���, ��� �	� "�
!
��� ��!��� ��� �����
�� ���!�
��, �	�� ���
�	� ������ �����#� ��
��� 	
�� �����
�� �#	
�� �����
��, 
� ����� 
� �#	
� 
� ���
�� ��	�$�
	
�� ��	� 2. %���������	�: 3,5 � 5,7 � 101, 103 �.!. &����� ��� ��� ������� ��� 	
�� �����
��
�#	
�� �����
��, 
� !��� �	� 	
 !��
� 	
�� ����� ����
. �!!� ��	� ��� ���� �
�������, ��� .�.
���� �
������� �� 	
� ���!���� �	� 	
 !��
� 	�� �#	�� �����#� ����� ����
. '�’ ��	� ��������
�� �������. *	�� ������� ��	� �� �
������
��� ��� ��
�� �!!� ���	���	� 
� ���	��
�	�� �� 	
��
�����
�� �#	
��. +�� 	�	
�
 ��#	��� ����� 	
 �$��: ��� /1, /1 + 2 ����� ��� ����
� ������� �#	��
��� /2, /2 + 2 	
 �����
 ����
���� ����
� ������� �#	�� ��� /x, Px + 2 	
 ��������
 ����
����
����
� �������, ����� ������ ��	� /x7 3P1+2; %���������	�: (3, 5) ��� ����
� �������, (5, 7) 	

�����
 ��� (11, 13) 	
 ��������
. 6����� 11 7 3 � 3 + 2 (��# ������ 	
 ��
�). 8!!
: (5, 7) ��� ����
�
�������, (11, 13) 	
 �����
 ��� (17, 19) 	
 ��������
. 6����� 17 7 3 � 5 + 2 (��� ��# ������ �
���	�	�). +�� ����� ��������� �
 ������
 �	�� ��
!
���� 	�� �������: (599, 601) ��� ����
�
������� �#	��, (617, 619) 	
 �����
 ��� (641, 643) 	
 ��������
.

6����� 641 < 3 � 599 + 2 � 641 < 1799 (��# ������ � �����	�	� ��� � ����
�� 	�� �����#� �����
1158). @� 	�� A
����� B/& ��� ��� ����!� �!����� ����
���#� ����#� ������� �#	��, A!�
��� ��
������ ��’ ���� ��	� � �����	�	� ��� ��’ �	��
� �� ���� ��$�	��� «�������» � ����
�� ��	�$� 	
�
���	��
� ��� �#	
� ��!
�� 	�� �����	�	��. D�
��� �
��� �
��� �� ���A�� «	
���» ���
����
�

����: ��� ����
�� �� ����� �� 	�� �
��
����� 	�� �� ���� ������. '����� ��
��� ��$�	���
	��� ��� 
� ����
��� �� ����� 	�� 	�$��� ���	
������� � ��� ������	��
. %��	�� ��� �����	�� ��
������ 
	� /x>3P1+2. B �����	�	� /x73P1+2 �
	�!�� 	��	���
�� ��� «!����
» ������� 	
� �����
�
��� ��������
� ����
���
� ����
�� ������� �#	��. F�!��� �� A��� 	
 	�!��	��
 ���������, ��	�
	
 ����
� ������� (599,601), ��� �� G�$
��� 	
 �����
 ����
�, (617, 619) � 	
 ��������
 (641, 643) 
�	
 ������ ����	��� 	�� �#	��, �!!� �	
 ����	��� ��	�$� 	�� ���		#� �����#� �� 603 ��� �	

1799. H
 ������ !����
 ��� 	
�� �����
�� �#	
��, ������� 	
 ��	��	
��
 !����
 	
� /#�
�
������	��
� Pafnuty Chebychev (%���
�	� H�������), 
� ������ 
�
����	�� ��#���� 	
�
H�������, ��� ���� ����� �� 	
� ������ �����
 �#	
 ������ ��� !���: �	� �
���	
� ���� �#	
� /, 

������ �����
� �#	
� ������ �	
 ����	��� [/ + 2, 2/–1]. B ����
�� 	
�� �����	��, �	� �	�� �������
��	� 	
 !����
 �������	�� �	� ����
���� ����� ������� �#	��. J� �
�
��� �� ���	����� ��� ��
�$��: ��� /1 ����� 
 ������� ��	�����
� ���� ����
�� ������� �#	��, 	�	� 	
 �����
 ���
��������
 ������� ������� �#	��, ������ �	
 ����	��� [/1 + 4, 3/1 + 2]. 

K!� 	� �
��
����� �
�
��� �� 	� �
��� ��!�	��� �� ���
�����	���� «���������» �� �$��: +�
��� ��	� 	� ����	� (/1, /1+2)
��� ����
� ������� �#	�� ��� (/2, /2 +2) 	
 ������ �����
 ����
�
������� �#	��. J���
��� ��
 ����	
�� �$
��� xLx ��� yLy ��. 1.

*	
� ����$
�� �xL 
���
��� ��� �����
, 
� � ���	��� 	
� ��
	
 � �� �������� 	
� �#	
 ������ /1. *	
� ����$
�� �x 
���
��� ���
�����
, 
� � ���	��� 	
� �� 	
 � �� �������� 	
� ������ 	
� �#	

������ /1 + 2. H� ���� ���
��� ��� �	
� �$
�� yLy. *	
� ����$
�� �yL

���
��� �� ��� �����
 	
� �#	
 ������ /2 ��� �	
� ����$
�� Oy 

���
��� ���!
�� 	
� ������ 	
� �#	
 /2 + 2. H �
���� ��	�����
�	
�� �$
���, ����� � ���� ������ ��� 
� �$
��� ��� ���������� �� �����
�
����	
!�����
� �� ��	��� ��� ����	��� 	���� �����#�. �����
 
�
����������, ����� ��’ ���� � �����	���� «���������» 	�� ����
���#�
����#� ������� �#	�� ��� ��’ �	��
� 	
 ��A���� 	
� 
��
����
�
���!!�!
�����
�, 
� �
��	�� �� ��	� 	�� ���������. ��	� 	

����� �
��	��, ��� ��#�
��� 	� ������ 
� ��	��	
��
�� �	
��
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�����
�� �#	
��, ����
�	�� ���!!�!�� ������� �
� 	
�� �$
��� �.!. H
 ��A���� 	
� ���
!�
�
!
����	��:  � �2P22P2E 211 ��� �  �1PPPP4E 21211 ����       (1). 

D��
��� 	
 ���
 �� 	� ����
���� ����� �������  �2P,P 22 � ���  �2P,P xx � . *��A
!��
��� ��

xP 	
� �#	
 ��	�����
 	
� 	��	
� ��	� ����� ����
�� �������, ���	� ������ ��
��� �
��� 	�

21 P,P �� ����
��	�� ����	� ��� 	
 xP �����	
. +	�� ��
��� ��A���� ������� �� 	� �
��
�����:

 � �2P22P2E x22 ��� �  �1PPPP4E x2x22 ����       (2). 

8��
1P
1P

E
E

1

x

1

2

�
�

�   (3).   

���
!� �
�
��� �� ���
��� ���� �����, �� ����� ����
���#� ������� �#	��, ��� 	��� ��� 	

�!��
 	�� ��A��#� �� A��� 	� ����� (3). 

F���
���� ����� ������� �#	�� �����#� ��� 	������ %�!��
 ��A��#�:
1P
1P

1

x

�
�

(3, 5) (5, 7) (11, 13) 3 
(5, 7) (11, 13) (17, 19) 3 

(11, 13) (17, 19) (29, 31) 2,5 

(17, 19) (29, 31) (41, 43) 
3
12

(29, 31) (41, 43) (59, 61) 2 

(41, 43) (59, 61) (71, 73) 
7
51

(59, 61) (71, 73) (101, 103) 1,7 
(71, 73) (101, 103) (107, 109) 1,5 

%������ 1. 

� ������ ��
������� !��� ����� ����
���#� ������� �#	�� ��� 	��� (	� 
�	# �#	� ����
����
����� ��� 	���), �!!� ��� ������ ��A!���, ����	�� ��
 ����!
� ��!
���. *	
� ����� �����	�� �	� 	�
�!��� A���
�� �����#� �!�		�����. @� 	�� A
����� B/& ��� ��� 	����	�
 ������ ����#� �������
��!�����	�� ��	�. B ���� ����
�� ��� 	
 ��������� ��� �
 ���, ����� �	� ��	� ����	���	� ���
«	
���», �
��� �� ��������	�� ��� 
!� ����� ��	�A
!� (��$�	���) �� ����� �� 	
 �
��
����

�!��
. �!!� 	� �!��� ����� ��	� < 3 ��	�� 	�� ��
 �#	�� ���	#���� 	
� ����� 
� ����� ��
�
�� 	
 3. @�!��	� 	� �!��� 
!� ����
�� ����
�� 	���� (�� �������� 	����), �����#� �!�		�����
!��
 �
 ��� 	
� 1. %������ �� ������ ��� ������	��� �����$� �	� 	
 �!��
 	�� ��A��#� ���
�
��� 
	� �� ����� ����!�	��
 	
� 3. @�� 	�	
�� �����$� �� ������
��� �
� 	
 	�!
� 	�� ��������.

�
����� ��
���: 2P3P3
1P
1P

1x
1

x �7/7
�
�

  (4). +�� ��#	��� 
� �
��	�� �� 	� �
 ���, �����

�� � ������� ��� 	
�� �����
�� �#	
��, �
��� �� �G�� �� ����� ������� �� A��� 	�� �����	�	� (4). 
@� A��� ��� �	����� «!����
» 
� ������ ��’ ��	
��. *�����������, ����#�	�� �	� 	
 !��
� 	��
������� ����� ��������
 ��� 	
 	�!��	��
 ����
� 	
�� ����� .�. 2,P �8�� ��� 	�� ��� �	

�
������� �� ��	�!��
���, �	� ������ ��� �!!
 ����
� ������� ��� �� ��	� �.!. �!#� ���
��#	��� 	���	��.

D�
��� �!!�� ���G��� ��� 	
�� �����
�� �#	
�� �����
��, �
��� �� �
��G
�� �� ��� �!�
��A!��� �� �$��:
«@�� ���� �� ������ ��� �
��	��� A����� �� ���������
��. ����� ����	� �	� 	� �
��	��� ����� ��

��� �	� 
 ������� 	�� ��
��#� ���#� ��� 	
 ���
!
 	�� ����#�, �������	�� �� �#	
�� �����
��. H

���� ����� ���� ���� 	
� �8 ���# ��� 	
 ���� �
��	�� 98 ���#. H
 �8 ��� 	
 98 ����� �#	
� �����
�.
K!� 	� ����� ���� ��
�� / ���# 
� ����� ��� ��	�� �#	
� �������. %��� ����� 	� ������»; 
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"!�
��� ��#, �	� �!
� 
� ����
�	�� 	
� �
A!���	
� ����� �#	
� �����
�, ���	� ��� 	
 2 �����
�#	
� (��!��	� 
 �
������� ��	�
� �#	
�). �� ���A
!��
��� �� F1 	
� ������ 	�� ��
��#� ��� 2.
	
 ���
!
 	�� ����#�. ��’ ��
� �� A��� 	
 ��A!��� 1. ��� 2. �#	
�, �������	�� �	� 1. ��� 2.
����� �����
� �#	
�. +�
��� 	
 ���	��� 	�� �$��#����:

8�8.�8
.�.�

�9 1

21

2
2

���
!� �
��	��
�

9

8
8�8

�.
2

1        (5). 

B ����� (5) ������� 	������� �#	
�� �����
�� (�� A�!
��� ��� 	
 2 ��	�) ��	�$� 	
��. � ����
�� ��	
��  �1. ����� 	
 �#	
 ��!
� ���� ����
�� ������� �#	��. %���������	�:

: ; : ;53,17,1823,1017,3,47,11 11 �8�8�8�.�8�8�8�. 9�9� � �
: ;47,11,3911,3471 �8�8�8�. 9� �.!.
*� 
!!�� ���	#���� (�	� ���������	� 
� ������

�
��� ������), � ����	���
 �9� 8�8�8 ����� �#	
 ������. K�� ���� ��	�.1 ����� �
��� �� ��
��� 	
 �$��: H
 ���
 1. ��

�
��	�� �� ����
��	���� 	���� 	�� 9� 888 ,, . %���������	�: : ;5,3,19,31 �8�8�8�. 9� ���
: ;23,7,67,31 �8�8�8�. 9� �.!. ����� �� 	�� ����� (5), �� �� ��
 	�	
��� 	�	����� 	


1. ����� ���
 ���#� ��� 	
 �8 , ���
!� A����
��� �� ������ �<<�< PP  �
12

2 99 8�8  (6). B ����� (5) 

�
��� �� A
������ �� �
������� �	� 2P3P 1x �= ��� �
��� �� ������ 
	� ��� ����� �������
�#	��, ��� 	� 
������ �	�� ������� ��	�. *�����������: �� ��� 	� 18 ��� xP ������
��� ���
 / ���
/� (��	� 
� �
��� �� ������), ��	�!��
��� ���
!� �� �	

. H
 ����� .�. ����!�	��
 �� ��	���
������ �.!.

H�!
� ����� 
!� ������, �������
�	�� �!� ��	� ��	�$� 	
��, ���#� ��� �� �!!� ���
���� ���
	
�� �����
�� �#	
��, �� �
��G
�� ��� �!!� ��������
�	� ����	�. D�� ��	� 	�� 	�!��	���� �	�����
��� 	
�� �����
�� �#	
��:

+�	� �	� �� ��� ����
���� �$��� �#	��  �654321 ,,,,, 888888 ������ 1
641

532 >
8�8�8
8�8�8

  (7).  

+�
���:  �  �  �563412641532 8�8�8�8>8�8/8�8�8>8�8�8  (8).  
�
����� �� �
���
��� �	� 43,88 ����� �����
� �#	
� ��� 65,88 ����� �����
� �#	
�, 	�	�

�)�=��;���A ��� 
� 21,88 ����� ��� ��	
� �����
� �#	
�. ����� �� 	�� �
Q�����, �	� � �����	�	�
��	� ������ �	
 ���
!
 	�� ���		#� �#	�� �����#�  �31 ?8 .

%���������	�: *	�� ����
���� �$��� �#	�� (5,7), (11, 13), (17,19). ����� �	�� ����
���� �$���
�#	�� (179,181), (191,193), (197,199). �� �#�
��� ��� ��� �!!
 ��������� �� ����!�	��
��
�����
��, �
� �	�� ����
���� �$���, ��
��� 	�� 	���� ����
����� ������ ������� �#	��: (9419, 
9421), (9431, 9433), (9437, 9439) �.!. 8�� ��
��� ��� A����� ���� (���
) ��� 	
�� �����
��, 	��


�� �
�
��� �� 	�� ������
��� �� �$��: *� ���� �$��� ����
���#� �#	�� �����#�, 
� ������
�	
 ���
!
 	�� ���		#� �#	�� ��� ������ � �����	�	� (7), �� 
 	��	
� ��� 
 	�	��	
� �#	
� �����
�����
� ���#� ��� 
 ��	
� �� 	
� ��	
 ����� �����
�, 	�	� �)�=��;���A ��� 
 �#	
� ��� 
 ���	��
�
����� �����
� �#	
�. (H��!�	� ����
���#� ����#�, ������� �#	�� �����#�).

R����� 	
 �!��
 	�� ������ (7) �
��� �� ����� ��
 � ����!�	��
 	
� 1 �� ����
��� ���	#����.
����� �!#� ��	������ 	
 ��������
� ��� �	�� ������ ���	���, 
� 	
 �!��
 ����� �����	��
 	��
�
�����.

������������������������������������������������������������
1 @
�
��� �� A�
��� ��� ��� ����� �����	�	�� ��	�$� 	�� 9� 888  ,, �� �$��:

9��9�� 8�8?8.�8/8?8./?. 23233 111 . H
 �#	
 ��!
� ��
�	�� �� / (�� 	�� ����� 5). 8�� 9� 8�8? 23P .
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��
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���
��� x 	
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 ���
!��

�
�������

*���#� ��

��	� �!
� 
� 

�9 (x,y, z) �
x

� �	� �
���
2) (4y 4y� �

���
���� 	��
�
��� (x 2�
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�� 16x 90�
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��"'*! )�� �
2z 4x 4y� �

12z 4) 3� � �
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�� 	�� ������� (1),(2),(3) ��
���: 2 1
ˆ ˆ ˆ 45+ � . � , � � .

8�� "F//'�, 
�	� 	
 	�	��!���
 "'�F ����� ��
���!�� 	�����
.
*	� �������� �� �
���$
��� �	� 	
 	�����
 D"F ����� 
��
�#��
.
H
 	�����
 �"' ����� ��
���!��, ���	� "�=F' (����#���� 	
� ��
���!
�� 	�����
�) ��� 'F='�
(��	���� 	
� C'). 8�� 	� ��
���!� 	������ �"' ��� �"' ����� ���.
8�� 1 1 2

ˆ ˆˆ" ' ' 67,5� � � J ��� ����� 1'̂ 45� J , ��	�!��
��� 2' 2 5ˆ 2,� J ��� ��	� �������

1 2" ' 67,5 22,5ˆ 9ˆ 0� � J � J � J .

(�#�>�'� 3 

� �)�<��D��� #��, ?�� �A"� 2� ? , � ���"'#9
7 6 5

2

1
1

� � � � � �
+ �

� �
��!�� �@!"���9.

�@��
� ������	�� 	
� �!����	
� ����
�	

���	�� �� �$��:

 �  � �  �  � �
 � �  �  �  � �  � � �

37 6 5 5 2 2 5 2 2 4 2

2 5 4 2 2 4 2 4

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 .

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

$ %� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �) *
�
����� ��
���

 � �
7 6 5

4
2

1 1 1 .
1

� � � � � �
+ � � � � � � � �

� �
'�� 2� ? ����� 1 3� � ? ���  �4 31 1 1 2 7 1 15� � � � � � � � � ? � � � , 
�	� 
 ������
� � ����� �����	
�.

(�#�>�'� 4 
��!���� %!� ��"�?*!�� )���>>�>#?��''� ��� �)��� � ���"'����� ��'� ��� �'��<�@ ��� ���@��� '�
��! ���"'����� ��'� ��9 )���'%���� ���. (��� ��!�� � �>A=���� <�!��� ��'� ��� '����9 ��9
<��?;!��� ���;
�@��
+�	� x,y 	� ���� 	�� !���#� 	
� 
��
����
� ���!!�!
�����
�. ��
� � ������	��� 	��� 	
�
��A��
� 	
� ��
�	�� �� 	�� ������	��� 	��� 	�� �����	�
� 	
� �� ��
��� �	� xy 2(x y)� � (1). H


���
� 	�� �������
� ����� 2 2d x y� � . ��	� ��!
��� �� A�
��� 	�� �!����	� 	��� 	
� d �� 	�

������� (1). +�
��� �	�
(1)

2 2 2 2 2d x y (x y) 2xy (x y) 4(x y)� � � � � � � � � .
6����� �	� 2(x y) 4xy� ?  (��
� ����� ��
������ �� 2(x y) 0� ? ) ��� !��� 	�� (1) ��
��� �	�
4xy 8(x y)� � , ��� 2(x y) 8(x y)� ? � , 
�	� x y 8� ? . (2) 

J�	
��� x y t� � ��� 	�	�
(2)

2 2 2 2d t 4t (t 2) 4 (8 2) 4 32� � � � � ? � � � .

�
����� � �!����	� 	��� 	
� ���
�� 	�� �������
� ����� 32 , ��� ��	������	�� �	
 	�	�����

!����� 4. 

G� �����:�
(�#�>�'� 1 
G�� �� ��!A����� f : "� � �)A�=�� �L� %��� *���:

 �f 0� � ���  � �  �f f x xf x ,� � � ?�� �A"� x .L�

����� #>�9 ��9 <�!��%9 ��'%9 ��� � ��� '�� '� '�<�!��� ��!A����� )�� ���!�)���� �� <�<�'%!�
��� )���>�'���9.
�@��
J�	
�	�� x � � �	� ���
���� ����� !��A��
���:

 � �  �  �f f f f 0 .� � � � ��/ ��

'�� x 0� �	� ���
���� ����� !��A��
���:  � �  �  �
(1)

f f 0 0 f 0 f ,� � � �/ � � � 
�	� �� 	� �����
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 �f 0� � ��	�� �	� 0� � .

'�� 0� � ���� �� ������ �����	��� f : "� � ��  �f 0 0� ���  � �  �f f x xf x ,� ��� ���� xL� .
@�� �����	��� 
� ����

��� 	� ���
���� 	
� �
A!���	
� �
��� �� A�����, �� �����	��
���
�����	��� 	�� �
����  � cf x x , c .� L� H�	� ���� �� ������:

 �  � 2cc c c c 1 c c 1 2 2 1 5f x x x x x x x c c 1 c c 1 0 c
2

� � M
� � / � / � / � � / � � � / �  .

8�� ��� �����	��� ����� �  � 1 5
2

0, �� x 0
f x

x , �� x 0.
�

7@3� A
3 =B

(�#�>�'� 2
	�� �@!�>� �;! )��?'����*! ���"'*! !� )���<�������� ��9 ��F�9 ��9 �D��;��9

7 6 5x x x 1 0� � � � .
�@��
+�
���

 �  � �  �  � �
 � �  �  �  � �  � � �

37 6 5 5 2 2 5 2 2 4 2

2 5 4 2 2 4 2 4

x x x 1 x x 1 x 1 x x 1 x 1 x x 1

x 1 x x x 1 x 1 x x 1 x 1 x 1 x 1 x 1 x x 1 .

� � � � � � � � � � � � �

$ %� � � � � � � � � � � � � � � �) *

H
 
!�#���
 2x 1� ��� ���� �����	���� �����. �����, �� 	
 
!�#���
 4x x 1� � ���� �����	���
����, 	�	� �� ����� �L� 	�	
�
 #�	�

 �  � �  �4 3 21 0 1 1 0 1 1 1 0 f 1 0� �� � � C � � � � � C � � � � � � � � � C � � � .

K��� ��� 0 � 1� 7 � ? � ����	���  �  � �2f 1 1� � � � � � � � � ����� �� ����	���, 
�	�  �f 1 0� � = .

'�� 0 1> � > ����� 4 40, 1 0 ��� 1 0.� = �� � = � �� � = �
����� � ������ 
� ������ ������ ���
�
��� �� ������.
�
����� ��
���:  � � �7 6 5 2 4x x x 1 0 x 1 x 1 x x 1 0 x 1 0 x 1.� � � � C � � � � � C � � C � �

(�#�>�'� 3 
��!���� ������>%9 ���?;!� �
G (�
=�G) '� oÂ 36� . : �@�>�9  �1C ,, ,+   ()�� %=�� �%!��� �� G
��� ����!� G�) �%'!�� ��! )��%����� ��9 �
 ��� ��'��� �. : )���?�?��''%!�9 �@�>�9 ���
���?*!�� 
G� (%��; 2C ) �%'!�� ��! 1C ��� ��'��� �. � �)�<��D��� #�� �� ��!�� <�=��#'�9 ��9
?;!��9 Â ��� #�� � �G �$A)����� ���! )���?�?��''%!� �@�>� ��� ���?*!�� �
G.
�@��
H
 	�����
 �'F ����� ��
���!��, ���	� '� ��� 'F ����� ��	���� 	
� ���!
� 1C . 8��:

1     1ˆ )ˆ (+ � . .
H
 	�����
 'F� ����� ��
���!��, ���	� '� ��� 'F ����� ��	���� 	
� ���!
� 1C . 8��:

2Ê      2ˆ ( )� . .
H
 	�	��!���
 "'�F ����� �����������
 �	
 ���!
 2C . 8�� � �$�	����� 	
� ����� B̂ ��
�	�� �� 	��
�����	� ���	����� Ê . 8��:

    ( )ˆ ˆ 3H � - .
�� 	�� ������� (1),(2),(3) ��
���: 1 1

ˆ ˆ ˆ 36+ � . � , � J .
8�� "F//'�, 
�	� 	
 	�	��!���
 "F�' ����� ��
���!�� 	�����
 ��� ��	� ������� 
� ����#���� 	
�
("� ��� 'F) �� ����� ����. 8�� 	
 	�����
 �"' ����� ��
���!��. F�!��� 	� ������ � ��� � ����
�� �	�
���
����	� 	�� A���� "' 	
� ��
���!
�� 	���#�
� �"' 
�	� � �� �� ����� ���
	��
� 	�� ������ Â . 
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���� ��HEMATICUS 
B Homo Mathematicus ����� ��� �	�!� �	
 ���
���� ���, �� ��
� 	�� ��	�!!��� ��G��� ��� 	�� ���	�$�
�
A!���	���
� ��� �	� �$�� ����	�: 1) H� ����� 	� @�����	���, 2) %���� � ��� �� ������
�	��, 3) %
�
� �����

� �!��
� 	�� @�����	��#� ��� 
�
 	
 ��	�������
 	
� �������, 4) %
��� ����� 
� �����
��� 	
��, 5) %
��� ��-
�	���� � �!��
� ���	��#� ���	
�� ��!� ��#�� 	�� @�����	��#� ��� �� �
����� ��
�
� �� 	
�� �
������.
���������� �����!��: /���������� ?�����, E��'�� *�����, B����������� %�����, B$��� ?��	��, B�������
*�����

I. �� �"��� �� 	�#$%����&;
��!���'%��� �’ ��	� 	
 	���
� �������
��� (���
��� �
���������), �� ��� ����� ���
� 	�� ����-
�	��$�� 
� ����#����, �	� ������!���� ����-
!��� *	��	�, 
 
��	��
� ������	�� �	
 @�����-

	��� %�	�#� D#�	�� F���
�. U�
����	� 
�, �
�!!��G� �#�
�, ��� ��� ��	���� �� ���
����-
�
��� �� �!!�� �����	���� ���	���	�����.

 «��(�$�$ 4 : 	�!��"�� �� %�) ����*����, ��! +��-!+��&, �!�) ��/�3�/ ���&�!���);
�. ����#�"�� ���*�/�$ (lateralization) �!� ����:&�!�
B !������ 	
� ������!
�, ����� ��� ��!!
� "speculative" ������. %��' �!
 
� 
 Sperry 
 The Split Brain Experiments – https://www.nobelprize.org/educational/medicine/split–brain/background.html,
��� 	
 Nobel ��� 	� ���	��� ������	� 	
�. &-
���
�� ��� �������� 
� �����A�	
�� 	�� «��-
�	��
����	�	�» 	�� J������. ��	��G	� �
� ��’
�!� ��	� �� �����A�	# 	� �
	�!����	� 	�� ��-
����#� ��	#�, ��
� ����� ����
!
 �� ��	���� ��-
���� ����������� 	
� ����	��
� ��� ��$�
� �������-
��
�, �	�� ��!��	� ��	� 	�� ��	������ 	� ��
 ���-
������� ���
����
�� ���� 	
� corpus calosum. 
J���# !
��� �	� 	
 ��A!��� ����� ��
��	�. �-

��
��� 
!� �� 	�� !��� ��	������ 	�� �����
	�� �
����� ��� �����	������� ����
��� ��	�$�
	�� �����������.
%���� ����� �� ������� �	� ����#�� �� 	�� �-

G� �
�, «� J����� 	�� %!������� 	
� ������-
!
�» ���� ��� �$����	��� ����	� �$���	��� ������
��� 	�� ��	������ 	�� ������	��#� ���' ���	#�.
*	� �������� ������ ��� ����� ��!
�� ���	��#�
A�A!��� ��� ������#�

Harry A. Whitaker(Ed) Contemporary Reviews in Neuropsychology. 1988, Springer–Verlag. 
� Bradshaw, J. C. & Nettleton, N. C. 1981 The nature of hemisphere specialization in man. Beha. Brain Sci. 4, 

51–91. 
� K. Hugdahl Symmetry and asymmetry in the human brain
� Eran Zaidel, Marco Iacoboni (Eds) The Parallel Brain: The Cognitive Neuroscience of the Corpus Callosum, 

2003. 
� Jamie I.D. Campbell Handbook of Mathematical Cognition.
� Michael S. Gazzaniga (Eds.) Handbook of Cognitive Neuroscience.
� V. S. Ramachandran Encyclopaedia of the Human Brain.:

%���� �� ���������� �� �'���� ��� � I��� ?�
������, '���������� ��� �����
�� ��� �	�������.
�. ��&���) ��$�!:!����) ��� �!� ���!%����%!* �$) %�����!%$<�����) �!��/�"�)
K�� �����#���� ��� �
 ���, 
� ������� ��	
-
��	���
� 	�� ���������� ��� �!!�� ���������#�
	�� ��	�A�
��������� �
�������, 
����� ���	��!�-
	� �	�� ��!�	� 	�� ����
����
!
���� 	
� ������-
!
�, #�	� �� �����
!����� � �
�
	��� �$
�
����
	
� ����#
�. ���� �	�� 	�!��� 
 ��	
��	�����
$������ �� 	� �	��� !����� 	
� "����
��" 	
�
"�����	
��	�	��
� ���	�!���
�" �� �
��� ��-
��#���� �
������� 
� �� �
������
�� «
�	
�-
��» 
� ��
��� 
������	��! (F��	� .�. 	�� 	��!
���
	
� Alvin Toffler) 

%���	��
��� ����� ��� ������ ��	�A��� �	��
���
�
!
���� ���� 	�� J������ ��	��
��#�. ��-
����	��� ������
���: � Jose L. Fiadeiro Catego-
ries for Software Engineering, � Prakash Panan-
gaden Probabilistic Relations, � Ernst–Erich 
Doberkat, Stochastic Relations: Foundations for 
Markov Transition Systems. Chapman & Hall, 
2007.: 
@�� ������ �	
 internet "Applications of Category 
Theory", �� �
��!�G�� 	�� !��#�� 	�� ����
-
�#�.
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�� ���$
���
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� ��	#� ����
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2! #3%�: Gottfried Wilhelm Leibniz (1.7.1646–14.11.1716), ��� &A�� ����>��=A
��!���'%��� 
 �������	�� 	�� �	�!�� \���� H�
�!
���� (�� R�����
��	�), ��� ��	��!� ��� �����-
���, �� ����
�� �	
� Gottfried Wilhelm Leibniz, �<;'%!� �)# '�� <��$������� �)����. �#?; %>-
>��M�9 =*���, �� <�'����@��'� �� <�� ��!%=���9.
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� 	
� 17
� ��#��, ��� 
!�������
�
�����	�	� �� ���
���	��� ���A
!� �	�� ��-
!
�
���, 	� ������	���, 	� !
����, 	� ������, 	�
��������, ����!��	�� ���� �� 	
� Newton 	
� ���-
�
���
� ��� 
!
�!���	��
� !
����
�, ��	
�-
�
� 	�� �������	���� ���!����, ��	�������	��

�
!
���	���� �������. � Leibniz ������	�� ����
«����
!
�» ��!��
�
�, ��� 	��
 !��� ��������-
��� ������#� 	�� ���G�� 	
�, �!!� ���	� 
� �����-
�� �����!
������� 	
� ��#����, 
� 

��� ��	���
-
�	�� �� 
!��!��
 	
 ��!
�
���� 	
� ���	���, �-
������
�� 	
� ����	
	� ��!�	�	� 	
� ���
� 	
�
�� ���
!���� �� 	�� $������	�� ���	����, 	� ��-
����	���, 	�� ������ ��� ����� �� 	�� !
����.

B ����!� ��!!�G� 	
� Leibniz ����� � ����
����� ���� �!#���� ���A�!�� �� 	�� 

�� �� �	��
����	� �� ������	
�� �!�� 
� A������ ���
���, ��# 
� �����	�� ���
��� �� ������
�	�� �� ���� �����-
���� ���A�!��. +	�� �� ���� A����� ���
�� ��	��	
�����	�� ���� �����	����	���� �#	
� �������, ��#
��� �����	� ���
�� �������	�� �� 	
 �������
 	�� �#	�� �����#� 
� ��	��	
��
�� �	�� A������ ��-
�
��� 
� 	�� ������	��
�� (	
 1678). ��	������	�� �	�� ��� �����
�
�����	� («1–1») ��	��	
����
���
�#� ��� �����#� (���A�!��), 
�	� 
� ��!!
����
� ����
�	�� �� �
!
����
�� (	
 1686). B �!#�-
�� ��	�, � characteristica universalis, 	�� 

��� 	
 !�$��� �� ������� 	
�� �����	����	��
�� �����
��
�!�� 	�� ���
�#�, �� �	�� ���
!
 �� �����	�� ��� �� �
�
��� �� ����������� �	�� ������� ����
��#���. %���� �� ��������� �	� 	�	
��� �����	����� ����
!
���� 	
�� ��!
���
�� 	
� 17
� ��#��
(!.�. 	
� Descartes 	
 1629). 

'�� 	
� Leibniz ���� ����#��� ���G� ��-
	������	�� ���� ��
��� ���A�!��. J����� ��-
!��� 
 Leibniz �	� 	� ���A
!� ����� �������� ���
	�� ���G�, ��� ��!�� �� ����������� 	� ����� ���-
���� �	�� ���� ���
�#� ��#�� ��� 	�� ���A�!��

� 	�� ������
��, #�	� �� ��	��	�� ����	�� 

�
!
���	���� ��������� 	�� ���G��� (� �
�	���
���������� ����� �
!
������ ��� ��� 	
� Hobbes) 
��� � ������� ���� ��#���. ��	� 	
 ��!��
$

��������, ��� ��� �!!�� ������� 	
� Leibniz 
��� ����
����� ��������
� ���	���	
� �	

!����
 	�� ���A
!���� �!#���� ��� 
!
�!��#-
����. *����� �
!
��	� ����� ����	� (Kurt Gödel) 
�	� ��	� 	�	
�
 ����� �����	
, 	
 !������
 «��-
������ Leibniz» �$��
!
���� �� ��
������� ��-

������
� ��� 	
�� ���
!
����
�� �� 	�� ���	���
	�� !
����� ��� 	�� ��	
��� 	��. � Gottlob Frege 
�
	��#�	�� 	�� 
!�!���� �
��
�� 	
� Leib-
niz ������ 	
 1880: «� Leibniz �������� �	� ���-
	� 	
� ��� 	�	
�� ���
��� �����	�� ���G��,

� ����� ��	��� �� �
��� ��
�
� �!!
� �� 	
�
��	������	��. +�� ���
� ��	#� �$�!������ ���
�	�� �
�� 	
�, ��� �!!
 ���� �	�� !���
���,
����	��� �����!������ �� ��
� ��� �	��� ����-
	��� ���	�$��. ��	� ��� ����� 	
 �������� ��
�
��
�
��� �	� ��
�� �	
����� �	� ���� 	
�, 	�


�� ����
������ 	#�� A����
�	�� ����� ���
�������, �� ��
�	��
�� ����	��� 	�� ����	���
	
��».

4! #3%�: "�:��%!�%3�$" ��/%���"� �@ ����"!�, �!� ��3���!� !�����"�$
��!���'%��� 
 ��!
� 	�� �	�!�� *	. H
����A�	�� (�����), ��� ��	��!� ��� �������� �	
 

�
 �
	��-
��� 	������ �
A!���	�, ��� �� ���	
�� 	� ����� 	�� �L U����
�, �� � '����	��� 
� ������
��
�
��� �� 	� A
������, ��	�$� �!!��, �� ����	� 	
� ��
� 	
�� ��� ��� ���
. '�����:
« @��� ��� ���� ���'��� ���$� ��� ��	�����, ���� �� ����������� �� ���!��$ ��� ?�
������� �� ��� %-
������$� ?�
������� ���� ������� ���!�����
� ��� ��� ��������$ �
$ ��� ����� ��� ���� ����'�-
���
� �� �'��� ������	$ �� ������ ������ �������� �.'. C���	�����, Z���$ �.�.
1� ��'��$%�. +��� 	

����
� ��!�� �� ��	�����
	�� ���	��� �" ��
 ������� 
� A����
�	��
�	�� �����	� ����� ���� !�����. '�� 	
� ��
� ��-
	� 	

��	�� ��
 ����!
��–����	�� �	� ������
�, " ��� ��� ����	� ' 	�	
�
 #�	� 
� �
�	�����
'� ��� '" �� �
�
�� �� ��	���
�� �	�� �	����.
*	� �������� ������ �	�� �
��	��� 	�� '" ��-
�������
 	���� '"L='" ��� �	�� �
��	��� 	��

'� ���������

	���� '�L='�.
@� 
�
 	��

�
��� �� �$�
-

����� ��	� 	

����� ��� �� ��-
	����� � ���	�-
�� �";
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��&��$�$ 	� 	������ �'" ��� �L'"L �� 	
 1
 ���	���
 ���	�	�� 	���#��� (%'%) ����� ��� ���	� �-
�
�� ��
 !����� (�'=�L', '"='"L) ��� 	�� ����������� ������ ( ˆ ˆL L-,+ � - ,+ ) ��	��	
��� ����. ��
	�� ���	�	� 	�� 	���#��� �
��	�� �	� �"=�L"L.
+	�� 
 	

����
� ��	� �� ��	����� 	�� ���	��� �", ��	���� 	�� ��� �� ��	�� ������� ���	���
�L"L ��� A������ 	
 ������	� �
	�!����.
2� ��'��$%�. �	� ������ A, B, ' ��
��� ����	�-
�	���� 3 �����	���� �������� 	
� ����
�� ��� ��-
!
��� ����� �� ����	��	��
��� �� ��
�
 ��-
���
 	
� ��
� ���� �����	���	�, 
 

�
� ��
!��A���� �� 	�� ���� ��	��� 	
 ���� �� 	� ��-
���� �, ", ' ��� �� 	
 �����	������ �’ ���� server. 
J�!
��� �� �!!� !���� 
 �����	���	�� ��	�� ��

����� �$��
� �� 	� �,
", '. @
���	� �� A
�-
����	� 	
� �!��	�
��-
�� 
� ���������	�� ��
	
� �����
 �� ��	
�-
��� 	
 �����
 ��	�;

��&��$�$ 	
 �����
 
� ������� �� 	�� �
����� 	
� 	���#�
� �"', A�����	�� ���	����� ��	
� ���
����� 	
 ������	�� 	
� (���	�
 	
� ������������
� ���!
�)
3� ��'��$%�. ���	����� 	
� �
��
����
� 	����-
���
� ��	���
� �"' ��!
��� �� ��	�G
��� 	���-
�	���!!� �	�� ��������� ���� ���!
� 
� �� �-
��	�	�� 	�� !���#� 	
� 	���#�
� ��� 	
 ���	�

��	
� 	
� ���!
� �� ������� �� 	�� !����� 	
�

�", "', '�. %�� �� �
���
���
��� 	
 ���	�

��� 	�� ��	��� 	
�
���!
�;

��&��$�$ 	
 ���	�
 	
� ���!
� �� ����� 	
 �����
 	
��� 	�� ���
	����
	�� ����#� 	
� 	���#�
� (�����	�
 	
� 	���#�
�) ��� ��	��� � ���	�-
�� 	
� 6 �� ��� !���� 	
�. H
 �����
 	
��� 	�� 	��#� ���
	���� ��
������� �� 	�� !����� ��� 	�� 	��#� ����#�–!���#� 	
� 	���#�
�.
4� ��'��$%�. +��� ���	���	�� ��� �� ��	�����
	�� ���	��� �% ���� !
�
� % �� ��� �����
 �
	�� ��	��, ������ ��� ���	��
 �����
 " 	�� ��	��
��� �� ��� �������	�
 ��	�� 	�� ���%�",
���%"�. *	� �������� ��	�� 	�� ���"�x,
����"y, ���� ��	��	
��� �� 	�� �
��
������.

@
���	� �� �$�����	�
�� 	� �
A!��� ���#�
��� �� �
��� �� �
-
!
����� 	�� ���	���
�% �� 	�� ���
�
 ��-
	�;

��&��$�$ 	� 	������ %�" ��� /�" ����� ��� �� 	
 2
 ���	���
 ���	�	��
	���#��� ('%') ���	� ��
��: ���%�"=���"�/, �" �
���,
���%"�=����"/. �
����� �� ��
�� ��� 	� ��!
�� �	
����� 	
�� ���,
��� �%=�/. B �������� ����� �� ��	����� 	�� ������� ���	��� A/ ��� ��-
��� ��� �� ��	���� 	�� ���� ���	��� �� 	
 �����
 � ����� 	
 !
�
 %.

["�A!�
������: «���!������ '����	��� �L ��� "L �����
� U����
�», ���. ��F", 1999] 

V. ��+����) – ��+$�!*��)
1�. !� %�����"��) �!� ������!* %���3�!� �� $ ��/%���"�
� '. D��
������ (J�!��+R�!
�), ��� $�������
�������	�, ����	#�	�� ��� ������	���  video ���
	� ...����� �!����
� ��!�	
� ��� '����	����.
'�����, ��	�$� �!!��: «B ������� 
���� �����-
��	#� EUPHRATES, �������
�	�� �	
����� ��
	� ������ ��� 	�� ���
���� �����	���	�	�, ��-

��
������ ��� A��	�
 �	
 

�
 
� �������� 	��
��!������ Kurimu Urabe 	�� B�����
� B���-
�� �������
�� �� 	� �����	���� ��	����!���
	
�� ��� �!!�!
����
�� �� 	�� �
���	���». H

video �� 	
 A���	� �	� ���������:

https://thalesandfriends.org/el/2017/11/15/horografia–geometrikon–sximaton/ 

2�. � ��!3����$ �!� "%$+3�"
B '�#	� �#	
� (���
�	
� 	
� H����	
� ����-
�
������ @�����	��#� 	
� %�����	���
� D��-
	��), ��� ������� �	� ���������:
www.geekd.gr/����$���/������–��–��'���–
�������–����������–���–���'���–	�–���–

���������–���–�������/ , �
� ������ ��������
��� ��� ��� ������ 
� �����	

������ �� 	��
Bodleian A�A!�
���� 	
� %�����	���
� 	�� �$-
������, ��� �’ ��� �����
 ������
, 	
 

�
 �-

��!�	�� ��� �	
����� ��� 	�� �
�!���� 	
�
�������
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3�. John Forbes Nash ��� �&���...
�� 	�� ��!� ��!� ������!�� U#!� !�A��� ��� ���	
�
 ��	
�������
�!�
��, ���������
 �	
�, 	������
 �� 	
 Nobel, ����!
 ������	���
John Forbes Nash. *	� ��	
������ 
 John F. Nash (����	�� ��� ��
...."Beautiful Mind"), ��	� 	�� �
�
�	��� 	
� �� 	
 Princeton 	
 1950.  
[���: https://newsly.social/22988/11–amazing–facts–about–nobel–laureate] 

4�. 	�� ����'+!-$ +������"/�$
� ������!�
� Z��
� D���!!
� (*���
�), ��� ���-
A�A��#��� ��:
� 	� @�����	��� ����� ��� �����	��
 ������.
� ��
�
� �
�	����
�� �	� �
	�!�� ��� $������	�
�!#���.

� +�
�� 	
 ���� 	
�� “�!��A�	
”, 	� ���� 	
��
“������	���” ��� 	
 ���� 	
�� “���	��	���”.
� "�A���, � “�
�
��” 	
� ������� �$��	�	�� ��
	
 ��
 ��!� �� �$�������.
#���� ����
�����;
[���:http://www.eviaportal.gr/content.asp?ID=49335]

]

5�. � +�+���!���� +������� �!� Stephen W. Hawking
H
� �������
 ��	#A��
, 	
 &������$�� ��� Cambridge ���
��

�-
��� ��� ������� �!������ �	
 F�����	�
 	� �����	
���� ���	��A� 	
�
Stephen Hawking. *� �� ����� �
��	�����, � ��	���� Stephen W. 
Hawking �� ����� 12 ����
[���: https://thalesandfriends.org/el/2017/12/19/i–diatrivi–tou–hawking–sto–
diadiktio/] 

6�. ! A����"! B'%���, ��� �! 2017:
^ D�����), �
�������� �	
�� �����
�� Kip 
Thorne, Rainer Weiss ��� Barry Barish, ��� 	�� ��-
�
���	��� �������
�� 	
�� �	�� ���	�$� 	
� �-
��	���	���
� LIGO ��� �	�� ��������� 	�� A���-
	��#� ����	�� —��� ������ 
� �#	
� ���	��-
�� 
 8!���	 ����	���.�
^ �������) ��� D���!�!�"�), �
����
�	�� ��	
�
	���� ���	��
���, 
� H����� \
!, @���! /�����
��� 
 @���! '����� ��� 	�� �����!�G��� 	
��

�	
�� �
����
�� ��������
�� 
� �!���
�� 	
 A�-

!
���� �
!�� ��	#� ��� �#��.
^ �����$), �	� «F����� ���	��	��� ��� 	�� D�-
	������ 	�� %������#� K!��» (ICAN). B
ICAN �����
	����� 	
 2007 �	� "�����, �	
 �-
���#��
 �����
�� ������G�� 	�� *������� @�
F���
��� 	�� %������#� K!��, ��� ���	���	��
�� 468 
����#���� �� 101 �#���.

7$ �������& �*%���
*	� ��������� http://www.lifo.gr/print/buzz/172928, �!������� 	�� �����	� ������:
 1. F�
 ��	���� ��	�
��
� �����
��	���� �� ������ �����	��� �	�� ��	�
�
��� �� ���	��
��� ��-
��$�� ��	
� 	�� ������ ����$� 	�� �
��� 	�� A���	��#� ����	�� �	�� ��	�
�
���. B ���������
	
�� ����� ��!�� ��	
� 	
� ��	#A��
, �	�� �����	#���� �	� 	
 �����������
 ��������
 ��� �
����	��
�� 	�� ������ 	���� �!!� �� 	� �����
��� ��
 ��	��� ��	�
��
�.

V�. ��&��$�$ ��! "���' �! -3����; "
����� ������� �� ������� 
� ��A�!� 	

�
�����
 	�� �@�, �	
�� &
���
�� 	�� %�����-
��, 	�� ������� ���
�
����, ���#� ��� �	
� %���-
��
 	�� "
�!��, 	
 1919 (��� ����
 ��	� 	�� �-
����� 	��). H� ��
��� ������, %�����
� ��� '��.

'�����	��� �	�� 
� ������	�� Z���!�
� \�	��-
����� ��� Z��!
� *���!!���
�, ��	��	
��� [��	$:
«W������� ��� #�����$� B�������$� #������� ����
�������$� !������
� ��� ����
� �
� B���������
����	����», ���!�$���� ��� 29–11–19] 

�
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�������� 
�)�@"�!�� �AD�9: \�. U��������, \�. H�������, '. D�	�
�!�� 

�������� ��������" - �������" 
�;! �;!���!��!�� �A��� ��� ���?������ G. �)����'�

_����� 1�: � >�"�� � )����A�; �D��;�� (1��

��"'�@).  �x 2 1 x x 3 1 2 2 1
3 4 12

$ %� � �� �� � � � �� �' (
	 
) *

�@��: %�#	� ���
��� ��!
��� 	�� ��������-
�� ��� �	� �������� ��!
��� 	�� ��
�
���	#�
�� �D% 	�� ��
�
���	#� ��
 �� 12. +�
���:

 � x 2 1 x x 31 1 2 2
3 4 12
� � �� �C � � � � � C� �

	 

x 2 1 x x 3 3 2

3 4 12
� � �

C � � � � C

x 2 1 x x 312 12 12 12 5
3 4 12
� � �

C � � � � � � � C
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������$ �����		��. _�
�$���� 	’ ���� �� ��	� 	�
��$ ��� �������� ��	��
� �� �� &���	����
_������.

_����� 1�.

	�� ���?;!� �
C ��� )���)A!; �=�'���9 �-
�=@��: AB=DC. �)�>�?���� �� ?;!�� ".
                                              (�A!�9 ���$�!�<�9)
�@�� 1. �� ���
��� 	�� BE DC6 , 	�	�
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0 0 0CEZ 30 2 5 x 451Y � � [/[ � / � .
                                      (��=A>�9 �������A��9)
�@�� 2. @�� !��� �� 
�
��	�	�.
+�
��� oˆCEZ 30 CZ x� / � /
DZ 2x AE k,� � � � � �
� C CA� � +- � - �
�� EZ BC,EK AD6 6 , 	�	�  KEZD �����G��


�� ˆ ˆ ˆEZK EDK 30 ZEC KZ ACJ� � � / �

���
KE y
DE 2y

� 2
4� 5

�$�!!
� ˆˆ ˆDEZ DKZ DAC� � ��/

y kAKE ~ EZD k y 2
k 2y

/ � / � /	 	

ˆ ˆˆ ˆDAE 45 DKZ 45 45J J J� � � � � �/ / .
(��=A>�9 A!!�9)

_����� 3�. � AD ��!�� <�=��#'�9 ��� ���>�-
!�@ ���?*!�� ABC ��� S,P ��!�� �� )����>%9
�;! B, D ���9 AD,AC �!������=;9. ���D�� #��:
� �DBS DPS� .                (��!A��9 ����!�A!�9)
�@�� 1. +�	� �	� � BS 	����� 	�� DP, AC �	� E, 
H ��	��	
���.

0
ˆ ˆA Aˆˆ ˆSHC 90 ESP EPS
2 2

� � / � � /ASEP/

ˆ ˆˆSED SAP BAD� � / ABDE �����G��
.
8��: ˆˆ ˆDBS SAE SPE� � / ˆ ˆDBS DPS� .

'�� 	�� ��	
��� 
� ������ ����� ���� ��
ˆˆ| B C |

2
� .

(G�*�?�9 
������9)
�@�� 2. U��� 	
� �����G��
� ESDB  ��
���

ˆ ˆDBS DES x� � / SDE PDAY �Y ,
DE DP,SD SD� � / ESD PSD y x� / � .

(��=A>�9 �������A��9)
�@�� 3. 

@� DT AB6 � ������ $��!���#���… (���	�;;;)
(��=A>�9 A!!�9)

�@�� 4. 8!!� ��� !��� ����� !����.. (���	�;;;)

 (G�*�?�9 
������9)
�@�� 5. ˆ ˆAK BC KAD x DBS x6 / � � �  (��

$���� �� !����� ����	��) /

ˆ ˆA Aˆ ˆAKDP � PKD D
2 2

�11� \���/ � /8+ �

�����, AKDP �����G��
 ÂˆˆPKD PAD
2

/ � �
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8��, ˆ ˆSKD PKD� / K,S,P  ����������� ���
�x y .                          (��=A>�9 �������A��9)

_����� 4�. 	� ��"�?*!�� ��� ������>%9 ���?;-
!� ABC(AB=AC) � �A"��� �)# ��! ����$� A 
��� <�A'��� CM �%'!�� ��! �)����!���� ��� P. 
� <��D��� #�� ˆ ˆAMC BMP.�  (G�*�?�9 
����-
��9)
�@�� 1.J���
��� 	
 	�	�����
 ABDC.

H� 	������ CAM, ABN ����� ���, ��� ��� 	�
	������ MBP, NBP, ����#�:
� � �AMC ANB BMP� � ��� ˆ ˆ ˆMPB NPB APC� � .
��� 3�� ��'�#��! ��(�$%�:

����� �� �=%�� �;! ?;!�*! � �MCB APM� .

                                        (��!A��9 ����!�A!�9)
�)A!���� ��� )�#�"��� ��*��'�
�) �� 	
� G�*�?� 
������

0 0 0ˆ90 PMH 90 (180 2 )� � � � � � � �

0 0ˆ2( 45 ) 2(AMC 45 ) 2�� � � / � � [ .
�) �� 	
� &����� ���$A�� �� 	�� ��!�
� �-
��	����� �	� 	� @,/, D ����� �����������.
"������ ˆ ˆ ˆMPB NPB APC� �  (1) �!!�

1
ˆˆ ˆ ˆ ˆMPB M 90�� � [ � � � � [ ���

o oˆˆ ˆ ˆ ˆPC 90 90 90 2�+ � � [/ ��� [ � �[/ � � [ .
(���������:

%�
���#� ˆ ˆDPC APC DPC APC� / �
� �

 (2), 
�	�
 �  � oˆ ˆ ˆ ˆ1 , 2 DPC MPC MPB MPC 180 M,P,D/ � � � � /
�����������

"������ �	� ˆ ˆ ˆMPB NPB APC� �  (1). 
�!!� 1

ˆˆ ˆ ˆ ˆMPB M 90�� � [ � � � � [ ���
o oˆˆ ˆ ˆ ˆPC 90 90 90 2�+ � � [/ ��� [ � �[/ � � [ .

�@�� 2. +�	� O  	
 ���
 	
� BC ��� G  	
 A�-
�����	�
 	
� 	���#�
� ABC  
� ����� �
���#�

������	�
 	
� 	���#�
� APC .

����� OG OP PM / /AC� 9�� �� ����� � OM 

���
	��
� 	�� 
���� ������ �GOP �� ����� ����-
���, 	� 	������ GOM POM MG MP� / � ���
��
� BP AG BP PO AG GO� C � � � �� �����
	� 	������ AMG BMP� ��� 	
 ��	
����
 �
-
�����.                (���9 ���?�A��9)
_����� 5�. ��!���� ��"�?*!�� ������>%9 ���-
?;!� 0AB ( B 90 ), Y � ��� � �??�?��'%!�9 �@-
�>�9 ��� '� �%!��� �� K. ���D�� #��
A AB BK, � � .                 (�A!�9 ���$�!�<�9)
�@�� 1. J���
��� �����
 L  	�� !����� AC 
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#�	� KL / /BC .

%�
���#�, 	
 K  ����� 	
 �����	�
 	
� 	���#�
�
ABC . 8��, � �KBC 45 LCBJ� � , ��� ��
� 	

KLCB ����� 	�����
 (KL BC)� ����� ��� ��
���-
!�� 	�����
. *���#� KB LC�  (1). ����� � KC 
���
	
��� 	�� ����� Ĉ , ��� � �KCL KCB�  (2). 
H
 KLCB �� ��
���!�� 	�����
, ����� ��� ��-

���G��
. 8��, � � � �(2)

KBL KCL  KCB KLB� � � , 
�	�
� �KBL KLB�  (3). 
�����, � � � �ˆALK C 45 ABK ABK ALKJ� � � / �  (4). 
%�
���	
�	�� ��	� ��!� 	�� (3), (4) ����
���
� �ABL ALB AB AL� / �   (5). 
�� (1), (5), AB BK AL LC AC� � � � , �.�.�.

(:�%���9 ��?!#9)

�@�� 2. +�	� �	� D,E  ����� 	� ������ �����
	
� �����!
� �� 	�� AC,AB  ��� KH / / AC , 
HZ/ / BD . 

H� 
��
�#��� ��� ��
���!� 	������ ZAH, EBK 
����� ���, ��� AH BK�  (1) . 
AC 2AD 2AE 2(AB r)� � � � �

(1)

AB AB 2r AB AH� � � � C AC AB BK� � .
(G�*�?�9 
������9)

�@�� 3. \���� !���� (���	�;;;)

(�;���!� ��><�)
�@�� 4. '���� 	
 ���!
  (K,KA)  
� 	�����
����� 	� BC �	
 P .  

ˆKP KC 22,5J� E+ � / � � . %�
���#� ��
� �PAC APC 67,5 AC P 1C ( )J� � / � .
K��� ˆ ˆˆ ˆPKB KBC 45 22,5� �� � � � � � � /
BK PB (2)� . +�
��� ���� AB BC� ��� !���
	�� (1) ��� (2) : AC PC PB BC BK AB� � � � � .

(���9 ���?�A��9)

�@�� 5. �� 	�� �
��	����� 	�� AB, �
� 	
 B , 
����# �����
 P  	�	
�
 #�	� BP BK� .
R���� 	� ���������� 	����	� K ,KP,PC, .
�� 	
 ��
���!�� 	�����
 PBK ���

0KPB BKP 22,5Y �Y �  (��
� 0PBK 135Y � ).
K��� ��� 0ˆ ˆKCB ACK 22,5� � .
��	� 	
 PBK, ����� �����G��
.
8�� ��� 0ˆCPK 45� .
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*���#� 	
 	�����
 PAC ����� ��
���!�� /
AP AC/ � /  AB BP AC� � /
AB BK AC/ � �  .           (�A!�9 ���$�!�<�9)

�@�� 6. +�
��� C�=��=B�=x. J�!
��� �� ���-
$
��� �	� 2x x r r 2� � � , ��!��� x r(1 2)� �

��	� �
��	�� �� 	�� 
�
��	�	� 	�� 	���#���
BHE,BA, . %�����	�
HE BE r 2 r
AC AB 2x r x

� / � /
�

r x 2x x r( 2 1)� � / � � .   (�;���!� ��><�)
�@�� 7. ����� �� ���$
��� �	� �C=�"+���r
(%�
��
����
 �����), ��
� ",D,� �����������
(���	�;). +�
��� �"="C=�

2C 2 C
2

�
/0 � + � � / +Z � Z � Z+ �

�$�!!
�
2 2r BE C

2 2 2
� �0 0 �

� � � � + � �0 � � � � � � .

8��:
2 2r 2

2 2
� �� �

+-� +Z� � � � � � � � � � +,� �� �
	 


(&�����9 ���$A��9)
_����� 6�.
�� @M� BD, CE ��� ���?*!�� ABC �%'!�!���

��� ��'��� �. � ���!� <�=��#'�9 �;!
� �EHB,DHC , �%'!�� ��9 )>���%9 AB, AC ��� P, 
T �!������=�.

�! � AS ��!�� <�=��#'�9 ��� ���?*!��, <��D��
#�� SP ST� .                    (��!A��9 ����!�A!�9)
�@�� 1. ˆ ˆAPT ATP� �� ���!�����	���� 	��
���� ����#� ˆ ˆEHP,THD, ��� AP AT� �� �����
� AS ����� ���
	��
� �� ����� ���
����	
� 	
� PT 
��� 	
 ��	
����
 ��	��.       (G�*�?�9 
������9)

�@�� 2. +�
���: o o ÂˆˆAKB 90 KAD 90
2

� � � � ���

o o Âˆˆ ˆ ˆE S 90 KAB 90 AKB E S
2

HK H S

F � � � � / � F /

/ � F/8D 6 EF/ +
���
����	
� 	
� PT SP ST/ � . H� ������
����
�� ��� �	�� K ] F ] ^  (���	�;). 
_����� 7�. �

� ���"�� � ?;!�� x .           (���9 ���?�A��9)
�@�� 1. J� ������

����� 	
 �$��:
��''�
+�	� 	�����
 ABC ��� �����
 D  #�	� AB AD�

��� � �2 2� � �BAC BDC x . H�	� ������ AB AC� .

+�	� �	� 	
 ��	
����
 ��� ������, ��� ������
�!!
 �����
 C' �	�� AC #�	� AB AC<� . H�	� 	�
������ B , C' ��� D  A����
�	�� ��� �� ���!
 ��
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���	�
 	
 �. 8�� � �BAC 2 BDC< <� �  (�����	�� ���
��	��	
��� ������������), �
����� �BDC x< � .
K��� ��
��� �	� �BDC x� , ��� C C<] ��� 	

��	
����
 ������. '�� 	
 ������ ��A!���,

*������
��� 	
 ���!���
 	�����
 ABE, �� 	

�����
 E  �� A�����	�� �	
 ���
 �������
 �� 	

�����
 C  �� ����� �� 	�� AB. 
J� �
���$
��� ������ �	� 	� ������ D , C  ��� �
����� �����������. 6����� �	� � oADC 40�  (1) 
*	
 ��
���!�� 	�����
 ADE ��
��� �	�
� o o oDAE 160 60 100� � � ��� �
�����

�
o o

o180 100ADE 0
2

4�
� �  (2) 

�� 	�� (1) ��� (2) �
��	�� �	� 	� ������ �����
�����������. +�
��� !
��� �	� � oAEC 40� .
�������
��� 	
 !���� �	
 	�����
 AEC, �
�
������ �	� EA EB� ��� � � oAEC 2 ABC 2 20� � � �
8�� EA EC� ��� ����� EA EB� , �
��	�� �	�
	� ������ B , A  ��� C A����
�	�� ��� �� ��-
�!
 �� ���	�
 	
 E . 8�� � �AEB 2 ACB 2x� � �
(�����	�� ��� ��	��	
��� ������������), ���

ox 30� .                       (���!@���9 �<�'#)��>�9)
�@�� 2. R��� 	
� ������������
 ���!
 �	
 	����-
�
  BCD ���#� ��� 	�� ��	���� 	
� ���!
� KB, KC. 

H
 	�����
 KBC ����� ���!���
, (��
���!�� ���

� �����	�� ����� � oBKC 60� , ��
� � ��	��	
���
	�� ������������, � 

�� A����� �	
 ���
 �� ��-
	�� 	�$
 ����� � oBDC 30� ) . 
B ������ 
� ������	�� �� 	� ������ K, A ����� �
���
����	
� 	�� �
���� BD. 
H
 ������ ������ ���	� 	� ������ K ��� A ���-
��
�� �� 	� ���� 	
� BD. 
F�!��� 	
 KE ����� 	
 ���	��� 	�� �
���� BD. 
*���#� �	
 
��
�#��
 	�����
 KEB ��
���:
� � � o o oKBE KBA ABE 40 10 50� � � � � .
8�� � � oKBA BKA 40� � , 
�	� �D=�" ��� ��
�
CK=CB � CK �� ����� ���
����	
� D", ��!���

���
	��
� 	�� "CK. 8��
�

oKCBx 30
2

� � .

                                  (	��'A��9 G>A��9)
�@�� 3. @� C', 	
 �����	���� 	
� C  �� �
� BD, 
��
���:

H
 ��
���!�� BCC (20 ,80 ,80 )J J J<	 , 	
 ���!���

DCC<	 , 	
 ��
���!�� C AD(140 ,20 ,20 )J J J<	 ���

	
 ��
���!�� C CA(80 ,50 ,50 )J J J<	 .
+	��, 80 50 30J J J� � �x .      (��=A>�9 A!!�9)
_����� 8�. 	�� ��;�����# ������>�@9 ���?*-
!�� ABC '� ?;!�� ����$�9 oÂ 100� "�;��@'�
��'��� P, *��� BP BA� ��� ˆˆABP 2ACP 2x.� �
� �)�>�?����� �� ?;!�� x. 

                                                (G�*�?�9 
������9)
�@�� 1. %���	��
��� �	� ������ �
������ ���-
	����� �����
 P  �� 	� �
����� ����	�	�.
+�	� P' �� 	�� ���
	��
� 	�� BY 	�	
�
 #�	�
BP AB< � ��� A' 	
 �����	���� 	
� A  �� �
�
	�� BC.  
6����� oP BA 60< <Y � ��� BP BA< <� , ��� 	


BA P< <� ����� ���!���
.
�
����� A B A P A C< < < <� � ��� ��
�

oP BC 20<Y � , ��	�� �	� oP A C 40 .< <Y �
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8�� oA P C 70< <Y � ��� ��	� �������
oBP C 130<Y � . 8��

o o o oBCP 180 130 20 30<Y � � � � ��� oP CA 10<Y � .
F�!��� ������ oABP 2 ACP 20< <Y � Y � . *���#�
!��� 	�� �
������	�	�� P P< ] ��� ox 10 .�
                                    (G��?#��9 ���>�'A!�9)
�@�� 2. R���� 	� ������
 BM 	
� ��
���!
��
BAP  
� ����� ���
	��
� ��� �G
�. B ������ CP 
	����� 	�� BM �	
 T . 

H� 	������ ABT,ACT  ��
�� �"= �C, AT=AT, 
� �BAT BPT 50J� � ���

oˆ ˆ ˆ ˆATB ATC ATB ATM 180� = � � 
�	� ����� ���
(�����
 ���	���
 ���	�	�� 	���#��� – A!�� *�
-
!��� '����	��� �LU����
� 	�� �. �!�������, '.
F����
, J. �$�����
, F. D
�	
������, '. H��-
��
�!
�, ������ 1 ��!��� 71, 
� � � ˆ ˆBPT PCB PBT 40 x 40 2xJ J� � � � � � .
�
�����

� � �o

o o

ˆ ˆ50 BPT PCB PBT 40 x 40 2x
80 3x x 10

J J� � � � � � � �

� / �
                                (���9 ���?�A��9)

�@�� 3. %����
��� 	
 ������	�
 K  	
� 	���#-
�
� APC . �� 	
 ��
���!�� BAP , 
�BAP 90 xJ� � , ��� ��
� �BAC 100J� ,
�PAC x 10J� �  (1). 
H� 	������ ABP,AKP  ��
�� �
��� !���� AP 
��� ����� ��
���!�, (��
� BA=BP, �� ������,
��� KA KP� !��� 	
� ������	�
�) ���

ˆˆ ˆAKP ACP 2x ABP� � � .
*�������
��� !
��� �	� ����� ���, ����#�

AC AB BP KP KA KC� � � � � , 
�	� 	
 KAC
����� ���!���
. ����� (!��� 	
� ������	�
�),

� � �60 AKC AKP PKCJ � � � �

� � (1)

2PCA 2PAC  2x 20 2x 4x 20J J� � � � � � /
x 10J� .                                     (:�%���9 ��?!#9)
�@�� 4. %����
��� 	
 �����	���� T  	
� C ��
�
� 	�� AP. U��� �����	����, � �ATP ACP x� � ,

�	� � �2x ABP 2ATP� � , ��� ��
� BA BP� , ���
	� ", H ����� �
� 	
 ���
 ���
� 	�� �/, 	
 B  ��
����� ������	�
 	
� APT  ��� AC BA BP BT� � � ,

�	� 	
 BAT  ����� ���!���
.
����� � � � � �60 ABT ABP PBT 2(TAP ATP)J � � � � � �

� � �2(180 APT) APT 150 APC 150J J J/� / � � .

8��, �� 	
 	�����
 APC , �PAC 30 xJ� � , ���
�� 	
 ��
���!�� 	�����
 BAP , �BAP 90 xJ� � .
*��
G��
�	��,

� � �100 BAC BAP PAC 30 x 90 xJ J J� � � � � � �
x 10J/ � .                               (:�%���9 ��?!#9)

_����� 9�. 	� ������>%9 ���?;!�
ABC(AB AC)� , $%�!; �� @M�9 BE ��� ���!
)��%����� ��9 AB )��9 �� B  "�;�* ��'��� Z 
�%���� *���: BE BZ EC� � . �! �CBE 24J� !�
������ ��! �BCZ .             (���9 ���?�A��9)
�@�� 1. +�	� �����
 H  	
� BE #�	� BZ BH,�


�	� HE EC.� ����� 0ˆCBE 24 ,� 
� ���� ����-
�� 	
� ��
���!
�� �� ����� 066  � �������.

����� ����� 0ˆ ˆBHZ BZH 21� � ��
�
o o oˆHBA 66 24 42� � � ��� 0ˆˆEHC ECH 45� � .

8�� o o oˆHCB 66 45 21� � � �
����� 	
 BHCZ 
����� �����G��
 ��� �
���#� 0ˆ ˆBCZ BHZ 21� � .   
                                              (G�*�?�9 
������9)
�@�� 2. J���
��� �	� 	
 	�����
 ABC ����� 
$�-
�#��
 #�	� oĈ 45= ��� EC EB> .   
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�� 	� ��� 	������ BCD, BCE ����� BD CE�
��� � � oDCB EBC 24� � .

H�	�, ZD BZ BD BZ EC BE� � � � � ��!��� 	

	�����
 CDZ ����� 
��
�#��
 ��� ��
���!��.
O�	�: � �o o o oBCZ 45 DCB 45 24 21� � � � � .

(nikkru)
_����� 10�. ��;��@'�
%!� ������>%9 ���?;!�
ABC '� ?;!�� ����$�9
Â 20J� . 	��! )>���A AC 
)���!��'� ��'��� D *���
AD BC� .� ������ ��!
?;!�� �ABD x� .

(:�%���9 ��?!#9)
�@�� 1. R	����� 	
 ���-
!���
 ADE.H� 	������
ABC, BAE ����� ��� (��
��
�"=�", ��=�D=BC, 

o o oˆ ˆBAE 20 60 80 ABC� � � � )
��� ��� 	
 	�����
 BAE 
����� ��
���!��.

�� ��	� ��	�� �	� � BD ���
	
��� 	�� ABE ��-
!��� ABD 10� �
����.

�@�� 2. R	����
��� 	
 ���!���
 	�����
 BCE, 
�� E  ���	����� �����
� 	
� 	���#�
�.

%�
���#� 	
 E  �� ������ �	� ���
����	
 	
�
BC, ��� ��� 	
 A . �
��-
��� ��
��� �� � AE �����
� ���
����	
� 	
� BC, ��-
!��� � AE ����� ���
	��
�
	�� ������ �BAC .  

�
����� � � oEAB EAC 10� � .
H��	���
�� ��
� �
� oABC 80� ��� � oEBC 60� ,
��
��� �� � oEBA 20� .

H� 	������ AEB ��� ADB 
����� ���, ���#� � BA �����
�
���, BE BC AD� � ���
� � oBAD EBA 20� � .

8�� ��
���: � � ox ABD EAB 10� � � .
(���!@���9 �<�'#)��>�9)

�@�� 3. D�	�������� 	
 ���!���
 	�����

ABE (B, E ���	������ 	�� AC) 
�	� 	� 	������
ADB, BCE ����� �
���#� ��� ���

ˆ ˆDBA CEB x.� �

�!!�, 0 0ˆ ˆAC AE,CAE 40 AEC 70� � / � C
0x 10� .                                  (G�*�?�9 
������9)
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'� ������� 
�)�@"�!�� �AD�9: ". D�������, *. U
������, \�. H�������, �. D����A��

 

B�������� ����(�������� – #��$��$�� 
�;! ���?������ G. �)����'� & 
���>� ����A!�

_����� 1�

��!���� � ��!A����� f(x) = 2� �1 + x4 � ��!�� ��	 

,

�>0 ��9 �)���9 � ?��$��� )��A����� �%'!��
��! AD�!� y’y ��� ��'��� �(0,9).
�) � ������ �� �.
G�� � = 3: 
�) � ������ ��! )����<� ��9 ��!A�����9 f. 
?) � ������ ��! '%?���� ��� ��! �>A=���� ��'�
��9 f. 

<) � ������ �! �)A�=��, ��'� ��� x 0,
2
_� �L� �

	 

?��

��! �)��� � f(x) ?�!���� '%?����.
�) � ?�!�� � ?��$��� )��A����� ��9 f ��
<�A���'� )>A���9 '��9 )���#<��.
�@��
�) fA CL / f(0)=9 2 1 4 9 3/ �� � � /� �
�) '�� 3� � � �����	��� f �����	��:

 � xf x 5 4
3
� �� � �!�� �
	 


, 
�	�
1
3

�� . �
����� �

A����� ���
�
� �����
2 2 61

3

_ _
D � � � _

�
.

?) '�� ���� x RL ������:
x x1 1 4 4 4
3 3

� 7 �!� 7 / � 7 �!� 7 /

 �x5 4 5 4 5 4 1 f x 9
3

/ � 7 � �!� 7 � / 7 7

�!!� 9=f(0) ��� 1=f(3). 8��  �max f x 9� ���

 �min f x 1� .

<) @� x 0,
2
_� �L� �

	 

��
���  �  �f x max f x� C

x5 4 9
3

C � �!� �
x x4 4 1
3 3

C �!� � C�!� � C

x 2 x 6 ,
3

C � 9_C � 9_ 9LZ. K��� 0 x
2
_

> > C

0 6
2
_̀

> 9_ > C`
10 ,

12
> 9 > �����	
 �	
 �. 8��

��� ������ 	��� 	
� x 0,
2
_� �L� �

	 

#�	�

 �  �f x max f x� .

�) '�� 	
 ����	��� : ;0,6_ ��
���:

x 0 3/2 3 9/2 6
x/3 0 /2  3/2 2

��� x/3 1 0 –1 0 1 
4 ��� x/3 4 0 –4 0 4 

5+4 ��� x/3 9 5 1 5 9 

_����� 2�

��!���� � ��!A�����
 �f x 3 2 3x� � � X� .

�) � �)�<��D��� #�� �
��!A����� f %=�� )����<�

2T
3
_

�

�) � ������ �� '%?���� ��� ��! �>A=���� ��'�
��9 ��!A�����9 f. 
?) � >@���� ��! �D��;��  �f x 1� �
<) i. � ������ ��! �@)� ��9 ��!A�����9 g, #��!

 �g x f x
6
_� �� �� �

	 

ii. � ������ ��9 ���'�'%!�9 �;! ���!*!
��'��;! �;! ?��$��*! )�����A��;! �;!
��!������;! f, g. 
iii. (��� �)# �� )���)A!; ���!A ��'��� �;! f,g 
%=��! ���'�'%!� )�� �!���� ��� <�A���'�

,
2
_� �_� �
	 


;

�@��
�) '�� 	��  �f x 3 2 3x� � � X� ������ �=3, 
�	�

2 2
3

_ _
D � �

�
�) '�� ���� x RL ������: 1 3x 1� 7 X� 7 /

2 2 3x 2 3 2 3 2 3x 3 2� 7 X� 7 / � � 7 � � X� 7 � �

 �5 f x 1/� 7 7 � . �!!� 1 f
6
_� �� � � �
	 


���

5 f
2
_� �� � � �
	 


. 8��  �max f x 1� � ���

 �min f x 5� � .

?) �����  �f x 1 3 2 3x 1 2 3x 2�� C� � X� �� C X� �

3x 1CX� � C 3x 2
2
_

� 9_� C 2x ,
3 6
9_ _

� � 9L�
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<) i) �����  �g x f x 3 2 3 x
6 6
_ _� � � �� � �� � X� �� � � �

	 
 	 


3 2 3x
2
_� �� � � X� � �� �

	 

3 2 3x� � �!�

ii) �����  �  �f x g x 3 2 3x 3 2 3x� C� � X� � � � �!�

 �3x 3x 1CX� � �!�
�� 3x 0,�!� � 	�	� 3x 1,X� � M 
�	� � (1) ���
������. �� 3x 0,�!� K 	�	�:

 �1 3x 1 3x
4
_

C �[ � C �[ � �[ C 3x
4
_

� 9_ � C

x ,
3 12
9_ _

C � � 9LZ , ���	�� 	���� (���	�;)

iii) x ,
2
_� �L _ C� �
	 
 2 3 12

_ 9_ _
> � >_C

5 11 2
4 4

C >9> C9� . '�� �=2 �����

2 9 3x
3 12 12 4
_ _ _ _

� � � � ���
3f
4
_� ��� �

	 

93 2
4
_

� � X� �

3 2 2 3 2 3 2
4 4
_ _� �� � � X� _� � � � X� � � �� �

	 


�	�

3 , 3 2
4
_� �+ � �� �

	 

 ����� 	
 ��	
����
 �����
.

_����� 3�

��!���� � )��A�����
22 x 5

2 x 1
X� �

+ �
�!� �

.

�) � ������ ?�� )���9 ��'%9 ��� x ���F���� �
)��A����� �.
�) � >@���� ��! �D��;�� � = 3. 
?) � ������ ��9 >@���9 ��9 )���)A!; �D��;��9
�� �)���9 �!����! ��� <�A���'� (2), 3)).
�@��
�) '�� �� 
����	�� � � ���� ��� �����:

 �2 x 1 0 1�!� � K

�!!�  � 11 x
2

C�!� K

x x 2 ,
3 3
_ _

C �!� K �!� C K 9_ M 9L�

�) '�� x 2 ,
3
_

K 9_ M 9L� ��
���: �=3

 �
2

22 x 5 3 2 x 5 3 2 x 1
2 x 1
X� �

C � C X� � � �!� � C
�!� �
 �22 1 x 5 6 x 3C ��!� � � �!� � C

22 x 6 x 0C �!� � �!� �  �2 x x 3 0C �!� �!� � � C

x 0,C�!� �  (��
� x 3)�!� K � x ,
2
_

C �9_� 9L�

?)  �x 2 ,3L _ _ C 2 3
2
_

_ > 9_� > _

3 5 2
2 2
>9> C9� 5x 2 x

2 2
_ _

C � _� C � .

_����� 4�

��!���� �� )�>�*!�'�
 �  �4 3 2P(x) x 2 x 3 x 2x 1� � �!� � � � �!�� � � � '�

�L� .
�) �! �� x 1� ��!�� )��A?�!��9 ���
)�>�;!@'�� P(x) , !� <��D��� #��:

22 3 1 0�!� � � �!�� � � .
�) �! �� x 1� ��!�� )��A?�!��9 ���
)�>�;!@'�� P(x) , !� ���"�� � ��'� ���

: ;0,�L _ .
�@��
�) H
 x–1 ����� ����
�	�� 	
� P(x)/P(1)=0

1 2 3 1 0/ ��!� �� �!��� � /
21 2 1 3 1/ � �!� � � � �!�� �

22 3 1 0/ �!� �� �!��� �   (1) 
�) +�
���:

 � 21 11 �2 3 1
2

�!�� � �@�!�� � �@ 3/ / /A A
� � � �� � ��B 3B

11 �
2

/�!��� �!��� / 2� � 9_ �
3
_

�!����!� /

2 � 2 � 2 ,
3 3
_ _

� � 9_ � � 9_ � � � 9_ � 9L� .

�� 2� � 9_ , 	�	� : ; 10, 0 2 0
2

�L _ / 7 9_/ 7 9 7

0/ 9 � . �� 2
3
_

� � 9_ �  , 	�	�:

: ; 1 20, 0 2 0
3 6 6
_

�L _ / 7 9_ � 7 _/ � 7 9 7 / 9 �

�� 2
3
_

� � 9_ � , 	�	�

: ; 1 40, 0 2 ,
3 6 6
_

�L _ / 7 9_ � 7 _/ 7 9 7 �����	


�	
 �.

H�!��� �� : ;0,�L _ A����
��� �=0 �
3
_

� �

_����� 5�

��!���� �� )�>�*!�'� 3 2P(x) x x 5x� � � � � 0
'� ,� 0L� .
�) �! �� )�>�*!�'� P(x) %=�� ��F� �� 1 ��� ��
�)#>��)� ��9 <�������9 ��� '� �� x 2� !� ��!��
��� '� –4 !� ������ �� ,� 0 L � .
�) �! 2� � � ��� 60 � �#��:

� >�"�� � �D��;�� P(x) 0�  (i) 
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� >�"�� � �!��;�� P(x)>6–2x (ii) 
�@��
�) �� 	� ���
���� ��
���:
 �
 �

P 1 0 1 5 0
8 4 10 4P 2 4

� � � � � 0 �2 2/4 4� � � � 0 � �� � 55
 

4 2
4 2 6
� � 0 � � � �2 2/ /4 4� � 0 � � 0 �5 5

�) '�� �= –2, A=6 �����:  � 3 2P x x 2x 5x 6� � � �

���  �i C 3 2x 2x 5x 6 0� � � � @� ����� Horner 
A����
���:
 �  � � � P Qi x 1 x 2 x 3 0 x 1, 2,3C � � � � C L �

  1 –2 –5  6 1 
    1 –1 –6 
             1 –1 –6  0 
�$�!!
�  �ii C 3 2x 2x 5x 6 6 2x 0� � � � � =

 �3 2 2x 2x 3x 0 x x 2x 3 0� � = C � � = C

 � �  �  �x x 1 x 3 0 x 1,0 3,C � � = C L � R �T

_����� 6�

��!���� �� )�>�*!�'� 3 2P(x) 2x x x 2� � � � 0 �
'� ,� 0L� .
�) �! �� )�>�*!�'� P(x) %=�� )��A?�!�� ��
x 2� ��� �� �)#>��)� ��9 <�������9 ��� '� ��
x 1� ��!�� ��� '� –6, !� ������ �� ,� 0L� .
�) �! 5� � � ��� 10 � !� >�"�� � �D��;��
 �P x 0� ��� � �!��;��  �P x >0. 

?) � >�"�� � �D��;��
2��!3;+5�'2;+��!;–3=0 (1) ��� [0, 2)).�

�@��
�) �� 	� ���
���� ��
���:
 �
 �

P 2 0 16 4 2 2 0
2 2 6P 1 6

2� � � � 0 � � 23/4 4� � � �0 � � �� � � 535
4 2 18 5

6 1
� � 0 � � � � �2 2

/ /4 4� �0 � � 0 �5 5
�) '�� �=–5, A=1 �����:  � 3 2P x 2x 5x x 2� � � �

�	� �� ����� Horner A����
���:
 �  � � �P x x 2 x 1 2x 1� � � �

2 –5   1 –2 2 
     4 –2   2 
             2 –1 –1  0 

8��  �P x 0� C P Q1x 2,1,
2

L � ���

 �P x 0= C  �1x ,1 2,
2

� �L � R �T� �
	 


?) @� : �0,2�L _ ��
���

 �  �2 21 2 5 1 3 0C �!� �� ��!� � � �!��� � C
3 22 5 2 0C �!� �� �!� �� �!��� � C

 �3 2

xx
P x 02x 5x x 2 0

�!�� ��!�� � @@ 3C C CA A �� � � � 3B B
1x x 2,1,
2

@ 2C �!�� � 9�� L � CA 4
B 5

11 �
2

C�!��� �!�� � �

(��
� 2 42) 0, ,
3 3
_ _@ 2�!�� K C �LA 4

B 5
_����� 7�

��!���� �� )�>�*!�'�
4 3 2P(x) x x x x� � � 9 � � O '� ,9 OL� .

�) � ������ ��9 ��'%9 �;! ,9 OL� *��� ��
)�>�*!�'� P(x) %=�� ��F� �� 1 ��� )��A?�!��
�� x 2� .
�) G�� 79 � � ��� 6O� !� >�"��:

� �D��;��  �P x 0� .  (i) 

��� � �!��;�� P(x)
x 5�

�0.  (ii) 

�@��
�) �� 	� ���
���� ��
���:
 �
 �

P 1 0 1 1 1 0
16 8 4 21 0P 2 0

� � � 9 � � O �2 2C4 4� � 9 � � O �� � 55
1 7

4 22 6
9 � O � � 9 � �2 2C C4 49 � O � � O �5 5

�) '�� �=–7, !=6 �����:  � 4 3 2P x x x 7x x 6� � � � �


�	� (i) C  � 4 3 2P x 0 x x 7x x 6 0� C � � � � � .
�� ����� Horner A����
���:
 �P x 0� C  � � � �x 1 x 2 x 1 x 3� � � � C P Qx 1, 2, 1,3L � � .

@� x 5K ��
��� (ii)  �  �
 �i

x 5 P x 0C � ? C

 � � � � �
 �2

x 5 x 1 x 2 x 1 x 3 0� � � � � ? C

: ; : ;  �x 2, 1 1,3 5,C L � � R R �T .
_����� 8�

��!���� �� )�>�*!�'�  � 3 2P x 4x x 4 1� �0 � � �
'� ,� 0 L � ��� –1 � � � 1.
�) �! �� )�>�*!�'� P(x) %=�� )��A?�!�� ��
x 1� �#��:

i. � ��$�A���� �� � ��!������� ��� �
ii. � <��D��� #�� �� ��'��� � (�,�) �!���� ��

)�����>�

- +0-1 3

+-+-

- +1 2

+-+-

- 1

2



 _________

iii. � �
)A��

�) G�� �=3
?) � ���
?�� �� �)
��F�9 0x �
��� !� ��
�@��
�) i) ��

4/ �0 �
ii) U���
���A
!�
iii) %�
�

 �x 1 2x�

?) +�
���
1 1� 7 � 7

23 4/ 7 �

'�� A=3,4

2
2

M , M

@��
 	�

���
�� ���

	=#>��:
�?!*����
�@���'�

@� ��
�
�!�A� �#
��	�
��
�������#
����� ����

������ 
�
��� �
������	�

_____________

������ ��! �>
�� � �.
3 !� >�"�� �
���� #>� ��

)��� � �D��;
1� ��� A>>�

����.

	� ���
����
24 1 0� � � �

	�� (1) 	

� 2y 4x 3� �

���#� 24� ?

�21 0 @� � CA
B

�:
1 1/ � 7 /

2 3 7 3� 7 /

4,5,6,7 A����

3
2

, 1M

����� (�,A)

� �!!�� ����

	=����A '
� ��� ��!

�)#

��� ��� ��
#�� �	� ��
� 	
� ���!���
# �� ��
 ��
�� �� ����
�

���	����	�
�� ������
��
�� ���#�	

_____________

>A=���� ��'�

� �D��;�� P
F�@?� (�,�)

;�� P(x) =0
�9 ��%����9

� ��
��� P 1
24/ 0 � �

�����
 @ (

0? / 24 3� �
��
� ���

�!����	� 	��
���� 
 A ���
�) '�� A=3,
 � 3P x 4x�

 �P x 0� C

x 1 � x@ � �A
B

2 1 0� 7 / 7

3 77 0 7 /0

�
��� ����


 = 1 ,4 ,
2
� �
� �
	 


����� ����� 	�

'� �� =���
���<�!�'��

��! G�*�?�

������
���
��������� 	
�� "L» �	��

���	� 
� �
�����
�� �

� �	� ����
��� �$�����
	
�� �� 	��

______ _>?��

�����

� )�� ')���

P(x) =0 . 
) '� �. ��%�
0 %=�� ���#9
��F�9 ��9 �)

�1 0� /

3�  (1)
(�,A) ������

3 3 3? /0? �
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�D��*���9 ��9 '��$�9  �h x x x�� 1 � W � � � 0 #)��  �h x
���A>>�>� ��!A����� ��� P Q*, , , , 0 , 1� 0 1 WL � = �L �� 
 .


�!�*�$) ��&����!), �*��!)

*�� ����� �����, ������������ �� ������ �������� ������
� ��� �������
 ����$� ����� �� ����
����� ������	��� ����
� ������
�.

(��A<��?'� 1: � >�"�� � �D��;��:  �ln x x 1 x 3 1� � � �

�@��: �������	 
 (1)��� ���� ������� ��  �A 0,� �T . ���� ��� ��	 �������� ��� �
� �������

�
	 ������ ���� �� �����
������ ������ ��� ��� �������	 ���� �
	 ���� 
 0x 1� . !�
 ������� ���
��� � 
 ������
�
  �h x ln x� ���� ��
��"	 ������� � h(1)=0 ���

 �  � �2 2x 1 x 3 x 1 x 3 x x 2 0 x 2 x 1 0 x 1,� = � C � = � C � � = C � � = C = ���� x 1 x 3 0 x 1� > � C > > .

#�����"	
ln x ln1 0

x 1 ln x x 1 x 3
x 1 x 3

= �@3= / / � � = �A
� = �3B

, ��. 0 x 1> > /
ln x ln1 0

x 1 x 3

> �@3
A
� > �3B

ln x x 1 x 3/ � � > � .$%���  �1 x 1C �

� &� �����	 ��� ���%������ � ����� �
� �������" ����� � ������� �� �������� � ������ �����,
��������"	 ��� �� ���������� ��� �%%��	 ������	 %��
	.

(��A<��?'� 2: � >�"�� � �D��;�� 3x 1 x 3� � �  (1) 
�@��: ����� ��� �%������� ������ ��%��
	 �� ���� ��� ����� �� ������ ��
� ���
�����

�����. �������	 
 (1) ��� ���� ������� �� : �A 3,� � �T .

�����
���� ��� �� ���	 �
	 ���"�
	 �� ����� �� ����������� �
� ����"�
 1x
3

? . '�����������

��� � ������	 0x 1� ���� ���� �
	. *� ��������� ��� ���� 
 �������� ���� �
	 ���"�
	. + ���"�

�������  �h x x 1 x 3� � � � ����  �h x 2x 2� � , ��
��"	 ������� ������
�
 �  �h 1 0� ��� ��"	

��� (��A<��?'� 1 -�������: x 1 x 3 x 1� = � C = , �� 1x 1 x 3 x 1
3

� > � C 7 > . #�����"	:

 �  �
 �

h x h 1 0
x 1 h x x 1 x 3

x 1 x 3

@ = �3= / / � � = �A
� = �3B

��
 �  �h x h 1 01 x 1

3 x 1 x 3

@ > �37 > /A
� > �3B

 �h x x 1 x 3/ � � > � .

/�� 
 ���"�
 ��� �������� ���� , �
� 0x 1� .
� & �����	 ����������
	 �����"� ����	 �
	 �����	 ���� ��"���	 ��� �� ������� �� ��� ��

���
�� «�� �������� ��� � �����������	 �����	 ��%��
	 �
	 ���"�
	;». + �����
�
 ���� �"	
������� �� ��������������� �
� ������
�
 2x 2� � ���������� �%%
 ��
��"	 �������
������
�
  �  �h x � h 1 0� ��� �� �
����������� �%���	 �����"� � �������� ���� �


0x 1� �"� ����"� 
 ����������
 �� ���� ����-�	 
 ���� � �
� ���
�
����. + ������
 �����
��� ���������� ���� ��� ����� ���������. 4������ �����"	 �� �"������ �.�. "	
������
�
  �h x  ������ ��� ��	 ����	 ���������	  �  �3 x 1x 2 1 , x 1 x 1 , 2 1�� � � � � � �.%�.
��� �� ������ ��	 �������" ������	:
 �  �3 x 1x 2 x 2 x 3, x 1 x 1 x 1 x 3, 2 x x 3�� � � � � � � � � � � � � � � ��
 �����

 �h x x 1 x 3� � � � . &� �������" ������	 ����� �������� ���� �
 0x 1� ��� ������"��������
� ��� ���� �����.

� 4�� ����
 �������
�
 ��� ������� �� ������ ���������� ��� (��A<��?'� 2 ���� �"	
���� ������ �� ��������������� �
 ������
�
 x 1� � �%%
 �
	 �����	 x1 � W ��� �� �����
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3x 1 x x 3 ��� x 1� = 1 � W = � = ��� 13x 1 x x 3 ��� x 1
3

� > 1 � W > � 7 > . 4�� ������ ������
�


���� �.�. 
 x 2x1 � W � ���� ����� ��� ���������� ����� �����"� �
	 �����	

 �h x 2x x 3� � � � �
�  �h x  �� ���� ��
��"	 ������� ���  �h 1 0� .
4 -��
 �� �������" ������� ���� �� ������"������ ��� ��������� ��	 ������	:
 �  �5 x 1x 2 2x 1 x 3, 2 2x 1 x 3, x 1 x 1 2x x 3,�� � � � � � � � � � � � � � � ln x 2x x 3� � � �.%�.

4�� ����
 ������
�
 � ����	 ��	 �����
�	 ���� 
 1 3x x
2 2

1 � W � �  (�����;). #���	 ��� ��	 ���	

���������	: 1 3x 1.,2x, x
2 2

� � ��� -����� ������ ���� �%%
 ������
�
 x1 � W � ����	 ��	

�����
�	;
(��A<��?'� 3: � >�"�� � �D��;��  �x x 2 1 x 1� � � � �

�@��: + ���"�
 ��� ����%� ������� �� �����
�� [ 1, )� �T ��� �������	 %��
 �
 0x 0� ������� �:

 �h x 2x 1 x 1� � � �  (1), ����  �h x x x� ��
��"	 ������� ������
�
 (�����;) �  �h 0 0� ���

 �2

1 31 xx
2x 1 x 1 2 4 x 02

x 4x 3 04x 4x 1 x 1

@@ = � = �= �3 3� = � C C C =A A
3 3 � =� � = �B B

�� 2x 1 x 1� > �

 �

1 3x1 1 11 x  � 2 4 1 x  � x 0 1 x 0
2 2 2x 4x 3 0

@ ? � = �3C � 7 > � C � 7 > � � 7 > C � 7 >A
3 � >B

.

#�����"	:
 �  �

 �
h x h 0 0

x 0 h x 2x 1 x 1
2x 1 x 1

@ = �3= / / � � = �A
� = �3B

��

 �  �
 �

h x h 0 0
1 x 0 h x 2x 1 x 1

2x 1 x 1

@ > �3� 7 > / / � � > �A
� > �3B

. /��  �1 x 0C � .


��:!�����&:  �  �  �
1 11
2x 0 2x 1 x 1 1 2x 1 x 1 x 1 x 1 x 1��= / � = � = / � = � = � = � � � , �= 3, 4, 5, … 

���  �  �  �
1 11
21 x 0 2x 1 x 1 1 2x 1 x 1 x 1 x 1 x 1��� 7 > / � > � > / � > � > � > � � � �%�.

4 �
� ������ ���� ������� �� ������ �������� ���:  �x x 2 1 x 1 x 0�� � � � � C �

 �x x 2 1 x 1 x 0�� � � = � C = ���  �x x 2 1 x 1 1 x 0,�� � � > � C � 7 > ��� ��� � = 2,3,4, …
� 4������ �� ������ ��� �� ��	 ���	 �����
����	 ��� �� �
����������� �%���	 �����"�

� �������� ���� �
 0x 0� , ��%� ��������������	 �
� ������
�
 x x � �%%
 ������
�
  �h x
��
��"	 ������� �  �h 0 0� , �� ��������������	 �
� ������
�
 2x 1� � �%%
 ����%%
%

������
�
 �
	 �����	 x1 � W ��� �������������	 �’ ����� �
� ����������  �h x . #�����"	 ���
��������� ������� �� ����� ��	 ������	:

 �33 5 x3 3 3 3x 2x 1 x 1, x 3x 1 x 1, 2 2x x 1, x 1 2x x 1� � � � � � � � � � � � � � �

(��A<��?'� 4: � >�"�� � �D��;��: 3 4x 2x 11 2x 3� � � �

�@��: + ���"�
 ��� ���� ������� �� �����
��
3[ , )
2
�T ��� ������� %��
 �
 0x 2� . *�

��������� ��� ���� ��������. + ���"�
 �������  � 4h x 2x 3 2x 3� � � � ����  � 3h x x 8� � ,
��
��"	 ������� ������
�
 �  �h 2 0� ���
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 �  �  �4 342x 3 2x 3 2x 3 2x 3 2x 3 2x 3 1 0 2x 3 1 x 2$ %� = � C � = � C � � � = C � = C =) * ��

4 32x 3 2x 3 x 2
2

� > � C > > . #�����"	
 �  �

 � 4

4

h x h 2 0
x 2 h x 2x 3 2x 3

2x 3 2x 3

@ = �3= / / � � = �A
� = �3B

��

 �  �
 � 4

4

h x h 2 03 x 2 h x 2x 3 2x 3
2 2x 3 2x 3

@ > �37 > / / � � > �A
� 7 �3B

. /��  �1 x 2C � .


��:!�����&:  �  �
11 44x 2 2x 3 1 2x 3 2x 3 2x 3 2x 3= / � = / � = � / � = � ,

�� 3 x 2
2
7 > /  �  �

11 440 2x 3 1 2x 3 2x 3 2x 3 2x 37 � > / � 7 � / � 7 � �%�.

7	 ���������	 ������	 �� �� ��������� �� ����� �.�. ��	 ������	
 �2 x4 4 4x x 5 2x 3, x 2 x 2 2x 3 2x 3, 2 2x 7 2x 3� � � � � � � � � � � � � � � �%�.

(��A<��?'� 5: � >�"�� � �D��;�� 2

x 3x 1 3x 1
x 1

� � � �
�

.

�@��: + ���"�
 ��� ���� ������� �� �����
��
1[ , )
3
� �T ��� 
 0x 0� ���� ���� �
	. *�

��������� ��� ���� 
 ���� ���� ��������. �����
���� ��� 
 ������
�
  � 2

xh x
x 1

�
�

'#< ����

��
��"	 �������, ��"	 � ����������	 �����	 ��� �� ��	 ��
�� � ���%��� �����������.

>����:
 �  �2

1 1x x
3 33x 1 3x 1 x 0

3x 3x 1 03x 1 3x 1

@ @=� =�3 3� = � C C C =A A
3 3 � =� = � BB

, �� 13x 1 3x 1 x 0
3

� > � C� > > .

�������	  �h 0 0� ��� �� �����	  �x 0 h x 0= / = ���  �1 x 0 h x 0
3
� 7 > / > ���������� ����

���� ��� ��� ���" �
	 ���������	 �
	  �h x .  

/��:
 �

 �
h x 0

x 0 h x 3x 1 3x 1
3x 1 3x 1

@ =3= / / � � = �A
� = �3B

���
 �h x 01 x 0

3 3x 1 3x 1

@ >3� 7 > / A
� 7 �3B

/

 �h x 3x 1 3x 1/ � � > � . $%���  �1 x 1C �  . 


��:!�����&:  �  �
11
2x 0 3x 1 1 3x 1 3x 1 3x 1 3x 1= / � = / � = � / � = �  , ��

 �  �
11
2

1 x 0 0 3x 1 1 3x 1 3x 1 3x 1 3x 1
3
� 7 > / 7 � > / � 7 � / � 7 � �%�.

#������	 ����� ��� ��������� �� ��������� �� ���� �.�. �� 2

x 3x 1 3x 1
x x 1

� � � �
� �

 , 

x 3x 1 3x 1X� � � � � �%�.

(��A<��?'� 6: � >�"�� � �D��;�� 3 2x x 7 x 5� � � �  (1) 
�@��: �����
���� ��� ���� 
 ���"�
 '#< ���� �
	 �����	 ��� ������� (���� �
	 x� �0 �����
�
 2x 5� ) . 7����� ������� �� �
� ������"������ � �
� ���� ������.
�������	 ���� 
 0x 2� ���  �  � 21 h x x 1 x 5C � � � � , ���� ��
��"	 ������� ������
�
 �

 �h 2 0� ��� 2
2 2

x 1 x 1
x 1 x 5 x 2

x 2x 2x 1 x 5
= � = �@ @

� = � C C C =A A =� � = � BB
, �� 2x 1 x 5� > � C

2 2

x 1
x 1 � x 1 � 1 x 2 x 2

x 2x 1 x 5
? �@

> � C > � � 7 > C >A
� � > �B

.
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#�����"	:
 �  �

2

h x h 2 0
x 2

x 1 x 5

@ = �3= / /A
� = �3B

 � 2h x x 1 x 5� � = �

���
 �  �

 � 2

2

h x h 2 0
x 2 h x x 1 x 5

x 1 x 5

@ > �3> / / � � > �A
� > �3B

. /��  �1 x 2C �  .  

�� ��������������� ��
� �������" ���"�
 �
 ������
�
 3x 8� � ��
��"	 ������� ������
�

 �g x  �  �g 2 0� �
��������� ��� ��%� �%���	 �����"� � �������� ���� 0x 2�  .

����������� �����"� �����"� ���� ��:  �  �5 2 2x 1 x x 5, x 1 x 1 x x 5� � � � � � � � � �
x 2 22 x x 5,� � � �  � 2ln x 1 x 1 x 5� � � � � �%�

(��A<��?'� 7: � >�"�� � �D��;��: 3 4x 2 x 3 x 3� � � � �  (1) 
�@��: �����
���� ��� 
 0x 2� � ���� ���� �
	 ���"�
	, �� �� ���� ������� �
	 ���� �� �����
��
[ 2, )� �T . ���� 
 ���"�
 ���� ����������	 �����	 ��� ��	 ���
�����	 (���� �
	 �x+� ����� �


x 3� ), "����� ��� ���� ����� �� ������"����� ����"	.
>����:  �  � 41 h x x 3 x 3C � � > � ����  � 3h x x 2� � ��
��"	 ������� ������
�
 �  �h 2 0� �

���  �  �  �24x 3 x 3 x 3 x 3 x 3 x 2 0� = � C � = � C � � � = x 2C = � . #�����"	:

 �  �
 � 4

4

h x h 2 0
x 2 h x x 3 x 3

x 3 x 3

@ = � �3= � / / � � = �A
� = �3B

. /��  �1 x 2C � �  . 


��:!�����&:  �  �
1 1

42 4x 2 x 3 1 x 3 x 3 x 3 x 3= � / � = / � = � / � = � �%�.

�������	 ������	 ���� ��: 3 x 24 4x x 3 8 x 3, 2 x 3 1 x 3�� � � � � � � � � �  . 
	=#>��: 	=����A '� �A)���9 �<�?��9 ��� �.�.(.

4 ������ �
� �������" �����%���� ��� ��	 ���
�	 ������	 ���������� �� �������" ���%�� ���
������ ��	 ���	 ��� ��	 ������	 � �
�� ����
.
!�
 �����
�
 ��� ���� ���� �
 ��������
 �
	 !���������	 #�������	 ���  «#��%��
 @B» ���	

4/12/2017 ���
� �� ���� �� ��������� � ��� �� ����%�D��� ��	 �����
�	 �� �     = ��� � ���
��� ���� = � �� ���� ����"�� � ��	 ��
��	 ��� E.#.�. ������"�������� ���%���� ���" �"�
�����"� � �
�� ����
. #���� �������	 ��� ���� ���� �!��#>��"� ��� )���)>�!����#, ���� ��
�����
�	 �"� �����"� � �
�� ����
 ������������� ���" �"� �������"� �"� ����� ��� ���

����������. ������ �"��	 ��	 �����
�	 �"� ����� �� ������� �� ��������� ��� ��� � ������	
�
�� =

� �� ���� � ? 0 ���� ������
��	 �
	 �����	 ��� �
��� �
�

. '
%��� ��� �� �
�

= 9
O

 (1), ���
�
�� =

9
O� ,

��� �
����� � �� = O 9� . ��������, ��’ ���� ����:  ���O� �� =  ���OO 9� , � ( )� ��O� � = ( )9 ��OO � , �

�%��� ���� ��O� = 9��� ��� �����, ���� (1) /��%=���. 4�� ��� ���� �����:
�
�� �

9
O� =

1�
�� �

19
�� = 1� �� � 1� 9� = 1 1� � 9� �� = 1 1� � �9� =

1 1� �9
�� =

1�
�� �

19
�� =

�
�� �

9
O�

�������

9
� O
�

� �
�� �
	 


=
9�

�O
� �
�� �
	 


=  �9� �O � = O � ��9� = ��O ��9� =
��9
��O� =

� 9
�
� O� � �.%.�. (-%�� �����
 F.

F���������%�� «G��D
������ ������	 ��� @����"���� *"��� /%�-��	 �%��	 82�83, �����

1975). #��%%�� 
 �����
�� ��� ���� = � �� ���� �� ������� ��� ��� �� ����� �� ���� �������
�� ��
���� �?0 �%%� 0.�� ? ������� %����� �� ���� �<0 ��� � �����	.

$�� ��"	 �� �����: � �� =
�
�� , �%%� � �� = ( )�� �� = ( )

�
��� .
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B�������� )�(������ '� �$	���$ (��+�,
) 
��>%'�=�9 �)�>�����A9 – F��%����

1� �%'�: �������� ��� �
� /��
�
 5 ��� ��	
«����������	 ������	» �
	 ���
��	 10.3 ���
��������	 ���%���� -�-%���. + �������" %��

���� ���������� ��� ����� ��� -�-%��� %��"�
��� ����� �� �
 ����.
� �)�<��D��� #�� �� �'��<#! �!#9 ���)�F���
��!�� ��� '� �� ?�!#'�!� ��9 '��9 �)# ��9 '�
)��A>>�>�9 )>���%9 ��� �)� ��! �)#����� ���
'%��� ��9 A>>�9 �)# ����.
�)#<��D�

>��" �������� �@J', ���� �@, J' �� -���	 ���
��;� @K �� �D�	 ���. #���� ��"��� ��� �
� �B
L����� ��� �� 4, F �� ���� �"� �', @J
����������, ��� 
 4F ���� ����%%
%
 �"�
-��"� ��� ��
 � �� 
���������� ���	. /��..
���� %����� �� ������ ��� GE �-Z �GH �-, ,

� GE GH
�

-, -Z
��� ����� ���� �� ���������

����"�� KJ@, #F4 ���� ����� ( ˆ ˆMKE Z ,� ,- "	
���	, ���	 ��� �� �� ���� �"� ����%%�%"� 4F,
'J ��� ��������� ��� �
 @J).
2� �%'�: $� �������" ���� ���
� ����
��%������� F��%� �� 1974. 
� �)�>�?����� �� A"����'�:

2 2 2 2
� 0 1 0 1 1 � � 0

� 0 1

� �� �� ��� �� � �� �� ��� ��
b� � � �

� � � �

�)#<��D�: ��� �
 �"��� ���� ��"��� ��� H
� �

�
,

�

H
� �

� ��
, 0

H
� �

� �0
, 1

H
� �

� � 1
�� ������ �� �������������	 ��� �� ��%�������	

�����:
 � � �

 �
 � �

22 H� ���H��
b � � �

��� ��0 �� 1 � ��0 �� 1

 �
 � �

 �
 � �

2 2H � � �0 H � � � 1
� � �
� � � � � � 1 � � �0 � � �

 �  �  �
 � � �
 �  �  �

3 3 33

3 3 33

2

$ %H � � � � � � � � � 0 � � � 1) *� �
� � � � � 0 � � 1 �

$ %H � � � � � � � � � 0 � � � 1) *� �
H

 �  �  �3 3 33 $ %� � � � � � � � 0 � � � 1) *�
H

��� �
� /%�-�� ��"������ ��� �����
 �  � � �33 3 3x y z x y z 3 x y y z z x� � � � � � � � � ���

����  �  �  �3 3 3� � � � � �0 � � � 1 =

 �
 � � �

3

33 3

� ������0���1 �

� ������0 ��0���1 ��1 ���� �� � �01
3 3� � � �01 . !����	

 �3 3 3 3 3 4R 12R
� � � � 1�0 1�0 � �H

b � � � �
H H H

3� �%'�: $� �������" ���� ������
� ��� ��
E����% ��
 '���� 4��
������ &%������� ���
1985. @�-��� ���� �%�"	 ��%� ��� ����"�����
���� ���%
	 �
�����	, "����� ���� ����%%
%�
��� �� �� ���� ���
��	 %�����.
�)�<��D�� #�� �� ?�!#'�!� <@� )>���*! �!#9
���?*!�� ��!�� )A!�� '�?�>@���� �)# ��
?�!#'�!� �;! <��'%��;! ��� �??�?��''%!�� ���
��� )���?�?��''%!�� �@�>��.
�)#<��D�: ��� �
� ����"���� ������
�� �����:

2 2 2
4R 4R

0 � 1 = �/0� 1 � � = �/ � = �/
/ � = �/ �� � � = �� ��/

4R E 4R E 4R
E

4R 2R 2

� �0 � 1
� = �� ��/ � = �� ��/

/��0 � 1 = �� ��/0� 1 = � �

� ��#)�9: J�� �� ���� 2R 2 ,01 = � � ����

2 2 ,
4
�01 H

01 =
H �

� �>�, � -+�>� ��� �����.

� 4 ���������	 ���D�	 �������� ���
2R 2� � 1 = � � ��� 2R 2� �0 = � � .

&��� 12R�0 �01 � 1� ? � .
4� �%'�: ��!���� ���?;!� �
G '� � > �.
��;��@'� �� <�=��#'� G� ��� ��'��� � ��9 
G

�%���� *���
2

� � 0
-^ � . �! � <�A'���9 ��

�%'!�� �� �� ��� �, !� �)�<��D��� #��

i)  �  �1
2

-.^ � +-, ii)  �  �-.EG � +E^,
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�)#<��D�: i) S����� ���� ��"��� ��� 1�
-.�

0��
.

$� ����"�� @'+, �@J ����� �
 �"��� @ �����.

/��  �
 �

12
2

1� � �0
�

-.^ -. �-^ � �0� � �
+-, -+ �-, 1�

!����	  �  �1
2

-.^ � +-, .

ii) �����
���� ������ ���: 2�=0/ �=0��/

2 2
0 � � �

/� = = / -, = -^ = -G . $� �
���

+ -������� ����� ��� 4 ��� ��� J, ����
 �  �  �-.EG � -.^ � ^EG �

 �  �  �  �  �1
2

� +-, � ^EG � +,G � ^EG � +E^,

5� �%'�: �� ���� ��� ���%���� ���� �� �����
��� �� ��� ��� ���
��� ��
� E4& 1961, 
 �����
���� ��
� &�������. $� ������ 
 ��%"���.
�������� ��� �
� ����
�
 ������
��
Weitzenböck. ����� �� ����� ��� � ���	 ��	
����	 E4& ������ ���� ���	 ��� %������
«!������� �
	 @����-��	». ��%��	 ������	…
���; �, � ��� ? �� '��� )>���*! ���?*!�� ���
�)���� �� �'��<#! ��!�� �.
�)�<��D�� #�� 2 2 2 4 3� � 0 � 1 ? � H . (#��
��=@�� � ��#����;
�)#<��D�: + �������" ������
 ���� ��� ��� ��	
��%%�	 ��� �������� ��� ��� �
� ���� �
�����%��	 *���	 4����	. ��� �� 1� *��
��
'������� ���� ��"��� ���

2 2 2 22 2 4 �0 � 1 �� � � / 2 2 2 2 22 2 2 3 4 �0 � 1 � � � � � � .
���� � �
 ���� ��� ��������� ���

2 2 2 2 22( ) ( 3) (2 )�� �0 � 1 � � � � . �� �����-
���� �
 ��"��� ������
�� 2 2x y 2xy� ? �������	

��
 ���
 ��� x �� 3� ��� ��
 ���
 ��� y  ��
2 �� , �������� ��� 2 2( 3) (2 ) 2 3 2� �� � � ? �� � � ,
�
%��� 2 2( 3) (2 ) 4 3� �� � � ? ���� .
V�"	 � �� ? ! 4 3 4 3� �/ �� �� ? �� �!

4 3 4 3 2�/ ���� ? � H /��: 2 2 22( ) 4 3 2� �0 �1 ? � H,
���� 2 2 2 4 3� �0 � 1 ? �H
6� �%'�: To �������" ���� ����� ��� ���%���
-�-%�� J"�����	 @B L����� �"� <. @�������
,
'. ���������%, �. �%�������
, '. F���������
.
!���������� �������� ��� �
 12 �
	 �%���	 77. 
� '����A"��� ���! �)����!���� 
G
��"�?;!��� ���?*!�� �
G “�)��#���” %!�

���?;!� '� �'��<#!  �1
3
+-, . � �)�>�?����@!

�� ?;!��9 ��� ���?*!�� �
G.
�)#<��D�: >��" ��� 
 ��������	 ��
�
���������� @J ����� �
 @J ��� 4 ��� �
� �@
��� <. !���"�� � �� �������

 �  �1
3

-G# � +-, . S���" �
 J<. + <4 ����

������	 ��� ����"�� @J<, ��� %����� �����:

 �  �  �  �1 1
3

-G# � ,#G � +-, .

!����	  �  �  �  �+,# � +-, � -G# � ,#G �

 �  �  �  �1 1 1
3 3 3

� +-, � +-, � +-, � +-, .

/��  � 1 1 1 11
2 3 2 3

/ +#�+,� � +-�+,/+#� +-.

���� �
����� ��� 2
3

-# � +- . $� �J4< ����

����D��� ����� ��� �������� �"��	 ��� ����
����	. �� ���" �
 �����
 ��� @ "	 ���	 ���
���%� ��� �������� ��� �� �,J,4,< ��������
��� +-�-# � -G �-,/

2 22 1 3
3 2 4

/+-� +- � -, �-,/ +- � -, .

4 ������� ��� ���������� *"������	 ���
����"�� �@J -�������

���%� ��� 2 21
4

+, � -, .

���� ��	 ��
�� ���

���������� ��� 1
2

+,� -,,

�
%��� ��� 30�- � .
�������	 �%��� 60�, � .

� ��#)�9: �� ��B ��
�D�	 ��� �@J, ���

2
1

B B B .+ , + , + ,
X�- � X�+ � � /X� - �

0 �X�- �
���� %����� �� ���%������� �� �BJ "	
������
�
 (��%%��%����) ��� �.

>����:  �
 �
BMN 1 3

3 AB 2 2
c -G�-# -# -+
� � � � / � /

, -,�-+ -+ -#
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B 3 3 3 3B B
2 2 2 2 4 4

-+ � � �
/ � /-+ � -G� � � /+,�
-G

/��: 2 B 1 14 ˆ 30
4 2

�

�
+ ,

X� - � � � / X�- � /- �
� �

��� ˆ 60�, � . �� �� < ���� �
��� �
	 �%���	
�J ��� oˆˆ 30 , B 60�, � � . �������	 # ]A .
7� �%'�: To ���� ������ "	 �%��� ��� ���%���
-�-%�� J"�����	 L����� �"� ���%��, *"����

��� ]����, ��
� ��������� 10.2. 
��!���� ���)%F�� �
G� '� �A���9 �
=4, G�=8 
��� '� )��A>>�>�9 )>���%9 ��=5, 
G=7. �
���"�� �� �'��<#! ��� �
G�.
�)#<��D�: !�������� �
� ����%%
%
 ��� �� �
���	 �
� �' ��� ����� �
� 'J ��� 4.$� �@4'
���� ����%%
%�������. /�� @4=�'=5. #���
	
'4=�@=4. >��� %����� 4J='J�'4=8�4=4. 
!����	 �� @4 ����%� ������ ��� �������� @J'.

�� �������� �� 1� *��
�� �
	 '������� ���

����"�� ���� ����� ���
2

2 2 22
2
.,

-. �-, � �-G � /

2 2
2 2 2 2 2 282 2 5 7

2 2
.,

/-. � �-G � �-, /-. � � � �

��� -������� ��� 33-. � . �� �������� �
����	 ��� ^�"�� ��� ����"�� @J' ��" ���:

 � 15 33 33 1 33 1 15 33
2 2 2 2
� � � �

-,. � � � � �

3... 2 6� � . $� ����"�� �@', @J' ����� ���

�D
. /��  �
 �

 �
 �

 �
 �

4 1
8 2

+-. +-. +-.+-
� / � / � /

-,. ., -,. -,.

 �  �
 �

1 2
2

+-. � -,. �
/ �

-,.
��� ����  �  �3

2
+-,. -,. .

!����	  � 33 2 6 12 6
2

+-,. � � � .

8� �%'�: � �)�<��="�� #�� �� �A"� ���?;!�
�
G ��=@��: R 2? � .
�������� ��� ��� ������
�� ��� Euler. R 2? �

�)#<��D�: ���� �� ������ ��� 2 ,
4
�01 H

?
H �

�

28 ,H
�01 ?

�
�  � � �8 .�01 ? � � � � �0 � � 1

��������  �22 2� ? � � 0 � 1 /

 � �2/� ? � �0 � 1 � �0 � 1 /

 � �  � �2 22 2 2 2 4/� ? � � 0 � � 1 / � ? � �0 � � 1

&���"	  � �20 ? ��� ��1 ���  � �21 ? � � � � �0 .

/��  �  �  �2 2 22 2 2 64 ,� 0 1 ? � � � � �0 � � 1 ����

 � � �8 .�01 ? � � � � �0 � � 1
	�'��;��: + �%����� ������
 �������� ���
�
� ����
��  �  �2 2IO R 2R 1� � � , ���� E ��
������� ��� & �� �������� ��� �@J 
 �����
����������� ���" �
	  �  �I

,R 2R 2�. � � � . 4��

������
 ������
 �
	 (2) -������� ��
 !��%���
*"�
���� J"����� @B L����� �"�: �.
�%�������
 – J. '
����� – �. '�������%�� – �.
F������ – J. $�������%��, /��
�
 11, �%���
153 �
� ��	:  �

I
,R�. � UG � U+ � �G, � U+ �

1
1

2RU.
� �G#X�# � �G# � U. � � �

X�+

#���%� �%���  �  �  �2 1 1 R 2/ 9�� / ? � .
� + ����
�� -�-��� G,� U+ �G# � U. , �
%��� 


U+ G#
�

U. G,
�������� ��� ��’ ����	 ��� �
�

������
�� �"� �����"��"� ������"� '�E, J4<.
9� �%'�: 	� �A"� ���?;!� �
G ��=@��:

4 3�0 � 01 � 1� ? H
�)#<��D�: J�� ��� x, y,�L� �����
 �  �

 �  �  �

2

2 2 2

2 2 2

x y 3 xy y x

x y xy y x
1 x y y x 0.
2

� � � � � �� � �

� � � � � � ��� �

$ %� � � �� � �� ?) *

/��  �  �  �2x y 3 xy y x 1� � � ? � ��� ���
 �2 2 2x y xy y x 2� � � ? � ���

!���"�� � �
� (1) %����� �����:
 �  �
 �  �  �

2

2 2

3

3 3 4 R 2

�0�01�1� ? �0�01�01�1��1���0 /

�0�01�1� ? �01 ��0�1 / �0�01�1� ? � H � �
V�"	 ���� ���� ��� R 2? � . /��

2

3 4 R 2 3 4 2 2
3 4 R 2 3 4 2 2 3 4 R 2 3 16
� H � � ? � H� �� �/

/ � H � �? � H� �� �/ � H � �? � H

!����	 �����  �2 23 16�0 �01 � 1� ? � H , ����:

4 3�0 �01 � 1� ? H .
� �� ������ ����� �
� ������
�� ������� ��

��������� �
� ������
�� Weitzenböck ���
����������� ��%� ���%�. ��������
����"�� � �
 (2) �����:

2 2 2� �0 �1 ?�0�01�1�, ���� 2 2 2 4 3� �0 �1 ? H.
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B�������� 
�/����� #4�67����6��� '� ������� 

�$���� –�8	��" 
�������)�@>�� �;!���!��!�

_����� 1�: ��!���� � �@�>�9 C '� �D��;��
x2+y2=4 ��� �� ��'��� �(1,3).
�) � �)�<��D��� #�� �)# �� � A?�!��� <@�
�$�)�#'�!�9 )��9 ��! �@�>�.

) �! �,
 �� ��'��� �)�$�9 ���*! �;!
�$�)��'%!;! '� ��! �@�>�, !� �)�<��D��� #�� �
�D��;�� ��9 �
 ��!�� � �
: x+3y=4.  
G) � ���"�� � �)#����� ��� � �)# ��! ��"��� �
.
�) � ���"�� � �D��;�� ��9 <�=��#'�� ��9
?;!��9 ��
.
�) � ���"�� �� ��''�����# ��'��� ��� � ;9
)��9 ��! �
.
�) � ���"�� �� �'��<#! ��� ���?*!�� ��
.
�@��: �) & ���%�	 ��� ������ &(0,0) ��� ������
�=2. #���� 10�G � = � . /�� �� 4 ����
�"����� �
��� ��� ���%��. #�����"	 ��� ��
4 ������� ��� �������	 ���	 ��� ���%�.


) >��" �(x1 ,y1) ��� @(x2 ,y2) �� �
��� ����	.
&� ������	 �"� ��������"� ��� C ��� � ��� @
���������� ���� �� 1:xx1+yy1=4 ��� 2: xx2+yy2=4
��� ���������� ��� �� 4 �� ��� ���� �� x1+3y1=4
��� x2+3y2=4. �����
���� ��� 
 ���"�

x+3y=4 ��%
����� ��� ��	 ����������	 �"�
� ��� @. /�� ��������� ���� ��� �������� ���
�� � ��� @. ��� ��� �
��� ��"	 ��������
�������� ����. /�� �@: x+3y=4. 
G) #���� �@:x+3y –4=0, ����

|1 9 4d(M, | 3 10
51

B .
0

A ) � �
� �

�) J�"������ ��� �
 J"����� ��� 

���������� ���� 4& ���� ��������	 �
	 �4@.
#�����"	 
 �
�����
 ���� ���� 
 OM: y=3x. 
�) + ���������� ���� 4& ���� ����
 ��
�
�@. @������� ��	 ����������	 ��� �
����
����	 L �"� �@,&4 ��� �
 %��
 ���

���������	:
y 3x

x 3y 4
�@

A � �B
. #���� 2 6,

5 5
� �F� �
	 


. >��

�
��� 4B(�,%) ���� ��������� ��� 4 "	 ���	

�
� �@ �� ��� ���� ��:

1 2
2 5,

3 6
2 5

�9@ �33
A �O3 �
3B

�
%���

1
5
3
5

@9��33
A
3O ��
3B

.

/�� �� �
������ �
��� ���� �� 1 3B ,
5 5

� �G � �� �
	 


.

�) #���� 2 10d(O,AB)
5

�F � � . ��� ������	

�����	 ��� ��������� ����"�� &@4 ��������:
2 3 10 2 10 60

5 5 25
F- �GF �F� � � � . >���

60
5

F- � . #���� 1 6 62
2 5G+-H � GF � F- � .

_����� 2�: ��!�!��� �� ��"���9 �1:4x –y+3=0,
�2: 2x+y+3=0 ��� �3:x+2'y –3=0, ' L �.
�) � ������ ��! ��'� ��� ' ?�� ��! �)��� ��
����9 ��"���9 <�%�=�!��� �)# �� �<�� ��'���.

) G�� '=0, !� �)�<��D��� #�� �� ��'��� ��'�9
�;! ��"��*! �1,�2,�3 �=�'���F��! �'�>�?*!��
���?;!�.
G) � ���"�@! �� �D��*���9 �;! <�=��#';! �;!
��"��*! �1,�2.
�@��: �) @������� ��	 ����������	 ���
�
���� ����	 A �"� 1,2 %������	 �� ����
��

4x y 3 0
2x y 3 0
� � �@

A � � �B
. >��� �( –1, –1). $� � �� �����

��� ��
� 3 �� ��� ���� �� �� ����������	 ���
��%
����� �
� ���"�
 �
	 3.
#���� –1 –2� –3=0C�= –2. 

) J�� �=0 ���� 3: x=3. >��" @ �� �
��� ����	
�
	 1 � �
� 3. L������	 �� ����
��

4x y 3 0
x 3
� � �@

A �B
-������� @(3,15). #���
	

%������	 �� ����
��
2x y 3 0

x 3
� � �@

A �B
-�������

��	 ����������	 ��� �
���� ����	 J �"�
����� 2,3. #���� J(3, –9). #���
	  �4,16+- �

����

���  �4, 8, �+ �
����

. >����:

� � 7 85, ... 0
85| | | | 

+-�+,
�!� +- +, � � � � >

+- � +,

���� �������� ����
����������������� ,

��� 
 �"��� @�J ��� �������� ���� ��-%��.
G) >�� �
��� 4(x,y) ����� � ��� ��� ��	
���������	 �"� �"���� ��� ��
�������� �� ���	 

A

B

O

M
y

xx΄

y΄

M΄

(1,3)

Λ
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1 ���  2 , �� ��� ���� �� d(M, 1 ) = d(M, 2 ) (1). 

#����  � | 4x y 3 | | 2x y 3 |1
17 5
� � � �

C � C

 �  �  �  �4 5 –2 17 x 5 17 y 3 5 17 0 2C � � � � �

�  �  �  �  �4 5 2 17 x 5 17 y 3 5 17 0 3C � � � � � � .

&� (2) ��� (3) ���� �� �
�����	 ������	.
_����� 3�: ��!���� � �@�>�9 C '� �D��;��
x2+(y –2)2=4. � ���"�@! �� �D��*���9 �;!
�$�)��'%!;! ��� �@�>�� )�� <�%�=�!��� �)# ��
��'��� �(3,1).
�@��: & ���%�	 ��� ������ F(0,2) ��� ������
�=2. O� ���	 ��� ���������� ��� �� L (3,1) 
���� �
	 �����	 : x=3 � :y –1=%(x –3). A�
:x=3, ��� d(K,)=3��, ��� 
 x=0 �� �������
���� ���%�.
>��" ��� :y –1=%(x –3)C%x –y+1 –3%=0.
+  ������� ���� ���%� �� ��� ���� ��

2

2| 2 1 3 | 2
1

d(K, ) 5 6 – 3 0� � �
� C

�
� � �C O � O �

�
�

3 2 6 3 2 6�
5 5

�� �
C O � O �� ��
	

� �




�
� .

&� �
�����	 ��������	 ���� �� ���	 �

������	: 3 2 6 14 6 6x y 0
5 5

� � �
� � � ���

3 2 6 14 6 6y 0
5 5

� � �
� � �x .

_����� 4� : ��!�!��� �� ��'��� �(1,2), 
( –3,4), 
G(5,6 ). 
�) � �)�<��="�� #�� �� �,
,G �=�'���F��!
���?;!�.

) � ���"�� � �D��;�� ��� )���?�?��''%!��
�@�>�� ��� ���?*!��.
G) � ���"�� � �D��;�� ��� �@�>�� )�� ��!��
�'#��!���9 ��� )���?�?��''%!�� �@�>�� ���
���?*!�� ��� ���F�� )A!; ���! ��"���
�:x+y+1=0 x��<� '����9 4. 
�@��: �) #����:  �  �4,2 , 4,4+- +,� � �

���� ����
���

 �det , 24 0+- +, �� K
���� ����

. #�����"	 �� �,@,J ����

�
 ���������, ��� ��
�������� ����"��.

) >��" C � ������������	 ���%�	 ���
��������. & C ��� ���"�
 �
	 �����	
C: x2 + y2 + Ax + By + J=0, ���� �2 + @2 – 4J>0.
+ ���"�
 ���� ��%
����� ��� ��	
����������	 �"� �,@,J ���� ���� �������

���� ���%�. >����:
5 2 0

25 3 4 0
61 5 6 0

� + � - � , �@
3 � + � - � , �A
3 � + � - � , �B

.

L������	 �� ����
�� ���� -�������

4 38A , B
3 3

� � � � ��� 65
3

, � .

#���� 2 2 – 4 680 0
9

+ �- , =� . + ���"�
 ���

���%�� ���� 
 2 2 4 38 65x y x y 0
3 3 3

� � � � � C

2 22 19x y
3 3

170
9

� � � �� � �� � � �
	 
 	

�



C

G) O ���%�	 ��� ������ �
��� �
� ���"�
 ����
��������	 � ��� C ��� ��� ��� ����	 ������

2 19K ,
3 3
� �
� �
	 


. �� d ���� 
 �������
 ��� F ��� �
�

���� , % �� ����	 �
	 �����	 ��� � 
 ������ ���

���%��, ��� ����� 
 ����
: 2 2
2

2
d O� �

� �
	

�



� � .

#����

2 19 1
3 3

2
d 4 2

� �
� � ��� %=4. @�������

�=6, ���� � �
������	 ���%�	 ��� ���"�
:
2 22 19x 3y 6

3 3
� � � �� � �� � � �


 	
�

	 

.

_����� 5�: �) � <��D��� #�� � �D��;��
2 2y 3x – �y 3x(� – 2y) 0� � � '�  �0,9L �T

)�����A!�� 2 )��A>>�>�9 ��"���9.

) � ���"�� � �)#����� ���*! �;! ��"��*!.
G) � ���"�� � �D��;�� ��9 '���)��A>>�>�9
���*! �;! ��"��*!.
�@��: �) #����: 2 2y 3x – y 3x(  – 2y) 0� 9 � 9 � C

2 2y 3x – y  3 x 2 3xy 0C � 9 � 9 � � C
2(y 3x) (y 3x) 0C � � 9 � � C

 �(y – 3x)(y 3x ) 0 1 .C � � 9 �

+ (1) ��������� ��	 ���	 1 : y – 3x 0� � ���
y – 3x 0� 9 � . &� 1,2 ���� ����%%
%	 ����

21
3� �O O� � ���� �� ���������� ( 0)9 K .


) @������� ��� ������ �
��� �
	 1, �.�. ��

&(0,0). #����  �  �1 2 2d , d ,
2 2
9 9

� � � � � � � .

G) @������� ��� ������ �
��� �
	 2, �.�. ��
�(0,�). + �������%%
%
 � �"� 1,2 ��������

��� �� ���� 0,
2
9� �G � �

	 

��� �& ��� ����

����%%
%
 ���	 1,2 �����"	 ��� 3O � .

#�����"	 : y –  3x.
2
9

� �

_����� 6�: ��;��@'� ���9 �@�>��9
C1: (x –2)2+(y –7)2=225 ��� C2: (x+4)2+(y+1)2=25.
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�) � <��D��� #�� �� �@�>�� �$A)��!���
��;�����A.

) � ������ ��9 ��!����?'%!�9 ��� ��'����
�)�$�9.
G) � ������ ��! �D��;�� ��9 ���!�9
�$�)��'%!�9 �;! <@� �@�>;!.
�) � ���"�� � �D��;�� ��9 �$�)��'%!�9 ���
C1 )�� ��!�� )��A>>�>� ���! ��"���

<: x – 2y + 4 = 0. 
�@��: �) & ���%�	 C1 ��� ������ F1(2,7) ��� ������
�1=15 �� � ���%�	 C2 ��� ������ F2(–4,–1) ���

������ �2=5. #����:  �  �  �2 2
1 2 2 4 7 1 10� � �E �E �

#���
	 �1 – �2=10. /�� �� ���%�� ���������
�"�����.

) >��" 4(x1,y1) �� �
��� ����	. #����:

11 2 1 1 13 (x – 2, y – 7) 3(x 4, y 1)E � C �G E G � � C
������ ������

1 1 1 1(x – 2, y – 7) (3x 12, 3y 3)C � � � C
C (x1= –7 ��� y1= –5). #�����"	 4( –7, –5). 
G) H ����� ���	 ��������
  ���� 
 ���� ���
���� ����
 ��
� F14 ��� 4. #����:

1

4 3
3 4E G �� / O � �O . + ���"�
 �
	  ����:

3y 5 – (x 7) 4y 3x –41
4

� � � C � � .

�) >��" � ���� ����%%
%
 ���	 �
� ���� �. +

� ��� ���"�
 �
	 �����	 1y x
2

� �0 ���

������� ��� C1 �� ��� ���� �� d(F1,�)=�1. +
���"�
 �
	 � ������� x – 2y + 2- = 0. >����:

 �1 1
| 2 14 2 | 15

5
15 5 15

d ,

( 6 �  6 5 ).
2 2

� � 0
� C

C

E � � � C

0 � � 0 � �

!����	 �������� ��� �������	 ��� C1
����%%
%	 ���	 �
� � ��� ���� �� ���	 �

������	 y x  6 15 5
2

� � � ��� 1y x  6 – 5
2

15
2

� � .

_����� 7�: ��!���� ��"��� �: y=5x –15 � �)���
�%'!�� ���9 AD�!�9 ��� ��'��� �,
. �)# ��
�(4,7) $%�!��'� )��A>>�>� ���! �
 � �)���
�%'!�� ���9 AD�!�9 ��� G,�. � ���"�� ��
�'��<#! ��� ���)�F��� �
G�.
�@��: J�� �� -���� �� �
��� ����	 �
	  � ���
yBy ������ x=0 ��
� ���"�� �
	. @�������
 �0, –15 .+ J�� �� -���� �� �
��� ����	 �
	 

� ��� xBx ������ y=0 ��
� ���"�� �
	.
@������� @(3,0).+ ���� ��� ���� ����%%
%

��
�  ��� �������� ��� �� 4 ��� ���"�


: y – 7 5(x – 4) y  5x –13.� � C � >��" J, ' ��
�
��� ����	 �
	 � � ���	 ����	 yyB ����������.

@������� ��"	 ���� 13( ,0)
5

, ���  �0, –13 ..

����
 | 5 3 0d( 13 | 2B, ) 6
1326

� � �
, �! � . � ,

AB 234 3 26� � � ��� 13 26 .
5

,. �

>���:  � 28
2 5+-,.

+- � ,. !
�H � .

_����� 8� : � ������ ��! �D��;�� ��9 ��"���9
)�� <�%�=���� �)# �� ��'��� :(0,0) ��� ��
�'�'� ��9 )�� )���%=���� �!A'��� ���9 ��"���9
�1:4x –y+1=0 ��� �2:4x –y+9=0 !� %=�� '���9 8. 
�@��: O� ���	 ��� ���������� ��� �� & ����
�
	 �����	 x=0 (���������
) ��� y=%x, OL� . H 
x=0 ����� ��	 1,2 ��� �(0,1), @(0,9) ����������.
#���� �@=8 �����"	 
 x=0 ���� ��� ��� ��	
�
�����	 ���	. + y=%x ����� ��	 1,2 ����

4O K . @������� �� �
��� ����	 F,L �
	 y=%x
� ��	 1,2 ����������.

#����:
 �

4
yy xy x 4    .

4 x 1y 4x 1 1x
4

OK

O@ �3� O� O @@ 3 O �C CA A AO � �� �B B 3 �
3 O �B

#���
	:
 �

4

9yy xy x 4      
4 x 9y 4x 9 9x

4

OK

O@ �3� O�O @@ 3 O �C CA A AO� �� �B B 3 �
3 O �B

.

/�� 1 ,
4 4

O� �E � �O � O �	 

��� 9 9,

4 4
O� �F� �O � O �	 


,

#����: 28 64EF � CEF � C
2 28 8 15

4 4
6

8
4O� � � �C � �� � � C�O � O �	 
 	 


O � .

/�� �� �
�����	 ���	 ���� �� x=0 ���
_����� 9�: � <��="�� #�� �� ����A?;!� )��
%=�� �%!��� �(3,4) ��� '�� )>���A �)� ��9
��"���9 �1: x –2y+3= ��!�� ���'��<��# '� ��
����A?;!� )�� %=�� <@� )>���%9 �)� �;!
��"��*! �2 : x+2y+9=0 ��� �3: x+2y+5=0.
�@��: @������� �� �-���� #1 ��� ������

���������. #����  �1d d , 2 5
5

� E � � . /��

2
1
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H � � . �����
���� ���
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1
2� �O � �O� �

/�� �� 2,3 ���� ������	 �"� �������� �%����
��� ������ ���������. @������� ������
�
��� �
	 2, �.�. �� 4(1, –5). #����

 �  �2 3 3
4d , d ,
5

� � � G � � .
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16d ,
5
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)�������� 
�)�@"�!�� �AD�9: �. �����!���, C. ��	�"�����, �. ������"�����, 0. @����#!�

)�������� 6�������	9 
�;! ���?������ G. �)����'�, 
���>� ����A!�

_����� 1�
� ��"'�>�?�� <%�� '�"��*! �� %!� <��?*!��'�
��� 	��������� ���!: 9, 19, 18, 6, 15, 20, 7, 13, 
11, 12. � �)�>�?����@!:
�) �� �@��9 ��9 ��"'�>�?��9
�) � <�A'���9 ��9 ��"'�>�?��9
?) � '%�� ��'� ��9 ��"'�>�?��9
�@��: �) %� ��/
�� �	 10 
�/��& �� ��$����
����! ����: 6, 7, 9, 11, 12, 13, 15, 18, 19, 20. -�
����� ����: max minR x x 20 6 14� � � � � .

�) G #�!
���� ����: 5 6x x 12 13 12,5
2 2
� �

W � � �

?) G 
��� ��
� ��� ��/
������� ����:
10

i
i 1

x
130x 13

10 10
�� � �
d

_����� 2�
�! � ��"'�>�?�� �!#9 '�"��� �� 4 �)# 5 '�"�-
'��� ��!�� 12  10  15  12  !� ���"�@!:
�) � )%')��9 ��"'#9 �! ?!;��F��'� #�� � '%��
��"'�>�?�� ��� ��!�� 12.  
�) H <�A'���9 ��9 ��"'�>�?��9.
?) H ��)��� �)#�>��� ��9 ��"'�>�?��9.
<) A! �)�!�D������� ��� ��>��*��� �� ��"'�>�-
?�� ��� ���A 3 '�!A<�9 �� #>� �� '�"�'���, !�
���"�@! � !%� '%�� ��'� ��� � ��)��� �)#�>�-
��.
�@��: �) J��	 x � L����
��� ��/
��, ����,
x 12� C

5

i 5
i 1

i
i 1

x
12 x 60 12 10 15 12 x 60

5
�

�

C � C � C � � � � � C
d

d
x 60 49 x 11� � C �
�) @��	 ��� (�) �� "��� ��/
�� �� ��$���� ����!
����: 10, 11, 12, 12, 15, �"��� 3x 12W � � .

?) �"����:  �
5

22
i

i 1

1s x x
5 �

� � �d

 �  �  �  �  �2 2 2 2 21 10 12 11 12 12 12 12 12 15 12
5
$ %� � � � � � � � � � �) *

: ;1 144 1 0 0 9
5 5

� � � � � � !�� 2 14s s
5

� � ��-

�� � L����
�� ��"��� �"������.

<) '����&� Y X 3 15� � �  ��� y x
14s s
5

� �

_����� 3�
�) � ��')>��;"�� '� �����>#?��� � ��#>��-
"�9 )�!���9 ��=!����;! – �=����*! ��=!���-
�;!:
xi !i i fi% Fi% xi!i x2

i x2
i!i

5   20     
10 12       
15    85    
20  40      
	@!�>�        

�) � ���"�� � '%�� ��'� ��� � <�A'���9 ��9
����!�'�9.
?) � ���"�� � ��)��� �)#�>��� S. ��!����:

S2=
2

i i2
i i

( x )1 [ x ]
v v

�
� � dd ��� 23,69 4,87e .

�@��: �) % "����� �������	 #����� ������/	�
xi !i i fi% Fi% xi!i x2

i x2
i!i

5 8 8 20 20 40 25 200 
10 12 20 30 50 120 100 1200 
15 14 34 35 85 210 225 3150 
20 6 40 15 100 120 400 2400 

	@!�>� 40  100  490 750 6950 

����� C4=40 /� ����
4

i
i 1

40
�

� �d � =40 �� "��-

/�� �	 "���������	. �"���� f1%=20= F1%,
!�� f1=0.2C

1
1 10.2 0.2 0.2 40 8 8�

� C � � �� � � � C # �
�

. �-

��
� 2 1 2 8 12 20# � # � � � � � , 2
2

12f 0.3
40

�
� � �
�

.

*�� f2%=30 ��� F2%=F1%+f2%=20+30=50,
F3%=35. 
F4%=100 ��� F4%=15. ���
�,

3 3f 40 0.35 14� ��� � � � ��� 3 2 3 20 14 34# �# �� � � �
!�� 4 3 40 34 6� ���� � � � .

�) ����

4

i i
i 1

x
490x 12.25
40

�

� �
� � �

�

d
���

20 21x x 10 15 25 12.5
2 2

� �
W � � � �

�
?) �"����

2 2
i i2 2

i i

( x )1 1 490s [ x ] [6950 ] ... 23.69
v v 40 40

�
� � � � � �dd �

*�� s 23.69 4.87� �
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_����� 4�
���; �� )����������9:
 2 12 17 16 13 
 19 8 1 0 10 
 9 7 18 14 12 
 15 14 19 11 7 
�) � �A!��� �� ���#?��''� ��=!����;! ��� ��
���#?��''� �"�������*! �=����*! ��=!����;!
�$�@ )�*�� �'�<�)������� �� )���)A!; <�-
<�'%!� �� 4 �>A���9.
�) � ����'�"�� � <�A'���9 ��9 ����!�'�9
?) ��!�� �� <��?'� �'���?�!%9;
�@��: �) �"� �� #�#�
�� ���� R=Xmax–
Xmin=19–0=19, �"��� �� "�!��� �	 ��!��	 ��-
�� R 19c 4.75 5

4
� � � f
9

.

*�� �� ��!���� ����: [0,5), [5,10), [10,15), 
[15,20]. % "����� �������	 #����� ���-
���/	�

�>A�� xi !i i fi% Fi% xi!i x2
i x2

i!i

0–5 2.5 3 3 15 15 7.5 6,25 18.75 
5–10 7.5 4 7 20 35 30 56.25 225 

10–15 12.5 7 14 35 70 87.5 156.25 1093.75 
15–20 17.5 6 20 30 100 105 306.75 1837.5 

	@!�>�  20  100  230  3175 

-� �������

� �������	 #����� ������/	�:

       0           5              10  15       20 (xi)
-� �������

� �/�������& ������& �������	
#����� ������/	�:

        0                 5     10     12.3        15           20 (xi)

�) �"� �� "����	� �/�������& �������	

����
��
� ��� # f 12,3.

?) ����
2 2

i i2 2
i i

( x )1 1 230s [ x ] [3175 ] ... 26.5
v v 20 20

�
� � � � � �dd �

%"��� s 26.5 5.15� � ,

4

i i
i 1

x
230x 11.5
20

�

��
� � �

�

d

��� CV s 5.15 0.448 44.8%
x 11.5

� � � � , !�� �� #���
�

#� ���� �
�������.
_����� 5�
�! �� %!� <��?'� '�?%"��9 25 D%���'� #�� ��
A"����'� �;! )���������;! ��!�� 300 ��� �;!
�����?*!;! ���9 3700. �! �� <�<�'%!� ���-
>��"�@! ��! ��!�!��� ����!�'� !� ������ ��
)�����# �;! )���������;! )�� ������!���
�!A'��� ���9 ��'%9

�) 10 ��� 14   �) 8 ��� 18   ?) 6 ��� 16 

�@��: ���� =25,
25

i
i 1

X 300
�

�d ,
25

2
i

i 1
X 3700

�

�d , �"�-

�� ��� �� 
��� ��
� ��� �� #����
���:
4

i i
i 1

x
300x 12
25

�

� �
� � �

�

d
���

2 2
i i2 2

i i

( x )1 1 300s [ x ] [3700 ] ... 4
v v 25 25

�
� � � � � � �dd ,

!�� s 4 2� � . -��� ����
� �� �����
� ������-
�	 "�� #����� �"� �� "����!�	 ��

������
��
"���:

   x –3s      x –2s       x –s        x           x +s       x +2s      x +3s
�) �� 68% �	 "���������	 ��������� �!
�-
�� ���� ��
�� 10 ��� 14 
�) �� 63.35% �	 "���������	 ��������� �!-

��� ���� ��
�� 8 ��� 18 
?) �� 97.35% �	 "���������	 ��������� �!-

��� ���� ��
�� 6 ��� 16 
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 ����8�$���" )��$	���$ 
�	9���" �
�$��" 

�F�$%��9 	;����9 – 3� @����� '����������, 2� @����� '�����"����

_����� 1�

��!���� � ��!A����� f : "� � '� �@)�

 �
 �

2

22

1x �' ,x �
xf x

2x � 1 ,x �

@ � >3
� A
3 � � ?B

�. �! � f ��!�� )���?;?���'� ��� 0x �� !�
�)�<��D��� #�� �=0 ��� �=1.
�. � �)�<��D�� #�� � f ���!�)���� ��9 )���-
)�"%���9 ��� "�;��'���9 Rolle �� �A"� <�A-
���'� ��9 '��$�9

 � P Q1 1, , � 0, 1
�) � 1 )

$ %
� � L � �' (

�' () *
� .1

?. � �)�<��D��� #�� � fC %=�� A)����9 �$�-
)�#'�!�9 )�� ��!�� )��A>>�>�9 ���! x�x. 
<. � ������ ��9 ��@')�;��9 ��9 fC .

�@��
�. H f ���� "����	����
� ��� 0x �� / G f ����
������ ��� 0x �� /  �  �

x � x �
lim f x lim f x

� �" "
� /

 �  �22 2

x � x �

1lim x �
 lim 2x � 1 1
x� �" "

� � $ %� � � �� � ) *	 


� � 0K , ����:  �  �22 211 � �
 2� � 1
�

/ � � � � /

 �22 1� �
 2 � 1
�

� �� � � �� �
	 


"�� ���� !��"�, ����

2 1� �
 2 0
�

� �� � >� �
	 


���  �2� 1 0� ? . *�� �=0 ���

 �  �22

x �

11 lim x �
 � 1
x�"

� �/ � � �� �
	 


.

���! 2 2 21 1x �
 x �
 x
x x

� � 7 /
2 22 1x x �
 x

x
� 7 � 7

T
	�  �2 2

x 0 x 0
lim x lim x 0
" "
� � � , �"��� �"� �� ���-

����� "���
����� ����
�: 2

x 0

1lim x �
 0
x"

� �� �� �
	 


.

*��  �  �21 � 1 0 � 1/ � � / �

1 '���������� ��� �,�+1 �
���
�� ���

�<�+1/
 �

1 1 1 1
1 1

= / � > �
9 9 � 9_ 9 � _

�. ����:  � 2 1f x x �

x

� � , ��� x<0, "�� ���� ��-

���� �� �!/� #�!���
� ��� 
�����

 � P Q1 1, , � 0, 1
�" � 1 "

$ %
� � L � �' (

�' () *
�

"����	����
� ���
 �

1 1,
�" � 1 "

� �
� �� �� ��	 


	� ���
�� "����	����
	 ��������	 ���

 �
21 1f �
 �" 0

�" �"
� � � �� � � � �� � � �
	 
 	 


 �  �  � �
2

1 1f �
 � 1 " 0
� 1 " � 1 "

� � � �
� � � � � �� � � �� � � �� �	 
 	 


*�� � f ����"���� ��� "��W"�/����� ��� /�	��
�-
��� Rolle. 
?. �"� �� (�) #��"���&��
� ��� ��� �!/�

P Q� 0, 1L � �� �"!����

 ��
1 1$ ,
�" � 1 "

� �
L � �� �� ��	 


&���  ��f $ 0< � .

*�� �"!���� !"���� �$ 
�  ��f $ 0< � , �"��� �-
���
� !"����� ���"��
��� "��!������ ��� x?x.
<. G f ���� ������ ��� � , �"��� #� ���� ����-
������� ���
"�	���. �"���� ��� x>0, ����
�
 � 2f x 2x� "�� 	� "���	�
��� 2�� ��/
�� #�

���� ���
"�	���. ��� x<0 ����:  � 2 1f x x �

x

� .

��L����
� ���
"�	�� ��� �T ��� 
�����
y x� O � 9 . ���  x<0 ����
�:

 �
2 1x �
f x 1x x�


x x x
� � �  � �

1�

x h g x ,1

x

� 
�

 � 1g x u,
x

� �  � �
uh u
u

� .

���!  �
x
lim g x 0
"�T

� ���  �
u 0 u 0

�
ulimh u lim 1
u" "

� �

*��  � �  �
x x

f x
lim h g x 1 lim 1 1

x"�T "�T
� / � /O � /

 �  �f x x f x x/ �O � � �  � �2 1x �
 x � g x
x
� � ,


�  � 1g x u,
x

� � ���  � 2 2

�
u 1 �
u u� u
u u u

�
� � �
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���!  �
x
lim g x 0
"�T

� ��� ��  �
u 0
lim� u
"

�#���� ��

�"���#������� 
����
0
0 .

T
	�

 �
 �  �12

�
u u ' 1 ��u 1 � u
2 uu '

� �� �� �� �
	 


���

 �1u 0

1lim u 0 0
2"

[ � � � ��
�	� 
� �� ���� De’

Hospital ���"� /� ����
� ���  �
u 0
lim� u 0
"

� �"���

 � �  �
u u
lim � g x 0 lim f x �x 0 � 0
"�T "�T

� / $ � % � / �) *
*�� ���� ��� �T "�!��� ���
"�	�� �� y=x. 
_����� 2�

���; f : "� � '�� )���?;?���'� ��!A�����
?�� ��! �)��� ��=@��!  � 2f x �x �x ?< � � � '�
�>0, ?>0 ��� �+�+?<0.
�. � �)�<��D��� #�� � f� ���!�)���� ��9 )���)�"%-
���9 ��� "�;��'���9 Bolzano ��� <�A���'� [0,1]. 
�. � �)�<��D��� #�� � f )������AF�� ��)��# '%?�-
��� ���  �,1�T ��� ��)��# �>A=���� ���  �1,�T .
?. �� )���)A!; ���#���� ��!�� � #=� �>��A; �
�����>�?����� ��! �)A!���� ��9.
<. � �D��A���� �! �)A�=��! �,>L� *���

 � �
x
lim f x >x � 0
"�T

� � � .

�@��
�. G f? ���� ������ ��� [0,1] 	� "���	�
��� 
�
 �f 0 � 0< � = ���  �f 1 � � � 0< � � � > . *�� � f? �-

���"���� ��� "��W"�/����� ��� /�	��
���� Bol-
zano ��� [0,1]. 
�. +�
�	� 
� �� `. Bolzano �"!����  �1x 0,1L

������ &���  �1f x 0< � . G �$��	�� ���"�

 �f x 0< � ���� ��L� �� 1x ��� �"��#� �� ���&�
�
2�x �x �� � ���� �������
�� ��
��  �f 0 0< = ,

 �f 1 0< > , /� ���� #�� #����������� ��L�� 1 2x , x

���  � 1 2f? 1 0 x 1 x� > / > > , �"��� � 
������
��� �� �������� ��� f, �"�����L���� ��� �"�
�-
� "����

x �T       x1                x2 �T    
f?(x)         + 0 �        0 +

f(x)                   TM                   TE 

2�9 ��#)�9: -� ���&�
� 2�x �x �� � ���� #�����-
���� 2� 4��. � � . ���!:

�,� 0

� � � 0 � � � � � � 0
=

� � > / � > � / � = � = /

 �  �  �2 2 22/ �0 = � � 1 /0 = � � 1

 �22� 4�� � � 4��/ � = � �

 �22� 4�� � � 0 0/ � = � ? /. = .

*�� � �$��	�� 2�x �x � 0� � � ���� #�� ��L�� #�-
���������� ��� �����L��
� �"	� "���"!	.
?. �$!����  � 2f ? x �x �x �� � � /

 � 3 2� �f x x x �x #
3 2

� � � � , �>0.

*��  � 3

x x

�lim f x lim x
3"�T "�T

� � �T ���

 � 3

x x

�lim f x lim x
3"�T "�T

� � �T , �"��� � f #� ���� ���-

�! ��������
<. %��������! L��!
� � f � ���� ���
"�	�� ���
�T �� y x� O � � 9 . �"��#� � f ���� "���	�
�-
�� 3�� ��/
�� #� ���� ���
"�	���. *�� #� �-
"!���� �,�L� &���  � �

x
lim f x x 0
"�T

� O � 9 � .

_����� 3�

���; : ;f : 1,4� " � '�� )���?;?���'� ��!A�-
���� '�  �f 1 1� � . �! � ?��$��� )��A�����
��9 f � $��!���� ��� )����A�; �=�'� �#�� : 

�. � '�>������ ��! f ;9 )��9 ��! '�!���!��
��� <�A���'� [-1,4]=�.
�. � �)�<��D��� #�� � f� ��!�� �!�����%M�'�
��� !� �=�<�A���� ��! �!������$� ��9.
?. �! : ;L� 1,4 !� �)�<��D��� #�� �)A�=�� '�-
!�<��� �$�)��'%!� ��9 fC )�� ��!�� )��A>>�-
>� ���! ��"��� y=�x.
<. � �)�<��D��� #�� �� ��'��� 
(0,3) <�! ���-
������ ��� ?��$��� )��A����� ��9 f. 
�. � >@���� ��! �D��;��:  �f x 1 x 3< � � � � .

�@��
�.  �f x 0< = ��� �!/� x ( 1, 4) f �L � / g� .

�. f A f "1 1" fg / � /� �������k�
�.
�"��#� �� ���������� ���������� ���� �����-
��� "�����!���� ��

������� 	� "��� �� y=x �
��������� ��� f? /� ���� ������� "��!����� ���
"����!�	 
�����



 -------------------------------

?. �"��#�
���� ����
«1-1». *�
"��!����
<. J��	 �
���	����

`.>.-. ��

���  �f $<

"�� ���� !
�. `����

�
�� ��� h
��/��� �
 �x 1�

To 0x 1�
h

G ��L� 0x
��	� ��$

:1 2x ,x 0,L

1x �

/

 1f x 1</ �
2�9 ��#)�9
G y= f x<
y=f?(x) "�
�� "��!�
+(1,2). G
L� �� 0x �

-----------------------------------------

: ;� 1,4 fL �
� �"��� ��

�� �"!���� �
�� ��� y=�x
��� fB CL . -

� ��� [�1,
�� [�1,0], �"

�  � 
 �

f 0 f
0 1
� �

�
� �

!��"�, ����

�  � h x f <�
h ���� �� [0

��� x�1 ��� �
: ;1,4L � C�

���� "����
 �  �h 1 f 0<� �

0 1� ���� 

$���� ���
;5 ������ � �

21 x 1= �
f <g
/

 �1f x 1 x< � �

� 11 x 3 f <� � =
9 (�� ?��$�

�x 1� ����
��� �� #�$�!
����� ��� y=
�$��	�� ���
1�

-----   ��"�'���

 �f ' A , � �$�
�� 
��#���
��"��
�� �

x ��� ���� 
�
-���  �f 0 �

0]. +�
�	
"!���� $L

�1 3 1 2
1

� �
� �

� f?(x)=2 Cx
 �x 1 x� � �

0, 5], #���� "�
��� f?. ('���

1 x 1 4� 7 � 7
��� ��L� ���

1 3 2 1� � � �

��#��� #��
� [0,5], �
���"��	��:

 �1

1

f x 1
x

< � =
/

=

1 2x f x<= �

 �2 2x 1 x� � �
��� )��A���

���L����
���! 1 ���

=-x+3 ��� 

�"� h(x)=0 �

��A ����@"�!

�����

��	��  �f x<
�, #���� � f?
��� fC "��
��#���.
3� . G f ����

� ���"� 

�1 ,0� �����

, #���#� f ($<

x=0.
3 . -� "�#��
����"��� �"�
�������� ���
4 0 x 5C 7 7
� h #����
1 3 0� �
��� � h ����
��� ���
: 1 2x x= /

 �2

2

f x 1
x

< 2� 3
4
35

� 21 x� /

3/  �1h x h=
���):

�����"���
��
�� �� ��


��#��� ��
���� 
��#��

!��9 G������

����	 
� 10

� ��
����
����

�� "�-

� ��

�� &-

$) 2�

� ���-
� ��
�
5)

��-
�!/�

 �2h x .

���
����-
�
���
�� ��-

_��
��!�
g :�

f

�. 
0,�
�. 
���
?. 
<. 
A x

'%!�
$�)

�

�. J

���

#���
�. �

xe ?
*��

?. �

g x<<

*��

:0,�
#���
<. �
�!/�

G f �

f <

x
lim
"�T

f x<

>�

��� - ������
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"� � '� �@
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� �)�<��D
��T

� �)�<��D�
� .

� ������ ��
� �)�<��D

 ��1 1x ,f x �
� ��9 fC ��

)��'%!� ��9
�@��

J���
�: f x<

          x ln�

 �f x ln x<< �

�� ln x x 17 �
�$!����: g<

x 1? � 
� ��
�, g ,g �T�
���:  �g x<< �

 �g x 0<< � C

�x 0 x= C =

� � g ���� �

��T 
� 
��
�#� �� +(0,1

����� � �"�
� 1x 0= ���

f <

���� ����� �

��  x
0, li

"
�T �

 �m f x
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�x xln x x� �

����
���

�9 �!A>���9
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@)��9:
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�#��� ��
���
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�#��$��
� ��

2x L� , #��

 ��0, g<�T S
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 �
x 0

im f x , lim
"�T "

<

������
� ���
2xx

2
� � 2x �
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  ------------------------------------

 �f : 0,�T

,  � xg x e�

f ��!�� �

�!�� ?!���;

')�9 ��9 g. 
�! �)A�=��
��2x *��� �

�� )��A>>�>

23 x 1
2 2 x
�� � ��


2x x ln x

2
� �

x ln x x� � >

f ���� �����
1 0� ? , ����

� ������ 
�
� � .

xe 1C � C

�x 0 x> C >

 ;,0�T ���

�� ��
"�� ��

��  �1f x g< K
��#� ���:

 �< �h� .

/ f? [0,  
i
j � T

 ��0
m f x
�
< .

�

ln x 1 1
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� De’Hospit

------------------------------------
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2x x
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���>� ���

9 �@D����

�! ��'���
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2xx x
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� � .
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� ��� x=0. 
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/) ����	� ��$���� (�����;)

*��
" " 2/ ��/ ��
4 4 2

= / > � ���

" 2�
/ �

4 2

= �

�"�
�	�
2 "�
/ ��/, ��� /

2 4
= = =

����&� �
���
2 "�
/ ��/, ��� /

2 4
> > >

*��, � ��!����� |(/) "����� �� 
������ ��
�

��� ���
"/
4

� , "�� "����"��� ��� �� > ���� ��


��� ��� ��$��, #���� ���� �� ����	� �>� ����
���������.

<. J���
�:
 �  � �

 � �  � �y / �
 y /
f y /

1 �� y /
�

�
�

, �"��

 � u �
uf u
1 ��u
�

�
�

.

���!  �  �
/ 0 / 0
lim y / lim � �
/ 0
" "

� � � ��� ��  �
u 0
limf u
"

�#���� �� �"���#������� 
���� 0
0

.

T
	�  �
 �  �1

1 ��u
u �
u ' 1 ��u u f u�
u1 ��u ' �
u

u

�
� �

� � �
�

���  �1u 0

0lim f u 0
1"

� � . +�
�	� 
� �� ����

De’Hospital ���"�, /� ����
� ���  �
u 0
limf u 0
"

� ,

�"���  � �
/ 0
limf y / 0
"

�

	=#>��:
-� "����
� ���  �  �P / 10 ��/ �
/< � � /� 
"�-
�����
� � �� ����
� ��� 
� �"����� ��
��	 ���
#�����
���

1
"� 0,
4

� �� � �
	 


��� 2
" "� ,
4 2
� �� � �
	 


.
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/:���� #������:�(� �;���� 
�)�'%>���: G�*�?�9 	. ����#)��>�9

 

G�;'����� �.�.(. ��=��%���!�9 – &�'���� ��=�!���� 1939 (��>%'�=�9 �)�>�����A9- �������!)
-� #������ /�
� ���� �����	����� �$��!���� ��	
������ ��� }�
����� >�������� ���

����������� ��� �.>.'. �� 1939 ��� �� �$��:
� �)�<��="�� #�� �� �'��<#! )�!�#9 ���?*!�� �
G ���@��� )��9 ��! ����!� ��� ��9 ���#

)���?�?��''%!�� �@�>�� �)� �� �'��� ��9 )���'%���� ��� ���?*!�� ��� %=�!��9 ����$A9 ���9
)#<�9 �;! �M*! ��� �
G (��"���@ ���?*!��).

���� �	��� ����� ������� ��� ������#���� ��	
������ ��� �� /�
� ������ ��� �� ����	� ����
�$��&��. -� ������ �
	� ��� �� ����	� ���� �
����&��; �� /�
�
�� � ���� #�� ��"	
�� �!"��
���� �� "���"�	��, #� �� ���� ������� ������, ��� 
�� ���� �������� � �� k!$	…

�� #��
� �� �"�#��$� ��� /�
���� 
� �� �	��� #�#�
�� , �� ����	� ��� � ���� �$��&�� , ���

��! /� #��
� �� ������ ��� �� ��� ���� �
����&��.

���� �	��� �� /�&��
� Nagel ��
�	� 
� �� �"��� �� ������ %�, %�, %� ���� �!/���� ����
���������� "������ ��� ��/����.

'���/����
� 
�� �"�#��$� ����� #���������� ��� �������� (
�
�� ���"��
�� ��� �).

� ��,�� �k� ��� �? �� ���#��
������ ��
��� ��� �, ���� ���
� ���� �+ 6 .H ����� � #��$��
� ��� 1 1

ˆ ˆ 90�+ � . � . J���
�

1 1
ˆ ˆ+ � - ��� A? / /- ,H  (	� �!/���� ��� ��) 1 1

ˆ ˆB/ �, . *��

1 1
ˆ ˆ+ � , . �$!���� ���� ����!k�
� 1

ˆ ˆ/. � - , �"���

1 1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ 90�+ � . � , � - � , ���� ˆ 90�-H, � .

�� �� ���� ��� /�
����, /� �����
�"������
� �� �	��� "������:
«C� ��!���� ������ ������������ �� ������� ��	���� ���� ��� �� ��
��	������ �
� ��	
��
� ���»
J��	 �� �$��&�� ����	� ��� ��� ���	 ��, ��, �� �� �k� ���. �"� �� /�&��
� Nagel �� ������
%�, %�, %� ���� �!/���� ��� ��, ��, �� ���������.

 �  �  �  �+-, � +H�Z � -H�. � ,.�Z �
1 1 1 1 1 1R R R
2 2 2 2 2 2
��+�HZ� ��-�.H� ��,�.Z� � �HZ� � �.H� � �.Z�

 �1 R
2

� � � HZ � .H � .Z . 

-&�� 
"����
� � #��
� �� ��
����� ��� �� ����	� ���
���� �
����&��. }	��� ��!�� ��� ���������� ,��
/�	��/�� � �	�� � �
�����. q����! �� ��/������ G ���
����&�� ��� ���� �$	 �"� ����…
-� ����	� G�� ���� �$��&��. ���� ����� � �!/� �	��
��� ���� 
�� 
� ��/� �	�� �� �!"��� ��/��&�� ����	�.
-� �k� ��� ���� �� G�, ��, ��.

J��� 
"��& � ��!k	:  �  �1 R
2

^-, � � � ZH � H. � .Z

����L�
��� ��� "������
�� /�
�.
-� ����	� ���, G�� ���� �� �#�� �!�� �� ���
"���"���	
������ ��� �"���� �	��� !�� ���� ���� ���
������ �	 "��������

�	 ����	. �"���� ������ ���

 �  �  �1 1 1 1
2 2 2 2

^+- � ^+, � ^+�-. � ^+ �,. � ^+ � -. � ,. � ^+�-, . T�� k!���� �!�� ���

��	
�����, #� #���!L��� � �$��"������� �� -���	�
�����…
J��� ���"� /�
�
���� ��� 2R ,^+ � � ��!�+ ZH � �-, ��!�+ .

J���
� ���"�:  �  �  �  �1 1R
2 2

+-, � ^-, � ^-+, � � ZH � H. � .Z � � �^+ �-, �
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 �  �  �  �1 1 1R 2R R R
2 2 2

� � ZH�H. �.Z � � � � �!�+ �-, � � ZH�H. �.Z � � � ��!�+�-,

 �1 R R
2

� � � ZH � H. � .Z � � ZH �  �1 R
2
� � H. � .Z � ZH .

-� �� ��
����� ��� �� ����	� ��� ����
�
����&�� , �"���/���…
� ��� ������ "��������� ��� ����� , ��!�	 ���

�"�#��$��� �	 ������	
2R ,^+ � � ��!�+ ZH � �-, ��!�+ .

�"� �� ��/��&�� ����	� ��G "����"��� ���

1
1

H+ H+
X�^ � /^+ �

^+ X�^
. �"� �� ��/��&��

����	� ��� "����"��� ���

 �  �180 180H+
�!� � + � /H+ � 1 ��!� � +

+-
� �

0����� ��� 1^ � , 	� �	��� 
� "������ �!/����.
+��"&� 
"���� � ������ ���

 �180 2R 2R
1 ��!� � + �X�, ��!�+

^+ � /^+ � � /^+ � � ��!�+
X�, X�,

�

. �"� �� �
������� �	

����&	 ���, ��� "����"��� ���  �180ZH +H ZH
� / � �!� � + / ZH � �-, ��!�+

-, +- -,
� .

-����&���� , ���	���
�� � �"��$� �!"���� �"�k����� "�� � ��#��$� ��� ���"�� ��� �� �������
�	 �$�����&. �� /� �� 
!/	 "���…
*��	��� , �"	� ����� ��� � ��!�� }���"!�, �"� #�������� ��/������ �� ����������� �"�k���	,
���� �$��!���� "!
� ��� � ��!k��
� ��� ��� ��� � �!��
� �� �$�"�…

_>?����, (�>���=!��� 1957 – ��)�?�A$�� – �?��!#'�� (��"�?���9: q��	 ���������)
����'� 2�!: ;"���/���� ��� �� ���������� ��� #��������/
��� �$��&��	� ���

��� �"� ��

���� 2x 2� x � 0� � � ���� "���
������ ��� � 0K , �� #� ��L�� ����� 1 2$ ,$ ���� ������
�"������� ��
!�. J��	 ��� � ��L� 1$ ���� �� 
��������� �"����� ��
�, #���#� ����

2 1$ $> . �������� � #���/�� � ����� ��� �����	�:  �  �22 2
12 2� � � $ 2 2� �� � > > � .

�)#<��D�
����� � #��$��
� ���: 22 2

14� 2� � $ 4� 2�� � > > � , �

 �  �22 2
1 2 1 2 1 2 1 1 2 1 2$ $ 2$ $ $ $ $ $ $ 2$ $� � � � � > > � � � , �

22 2
1 2 1 2 1$ $ $ $ $� � � >  (1) ��� 2 2 2

1 1 2$ $ $> �    (2). 

� �!"��� ��L� ��� #� ��� "���
������ ���/
��, ����: 1 2$ $ � �i� � � 
� �, �L� ���
2 2

1 2$ $ � �� � � , "�!�
� !��"�, ���� 2 1$ $> .

*�� 1 2$ ,$ L� , �"��� 2 2
1 1$ $� ��� 2 2

2 2$ $� . ��� � ������ � (1) ���"�, �����:
2 2 2

1 2 1 2 1$ $ $ $ $� � � > ,   � 2
2 1 2$ $ $> � ,   � 2

2 1 2$ $ $> � ,   � �����! 2 1$ $> , "��

������. �$!���� ��� � ������ � (2), �����: 2 2 2
1 1 2$ $ $> � , � 2

20 $> "�� ������, ����
2

1 2 2 2� 0 $ $ 0 $ 0 $ 0K / � K / K / = .
(���������: � #���� 	� �"�/��� ���: 1 2$ ,$ L� ,���� /� 
"������ �� /�
� ���� �
/�	��/�� �!������ 	� /�
� ��� ��
����� �? @������.
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�������	  
���������	 � �������	 
�!�*!�9 ������#)��>�9

:���'��, �)�)���� ��� ��!�#'���� $�A��;! ��� ��"�'����A.
��"�'����A �@'��>�.

1) >������ ����� ��� >�/�
����!, ��� ���� ���� ����/��, �	��� 
��!�� �����������,
����L�
��� ��� ��	
������ �"�"���� ��� ��� ��/�
���� �
"�����. >��! �
	� "�� ��
����� ����� �������� ������!, ��$������"���/��� �"� �� �"�"���� ��� �� ��/�
����
�
"�����, ���! ��� ��� "����������� �
��� �� �#��� ��
�����. G ����������� ���"�
�"��!���� � 
� �����L�
���� "��� ��� �"�"���� ��� �� ��/�
���� �
"�����, "��! 
��
����� ����
��� "�� ���� #�/��. J��� ���"� ��� >�/�
����!, � �!"���� #� ���� �"�k� ���
���� ��������� ����
��� �	 #�����	 ���& ���� ������� ��� /� 
"��#�����. T�� ���
>�/�
����! "���"�/��
� � �����
� �� "�����
�, ��� ����, �"����������
� ��
������� 
��, �� �
"����� 
��, �� ��	
������ �"�"���� ��� ��� !��� �
�L��
� ��� /� 
��
���/���� ��� � �/!���
� ��� ����. ���!, � ������ #����"	�� ��� ����� /� "��"�� �
�����L���� �"���������! ��� 
�� ����� �
��� ��� ���� ����� ��� >�/�
������ @������, �
�"��� #� �����L���� "!���� 
� �� ���� ������.
� ��� "��!#���
�, � ���� ��� �������� 
��� ��!������ �� ��
��� ��
�	�� 
� ��
��	
������ �"�"���� (� ������� ��� "��!����� �����L���� ��� ��
��� ����). G ���� �
	�
��� �������� 
��� ��!������ �� �� ����� , ��� �"��� ���� ����
�� ( ��. �� ����
� ���
������� ������ �? @������, ����#� 71). #� ��
�	�� "!���� 
� �� ��	
������ �"�"����. ���
"��!#���
� � ��!�����: f(x)=��x ���� ������ ��� ����� ����
�� ���, ���! � ������� ���
"��!����� #� ���� 
�� �����
�� ���

�. T
��� ��� �� ��!�����: f(x)=1/x ���.
2) '����� ����� ��� >�/�
����! �!��
� 
������ ��
�	��� ��� � 
� ����
�

����������� ����!����. � �!"���� #� ���� �"�k� ��� ��� ��
�	��� �����, ���� ������� ���
/� 
"��#�����.
� ��� "��!#���
�, 
��!
� ��� �� "����
� ��� ���	�
��. ���! �� ���&�
� #� ����
"����
�, ���� #� ���� "���
������ ���/
��. >�� �� "���
������ ���/
�� ���� "����
�.
J��� ���"� � �!"���� #� ���� �"�k� ��� �� ����
� ( �� ��
�	�� ����
� �!��) /� �
�L��
��� �� ���&�
� ���� "����
�, "�� ���� �!/��. ��� � ��
�	�� "�� ����
� �!�� ����, ���
� ��
�: «'����
� �	 ���/
����& ��
& ��� ���	�
�� ��� �� x #�������� �� ����� �	
"���
����& ���/
&», � ��
� ����
�: « "����
� ��� ���	�
��».
3) ������!� /� "��"�� � ����
� �"�k� 
�� ���: ��� � ���!���
� �� ��
����� ���

�/�
����!, /� "��"�� "������
�	� � ����
� �"�#��$�� ��� �� 
�/�
����� ������
�� ,"��
/� ��
�������
� 
� �� �� ��
����, �"!���� ��� ���� 
��#��� (#���������!, �!/� ���! "��
/� �� ����!
� #� /� $����
� �� "�����!��) ��� �"�"��� ��� #� 
�� �#���� �� ����!����.

�
��� ���"� #���
� ��
� ��� ��
���� ��� /� "��"�� � "�������
� &��� � ��������
�� "���"!	, #���������! /� "���������
� ������� ��� /� �#���/��
� �� ����!����.
>����! �������������! "���#���
���:

�) �� "��"�� � �������
� �� ���� ��� ������ ��L�� ��� ���/
�� � 
� �� ��
���� ! � .
C������ ��L�� ��� ���/
�� L�� ��
!L��
� ��� ������ ���
�$��	��� x� �� (���� ����). -� ��
���� ! � ���L���� 
�� ��� 0� ? ��� "�����!�� '��
'#!� !����� ��F� ��� �. >"���� �
	� �� � � ���� ��� !���� ������ ��L��.
��(�$�$. '���� ���� �� ������	���� ��L�� ��� 9; 
��&��$�$. %� ���/
�� 3 ��� -3( #���#�, �� ������ ��� �$��	���: 2 9x � ).
��(�$�$. -� "�����!�� �� ��
���� 9 ; 
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��&��$�$. -� ���/
� 3( #���#�, �� ���/
� �>0 
� 2 90 � ): 9 3� ( ��� ��� 9 3� M ).
�) '���������  ( 
���� �� 1990 "���"��) �� "���������� ������ ���L� ��L��! ������&
���/
& 
� #����� "������ ���/
�. ��� "��!#���
�, �#�� ��
� ��� ��
����: 3 8� ��� ��
���L� ��� 
�: 3 ( 8) 2� � � � �  (�"����, �#�� ��
� ��� ��
����: � , 
� � �������

"���
����� ���/
� ��� �� ���L� ��� 
�: i �� , �"��  i � ��������� 
�!#� ���.).
'�������/��� �
	� ��� �� ��
���� ���! 
�� #�
������� "���! "�����
���, "�������
������� , ������ ����� "���& "����
���& (#� ������ ��� �� �	��! /�	��
���) ��� ��
�"��#������� ��� ��� ����������� ������� �� ���� ��� '��������. J���, �"� �� 1990 
"���"�� ��� 
��!, ��!����� ������ ( ������! ��� $����	���) ��/��& >�/�
����&
���!��� �� ��
���� ���!. ���/���, �� ��
���� ���!, �� ���!��� �� "���������� ������
����
��
�	 >�/�
����&! ��� ��� ��	 ������ 
�/�
����& ��& ��� "��"����
���!.

?) �� #���
� ��
�, ��� "��!#���
�, ��� ��
����:
1
3( 8)�   ( ��. �� ����
� ��� ��
�����



� ��� ������� ������ �? @������, ����#� 72). ����� 
�� �#���� ��

����!���� [�"���� �� ����!����:  �  �
3 2
2 3 3 2  , � �i i�!�� X�� <�! %=��! !#�'�]. 

�������9
1) (�� �������) :� )��?'������ ���"'�� �, �, ? ��� ", #)�� ">0, )>���@! ��! �=%��:

2 3

� � ? �� �? ?� ��?
1

" " "
� � � �

� � >         (1) 

� �)�<��D��� #�� ��"%!�9 �)# ���9 ���"'�@9: |�|, |�| ��� |?| ��!�� '���#����9 ��� ".
�@��. �"��#�: � � � | � | |� � |� � ? � � , �� �� �� | �� �� |�� |� � ? � � ��� />0, �"� �� (1), 
����
�:

3 2/ / � � � / �� �� �� ���= � � � � � � 2/ (| � | |� � |) /(| �� �� | |�� |) | ��� |? � � � � � �
3 2 2/ / | � | / |� � | / | � ||� � | / |�� | | � ||�� | 0/ � � � � � � � = /
2/ (/ | � |) / |� � | (/ | � |) |�� | (/ | � |) 0/ � � � � � � =  �2(/ | � |) / / |� � | |�� | 0/ � � � � = /

/ |� | 0 |� | // � = / > . T
��� #�����
� ���: |�| </ ��� |�| </.

2) (
� �������) � >�"�� � �!��;��: 22(2x 1) 3 6 x x� > � �  (1). 
�@��. -� ����� ����
�� ��� ���	��� ���� �� ����� �	 ���/
& xL� , ��� ���� �"�����
������: 26 x x 0� � ? . J���
�: 2 26 x x 0 x x 6 0 2 x 3� � ? C � � 7 C� 7 7 . *��, �� �����
����
�� ��� ���	��� ����: : ;� 2,3� � . >� x �L ,����
�:

 �2 2

2(2x 1) 0
(1) 2(2x 1) 0 (2) � (3)

4(2x 1) 9 6 x x

� ?$ %@3C � >' (A � > � �' (3B) *

�) J���
�:
1(2) 2x 1 0 x
2

C � > C > . ��� �"��#� x �L , ����
� ��� ������:
12 x
2

� 7 > .

�) J���
�:
2 2

2x 1 0
(3)

4(4x 4x 1) 54x 9x 9x
� ?@

C A
� � > � �B 2

1x
2

x x 2 0

@ ?3C A
3 � � >B

1x
2

1 x 2

@ ?3C A
3� > >B

C
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1 x 2
2
7 > , #����� ���� ����� ��� �.

� +�
"������
� ��� �� L����
�� ����� ����	 ����: : �1 12, ,2 2,2
2 2

$ � $ �� R � �� �' ') 
 ) 

.

3) (G��������) ��;��@'� �� ��!A����� f : (0, )�T " � '� 1/xf (x) x�  . 
1) � ������ �� <�����'��� '�!���!��9 ��� �� ���#���� ��9 f.
2) N� �)�<��D��� #��, ?�� �A"� x 0= , ��=@�� : e xx e7 .
3) � ������ ��! '�?�>@���� �)# ���9 ���"'�@9: ! ! , ! 1,2,3,...�

4) � �)�<��D��� #��, ?�� �A"� ', ! mL
 %!�9 �)# ���9 ���"'�@9: ! ' ��� ' ! ��!��
'���#����9 � ���9 �� 3 3 .
�@��.

1) J���
�, ��� �!/� x 0= :
1
x

1 ln xln x xf (x) e e
<< � �� �

< � � � �� �
	 
 	 


 =… 

                                      = 
1
x

2

1 ln xx
x
�

�
0,  ! x<e
0,  ! x=e
0,  ! x>e

=@
3�A
3>B

*��:  ;f 0,e�g , : �f e,
i
j �T ��� ��� x=e ��
�!�� (�����) 
������, ��� 
�: 1/ef (e) e� .

2) ��� �!/� x>0,����
�:  �  �xe xe1/x 1/e 1/x 1/e e xf (x) f (e) x e x e x e .7 / 7 / 7 / >

3) ��� �!/�  mL
 ����
�: 1/ f ()  � � . �"��#�: 0 1 2 e 3 4 ...> > > > > > , ���	 �	
"���"!	, ����
�: f (1) f (2)> ��� f (3) f (4) f (5) ...= = = ��� �"��#� f (2) f (3)>  (����� �������
�
������ ���: 32 3>  ), ��
"������
� ��� � 
���������� �"� ���� ���/
���:  ,  1,2,3,...�
���� � 3 3 .

 4) �) J��	 ���:
 7 . �"��#� 
 1? , ����
�: 0 ln
 ln 7 7
ln
 ln 

 
/ 7 ln 
 ln / 7

 � 3 
  3/ 7 7 3 
 3/ 7 .

�) J��	 ��� 
 > . T"	� ��� "������
�	�, �������
� ���:  �
 
3 3
 
 3  3> 7 / > .

��#�";��
� +�� ������ 105 ����#� 61 ��� *����� 7, �����
� ��� � �$��	��  �  � �f x2f x ln e 2� �

���#��
�� 
�  �f x ln 2� ��� ��’ "���#��
�� ��!k�
�:  �ln 2 1, ,L �T �& 	� �	���:
2 e 3 ln 2 ln e 1 ln 3.> > / > � > G �$��	�� ���"� 
"���� � #��
���	/�� ".�. ��:
 �  � �f x2f x ln 2e 3� � &��� � ���#��
�� 
�  �  �f x ln 3 1,� L �T

� �"���� ��� ����#� 55 ��� *����� 3, ��� ���  �f D � � � ������  �  �f D 2,1� � , �
��� ���� ������ ����� ��� �"�
�� ���

�.
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��������� Bernoulli 
���!@��9 G�A!!���9-'�����

G �������� Bernoulli ���� 
�� ��
�����
��������. ;"!���� ��� ������� ������ (>�/�
�-
���! `������ ��� -���������� �����/���� �?
@������ ���. 269). '������!L��
� ��� #�!�����

����� ���:

J��	 x 1=� . -���   
� � r 0> � r 1= , ������ ���  �r1 x 1 xr� ? �

� � 0 r 1> > ����  �r1 x 1 xr� 7 �

� ��'�$�� ��<*�� �� ��� %'�! �� 0x �
�)#<��D�

G ��!�����  �  �rf x 1 x� � ���� "����	��-

��
� ��� #�!���
�  �1,. � � �T 
�

 �  �  �r 2f x r r 1 1 x �<< � � � � � . �"�
�	� , 

� � r 0> � 1r = , ����  �f x 0<< = �"��� � f 
���� ����� ��� �. ���! ���"��� � �������
"��!����� ��� f ���� ��� �!/� xL. "!	
�"� �� ���"��
�� ��� ��� ��
���  �0,1 
�
�$������ ���� �� ��
���.
G ���"��
�� ���� ���� �$��	�� y 1 rx� �

��� �"�
�	� ��� �!/� xL. ������:
 �r1 x 1 rx� ? � 
� �� ������� � ������ � ���

�� � x 0� .
� � 0 r 1> > , � f ���� ����� ��� �. �"�
�-

	� ���!L�� � ���! ��� "������
��� ����-
�����.
+�� ������� "������!L��
� 
�� ����! �-

���
��& �	 #�!���	 
���& ��� ���������
Bernoulli.
� >�"�� ��� � � �D��;��  �x log 9x 1� �

�)A!����
G ��!�����  �  �f x log 9x 1� � ���� "�#�� ���-

�
�� �� 1 ,
9

� �� �T� �
	 


. �"�
�	� � �$��	�� #� ����

�������� �������� ��L��. '��������
� ��� � ��
�
0x 0� ���� ��L� ��� �$��	���. �$��!L��
� �

�"!���� �� !���� ��L��.
����  �  �x log 9x 1 x 1 log 9x 1� � C � � � C

 �x xlog10 log 9x 1 10 9x 1C � � C � � .

G ��������� ��!�����  �x1 9 9x 1� � � ��� �"� ��

�������� Bernoulli ����  �1 9 9 1x x� ? � 
� ��

������� � ������ ��� x 1� . *�� �� ������ ��� �-
$��	��� ���� 1 2x 0 ��� x 1� �  . 

� >�"�� � �D��;��:

: ;
4 6

6x x x1 x 1 1 1 , x 1,3
3 24 36

� � � �� � � � � � � L �� � � �
	 
 	 


�)A!����

G �$��	�� ��!�����:  �
1 4 612

6
x x x1 x 1 1 1
3 24 36

� � � � � �� � � � � � �� � � � � �
	 
 	 
 	 


.

}����
�"��&��� �� �������� Bernoulli ����
�:

�  �
1

12
6

x 1 x 11 x 1 1 1 x 2
3 2 3 6

� �� � � 7 � � � � � �� �
	 


�
4 6x x x x1 1 1 4 1 6 2

24 36 24 36
� � � �� � � ? � � � � � �� � � �
	 
 	 


�"�
�	� � ������� ������ 
�� � �!/� 
�-
��� ���� ��� 
� 2 ��� ���� ��
����� ��� ���

�� x 0� .
� >�"�� � �D��;��: : ;4 41 x 1 x 4, x 1,1� � � � L �

�)A!����
'��������
� ��� �� ���/
�� 1 ��� 1� #� ��-

�� ��L�� ��� �$��	���. G #�/���� ��!�����:

 �  �
1 1
4 41 x 1 x 4� � � � ��� �"��#� 1x 1 ��� 0 1

4
=� > >

����
�L���� �� �������� Bernoulli ����
�:

 �  �
1 1
4 4

1 11 x 1 x 1 x 1 x 2 4
4 4

� � � 7 � � � � � � > . *��

� �$��	�� ���� �#����.
� >�"�� ��� � � �D��;��

2
3 3

2

x 21 x 1 x
x 1
�

� � � �
�

.

�)A!����
G �$��	�� ���� "�#�� ����
�� �� : ;1,1� ���

 �  �
1 1

3 3 3 3
1 11 x 1 x 1 x 1 x 1 x 1 x 2
3 3

� � � � � � � 7 � � � �

�&.
2 2

2

2 2 2

x 2 x 1 1 1 x 1 2
x 1 x 1 x 1
� � �

� � � � ?
� � �

.

*�� ��� � ������ � ������� "��"�� ��� �����
2

3 3

2

x 21 x 1 x 2 ,
x 1
�

� � � � �
�

#���#� x 0� . '�-

��
��� 
"���� � ���
��	"����� ��� � �$��	��.
3 31 x 1 x 2� � � � . ����������� ��� ��� �

��
� 0x 0� ���� � 
��#��� ��L� ���.

� >�"�� � �D��;��
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: ;5 52 21 1 x 1 1 x 2 , x 1,1� � � � � � L �

�)A!����

G �$��	�� ��!�����:  �  �
1 1
5 52 21 1 x 1 1 x 2.� � � � � �

'��������
� ��� � 0x 0� #� ���� ��L� ���. T-


	� ���� 2 21 x 1 ���   1 x 1� = � � � = � . *��
����
�L���� �� ��������  (3) ����
�:

 �
1
52 211 1 x 1 1 x  ���

5
� � 7 � � �

 �
1
52 211 1 x 1 1 x ,

5
� � 7 � � � �"��� "���/���-

��� ��
�!��
�  �  �
1 1
5 52 21 1 x 1 1 x 2� � � � � 7


� �� ������� � ������ 
�� ��� 21 x 0� �
#���#� x 1� M .

� �)�<��=��� #�� 3 xx 0 1 x 1
3

= / � > �

�)A!����
�"�� ����
��� ��� ��������� Bernoulli 
�

 �1r 0,1
3

� L .

�!  �1 2 nx ,x , ,x 0,1L� �#�� ��=@�� �:

 �  �  �  �42 3 1

11 1 1
nxx x x

1 2 3 n1 x 1 x 1 x 1 x 2� � � � � =� �
�)A!����

�"� �������� Bernoulli ����
�:

 �  �  �  �2 3 4 1

1 1 1 1
x x x x

1 2 3 n

31 2 n

2 3 4 1

1 x 1 x 1 x 1 x

xx x x1 1 1 1
x x x x

� � � � � =

� �� � � � � �
= � � � � � � ?� �� � � � � �
	 
 	 
 	 
	 


� �

�

n1 2 n

2 3 1

x x x2 2 2 2
x x x

? � �� .

G�� �A"� *nL
 !� �)�<��=��� #��  �2n 1 2n2n 1 n�
� ?

�)A!����

G �������� ��!�����
2n2n 1 2n 1

n
�� � ? �� �

	 

. J���-


�
2n2n2n 1 1 11 1 1 2n 1 2n 1

n n n
$ %�� � � � � �� � � ? � � � � �� � � � � �' (	 
 	 
 	 
) *

� �)�<��D��� #�� ?�� �)�����<�)��� $�����@9

���"'�@9 m , n 1= ��=@�� �:
n m

1 1 1
m 1 n 1

� =
� �

�)A!����
�"� �� �������� Bernoulli ����
�:

 �  �
1 1
n m

m n1 m 1 , 1 n 1
n m

� > � � > � �"��� ����
�:

n m

1 1 n m 1
m n m n1 m 1 n

� = � �
� �� �

.

�! ,b,c 0, b c 1� = � � � �  , �#��
3 3 31 b c b 1 c c 1 b 1� � � � � � � � � � � 7

(:>�')�A<� ��);!��9 2005) 
�)A!����

J���
�:  �  �  �
1

3 3
11 b c 1 b c 1 b c
3

� � � $ � � % 7 � � � /) *

 �  �3
11 b c b c
3

/�� � � 7 � � �� � ��� �
��	�

 �  �3
1b 1 c b b c ,
3

� �� 7 � � � � �

 �  �3
1c 1 b c c b
3

� � � 7 � � � � � , �"��� "���/���-

��� ���! 
��� ����
�
3 3 31 b c b 1 c c 1 b b c 1� � � � � �� � ��� 7�� � �

(��������� 1
`�	���
� ��

 �  � P Qn *1 x 1 nx 1 , n 1 , x 1� ? � L � ? �

� `����
� . y 1 x 0� � ? . ��� (1) ��� ����-


�:  �ny 1 n y 1? � �  (2) ��� � �� ���� ��

y
b
�

�

-��� � (2) #���:
n

1 n 1 �
b b
� �� � � �? � �� � � �
	 
 	 


n n

n n 11 n n � b n bn
b b b �

� � �
? � � � ? � � � �

 �  �
n

n 1 n n 1 b , 0 , b 0 3
b �

�
? � � � � � ? = . -� " "�

��� ��������� ������ 
�� ��� b� �  . 
	� �$� �!�#��� �$) (3) #� ��!+�"-!�%� �$� ����'-
�$�� Rado ��� ��$� ���3<��� �$� ����'�$�� AM-
GM.

`����
� .  �
1

1 2 n n
n n 1 2 nA , G

n
� �� � ��

� � � � �
� �

.
�"�� *

1 2 n, , , 0 , n� � � = L� 
 . '��������
� ���

1 1 1A G� � � ���  �n n 1nA n 1 A �� � �

 �1 2 n 1 2 n 1n n 1
n n 1

�� �� � �� � �� � ��
� � � � � �

�
� �

n
n

n n 1
n 1

G
G �

�

�� � . �"� �� (3) /������: n n 1A , b A ��� �

"�����
�:  �
n

n
n n 1n 1

n 1

A n A n 1 A
A ��

�

? � � � �

n
n

n n 1
n 1

G
G �

�

� � �  , #���#�
n n

n n
n 1 n 1

n 1 n 1

A G
A G� �

� �

? �
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n n 1

n n 1

n n 1

A A
G G

�

�

�

� � � �
?� � � �

	 
 	 

��� �!/� P Q*n 1L �
 ����-

��$�
� ���"� ��� �������� ��� Rado �"� ��

�"��� "����"��� ��� � ������/��
n

n
n

n

A
G

���� �/�-

����, �"��� �����! ����
�:
n n 1

n n 1 1

n n 1 1

A A A 1
G G G

�

�

�

� � � �
? ? ? �� � � �

	 
 	 

� , �"� �"�� n nA G?

#���#�  �
1

1 2 n n
1 2 n ,

n
� � � � � �

? � � �
� �

1 2 n n
1 2 n�

n
� � � � � �

? � � �
� �

(��������� 2 
�"� ��  �  �r1 x 1 rx , r 0,1� 7 � L 
� y 1 x� �
���������
� �
��� ���

�  �ry yr r 1 0 *� � � 7

� +�� (*) /����
�
p

q

1 pr ��� y �"�� p 1 ,b 0 ��� q ,
p b p 1

�
� � = � = �

�

�"��� ����
�:
1

p pp

q q

1 1 1 0
b p b p

� �� �
� � � � 7 /� �

	 


 �

p

1 q
q p

1q
p qp

1 1 1 0
p b pb

1 1 pb b 0
p p

�

� �
� � � � 7 /

�
/� � � �� � � 7 /

1 pq 1
p q

p 1 p p qq
qp

p 1b b 0
p p

1 bb b 0 b 0pp p q
p 1

� �
�� �

	 


�
�

� �
/�� � � � 7 /

� �
/� 7 � � 7 /� 7 � 7

�

, ���	 �"�/����
p 1q 1

p
� ��
� �� �

	 

. _��

p qb 1 1b , ,b 0 , 1 , p 1
p q p q
�

� � 7 � � = � � =

� �����&�/ �"��� $ ����'�$�� �!� Young 
>��	 ��� ��������� ��� Young �"�#����-

���� � �������� ��� Hölder #���#�
� ��	:���� �:� HÖLDER 
���; 1 2 n 1 2 n, , , ,b ,b , ,b� � �� � ��=#!��9 )��?-

'������ ���"'�� p 1= ��� pq
p 1

�
�

.

�� �)�<��D��'� ��!: 1 1 2 2 n nb b b� � � � � � 7�

 �  �
1 1

p p p q q qp q
1 2 n 1 2 nb b b7 � � � � � � � � � �� �

�)#<��D�
� � ���� �� 1 2 n, , ,� � �� ���� 
�#� � ���� ��

1 2 nb ,b , ,b� ���� 
�#�, ���� ������ 	� ���-
����.

� � ��� ����!����� �"� ���� 1 2 n, , ,� � ��
��� ��� ����!����� �"� ���� 1 2 nb ,b , ,b�
���� #�!����� ��� 
�#���, ���� /����
�

 �
k

1
p p p p

1 2 n

���
�

��

� � � � � ��

 �
k

1
q q q q

1 2 n

b
b

b b b
�

� � ��
��� �!/�

P Qk 1,2, ,nL � . ��� ����� ��� ��
�� �	 � ���
b �"� �� �������� ��� Young ����
�:

 �  �
k k
1 1

p p p q q qp q
1 2 n 1 2 n

b

b b b

� �
7

� � � � � � � � � �� �
p q

k k
n n

p q
i i

i 1 i 1

b

p q b
� �

�
7 �
� � �d d

��� �!/� P Qk 1,2, ,nL � .

>� "���/��� ���! 
��� �	 n �� "��/�� �-
������	 ���������
� ��� �������� ���
Hölder
�����:G�:
G�� p q 2� � >�'�A!��'� ��!:

 �  �
1 1 2 2 n n

1 1
2 2 2 2 2 22 2

1 2 n 1 2 n

b b b

b b b �

� � � � � � 7

7 � �� � �� � � � �

�

� �

 �  �
 �

2 2 2 2 2 2
1 2 n 1 2 n

2

1 1 2 2 n n

b b b

b b b

� � � � � � � � � � ?

? � � � � � �

� �

�

(����'�$�� �!� Cauchy ) 
���; 1 2 nx ,x , ,x 0 ��� b= � >� . �� �)�-

<��D��'� #�� b0 x x�> 7 #)�� b 0� K ���
1 1

b b b b
1 2 n 1 2 n

a b
x x x x x x

x , x
n n

� � � �� � � �� � � � � �
� �� � � �
	 
 	 


� �

�)A!����
���� "������ ��� bx , x 0� = , �"��� �����

� �"�#��$��
� ��� bx 1.
x�
?

����

1
b b b b

b 1 2 nx x x x1
nx x� �

� �� � �
� � �� �

	 


�
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1
bb b b

1 2 n
1 b
b

x x x1

xn �
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1
bb b b

1 2 n
1 b b b
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1
b b b b

1 2 n
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� � �

� � �
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� �� � � � �
� �
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� �� � � � � �� � � � �
� �� � � � � �� �	 
 	 
 	 
	 


�

�

`����
� 1 2 n
1, 2 n

x x xd d , , d
x x x

� � �

� � �

� � � � � �
� � �� � � � � �� � � � � �

	 
 	 
 	 

�

�"��� 1 2 n
1 2 n

x x xd d d
x x x

� � �

� � �

� � �

� � � � � � � �� �

1 2 nx x x n
x

� � �

�

�

� �
� �

�
/

1 2 n
n ����

d d d n 1 1 1
�

� � � � � � � �� ������ /

 �  �  �1 2 nd 1 d 1 d 1 0� � � � � � �� /

1 2 nx x x 0� � � �� , �"��:

1 1 2 2 n nx d 1, x d 1, , x d 1� � � � � �� . �"�
�-

	� ����
�  �  �  �
b b b

1 1 2d 1 x , d� � �� � �

 �  �  �
b b b

2 n n1 x , , d 1 x� � �� � � �� . �"� �� �-
������� Bernoulli ����
�:

 �

 �

 �

b b

1 1 1

b b

2 2 2

b b

n n n

bd 1 x 1 x

bd 1 x 1 x

bd 1 x 1 x

� �

� �

� �

@
� � ? � �3 �3

3
� � ? � �3

A �
3
3
3

� � ? � �3 �B

�
.

>� "���/��� ���! 
��� "�����
�:

 �
b b b

1 2 n 1 2 n
bd d d n x x x n,� � �� � � ? � � � � �
�

� �

#���#�

b b b

1 2 nd d d 1
n

� � �� � �
?

� .

T
	�

b
bb b

1 1 1
1 b

x x xd
x x x

� �

�

� � �

$ %� � � �
' (� � �� � � �� � � �' (	 
 	 
) *

���

�
��	�
b bb b

2 n
2 nb b

x xd , ,d ,
x x

� �

� �

� �� #���#�

b b b b b b
1 2 n

1 2 n b

b b b
b b

b b1 2 n
b b

x x xd d d
x

n x xd d d
nx x

� � �

�

� � �

� �

� � �
� � � � �

� � � �
� / �

��

�

��� �"��#�

b b b

1 2 nd d d 1
n

� � �� � �
?

� /� ����
�:

b

b b
b

x x1 1 x x
x x �
� �

� �
? / ? / ?� �� �

	 

.

�:��%!��
1 2 n

1
2 2 2 2

1 2 n 1 2 n

1 2 n

x ,x , ,x 0 , 2 1 1

x x x x x x
n n

n
1 1 1
x x x

= = = � /

� �� � � � � �
/ ? ?� �
	 


?
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&�����
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����'������
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��"�'����A ��� ��?���=!��
G%�;! ������9 ��=A�� ���� �@=�1

�"� �� ������
��� 
�/�
������ ���??%>�� 	)�!<A?��


� ����� ">��	
�� `�	��
���"

G ���#�! ��� �	��� ����!�� ��� � ������ ��� ����!/����. -� !���� ���
"� ��� ���!�� /�-
��. % �����	
��� !#��� "��"������ ���! �' �� ���� #��
!�� ��� >������ 
� �� 
!��� ����

��
"��� �� %����. ��� ���� "��� �"������
��� ��� "��������� �	 !���	, &��� � 
� "����-
$�� 
�� ��������, 
� �"������
� � ����!k�� ��� � "���� �!�	.

>�� #������ �������� �	� ���������:
«*/�	"� #� ���"��� �� ������ 
"����! ��� ��� #�"�� ��� "�#�� ��� ��� /����� � 
!/��� �� ���-

��� ��� %����;»
��������� �
	� ������!, � ���� ��� �������� ������ ��"���� ���! ���. -�

���/��� � ���	/�� ��� 
' �� 
����� ����"��� �� ��
��� �"� ��� "���	
��� "��!-

�� ��� �� ���"�
�� ��� 
��	"�. % ��>�9, 
���� ����/�, "��������� �� ��"�-
��. . . 

«���� ��
!�� �!��», �������� ��� ��"���� � �	����� �� ��
! ���.
«(�>�?!*��», ��� �"!���� ����, ��� �� �&���� 
� �� ����! ���:
«����� ���!;»

«>�� ���! ��
��», ��� �"!���� � �#����� ��� ������.
mmm

G ������ �	��
�� (����� �&�� �� "����������� �	��
��� ������ ������) ����
�������. >��! �"� ���� ����� � (�>�?!*��, � ������ �"������� ��� �
"���� �>��-
��@>��, 
�����
��� ��� �"��� ��� "����� ��� ��	
������. T"	� ��� �"�
��, �����
�"� �/��
� /��
!����� ��� ��������, ���� ��� �"�
���� 
�/����! ���.

'��� ������� !����� � ���������� 
� �� ������
�� ������ ��� ���������
��� 
�/�
����!, �� ������
�� ��� �� ������. -� ��!#�� � ��>�9 ��� �#���� ����
�������
��� ��� ������� %����� ��� ��� �$������ �� %��!�� ����
��. -� "�	-
�! "!�� ��� ����� �� "
�����!" ��� ��	
������, ��� ���/
������ ��� ��� �������.

G ��
��	�� �
	�, �"	� ���� �	���, ���� �� ������ �������. J��� � /��
��
�� ��� � 
��!��
��
"!/��� ������� ���������!/��� �"� �� ������ ��� �� �
���������.

«��& #� /� ��
�� ��� ���! ���», ��� ��"� 
�� 
���. «`��	 � ��	 ����#��
�. `��	 � ��	 ��
��& ���������. . .»

% ��>�9 ��� �#	�� 
�� �#�� �������� ������! 
� �� �"��"����� �	 ���/
����& ��
���	 
�
�� �����	�� ��� ����� ��� �����	���, #���#� 
� �� �����	�� ���������& ���

!�	 "�� ���-
��������� �� ��/�� 
� �� ������ ��!

� ��� ��
���� ��� ���/
��2.

���� ���/��� ��� � (�>�?!*�� #����k� �� /�
� ���� 
� �#������� ��!"� ��� "�����	��. '����-

                         
1 % ����� ������� ���� ��� ����� ���� ����.
2 J��� �� �, ������ ��� ����, "�����!�� �� ���/
� 10. -� }, ������ ��� �����, "�����!�� �� ���/
� 1.000 ���.
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����� �� ������� ��� ��� "��
����� ���
� ��� >������ ��� �� ������� ��� /������.

G �"�
�� �"������ #� !����� � ��/��: «`��	 � 
� "���������», ��� ��"�.
% ��������� �
	�, ��� �����$� ��
����&���: «%����� ������»3.
+�� ��&��
! ��� ����� #� /���� � �"������� "��#�!, � ��>�9 ��� �"!-

���� 
� ���� ���	���: «��� ���������»4.
% ��>�9 �
	�, ���������k� ������� ��� �"�k��� ��� ������! 
� �� �!-


� ��� �� ����"����� ��� �����!, "��������� "��! �� #�����! ��� �������
����, �� (�>�?!*�� "�� ������ �"� "��� 
���, ����� �� �
���� ���-
�!�� ��� �"��� �#	�� �� ��
� �@���"�9.

% ��������� ��� $������
��� 
� �� ��� ���. -�� 
������, �"��L� 
�L� ���, �� "����� "���"!-
����. G L	� ��� !���$�. ��� ��� "������ ��� "�""���. % �@���"�9 �
	�, �
��� ���! ��� 
�� ���-
���� ����� #���� � ����#�$� ���, �"	� �"�#���/���, �������
���, (�>�?!*�� �"��!���� � �"�����-
k�� ��� "����#� ��� �� }����#� 
�L� 
� �� ��� ��� �� �� 
���� �"� �� ���
��� ��� "������� ��>�.
���! �� !"�k� ���, ���� /� 
"������ � #�����/�� 
� ��� �&���� "�� ���� �"������� ���! �� �����
��� ��
��	��� ��� 
� �� 
��!�� ��������. �� /� ��� "�� ��� ���! ���. . . �� /� ��� � (�>�?!*-
�� � �������� ��� >������� ���������. . . `� ��� � ��������� (�>�?!*��!

T�� � ��>�9 #�!���� �� ��
��	
� "�� ��� !���� � �������� ��� ��� � �� "����������� ���
������ 
�L� 
� �� ��� ����, ��������� � k�/������:

"����! �)A!�;! �?��;�%�� ?�!�."5

G �"�/�
�� ��� (�>�?!*��9, ���! �!"��� ���"�, ������� � ����"���/��� #���� #�� ������� ���-
������� #���	�� �� ��
! ��� 
� �� �"	�
�� "'����&�� � ���������". 

mmm

% �@���"�9 #� $����#� �� "����� ��� #���� � ��>�9 "�/�� 
��! �"� �� ����.
%� >������� �����$� �� �$�� �"����

� ��� �� /!��� ��� 
��!��� ������� ���������:
"-� &�� "�� "��������/���� ��
��� ��&�,
!�"�$�� �"� �� ��!#��, 	 '!����� ���
�,
�� ���� !#��, �� ��>�. +� �
& "��
�� "���� ���! ���, #���� �"� �� �����&��� ���
"�� ����� �� ��� ���, #� ����"� �' !���� �"� �� ��."
%� ����"��� ��������� ���"�"����� �� �"����

� 	� �$��:
"-� &�� "�� "��������/���� ��
��� ��&�,
!�"�$�� �"� �� ��!#��, 	 '!����� ���
�,
�� ���� !#��, �� ��>�. +� �
& "��
�� "���� ���! ���, #���� ���� ���!���
��� #� 
"������ � ���"�� �' ������� �"� �� ��." 
�� ������ ���"��� ����� ���������� "�� ��������� 
��!���� !#���, �� �/�&"��� �#��
���

�	 ���������
�	. J���, � ��>�9 �"��"� � 
���� ��� ������� 	� ��� 
��!��� ������� ���������
�	��� ������ ��� "��#� ��� �	��� �� �����/�
��� ��� ��"�� ��� ��� ���!�. J"��"� � 
���� ��� 0-
������ 	� ��� ������ 
�������� �� �������� �	 
�/�
����&, ��� ������� ��� ��� ������
���.

                         
3 '����� "�� � ������
4 �"��#� ���"& �� "��#�!.
5 G ������ ���� "�� !���� �"� �� /����.
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.B A>
�@��: ������!� "��������
� ��� ������  �  �f a f bK ��� ��� �� ����  �0 ,x a bL ������

 �  �0f a f xK ���  �  �0 ,f x f bK ���� �"� �� �"�/��� ����
� ��� � ��!����� ���� 1-1. 

�) `� �"�/����
� ���  �  �f a f b> ��� /� ��������
� 
� �!�� �� 
�/�#� ��� ��� !��"� �"��	���

��� � �"�#��$��
� ���  �  �  �0 .f a f x f b> > J��	 ��� ������  �  �  �0 .7 >f x f a f b -��� 
�

�!�� �� /�&��
� �	 �#�!
��	 ��
& /� �"!����  �1 0 ,x x bL ������ "��  �  �1 .f x f a� �"��#� �

f ���� 1-1, �"� �� ����� ���� "�����
� 1 ,x a� !�� ����
�  �0 ,a x bL "�!�
� !��"� ����

 �  �0 0 0, , .x a b a x b a x bL / > > / n T
��� ���������
� �� !��"� � �"�/����
�

 �  �  �0 .> 7f a f b f x *�� ���������
� ��� ���� ��� ������  �  �  �0 .f a f x f b> > ����L�
���

�
��	� �"�#������
� ��� �  �  � ,f b f a> ���� ��� �� ����� ��� �������  �0 ,x a bL ������

 �  �  �0 .f b f x f a> >


) `� �"�/����
� ���  �  �f a f b> ��� /� �"�#��$��
� ��� � ��!����� ���� ����	� ��$����.

����� #���#� � �"�#��$��
� ��� ��� ������  �1 2, , ,x x a bL ������ &��� 1 2 ,x x> ������

 �  �  �  �1 2 .f a f x f x f b> > > J��	 ���"�  �1 2, , ,x x a bL ������ &��� 1 2.x x> �"� �� "�&��

��&��
� "�����
�  �  �  �  �  �2 2, 1x a b f a f x f bL / > > ���  �  �  �  �  �1 2 1 2, 2 .x a x f a f x f xL / > >

�"� ��� �������  �  �1 , 2 ����
�  �  �  �  �1 2 1 2a x x b f a f x f x f b> > > / > > > ��� #���#� �

��!����� ���� ����	� ��$���� ���: ;, .a b T
��� � �"�/����
� ���  �  �f b f a> �"�#������
�

��� � ��!����� ���� ����	� �/�����.
G) J��	 ��� ����
� .A B> ;"�/����
� ��� �"!����  �1 2, , ,x x a bL 
� 1 2x x= ��� 1 2A BX X> > > ,

�"��  �1 1f xX � ���  �2 2 .f xX � -��� �"��#� �

f ���� ������ �� #�!���
� : �2 ,x b /� ���� 	�

����� ����� �� : �2 ,-X . �"��#�  �1 2x x ,bL /�

����
�:  � : �1 1 2 , ,� L -f x X X �& 1 2=X X "�!�
�

!��"�. '���/����
� ��� ������� 
�� ���
�����
��"��!����� �	 "���"!	.
*�� �����! ��� ������  �1 2, , ,x x a bL ������ &���

2 1 ,a x x b> > > ������  �  �2 1 ,A f x f x B> > >
#���#� � f ���� ����	� ��$����. T
��� �"�#�������� ��� ���� ����	� �/����� � .B A>

�%'� 2�. �) �)�<��D�� #�� �)A�=�� ��!A����� :f "� � �%���� *���  �  �  �3 31 1 ,f x f x x x� � � �

?�� �A"� .xL�

) ���; ��!A����� :f "� � �%���� *���  �  �  �3 31 2 ,f x f x x x� � � � ?�� �A"� .xL�
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����
�� ��� ,� #������ ����!����� 
�� "���
����� ��L�. G "������ ���� 	� �	��� �"�#��������
��� 
� �� /�&��
� Bolzano. %��L��
� �� ��!����� :f "� � ��� /�	���
� ���� �������� 0x L� .

+� ���� �� 0x ���������L���� � "���
����� ��L� ��� "���	�
��  �  �3 3
0 01 , 3 ,� � � � � L�P t t t x x t

� �� "���&�
� ���� #������ 
�� 
�� "���
����� ��L� � � 
��������� �"� ��� ��L�� ���  �3 , � ����

#������ "!	 �"� 
�� "���
������ ��L��, "�� ����!����� #�� �"� ����� #� ���� ����. � 0r 
�� ������

��L� ���  �3 , ���� ������  �0 0.�f x r ������ �&�� "�����
�  �  �3 3
0 0 0 01 1f x f x r r� � � � � �

3
0 0.�x x �"�
�	� � ��!����� ���� �"���/���� ��  �  �3 31 .f x f x x x� � � �


) �����! /� �"�#��$��
� ��� � ��!����� ���� ���� ������ ��� .� ��� �� ���� �������� 0x L�
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 �0,xL �T ��� ��� �!/�  �1, .uL �T � ���"� ������� 1 2,x x 
� 1 2 0,x x= = ���� ������ 1

2

1.x
x
= ���

� �$��"������
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f ���� ����	� ��$���� ���  �0, .�T T
	� � f ���� ��� ������ ��� �#�� #�!���
�. J��	 m /������

���/
��. �"��#� � ��!����� ���� ������, /� �"!���� ���/
�� 0 0x = ������� "��  �0 .f x m�
� a �� ������� 
���� ��� 0x ���� /� ����
� 00 17 7 > �a x a ��� �"��#� � f ���� ����	� ��$����

���  �0,�T , /� ����
�  �  �  �0 1 ,7 > �f a f f a #���#�  �  �1 ,7 > �f a m f a 
�  �m f r�

�"�� : �0 , 1r x a a� L � .
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 � �  �  � �  �1 1 ,xg y g x yg x g y� � � ?�� �A"� , .x yL� �)�<��D�� #�� � ��!A����� : ,h "� � '�
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, .x yL� ;"�/����
� ���  �0 0.g K -��� ��� 0y � "�����
�  �  �  �  �0 0 ,g x g xg x g� � ��� �!/�
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� ���"� ��� ���  �  �h x f x� ��� �!/� .xL� �  �1 0x f x� 
�� ��
� ��� f ����

 �  �0 0
0 1( ) 0 0� = / � =x xf f x e f x e . � �"�/����
� ���  �0 0f � , ���� ����
�

 � �  �0 1 0 1 0 1f f f� / � / � "�!�
� !��"�. *�� /� ������  �0 0.f K � �"�/����
� ���

 � 0f x ? ��� �!/� ,xL� ����  �0 0f ? 
�  �0 0f K !��  �0 0.f = -�������� �"�  � 0f x ?

����
�  �( ) (0) 0f f x f? = , ��� �!/� xL� ��/��� � f ���� ����	� ��$����. �"�
�	�

"�����
�  �0xe f? ��� �!/� xL� , �  �0 ,x n f? � ��� �!/� xL� ���  �0 1x n f� �� ���"� /�

������  �  �0 1 0n f n f� ?� � , � 1 0� ? "�!�
� !��"�. *�� /� �"!���� 2 L�x ������ &���

 �  �2 0 2 .f x > �"��#� � f ���� ������ ��� ����	� ��$����, �"� ���  �  �1 , 2 
� �!�� �� /�&��
�

Bolzano /� �"!����  �0 1 2,x x xL ������ "��  �0 0f x � #���#�  �0 0.h x �

�%'� 5�. ��!�!��� �� ��!�������9 :f "� � )�� ��!�� ��!�=�9 ��� �@D���� ��� � ���

 �: 1,1g � " � '�  �  � �  �1 ,g x x g x I� � ?�� �A"�  �1,1xL � ���  � � �  �  �2 1 ,f f g x g x�

?�� �A"�  �1,1 .xL �
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) �)�<��D�� #�� � �D��;��  � �  � ,f g x g x� "� %=�� ���>A=����! '�� >@�� ���  �1,1 .�
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& ��� g ���� �� .�

��� �� ��������� 
"����
� � ��������
� ����
����� 	� �$��: J��	 0 1
yx

y
�
�

���.  �0 .g x t�

-���:  �  �  �
0

0
0 0

0
0

0
0

1
1

1

x t
x t

I t x t x
t x t t

x

?@
?@3 3/ � � / / /A A� � �3B 3 �B

 �0
0

0

1
.

1 1
1

y
yxt y g x yyx

y

�
� � � / �
� �

�

��� � ���� � �$��	��  � �  � ,f g x g x� ����  �1,1xL � ����� � �$��	��  �f y y� � ���� ����

yL� , ���� #��$�
� ��� ��� �!/� yL� �"!����  �1,1xL � ������ &���  �g x y�

�"� ��  �1 "����"���  � � 2 ,f f y y� ��� �!/� .yL� J��	  � ,f y y? ��� �!/� ,yL� ����

"�����
�  � �  �f f y f y y? ? , � 2y y? ��� �!/� ,yL� ���� f ��$���� ��� � "�!�
� !��"�.

*�� /� �"!���� 1y L� ������ "��  �1 1,>f y y #���#�  �  �1 1 0 2 .� >f y y T
��� �"�#�������� ���

/� �"!���� 2 ,y L� ������ &���  �  �2 2 0 3 .f y y� = �"� ���  �2 ���  �3 , �"��#� � ��!�����

 �  �: , ,h h x f x x" � �� � ���� ������ � , �"� �� /�&��
� Bolzano /� �"!���� 0y L� ������

"��  �0 0f y y� ��� �"��#� ��� �� ��
� 0y L� /� �"!����  �0 1,1x L � ������  �0 0�y g x , /� ����
�

��� �� 0x ����, ���  � �  �0 0 .f g x g x�
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O ΕυκλείδηςO Ευκλείδης

προτείνει ...προτείνει ...
 

«G ���#�! �	 
�/�
����& ���� ��

)���>�'��� ��� �� >@���9 ��� � ������ �����

�"��$�� ��� 
�/�
������ ���� � ����

"�����
���». �. R. HALMOS 

�	��	�  280 (���&:�	 101)
C� #���/�� ��� �� 
���� d ��� ����� ���#�� ���
"��������

��� ������ (%,R)  ����&�� ��� 
�
�� "���������

�� ��� �	�� � ����� 1 1(0 ,� )

����: 1 1
1

1

� (4R � )d �
R(R 2� )

�
�

�
.              

(��&���� -��!��� – �/��).
��	� (��&���� -��&��� – -��"���)

�"� �� /�&��
� ��� Euler, ��� �!/� ����	�
���, ���� �	��� ��� ������ � �����:

2 2
1 1R 2R� %0� �  (1). G #�!������ 1%0 ����

�!/��� ��� 
��� @ ��� ����� ���#�� +` �	 #��

����	. *��, d`@
2

�  (2), �& �� `@ ���� �k��

��� ����&�� 1I `% . � ���� � � �
�"���
�����
��� ����&�� 1I `% , ���� ������ ���:

1 1
1

d 2`@ �(� `%)(� `0 )(� %0 )
2 %0
� � � � � �

(� ��/�� 1x %0� )

1 1 1 1(R � x)(R � x)(x R � )(x R � )2
x 16

� � � � � � � �
�

=
2 2 2 2

1 1
2

[(R � ) x ][x (R � ) ]1
2 x

� � � �  (3).

�"��#�
2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1(R � ) x R 2R� � R 2R� �� � � � � � � �

��� 2 2 2 2 2
1 1 1 1x (R � ) R 2R� R 2R� �� � � � � � � �

2
1 1 1 14R� � � (4R � )� � � � , � (3) ��!�����:

3
1 1 1 1

1
1 1

� (4R � ) � (4R � )d �
R(R 2� ) R(R 2� )

� �
� �

� �
.

�@�� %����>�!: ������� ��!���� – 
'�����,`	
!� -�!��� – '!���, |�#�����
>"���� – �!��, ��&���� �"������"����� – 
>��������, ��&���� C����!��� – +�����, ��!��
-��"���� �
���!#�.

�	��	� 281 (���&:�	 101)
C� ��/�� ��� ����� R �� �����
�:

2

2

x y 6 4 3y 2

y x 6 4 3x 2

@ � � � �3
A

� � � �3B

(��&���� �"������"����� – >��������)
��	� (��
����� ��������� – �!�	 �����) %�
L����
��� ������ "��"�� � ����"���� ����

"�������
���: 2x
3

? ��� 2y
3

? . >� ��������

���! 
��� �	 #�� �$��&��	 "�����
�:
2 2x y x y 4( 3y 2 3x 2)� � � � � � � C

12(y x)(x y)(x y 1)
3y 2 3x 2

�
� � � �

� � �
12(x y)(x y 1 ) 0

3y 2 3x 2
C � � � � �

� � �

x yC � , ���� ���� 12x y 1 0
3y 2 3x 2

� � � =
� � �

.

��� x y� �� �����
� ���#��
�� 
� �� �$��	��:
2

2 2

4 3 2

2 2

x x 6 4 3x 2

(x x 6) 16(3x 2)

x 2x 13x 60x 68 0

(x 2) (x 2x 17) 0 x 2

� � � � C

� � � � C

� � � � � C

� � � � C �

���� 2x 2x 17 0� � = , ��� �!/� x RL .
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-����! �� �����
� #������ 
��#��� ����:
(x, y) (2,2)� .

�@�� %����>�!: �#��� 0	!�� – �/��,
|�#����� >"���� – �!��, ����"�#�� ��������
– �	��!���, ��&���� ������!/�� – �!�	
'������, `	
!� -�!��� – '!���, �������
��!���� – '�����, ��&���� C����!��� – 
+�����, �	/�� C�������� – ����!#�.
�	��	� 282 (���&:�	 101)
������ ���"�L�� ���� 
� �!���� �� �,�� �� �

(� �)> ��� �,@ �� 
��� �	 ��, �� ��������	�.

-� ��/����

� �
�
����@ ��� �� ��
���� ���
� ��� �� �
�
��� �@ ��� �� ��
���� ��� �. C�

#���/�� ��� ������ � �����: 2(��@�) �( )
(����) 2�

> .

(��&���� �"������"����� – >��������).
��	� (`	
!� -�!��� – '!���)
�"� �� �'��#���� �	 ����&	 1) ���, ���

����
�: �� �� �� � / 2 �
�� �@ �@ � / 2 �

� � � �    (1).

2) �
�, ��G ����
�: �� �� �� �
�� �@ @� �

� � �  (2).  

�"� ��� (1),(2) / �� ��
�� ��

� #��. �� / /�� / /�� .

J���
�: 1
1(��@�) (���) (��@) �� �
2

� � � � �

2 1 2
1 1 1 (����)�� � ��(� � ) �� � ��
2 2 2 � �

� � � � � � �
�

    

+��"&�, (��@�) ��
(����) � �

�
�

 (3).  

�"� �� �
������� �	 ����&	 @��, @��
����
�:

(1)�� �@ �� �@ �� � � �1 1
�� �@ �@ �@ � �

� �
� � � � � � �      

�"��� � � � ����
�� � � �

�
� / �

�
 (4).

�"� ��� (3), (4) �"���� ���:
2 2� �

2
2 2 2

(��@�) �� � � �( )
(����) 2�(� �) (� �) (� �)

>

� > > �
� � �

.

�@�� %����>�!: ������� ��!���� – '�����,
0	!�� �#��� – �/��, |�#����� >"���� – 
�!��, ��&���� -��&��� – -��"���, ��&����
C����!��� – +�����, ��
����� ��������� – 
�!�	 �����.
�	��	� 283 (���&:�	 101 ) 
1) J��	 ��!����� f :[a,b] R" ��� �� �"���
������: f (a) f (b) 0� � ��� f (x) 0<< > , ��� �!/�
x [a,b]L . C� #���/�� ��� f (x) 0= , ��� �!/�
x (a,b)L .
2) � ��� �� ��!����� g :[a,b] R" ������ ���
g (x) 0<< > , ��� �!/� x [a,b]L , ���� � #���/�� ���

g(b) g(a)g(a) (x a) g(x)
b a
�

� � >
�

, ��� �!/�

x (a,b)L .

(��
������ ���������� – ������ ). 
��	� (������� ��!���� – '�����).     
1) ���� f (x) 0<< > , ��� �!/� x [a,b]L �"��� �
f <���� ����	� �/����� ��� [a,b] . �"���� � f 

����"���� ��� "��W"�/����� ��� /�	��
���� ���
ROLLE ��� !�� �"!���� 0x (a,b)L ������, &���

0f (x ) 0< �  ( �� 0x ���� 
��#��� ���� � f <����
����	� �/����� ��� [a,b] ). J���, ����
�:

0
0

0

x [a,x )
f (x) f (x ) 0

f [a,x )
L@

< </ = �A <B �
���

0
0

0

x (x ,b]
f (x) f (x ) 0

f (x ,b]
L@

< </ > �A <B �
.

+��"&�, � ��!����� f ���� ?!���;9 �@D����
��� 0[a,x ] ��� ?!���;9 $"�!���� ��� 0[x ,b] .

*��, ����: 0

0

x (a,x ]
f (x) f (a) 0

f [a,x ]
L@

/ = �A
B 

���

0

0

x [x ,b)
f (x) f (b) 0

f [x ,b]
L@

/ = �A
B �

.

-����!, f (x) 0= , ��� �!/� x (a,b)L .

2) J��	 � ��!����� f ����
�� ��� [a,b] 
�
g(b) g(a)f (x) g(x) g(a) (x a)

b a
�

� � � �
�

.
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G f ���� #�� ����� "����	����
� (���� ���� ���
� g) ��� ������: f (x) g (x) 0<< <<� > , ��� �!/�
x [a,b]L 
� f (a) f (b) 0� � .

*��, � f ����"���� ��� "���"�/����� ��� "�&���
��	��
����, �"��� ������ f (x) 0= , ��� �!/�

x (a,b)L , #���#� g(b) g(a)g(x) g(a) (x a)
b a
�

= � �
�

,

��� �!/� x (a,b)L .

�@�� %����>�!: ��&���� �"������"����� – 
>��������, |�#����� >"���� – �!��, `	
!�
-�!��� – '!���, ��
����� ��������� – �!�	
�����, ��&���� ������!/�� – �!�	 '������,
��!�� -��"���� – �
���!#�.                                                        
�	��	�  284 (���&:�	 101)                       
� a,b RL 
� b a 1= = ��� k ��� /������

�������� ���/
��, ���� � �"�#���/�� ��� ������:
ln b (k 1)x

k k
x

ln a

e 1 2(k 1)dx ( b a )
ke 1

� � �
= �

�N , (x 0)K .

(��&���� �"������"����� – >��������).
��	� (������� ��!���� – '�����)

� xe y� , ����
(k 1)x k 1

x
e 1 y 1

y 1e 1

� �� �
� �

��
k k 1y y ... y 1�� � � � .

�"� �� �������� Cauchy  

k (k 1)
2

k k 1
k k 1k 1

k
k 1k k 1 2

k(k 1)x x
2

x

y y ... y 1 y y ...y 1
k 1

y y ... y 1 (k 1) y (k 1)y

e 1 (k 1)e
e 1

�

�
��

��

�

� � � �
= � � � /

�

� � � � = � � �

�
/ = �

�
ln b ln b k(k 1)x x

2
x

ln a ln a

e 1dx (k 1) e dx
e 1

� �
/ = � � �

�N N
ln bk k kx ln b ln a

2 2 2

ln a

2 2(k 1)(k 1) e (e e )
k k
$ % �

� � � � � �' (
' () *

k k2(k 1) ( b a )
k
�

� � , #���#�, �� L����
��.

�@�� %����>�!: |�#����� >"���� – �!��,
��
����� ��������� – �!�	 �����, `	
!� -�!���
– '!���, ��&���� ������!/�� – �!�	 '������.
�	��	� 285 (���&:�	 101)  
C� ���/�� �� ��/���� "�� "��"�� �

����"���� �� ���������� 1 1 2 2a,b,a ,b ,a ,b RL

&��� � "��!����� S � ���� ������ ����!�	�,
�"�� 2 2 2

1 1 2 2S (ax b) (a x b ) (a x b )� � � � � � .

(G������ ���������� – ����!#�)
��	� (��&���� �"������"����� – >��������)   
����: 2 2 2

1 1 2 2S (ax b) (a x b ) (a x b )� � � � � � �
2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 1 2 2 1 2(a a a )x 2(ab a b a b )x b b b� � � � � � � �

1) � �� ����!����� �	 1 2a,a ,a ���� #�!����

��� 
�#���, ���� �� S, 	� #�������!/
��
���&�
� ��� x, ������ ������ ����!�	�, ���
��� 
�� ���, � #��������! ��� � 0� .

����#�, ���: � 0 �
4
�

2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 2(ab a b a b ) (a a a )(b b b ) 0� � � � � � � �

2 2 2
1 1 2 2

1 1 2 2

a a a a a a
0

b b b b b b
C � � �  (Lagrange) 

�����, "�� ������ ��� ��� 
�� ���:
1 1 2 2

1 1 2 2

a a a a a a
0

b b b b b b
� � � .

-���, ����:   
2 2 2 21 1 2 2

1 2 2 2 2
1 2

ab a b a bS [ (a a a )(x )]
a a a
� �

� � � �
� �

.

2) � 1 2a a a 0� � � , ���� 2 2 2
1 2S b b b� � � "��

���� "!���� ������ ����!�	�, ���� ������:
2 2 2 2

1 2S ( b b b )� � � .

�@�� %����>�!: |�#����� >"���� – �!��,
��&���� ������!/�� – �!�	 '������, �������
��!���� – '�����, ��
����� ��������� – 
�!�	 �����.                                              
�	��	� 286 (���&:�	 101)                      
C� �"�#���/�� ���:                                                   
1) � �� "�������� % ����&�� ��� �����
��� �������

�� ����� ��� ����&��, ����:

��� ��� ��� 2� � � .
2) � �� ��/������ G ����&�� ��� �����
��� �������

�� ����� ��� ����&��, ����:

2 2 2� � �4�
 �
 �
 ���������
2 2 2

� .

(��&���� -��!��� – �/�� ). 
��	� (������� ��!���� – '�����)
�"� �� ���� "��"�� � ��
��	/�� ��� ��� � ����
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�� ��
��� % ��� G ��	�����! ��� ����&�� ���,
�� ����	� "��"�� � ���� �$��&��. �"����,
�"��������� /�	������ �� �"���!���� %0 ��� G0.
�"� �� /�&��
� ��� Euler �	��L��
� ���
������: 2 2%0 R 2R�� �  (1). >��� � ���/�� �

�"������ 0G (���"� "����!�	 ���
� ) 

�"� �� ����	� �0- ����
�: � 0- ��

2 �0 �0
� �

��0 ��

2

/ � ��� �"��#� � � �� 4R�
 �
 �

2 2 2

�

(������� ��"�� ) ����: � ��0 4R�
 �

2 2

�  (2).

���
�, �G 2 %> 2R���� � �  (3). �"� ��
����	� �0G ��� �� �
� ��� ���
�����
����
�:

2 2 20G �0 �G 2�0 �G�� G�0
�

� � � � #��.
2 2 2 2 2 2

2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2

� �0G 16R �
 �
 4R �� �
2 2

� � � �16R ����
 �
 ��
2 2 2

� � � �4R [4�
 �
 �� � 4����
 �

2 2 2 2

� � � ��� ] 4R [4�
 �
 �� �
2 2 2

� � � � � �4����
 �
 (�� �� �
 �
 )]
2 2 2 2 2 2
� �4R [4�
 �
 �� � 4����
��
�
2 2

�4����

2

� � �

�
� �

� �

�
� � �

� �

� � �

� 2 2 2 2� � ��
 ] R [16�
 �

2 2 2

(1 ���) 4���(�
��
� ���)]

� �

� � � �

2 2 2 2

2 2

� � �R [32�
 �
 �
 4���������]
2 2 2

2� 4R ���������

�

� � /

2 2 20G 2� 4R ��������� (4)� � .

����:

1. 2 2% (0,�) %0 � %0 �L C � C � ��� ���	 ��� (1) 
2 2 2� �R 2R� � 0 ( ) 2 1 0

R R
� � � C � � �

� 1 2
R

/ � � �  (���� � 0
R
= ) .

+��"&�,
� � ���� ��� ��� 1 4�
 �
 �

2 2 2

�1 2
R

� � � � �

� � �

2. 2 2H (I,�) G0 � G0 �L C � C � ��� ���	 (4)
2 2� 4R ���������� � �� ����

2 2 2 2 2� � �16R �
 �
 �
 4R ���������
2 2 2

� �

2 2 2� � �4�
 �
 �
 ���������
2 2 2

� .          

�@�� %����>�! : �	/�� C�������� – ����!#�,
��&���� -��&��� – -��"���, `	
!� -�!��� – 
'!���, ��&���� C����!��� – +�����, ��&����
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�"������"����� – >��������, |�#����� >"����
– �!��, ��!�� -��"���� – �
���!#�.          

(�:���:��� ������
311. � �� % ���� ��	������ ��
��� ���

����&�� ��� ����, &���: �%��
3

�
� , �%��

3

�
� ,

��% 	
�

� ��� %�� �
�
� , ���� � �"�#���/�� ���

������:
	 � � � � � ��� �� �� ��

2 2 6 6
� � �

� � � .

(��&���� -��&��� – -��"���)

312. � �� ���/
�� �,�,� ���� 
���������� ��� 1, 
���� � �"�#���/�� ��� ������ � ��������:

2 2 2 �� �� ��� 1 � 1 � 1
2

� �
� � � � � 7 .

'��� ������ � �������;
(��&���� G���"����� – ����
!��)

313. � R,� ���� �� ������ "��������

��� ���
�������

��� ����	, ��������	�, ����&��
���, ���� � �"�#���/�� ��� ������ ��������:

2� � � R3 �� �� �� 3 ( )
2 2 2 2�

7 � � 7 � .

(��&���� �"������"����� – >��������)

314. � |(����,��
�) ���� ��
��� ��� �����k��
2 2

2 2
x y 1
� �
� � 
� � � 0= = ��� � �!/��� ���

�����k�� ��� | ��
�� �� 
���� !$�� ��� �, �

#���/�� ���:
2 2

2
2

� �(�� ) �| � |
�
�< <� � � , �"�� �,�?

���� �� ������ ��� �����k�� �����.
(��&���� -��&��� – -��"���). *** 
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������	�
���� ��� 100� ��
��� ���� ��
� ������� ���� ��
����
���� ����������� ��������� �
�'$
�� ���� %'��
��%�%����� �&%� ��������7%� �
� ��� �����
$%���
+�����
/�%���� «��� �����
�� �������»� ���� ��%�+'�0���
���� ���
����!����"�
��,��������������������������
(�������� 	�������7%� ���� ��%
���������� ���%7%.�
��� ��
� ������� �
��#�������� �����������
�����$�%���,� ��
� ���&��
�� ������������� ����
��������� ���� ��� ��
� ����������� ���� ��%$
���� ����
��%��� ��%� +�'��%
,� �� ����%��� #����0�%���
�������������
�������������'������������%���
����
����������� �%�+
�%/�%���� ��� ����%���� ����� ����
G&�� ���� ����� �&%� �'I
&%� ���� ��� �&%� �����7%.� (�%�
��������&��� ���� ��%�����"��������'�'����� ���������
��������$������������������100���
����������.�
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