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 LEIBNIZ  TURING 

stamkoulour@gmail.com

:
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,  Gottfried Leibniz 
. ,

-
.  Calculus Ratiocinator,  «

».  Leibniz , -
. -

. ,
Leibniz . -

.
,  Leibniz,  Gottlob Frege 

,  Leibniz,  « , -
, »,  Begriffsschrift ( ).   Frege -

, .  1936  Hilbert 
Entscheidungsproblem  ,

 Frege, 
. ,  Hilbert 

,
.  Leibniz ! ,  Alan Turing -

 Entscheidungsproblem,  Calculus Ratiocinator. 
, , , .

.
- : Calculus Ratiocinator, Begriffsschrift, Entscheidungproblem, 

 LEIBNIZ 
 Leibniz .

-
.   Leibniz 

 17 .  Leibniz -
,

, ,
. ,

, .
, -

. , -
.  1673  Leibniz , -

. -
,  Leibniz -

. , -
:

, . -
,  Leibniz -

( )  (d). 
. -

, . -
 Leibniz .

,  (Davis, 2007). 
,

.
. -

.
.

, , -
 – .  Calculus Ratiocinator ( ). O Calculus Rati-

ocinator . -
.  Leibniz ,
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, , .
 Leibniz  Calculus Ratiocinator (Davis, 2007): 

 ( )  – -
, , - .

 Calculus Ratiocinator. 
, -

. , -
 ( ), . -

 Leibniz . -
 Gottlob Frege. 

 BEGRIFFSSCHRIFT  FREGE 
 H  Frege 

.  Frege : ,
. -

, . , , «
, , »

 Frege,  Leibniz ,
, . -

, , , -
 ( • , 2015). -

 Frege .
 1:  Frege (Davis, 2007) 

..., ...
 ... ... 
 ... ... 

¬ ... 

, , , ,  (all) 
,  exists.  Frege 

,
 (Davis, 2007). 

. , ,  Frege :                          

 « ..., ...»
 x ,  x 

, :            
 «... ...»                     x  x .

,  x . ,
,  x ( ),  x (

).  Frege, :
x) (  x  x )
x) (  x  x )

:                   ( x) ( (x) (x))
( x) ( (x) (x)) 

:  D(x): x 
S(x): x                                                               (x): x 

 « »
:                                            ( x) (D(x)  S(x)  I(x)) 

, ,  Frege 
.

, ,
.

.  Frege . -
 Begriffsschrift  ( )

, . -
 (Davis, 2007). 

 Begriffsschrift 
. ,  Frege  Begriffsschrift  Leibniz 

,  Begriffsschrift  Leibniz. 
 Leibniz ,

 Begriffsschrift. .
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. ,  Begriffsschrift, ,
,  Leibniz. ,  Frege 

. ,  Begriffsschrift 
.

 ENTSCHEIDUNGSPROBLEM  HILBERT 
 1928  Leibniz  Hilbert. -

 Hilbert ,
 1917  Frege, 

.  Hilbert , -
. -

 Frege. ,
-

, ,
Frege  (Davis, 2007). 

.  Entscheidungsproblem ( ).
 Entscheidungsproblem -

 Frege . -
 Hilbert  (entscheiden 

) , -
.  Hilbert 

 (  • -
, 2015). ,  James Hardy, 

 Entscheidungsproblem ,
. -

. ,  Alan Turing 
Entscheidungsproblem .

 CANTOR  
 Cantor ,  Gö-

del  Turing -
. , , -

. -

.
, -

. .
                 

{ , } { , , } { , } { , }
, :

 2:  Cantor (Davis, 2007) 

+ + 
+ + + 

+ +
 + +
 –  +, -

.
, .

.
,

,  +  – , .

+ +
 { , } . -

. , .

G DEL
 Hilbert  Frege. 

,  Frege , -
.  Hilbert -

 Frege .  Frege -
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, . -
,

. :
 x  y  x  [r(x)],  y 

 x [s(x,y)]   
 Frege : ( x) ( y) (r(x)  s(x,y)) 

 x,y, ,
s(x,y), , ,
( , · ., 2015). 

 1930  Gödel 
Frege.  1

 Frege . . -
 Frege Gödel -

.  «  Principia Mathematica 
»  1931   Gödel  Principia Mathematica  Whitehead 

Russel, .  Gödel 
. -

 PM  B  PM. 
B .  Cantor o  Gödel 

. ,
 PM. 

 Gödel  PM . -
,   Gödel  PM , . ,

PM,  PM .  PM,  PM -
 PM (Davis, 2007· Goldstein, 2006). O Gödel -

, ,
,  (Davis, 2007).   

O TURING 
 Gödel -

.  Gödel 
 Hilbert (Entscheidungsproblem) -

. -
.

 Turing.  Turing 
.  1930 -

 computers, 
 (  • , 2015).  Turing -

 computers . ,
.  Turing -

, .   
 1:  Turing machine (Davis, 2007) 

1 5 8 4 X 9 2 = 3 1 6 8 + 1 4 2 5 6 0 = 1 4 5 7 2 8 
 computer -

. , . -
.

 Turing 
.

.

. ,  (Davis, 
2007).  Turing. 

. , -
-

.  Turing -
. -

.
-

. , -
.  Turing -

: Q a: c  F ( ), : -
 Q ,  c, -

 F.  Qa:c*F 
(Davis, 2007). . ,  Turing .
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, . -
, .

, ,
.

 ENTSCHEIDUNGSPROBLEM 
 Turing , -

,  ( . . .). -
 D, . . ..  D . . .

 Cantor. ,  D . . .
 Turing ,  Tu-

ring, . : -
 D (Davis, 2007). 

.  Entscheidungsproblem -
. ,  Entscheidungsprob-

lem . ,
 1,  D  0  D. ,

 F,  F. -
:   F0: F      F : F

 D,  1 -
.  D,  (halting problem). 

, . . .  D , . .  D 
 Cantor. ,

 D. ,  Entscheidungsproblem  (Davis, 2007). 
 Frege ,

 ( • , 2015). 
, ,  Entscheidungsproblem 

 Turing . -
 hardware ( ),  ( - ) -

 ( ). ,
 ( ).

,
 (Davis, 2007). ,  Turing  hardware, -

 software . -
.

-
-

. -
.

.  Leibniz,  Frege,  Hilbert,  Gödel  Turing -
.  Leibniz 

.  Calculus Ratiocinator 

.  Frege , -
.  Hilbert 

.  Gödel 
, .  Turing -

, ,  Entscheidungsproblem. -
, -
. ,

. ,
 Calculus Ratiocinator  1679, 

20 . , .

,
, , .

, .

, ., , .  Alan Turing . blod.
<http://www.blod.gr/lectures/Pages/viewlecture.aspx?LectureID=1829>.

Davis, M. (2007). . : .
Goldstein, R. (2006). . : .
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. . . , * ( > ) x+ y,
( . = x+ y,  x, y *). 

, ( , *)

 ( . .) .
.  ( . .)

156
66

. : 156 24 1 1 1 12 2 2 2 266 18 1 166 66 2 2 224 624 24 1
18 18

12 12 11 18
6

1 262 ... 2,363636...1 112 11
3

, *  1 ( 1
3

).

: 156 2,2,1,3
66

. : 156 12 166 2 11
3

 (1) 

 1  2 ( 22
1

) 156
66

( 156
66

=2,363636…) 

1 52
2 2

 (  2  (1)) 

156
66

.

1 72 1 32
1

156
66

.

 2  (1) 26
11

156
66

.

 2, 2, 1, 3 
 (156, 66) (

*). :
156 = 66 · 2 + 24 
66 = 24 · 2 + 18 
24 = 18 · 1 + 6 
18 = 6 · 3 + 0 

 5 : M , , , ,
N

: 1
1

1
1

.
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: 1

1
( )

1
,

1 1 (= 2

2
), 1

1 1
(= 3

3
), 1

1
1

1(= 4

4
)

1
1

1
1

1

(= 5

5
)= .  ( ) :

« m p,
n q

 ( ),

p
q

,

p m
q n

 (2).  ( : p
q

= 3

3

, p
q

 4 . ).

 (2) 
1

1 1
, 2

2

1  (2) 3 2 1

3 2 1

( 1)
1

.

3 24

4 3 2

[ ( 1) ] 1
( 1)

. 5

5
,

.
 (2) 

( )

.

,  (2), 

i

i
.

0 1 1 ( 1)
1 1 0 1 ( 1) [ 1 ] 1

M , , , ,
N

0 0 1 1 ( 1)
1 0 1 1

*

*
1
0

, 1

1 1
, 2

2

1 , 3

3

( 1)
1

,             

4

4

[ ( 1) ] 1
( 1)

5

5

[ [ ( 1) ] 1] ( 1)
[ ( 1) ] 1

.

[ [ ( +1)+ ]+ +1]+ ( +1)+

[ ( +1)+ ]+ +1
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90Â . . ,

, -
. :

1. .
2. 90ˆ .

3.
4

.

4. .
5.

.

1.
. // .

// .

. // .
// .

. 90Â -
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1)  x,y,z  -4, . z 4 ,

3y 64 0 y 4 x 4 .
2)  -4 

 (1).               
3)  x,y,z 
-4, x 4 , 3x 64

3x 64 -
2 312y 48y 64 x 64

212y 48y 0 4 y 0 . , -
, 4 z 0 ,

 -4. .
:  – ,

 – , -
 – ,  – ,

 – , -
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,

2   (1).  

 Q .
 ( , ) (Q,Q ) -

. (  –  )    
 (  – )

.

: RKQ
2

2 2 2PQ K QK .  ( )

: Q Q AZ
QB QB ZB

AB ZB AB Q Q QB1 1
ZB ZB QB QB
AZ P PQ QB
ZB QB

  (2). , :

O ΕυκλείδηςO Ευκλείδης

προτείνει ...προτείνει ...
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AE PQ QB
E

  (3).  (1)  (2),(3)

: P PQ QB PQ QB 2
QB

[PQ ( )][PQ ( )] 2
QB

2 2PQ ( ) QB 0
2 2 2 2 2 2PQ Q PQ K QK . .

:  – ,
 – ,  – 

,  - .                                                          
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f : R R 2f (x) ax bx c
a,b,c R . : ab 0   (1) 
P 8a 27b 216c 0 , : 1)

1x (0,1) , 1f (x ) 0 . 2)
f (1) f (2021) 0 . (  – -

 )                 
 ( -  )  

ab 0  a,b .
8a 27b 216c 0

a b a bc ( )
27 8 27 8

,  f (0)f (1)

a b a bc(a b c) ( )(a b )
27 8 27 8

a b 26a 7b( )( ) 0
27 8 27 8

,  a, b .

, 1 1x (0,1) : f (x ) 0  (  f  

). 2 2 a bb 4ac b 4a( )
27 8

2
2 4a abb 0

27 2 1 2
cx x 0
a

 f 

2 1x 0 x 1 2021
:

af (1) 0 , af (2021) 0 , 2a f (1)f (2021) 0
f (1)f (2021) 0 . :

 – , – -
,  – , -

 – ,  – ,
 – 
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ABCD. ,F,G,H -
-
-

.
ABCD. ;
(  – , -

 -  )
 (  –  )

     
 !

 EFGH -
.  EF, FG, GH, HE  -

 A,B,C,D   ABCD . ,
HGFQ .

:  EF  AB, AD ,  FG 
 AB,BC,  GH    BC, CD  

HE   CD, DA.  
 ( )

 EFGH ,
ABCD . :  (  ) 
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 ABCD. ,
( ). E FGH ,E F GH ,E F G H  EFGH 
FG,GH ,H E -

 ABCD 
, -

. 1 2
ˆ ˆB B  ( )

2 3
ˆ ˆB B  ( ) 1 3

ˆ ˆB B
 FBG ABC

BC BC . 1 2
ˆ ˆC C  (  ) 

1 1 2 2
ˆ ˆ ˆ ˆC C ,C C (  ). -

, 1 2
ˆ ˆC C . ,

1 3
ˆ ˆC C  ( )

2 3
ˆ ˆC C GC H -

BC D , C D C D CD . 1 2
ˆ ˆD D  ( ) 1 1 1

ˆ ˆ ˆD D D ,

2 2 2
ˆ ˆ ˆD D D ( ) 1 2

ˆ ˆD D . , 1 3
ˆ ˆD D ( ) 2 3

ˆ ˆD D
E D H A D C A D A D A D AD . -

 ABCD : AB BC CD DA AB BC C D D A AA , -
AA A E F . 1 1 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆA A A A

1 2
ˆ ˆA A . , 2 1

ˆ ˆA A EF E F
EA E A .

 ABCD -
 EFGH .  EF A

E F , EA E A . AA
 ABCD.  EF . E F , E E

 FG  J GH H E  L. 
 K,L IJK L

II AA EE ( ). ,
EE .

319.

:
2 23 12RE

6 3
, -

 , , R 

. -
; (  – ).

320.
 , , ,

, , 1 2 3, ,
, , ,

:
2 2 2 31 24 ( ) .

(  –  ). 

321. fC
2xf (x)

4

gC
2xg(x) 3

2
,

 ( ). (  – 
 ).

322. a, b 0 -

:
2 2

2a b 2a(b a) b 2a a(b 4a)

4a b
(  – )                        
323. -

: 2
2 2

R 1 1( ) 2 ( )
E

, R,E, , , ,

 ,  , 

. ( -
 –  ).

324. :
2 2 2x y z xz 0

( )
yz 2 3

(  – ).



Νέο βιβλίο της ΕΜΕ

για μαθητέςανήσυχους

Οι λέξεις και οι αριθμοί

στην εξέλιξη της ζωής

... Που σε πάνε παντού

Χρήσιμο βοήθημα

για ερευνητικές εργασίες

Αυτοτελείς ιστορίες

με απρόοπτο περιεχόμενο

...
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της Ελληνικής Μαθηματικής Εταιρείαςτης Ελληνικής Μαθηματικής Εταιρείας

Πανεπιστημίου 34 - Αθήνα

fax: 210 3641025

www.hms.gr e-mail: info@hms.gr

τηλ.: 210 3616532, 210 3617784

Κεντρική Διάθεση: Πανεπιστημίου 34 - Αθήνα

fax: 210 3641025

www.hms.gr e-mail: info@hms.gr

τηλ.: 210 3616532, 210 3617784

Κεντρική Διάθεση:

Εκδόσεις

Τιμή τεύχους: 3€

Τιμή τεύχους: 10€

Τιμή βιβλίου: 30€

Τιμή τεύχους: 3€

Τιμή τεύχους: 10€

Τιμή βιβλίου: 20€

Τιμή τεύχους: 3,5€

Τιμή τεύχους: 10€

Τιμή βιβλίου: 20€
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