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΄ ΛΤΚ ΙΟΤ 
Π Ν ΛΗΠΣΙΚ  ΚΗ Ι Γ ΩΜ ΣΡΙ  

΄ΛΤΚ ΙΟΤ 

 Ϋλΰδκμ Σκυλθαίέ βμ 

  
 

1. Μ  εκπσ βθ ξ έα β θσμ εαλαίδκτ, 
Ϋθαμ ηαγβ άμ βηκ δεκτ ξκζ έκυ απΰλΪφδ  
αλξδεΪ Ϋθα δ κ ε ζΫμ λαπΫαδκ η  ίΪ δμ =  𝒄𝒎, =  𝒄𝒎. Μπκλ έ  θα κθ 
ίκβγά  θα υπκζκΰέ δ κ τοκμ υ, δμ ηβ 
παλΪζζβζ μ πζ υλΫμ κυ y εαδ δμ δαΰυθδ μ , 
αθ έθαδ ΰθπ σ σ δ κ ηία σθ αυ κτ κυ 

λαπ αέκυ, εα αζαηίΪθ δ κ 1

4
βμ πδφΪθ δαμ 

θσμ κλγκΰπθέκυ η  δα Ϊ δμ  𝒄𝒎 ηάεκμ εαδ  𝒄𝒎 πζΪ κμ;  
Λτ β:  

 

 
 

Γδα θα υπκζκΰέ κυη  κ τοκμ υ κυ λαπ αέκυ 
φσ κθ ΰθπλέακυη  δμ ίΪ δμ εαδ σ δ κ ηία σθ 

κυ  έθαδ κ 1

4
κυ ηία κτ κυ κλγκΰπθέκυ 

Γ , Ϋξκυη : 
  1

2 4

   
      

 5 17 1
22 16 ... 8cm

2 4

  
       .  

θ απσ α Γ εαδ  φΫλκυη  δμ εΪγ μ απκ Ϊ δμ 
βθ απΫθαθ δ ίΪ β , α ηάεβ αυ Ϊ πθ 

εαγΫ πθ πζ υλυθ, έθαδ έ α η αιτ κυμ, σππμ 
έθαδ έ α εαδ α κλγκΰυθδα λέΰπθα  εαδ Γ 

(ΰδα έ;).  
πσ βθ δ σ β α πθ κλγκΰπθέπθ λδΰυθπθ, 

ηπκλκτη  θα γΫ κυη  z    εαδ 
y    . τεκζα πλκετπ δ σ δ: 

2z 5 17 z 6cm     

φαλησακυη  κ Π.Θ. ’ Ϋθα απσ αυ Ϊ εδ’ 
Ϋξκυη : 2 2y 8 6 ... 10cm    έθαδ α έ α 
ηάεβ πθ ηβ παλΪζζβζπθ πζ υλυθ.    
Γδα θα ίλκτη  δμ δαΰυθδ μ , φαλησακυη  κ 
Π.Θ. ’ Ϋθα απσ α πέ βμ έ α κλγκΰυθδα λέΰπθα 

, Γ  (ΰδα έ;) εδ’ Ϋξκυη : 
2 28 11 ... 13.6cm     .  

2. Έθα εαθκθδεσ πκζτΰπθκ η  Ϊΰθπ κ 
αλδγησ πζ υλυθ θ, Ϋξ δ ηία σθ 8 . .     Η 
ΰπθέα   κυ εαθκθδεκτ πκζυΰυθκυ πκυ Ϋξ δ 

λαπζΪ δκ αλδγησ πζ υλυθ η  ξΫ β η  
αυ σ ( 4 )    , έθαδ: 0ˆ 157  30  ΄ .                 
Να υπκζκΰδ γκτθ: 
2α) Ο αλδγησμ πθ πζ υλυθ θ κυ εαθκθδεκτ θ-

ΰυθκυ, 

2ί) β πζ υλΪ κυ  , 

2ΰ) κ απσ βηΪ κυ  εαδ, 
2 ) β π λέη λσμ κυ P  

Λτ β: 

2α) Γδα βθ ΰπθέα 0157  30  ΄ κυ εαθκθδεκτ    

η-ΰυθκυ, δ ξτ δ: 
0

0 0 360
157  30 180    


΄  

 
0

0 0 360
157.5 180 ... 16    


. 

π δ ά 1

4
   , θ=4. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2ί) 

το σωστό είναι το τεύχος 108
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Σκ ηία σθ 
4

  κυ λαΰυθκυ έθ αδ απσ κθ 

τπκ: 
4 4 4 4 4

1
4 8 4

2
          (1) 

Γθπλέακυη  σ δ 4
R 2  εαδ 

4

R 2

2
  , σπκυ 

R β αε έθα κυ π λδΰ ΰλαηηΫθκυ ετεζκυ. 
θ δεαγδ κτη  βθ (1) βθ πζ υλΪ 

4
 εαδ κ 

απσ βηα 
4

 , εδ’ Ϋξκυη : R 2
R 2 4

2
    

... R 2  . πκηΫθπμ: 
 4

2 2  , 

2ΰ) 4
2  εαδ, 

2 ) 4
P 8 2 . 

3. Η πζ υλΪ εαδ κ απσ βηα θσμ 
εαθκθδεκτ πκζυΰυθκυ πκυ έθαδ 
π λδΰ ΰλαηηΫθκ  ετεζκ έθαδ αθ έ κδξα 
6 3 cm εαδ 9 cm. 

Nα ίλ γκτθ: 
3α) Η πζ υλΪ, κ απσ βηα, κυ εαθκθδεκτ 
πκζυΰυθκυ πκυ έθαδ ΰΰ ΰλαηηΫθκ κθ έ δκ 
ετεζκ εαδ Ϋξ δ κθ έ δκ αλδγησ πζ υλυθ η  
αυ σ.  
3ί) Σκ υθκζδεσ ηία σ πθ ευεζδευθ 
ηβηΪ πθ πκυ έθαδ η αιτ κυ ετεζκυ εαδ κυ 
ΰΰ ΰλαηηΫθκυ εαθκθδεκτ πκζυΰυθκυ. 

 

Λτ β: 

 
3α) Γθπλέακυη  σ δ τκ εαθκθδεΪ πκζτΰπθα η  κ 
έ δκ πζάγκμ πζ υλυθ, έθαδ σηκδα.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

θ π.ξ. εα α ε υΪ κυη  ’ Ϋθαθ ετεζκ Ϋθα 
εαθκθδεσ ιΪΰπθκ ΰΰ ΰλαηηΫθκ ’ αυ σ εαδ α 
ηΫ α πθ σιπθ κυ φΫλκυη  δμ φαπ ση θ μ 

κθ ετεζκ εαδ θυ κυη  α βη έα κηάμ αυ υθ 

πθ φαπ κηΫθπθ, γα βηδκυλΰά κυη  εα ’ αυ σ 
κθ λσπκ Ϋθα εαθκθδεσ ιΪΰπθκ π λδΰ ΰλαηηΫθκ 

κθ έ δκ ετεζκ. Μ’ αυ σθ κθ λσπκ 
εα α ε υΪα αδ εαδ κ π λδΰ ΰλαηηΫθκ εαθκθδεσ 
θ-ΰπθκ, σ αθ Ϋξκυη  εα α ε υΪ δ κ αθ έ κδξκ 
κησζκΰσ κυ ΰΰ ΰλαηηΫθκ κθ έ δκ ετεζκ. Γδ’ 
αυ σ β υθΫξ δα αθαφ λσηα  κ υξαέκ 
εαθκθδεσ θ-ΰπθκ σπκυ θ φυ δεσμ αλδγησμ 
η ΰαζτ λκμ ά έ κμ κυ 3. Παλα βλκτη  σ δ κ 
απσ βηα '

  κυ π λδΰ ΰλαηηΫθκυ εαθκθδεκτ   
θ-ΰυθκυ, αυ έα αδ η  βθ αε έθα R κυ 
π λδΰ ΰλαηηΫθκυ ετεζκυ κ εαθκθδεσ θ-ΰπθκ 

πκυ έθαδ ΰΰ ΰλαηηΫθκ ’ αυ σθ. ΟθκηΪακυη  
,      βθ πζ υλΪ εαδ κ απσ βηα κυ 

ΰΰ ΰλαηηΫθκυ κθ ετεζκ εαθκθδεκτ θ-ΰυθκυ 
εαδ   ' ',      βθ πζ υλΪ εαδ κ απσ βηα κυ 
π λδΰ ΰλαηηΫθκυ κθ ετεζκ εαθκθδεκτ θ-ΰυθκυ, 
αθ έ κδξα. 

πσ βθ ξΫ β κηκδσ β αμ πθ τκ κλγκΰπθέπθ 
λδΰυθπθ ' '

1 1 1 1
,        , Ϋξκυη : 

'

32 (1)
R 9 26 3

2



   





   

    


 

πέ βμ απσ βθ ξΫ β πκυ υθ Ϋ δ βθ πζ υλΪ 
εαδ κ απσ βηα, δ ξτ δ:  

 

2
2 2(1)

2 2 23
9 9

4 4 2

  


   
        

 
 

2
2

23
9 ... 9 (2)

4 2

 


  
       
 

εαδ 

(1) 9 3

2
  . π δ ά σππμ έπαη : 

(2)
'

R 9   

(2)

R 9   , υηπ λαέθκυη  σ δ θ=6. (ΰδα έ;) 
3ί) Σκ ηία σθ κυ εαγ θσμ απσ α έ α ευεζδεΪ 
ηάηα α Ϋ π , πλκετπ δ αθ απσ κ ηία σθ 

κυ ευεζδεκτ κηΫα 
2R

6


, αφαδλΫ κυη  κ 

ηία σθ θσμ δ κπζ τλκυ λδΰυθκυ πζ υλΪμ R. 

Άλα:   
2 2 2R R 3 R

2 3 3
6 4 12


         . 

Σκ αβ κτη θκ ηία σθ γα έθαδ:   

   
2  R  81

6 2 3 3 6 2 3 3
2 2

            

4. Γτλπ απσ δμ πζ υλΫμ θσμ εαθκθδεκτ 
ιαΰυθκυ πκυ έθαδ ΰΰ ΰλαηηΫθκ  ετεζκ η  

εΫθ λκ κ Ο(0,0) εαδ αε έθαμ R=1, «ξ έακυη » 
Ϊζζα 6 εαθκθδεΪ ιΪΰπθα έ α πλκμ αυ σ. Η 
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εα α ε υά π.ξ. κυ 
1 2 1 4 5 2

       ΰέθ αδ σππμ 
φαέθ αδ εαδ βθ παλαεΪ π δεσθα.  

λξδεΪ φΫλκυη  βθ εΪγ β βθ 
1 2

  , 

ίλέ εκυη  κ υηη λδεσ 
1

 κυ Ο πμ πλκμ 
αυ ά εαδ ΰΰλΪφκυη  κθ ετεζκ 

1 1 1
( , )   Ϋθα 

εαθκθδεσ ιΪΰπθκ. 
 

 

Να απκ έι  σ δ: 
4α) Σα 6 εαθκθδεΪ ιΪΰπθα πκυ 
εα α ε υΪακθ αδ η  αυ σθ κθ λσπκ, έθαδ 
ΰΰ ΰλαηηΫθα  ετεζκυμ έ βμ αε έθαμ R=1, η  

αυ ά κυ αλξδεκτ ε θ λδεκτ ιαΰυθκυ. 
4ί) Σα βη έα 

2 5
, ,   έθαδ υθ υγ δαεΪ. 

4ΰ) θ θυ κυη  α βη έα 
1 2 3 4 5 6
, , , , ,       

πκυ έθαδ αθΪ Ϋθα εκλυφΫμ πθ πλκβΰκτη θπθ 
εαθκθδευθ ιαΰυθπθ, βηδκυλΰ έ αδ Ϋθα 
ιΪΰπθκ, κ κπκέκ αφκτ απκ έι  σ δ έθαδ 

εαθκθδεσ, θα υπκζκΰέ  υθαλ ά δ βμ 
αε έθαμ R=1, βθ αε έθα κυ 

C
R .                       

4 ) ΣΫζκμ, αθ φΫλκυη  βθ εΪγ β βθ 
1 2

   

εαδ ίλκτη  κ υηη λδεσ 
1

 κυ Ο πμ πλκμ  
 

αυ ά, ηπκλκτη  θα απκ έικυη  η  παλσηκδκ 
λσπκ σππμ κ 4α) λυ βηα σ δ κ ιΪΰπθκ 

1 2 3 4 5 2
      πκυ έθαδ ΰΰ ΰλαηηΫθκ κθ 
ετεζκ 

1 1 1
( , )   , έθαδ εαθκθδεσ. 

4 i) Μ  δ δ κτ αδ β απσ α β 
1

d  πθ 
εΫθ λπθ πθ τκ εαθκθδευθ ιαΰυθπθ;  
4 ii) Nα απκ έι  σ δ 

C
d 3 R  . 

 

Λτ β: 
4α) Σκ λΪπζ υλκ 

1 1 2
   έθαδ λσηίκμ ΰδα έ 

κδ δαΰυθδκέ κυ δξκ κηκτθ αδ εαδ Ϋηθκθ αδ 
εΪγ α. πκηΫθπμ κ βη έκ  

1
 ( ο σ ε ικό 

ο  Ο ως ος η  
1 2

  ), θα ισα έχει α ό α 
ση εία  

1
 εαδ 

2
 , έ δα απσ α β η  βθ πζ υλΪ 

6
R 1   , κυ αλξδεκτ (ε θ λδεκτ) εαθκθδεκτ 

ιαΰυθκυ. φσ κθ ΰΰλΪφκυη  κθ ετεζκ 
1 1 1

( , )  
κ 

εαθκ
θδεσ 
ιΪΰ

πθκ 
1 2 1 4 5 2

     
,  
β 

ζ υ
αέα 

εκλυ
φά 
κυ 

(β 
2

 ) 

γα 
υηπέπ δ η  κ Ϊζζκ Ϊελκ κυ ηάηα κμ 

1 2
  πκυ 

έθαδ αυ σξλκθα εαδ πζ υλΪ κυ αλξδεκτ 
ιαΰυθκυ η  ηάεκμ R=1, σ κ εαδ β αε έθα πθ τκ 

ετεζπθ. ΚαγΫθα απσ αυ Ϊ α σια πθ δα κξδευθ 
εκλυφυθ κυ 

1 2 1 4 5 2
      έθαδ 0

60 . Όηκδα 
απκ δεθτ αδ σ δ εαδ α Ϊζζα 5 εαθκθδεΪ ιΪΰπθα 
η  κθ λσπκ πκυ εα α ε υΪακθ αδ έθαδ 
ΰΰ ΰλαηηΫθα  ετεζκυμ αε έθαμ 𝐑 = . 

4ί) Οδ ΰπθέ μ 
5 2 1 1 2 1 1 2

ˆ ˆ ˆ,  Ο ,         έθαδ 
ΰπθέ μ δ κπζ τλπθ λδΰυθπθ (πκδπθ;) εαδ εΪγ ηδΪ 
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κυμ έθαδ 0
60 . πκηΫθπμ κ Ϊγλκδ ηΪ κυμ γα 

έθαδ β υγ έα ΰπθέα 0

5 2 1
ˆ 180    . 

4ΰ) Σκ υηπΫλα ηα κυ πλκβΰκτη θκυ λπ άηα κμ 
ηαμ πδ λΫπ δ θα γ πλά κυη  α ηάηα α  

2
 εαδ 

2 5
  πμ υλδ εση θα βθ έ δα υγ έα εαδ η  
Ϊγλκδ ηα 2R=2, πκυ αυ έα αδ η  κ ηάεκμ κυ 

5
 . Σα εδα ηΫθα η  ηπί λαΰπθέ δα λέΰπθα, 
Ϋξκυθ: τκ πζ υλΫμ έ μ (η  ηάεβ 2, 1) εαδ βθ 
π λδ ξση θβ ΰπθέα έ β η  0

6
120  . θ 

εκδ Ϊικυη  πλκ ε δεΪ κ ξάηα υπΪλξκυθ Ϊζζα 
10 έ α λέΰπθα πκυ Ϋξκυθ αελδίυμ α έ δα κδξ έα 
η  αυ Ϊ.  βθ πλαΰηα δεσ β α υπΪλξκυθ 6 
α υΰΪλδα (ζαηίαθκηΫθπθ δα κξδεΪ η  εκδθά 
πζ υλΪ π.ξ. βθ 

5
 ) έ α αηίζυΰυθδα εαδ 

αθΪη α ’ αυ Ϊ α έ α α υΰΪλδα, υπΪλξκυθ Ϊζζα 6 
δ κ ε ζά εαδ έ α η αιτ κυμ  λέΰπθα (ηπκλ έ  
θα α θ κπέ  κ ξάηα;).  

έθαδ πλκφαθΫμ σ δ απσ δμ παλαπΪθπ δ σ β μ σ δ 
κ Ο δ απΫξ δ απσ α βη έα 

1 2 3 4 5 6
, , , , ,      , 

Ϊλα αυ Ϊ α 6 βη έα ίλέ εκθ αδ πΪθπ  ετεζκ. 
ΜΫθ δ θα απκ έικυη  σ δ αυ Ϊ α βη έα, 
ξπλέακυθ κθ ετεζκ  6 έ α σια. θ 
παλα βλά κυη  α ΰλαηηκ εδα ηΫθα η  βθ 

εέα β βμ εαεΫλαμ αηίζυΰυθδα εαδ δ κ ε ζά 
λέΰπθα κ ζ υ αέκ ξβηα βμ Ϊ εβ βμ, αυ Ϊ 

Ϋξκυθ απσ 2 πζ υλΫμ έ μ η  βθ αε έθα R=1 εαδ δμ 
π λδ ξση θ μ ΰπθέ μ απσ 0120  (ΰδα έ;). Άλα εΪγ  
σικ εΪγ  πζ υλΪμ κυ ιαΰυθκυ 

1 2 3 4 5 6
     

έθαδ κ Ϊγλκδ ηα τκ έ πθ σιπθ, αφκτ κ 
εαγΫθα απσ αυ Ϊ αθ δ κδξκτθ τκ έ μ ξκλ Ϋμ. 
Π.ξ. βθ πζ υλΪ-ξκλ ά κυ ετεζκυ 

1 2
  , 

αθ δ κδξ έ κ σικ βμ ξκλ άμ 
1 4

  υθ κ σικ 
βμ ξκλ άμ 

4 2
  . Καδ ΰδα δμ Ϊζζ μ 5 πζ υλΫμ κ 

έ δκ δ ξτ δ. Σα σια έθαδ η αιτ κυμ έ α, κ έ δκ 
εαδ κδ πζ υλΫμ κυ ιαΰυθκυ ΰδα έ  έ μ ξκλ Ϋμ 
αθ δ κδξκτθ έ α σια εαδ αθ δ λσφπμ. ΚΪγ  
υλα ΰΰ ΰλαηηΫθβ ΰπθέα αυ κτ κυ ιαΰυθκυ, 

ίαέθ δ  6-2 σια πθ 0
60 . πκηΫθπμ σζ μ κδ 

ΰπθέ μ έθαδ έ μ η  0

6
120  . 

Σκ ιΪΰπθκ 
1 2 3 4 5 6

       έθαδ εαθκθδεσ ΰδα έ 
Ϋξ δ σζ μ δμ πζ υλΫμ εαδ σζ μ δμ ΰπθέ μ κυ έ μ. 
Ό κθ αφκλΪ κθ υπκζκΰδ ησ βμ αε έθαμ κυ 
π λδΰ ΰλαηηΫθκυ ετεζκυ κυ ιαΰυθκυ (ά βμ 
αε έθαμ βμ υ Ϊ αμ σππμ ζΫΰ αδ βθ 

ξθκζκΰέα πθ ευο ζπ υθ δε τπθ) ηπκλ έ θα 
ΰέθ δ η  τκ λσπκυμ.  
1

κμ
 λσπκμ:  

φαλησακυη  κ Π.Θ. κ κλγκΰυθδκ λέΰπθκ 
(ΰδα έ;) 

1 2
OO  εδ’ Ϋξκυη : 

 2
2 2

c c
R 3 2 7 R 7     . 

2
κμ

 λσπκμ:  

τηφπθα η  κ Θ υλβηα πθ υθβηδ σθπθ ’ Ϋθα 
απσ α 12 έ α αηίζυΰυθδα λέΰπθα π.ξ. κ 

5 2
 

δ ξτ δ: 
2 2 2 0

c c
R 2 1 2 2 1 (120 ) ... R 7           

4 i)& 4 ii) H απσ α β d έθαδ έ β η  κ δπζΪ δκ 
κυ τοκυμ θσμ δ κπζ τλκυ λδΰυθκυ πζ υλΪμ 

c
R . 

πκηΫθπμ 
4 )

c

c

R 3
d 2 3 R d 21

2



       

5.  λΫφκυη  κθ κλδασθ δκ Ϊικθα εα Ϊ 
ΰπθέα 0

30 εαδ πλκετπ δ κ Ϊικθαμ u. Σκθ 
εα αεσλυφκ Ϊικθα y΄y κθ αφάθκυη  
αθαζζκέπ κ, κθκηΪακθ Ϊμ κθ v. Οδ τκ υγ έ μ 
u, v ηααέ η  έ α εαθκθδεΪ ιΪΰπθα αε έθαμ R=1 

πθ κπκέπθ α εΫθ λα κυμ ίλέ εκθ αδ πΪθπ ’ 
αυ Ϋμ εαδ Ϋξκυθ πέ βμ ηέα εκδθά πζ υλΪ αθΪ 

τκ, κλέακυθ κ πέπ κ, Ϋθα Πζαΰδκΰυθδκ - 
«Κυο ζκ δ Ϋμ τ βηα υθ αΰηΫθπθ» εαδ 
κλέακυη  ηκθΪ α ηΫ λβ βμ εαδ κυμ τκ 
Ϊικθ μ, βθ απσ α β πθ εΫθ λπθ τκ 
ΰ δ κθδευθ ιαΰυθπθ-ευο ζυθ. Όππμ 
απκ έιαη  βθ πλκβΰκτη θβ Ϊ εβ β β 
απσ α β αυ ά έθαδ έ β η  κ δπζΪ δκ κυ 
απκ άηα κμ κυ εαθκθδεκτ ιαΰυθκυ αε έθαμ 
R=1. πκηΫθπμ, i j R 3 1 3 3    

r r
σπκυ 

i,  j
r r

α ηκθα δαέα δαθτ ηα α πθ αισθπθ. Γδα 
θα ίλκτη  β γΫ β θσμ βη έκυ η  

υθ αΰηΫθ μ αεΫλαδκυμ εαδ γ δεκτμ αλδγηκτμ 
π.ξ. (7,9), φσ κθ β ηκθΪ α ηΫ λβ βμ εφλΪα δ 
βθ απσ α β πθ εΫθ λπθ τκ ευο ζυθ εαδ 

Ϋξκυη  ξ έ δ πΪθπ ’ αυ κτμ κυμ Ϊικθ μ 
εαθκθδεΪ ιΪΰπθα αε έθαμ 1, γα η λά κυη  7 

ευοΫζ μ απσ ηέα ευοΫζβ αθαφκλΪμ κθ Ϊικθα u 

εα σπδθ γα λαφκτη  0
60 εα Ϊ βθ γ δεά 

φκλΪ ά παλΪζζβζα πλκμ κθ v εα αεσλυφα πλκμ 
α πΪθπ εαδ γα η λά κυη  εαδ ε έ 9 ευοΫζ μ. 

τηφπθα η  α παλαπΪθπ, ξλβ δηκπκδυθ αμ κ 
Θ υλβηα πθ υθβηδ σθπθ κ λέΰπθκ Γ , 
5α) θα απκ έι , σ δ: 
ΰδα τκ βη έα 

1 1
A(u ,v ) ,  

2 2
B(u ,v ) , β 

απσ α β d(A,B)  πθ τκ βη έπθ κ 
πζαΰδκΰυθδκ τ βηα  υθ αΰηΫθπθ, έθαδ: 

2 2d(A,B) (u u ) (v v ) (u u )(v v )
2 1 2 1 2 1 2 1

        

Οδ δαφκλΫμ, u u ,  v v
2 1 2 1
  π δ ά παλδ Ϊθκυθ 

ηάεβ πζ υλυθ, ζαηίΪθκθ αδ πμ γ δεΫμ. 
φαληκΰά: λ έ  βθ απσ α β, 

i) πθ βη έπθ (8,5), (14,11), 
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ii) πθ βη έπθ Ο(0,0), (7,9). 
5ί) Μπκλ έ  η  κθ παλαπΪθπ τπκ εαδ δμ 
η α λκπΫμ πθ ηκθΪ πθ απσ κ πζαΰδκΰυθδκ 

κ κλγκεαθκθδεσ, θα παζβγ τ  σ δ β 
απσ α β πθ εΫθ λπθ τκ ΰ δ κθδευθ 

υ Ϊ πθ πκυ Ϋξκυθ 7 ιΪΰπθα β εΪγ  ηέα 
αε έθαμ R, έθαδ: 
d 3 R 7 R 21   ; 

5ΰ) Πκδα έθαδ β ξΫ β πκυ υθ Ϋ δ βθ 
απσ α β d η  βθ αε έθα 

C
R  βμ υ Ϊ αμ, 

βθ παλαπΪθπ π λέπ π β; 

Λτ β: 
 

 
 

 

 

Λτ β: 
5α)  κ λέΰπθκ Γ  β ΰπθέα Γ έθαδ 0120 εαδ 
δ ξτ δ:   

02 2d(A,B) (u u ) (v v ) 2 (u u )(v v ) (120 )
2 1 2 1 2 1 2 1

          

12 2d(A,B) (u u ) (v v ) 2 (u u )(v v ) ( )
2 1 2 1 2 1 2 1 2

             

2 2d(A,B) (u u ) (v v ) (u u )(v v )
2 1 2 1 2 1 2 1

         

φαληκΰά: (i) d(A,B) 6 3  

Γδα έ κ πλσΰλαηηα Geogebra η  κ λΰαζ έκ 
ηΫ λβ βμ Ϋ δι  βθ έ δα απσ α β έ β η  18; 

ii)  d(A,B) 193   

5ί) θ γ πλά κυη  σ δ κ εΫθ λκ Ο ηδαμ υ Ϊ αμ 
κ ευο ζκ δ Ϋμ τ βηα υθ αΰηΫθπθ 

εαθκθδευθ ιαΰυθπθ αε έθαμ R=1, Ϋξ δ 
υθ αΰηΫθ μ (0,0), ΰδα θα η αίκτη  κ εΫθ λκ 

1
 βμ ΰ δ κθδεάμ βμ κδίΪ αμ, π λθΪη  2 

ευοΫζ μ κθ Ϊικθα u εαδ 1 ευοΫζβ κθ Ϊικθα v. 

Άλα πμ πλκμ αυ σ κ πζαΰδκΰυθδκ τ βηα, κ 
1

  

Ϋξ δ υθ αΰηΫθ μ (2,1). πσ κ λέΰπθκ 
2 1

 
εαδ κ Θ υλβηα πθ υθβηδ σθπθ, Ϋξκυη  ΰδα βθ 
απσ α β d πθ τκ ΰ δ κθδευθ υ Ϊ πθ: 

2 2 1
d 2 1 2 2 1  (1)

2

        
 

, 

Ϊλα d 7  

 
O τπκμ αυ σμ κ κλγκεαθκθδεσ Ϋξ δ βθ έ δα 
ηκλφά ησθκ πκυ εΪγ  ηκθΪ α ηΫ λβ βμ κυ u ά 
κυ v, αθ δ κδξ έ  2 απκ άηα α εαθκθδεκτ 

ιαΰυθκυ αε έθαμ R=1 εαδ έθαδ: 
1 3

2 3
2


  , κδ 

2 ηκθΪ μ κυ u γα αθ δ κδξκτθ  4 απκ άηα α 

εαθκθδεκτ ιαΰυθκυ ά 
1 3

4 2 3
2


  ηκθΪ μ κυ 

κλγκεαθκθδεκτ. θ δεαγδ υθ αμ κθ τπκ (1) α 
παλαπΪθπ,  σπκυ 2 κ 2 3  εαδ σπκυ 1 κ 3 , 

Ϋξκυη  βθ έ δα απσ α β εφλα ηΫθβ κ 
κλγκεαθκθδεσ τ βηα υθ αΰηΫθπθ:  
 

 2 2 1
d 2 3 3 2 2 3 3  

2

         
 

2d (2 1 2) 3 21       

Σδ ΰέθ αδ σ αθ κυμ Ϊικθ μ «ξ έακυη » η  
εαθκθδεΪ ιΪΰπθα αε έθαμ ΰ θδεΪ, R; 

Σσ  αθ γ ζά κυη  θα η α λΫοκυη  βθ ηκθΪ α 
ηΫ λβ βμ κυ πζαΰδκΰυθδκυ υ άηα κμ 
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υθ αΰηΫθπθ εαδ πθ τκ αισθπθ u εαδ v, κ 

κλγκεαθκθδεσ γα πΪλκυη :  
R 3

2 R 3
2

  . 

 

Συλα αθ δεαγδ κτη  κθ τπκ (1),  σπκυ 1 κ 
R 3  εαδ σπκυ 2 κ 2R 3   

   2 2

d 2R 3 R 3 2R 3 R 3        

 2
2d R 3 (2 1 2) d R 3 7= R 21        

 

5ΰ) πέ βμ σππμ έ αη  εαδ απσ βθ πλκβΰκτη θβ 
Ϊ εβ β, β απσ α β αυ ά ηπκλ έ θα εφλα έ πμ 
2 απκ άηα α κυ η ΰΪζκυ ιαΰυθκυ αε έθαμ 

c
R . 

Άλα c

c

R 3
d 2 3 R

2
     (2) 

βη έπ β: πσ κ 4ΰ) βμ πλκβΰκτη θβμ Ϊ εβ βμ 
αθ αθ έ ΰδα αε έθα η  ηάεκμ 1 πθ εαθκθδευθ 
ιαΰυθπθ, Ϋξκυη  αε έθα  R ΰ θδεΪ, πΪζδ απσ κ 

γ υλβηα πθ υθβηδ σθπθ εαδ αθΪζκΰκ ξάηα 
σππμ αυ σ κυ υπκ λπ άηα κμ, Ϋξκυη :  

 22 2

c
R 2R R 2R R      

2 2 2

c
R 4R R 2 R R 7      . 

θ δεαγδ υθ αμ αυ ά βθ δηά κυ
c

R κθ τπκ 
(2) πΪζδ πλκετπ δ σ δ β απσ α β d πθ τκ 
ΰ δ κθδευθ υ Ϊ πθ (clusters) η  7 ιΪΰπθα κ 
εαγΫθα έθαδ R 21 .  
6.   ετεζκ η  δΪη λκ βθ  

ΰλΪφκυη  τκ βηδετεζδα ε σμ κυ ετεζκυ. Σκ 
Ϋθα Ϋξ δ δΪη λκ β ξκλ ά  σικυ 0120  εαδ 
κ Ϊζζκ δΪη λκ βθ , σππμ έξθ δ β 

παλαεΪ π δεσθα.  
6α) Να απκ έι  σ δ κ Ϊγλκδ ηα πθ ηία υθ 
πθ τκ ηβθέ επθ δ κτ αδ η  κ ηία σθ κυ 
λδΰυθκυ  ά κ δπζΪ δκ κυ ηία κτ κυ 

κλγκΰπθέκυ παλαζζβζκΰλΪηηκυ ΚΟ σπκυ Κ 
εαδ  α ηΫ α πθ ξκλ υθ ,  αθ έ κδξα. 
6ί) θ  = 5 3  m θα απκ έι  σ δ κ 
Ϊγλκδ ηα πθ ηία υθ πθ τκ ηβθέ επθ εαδ 
πθ ηία υθ πθ τκ ευεζδευθ ηβηΪ πθ, 

έθαδ: 
1 1 2 2

12.5       . 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

Λτ β: 
6α) Παλα βλκτη  σ δ κ λέΰπθκ  έθαδ 
κλγκΰυθδκ κ . πέ βμ β ΰπθέα κυ  έθαδ    

0
30  . Άλα B R  , σπκυ R β αε έθα κυ ετεζκυ. 
(ΰδα έ;)  Όππμ ΰθπλέακυη  ΰδα θα υπκζκΰέ κυη  κ 
ηία σθ κυ κλγκΰπθέκυ λδΰυθκυ  

υθαλ ά δ βμ αε έθαμ R, αλε έ θα υπκζκΰέ κυη  
κ ηάεκμ βμ Ϊζζβμ εΪγ βμ πζ υλΪμ κυ , αφκτ 

αυ σ δ κτ αδ η  κ βηδΰδθση θκ πθ εαγΫ πθ 
πζ υλυθ κυ.   ηπκλ έ θα υπκζκΰδ έ έ  απσ 
κ 0(30 ) , έ  απσ κ Π.Θ. έ  αεσηβ απσ κ 

σ δ έθαδ εα υγ έαθ 
3

R 3  αφκτ αθ δ κδξ έ ’ 

αυ άθ πέε θ λβ ΰπθέα 0

3
ˆ 120  .  

πκηΫθπμ: 
2R 3

( )
2

    . 

 β υθΫξ δα ίζΫπκυη  σ δ κ Ϊγλκδ ηα πθ 
ηία υθ εΪγ  ηβθέ εκυ ηααέ η  κ αθ έ κδξκ 

ευεζδεσ ηάηα, έθ δ κ ηία σθ κυ βηδευεζέκυ 
κ κπκέκ π λδΫξκθ αδ. υ σ εφλΪα αδ απσ δμ 

τκ ξΫ δμ: 
2

1 1

  R
 (1)

8
       

  
2

2 2

  R
3  (2)

8
       

θ πλκ γΫ κυη  εα Ϊ ηΫζβ δμ (1), (2), Ϋξκυη : 
2

1 1 2 2

1
R  (3)

2
         , κ κπκέκ αυ έα αδ 

η  κ ηία σθ κυ βηδευεζέκυ η  δΪη λκ βθ . 
 

Σκ Ϊγλκδ ηα πθ ηία υθ πθ τκ ευεζδευθ 
ηβηΪ πθ εαδ κ ηία σθ κυ λδΰυθκυ  

έθ δ πέ βμ κ ηία σθ κυ βηδευεζέκυ η  
δΪη λκ βθ . Οπσ  Ϋξκυη : 
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2

1 2

1
( ) R  (4)

2
        

1 1 2 2 1 2
( ) (5)              

 ξΫ β (5) απκ δεθτ δ κ 1κ
 εΫζκμ κυ 

λπ άηα κμ. Γδα κ 2κ
 εΫζκμ αλε έ θα 

αθαζτ κυη  κ ηία σθ κυ  πκυ ίλάεαη  
πλκβΰκυηΫθπμ, σππμ παλαεΪ π: 

2R 3 R 3 R
( ) 2 2 (EBKO)

2 2 2
          

6ί) τηφπθα η  βθ εφυθβ β  = 5 3  m. πσ 
κ πλκβΰκτη θκ λυ βηα έθαδ αεσηβ εαδ,          

 = R 3  m. πσ αυ Ϋμ δμ τκ δ σ β μ 
υηπ λαέθκυη  σ δ 𝐑 = 𝐦.  

Όππμ φαέθ αδ εαδ απσ βθ δ σ β α (3) κυ 
πλκβΰκτη θκυ λπ άηα κμ,   

2

1 1 2 2

1
R  (3)

2
          

θ δεαγδ κτη  κ 2κ
 ηΫζκμ βμ δ σ β αμ αυ άμ 

κ R=5 εδ’ Ϋξκυη : 
1 1 2 2

12.5         

 

7. τκ έ κδ ετεζκδ αε έθαμ λ, Ϋηθκθ αδ 
Ϋ δ υ  β δΪε θ λκμ OK θα έθαδ έ β η  βθ 
εκδθά ξκλ ά AB.  
7α) Να δεαδκζκΰά  σ δ κ λΪπζ υλκ 

Ο Κ έθαδ λΪΰπθκ. 
Π λδη λδεΪ αυ κτ κυ λαΰυθκυ 
εα α ε υΪακυη  Ϊζζα 4 έ α λΪΰπθα, α 

ΙΟ, Ο Σ, Κ ΠΡ εαδ Κ ΛΜ. 
7ί) Να απκ έι  σ δ α 6 ηδε σΰλαηηα 
λέΰπθα ΛΜ, Ι , Σ, ΠΡ, Κ , Ο  

Ϋξκυθ έ α ηία Ϊ εαδ θα υπκζκΰέ  κ ηία σθ 
κυ εαγ θσμ απσ αυ Ϊ, υθαλ ά δ βμ αε έθαμ λ 
πθ τκ έ πθ ετεζπθ. 
θ ΰθπλέακυη  σ δ κ υθκζδεσ ηία σθ πθ 6 

ηδε σΰλαηηπθ λδΰυθπθ έθαδ: 96 24  , θα 
υπκζκΰδ γκτθ: 
7ΰ) Η αε έθα λ πθ τκ έ πθ ετεζπθ εαδ, 
7 ) κ ηία σθ κυ εκδθκτ κυμ ηΫλκυμ. 
Λτ β: 
7α) Σκ λΪπζ υλκ Ο Κ έθαδ λΪΰπθκ ΰδα έ 
κδ δαΰυθδκέ κυ έθαδ εαδ η κεΪγ κδ β ηέα βμ 
Ϊζζβμ εαδ πδπζΫκθ έθαδ εαδ έ μ. 
7ί) Σκ ηία σθ εαγ θσμ απσ α 6 ηδε σΰλαηηα 
λέΰπθα, Ϋ π , πλκετπ δ αθ απσ Ϋθα κλγκΰυθδκ 

εαδ δ κ ε ζΫμ λέΰπθκ η  εΪγ μ πζ υλΫμ έ μ η  
λ, αφαδλΫ κυη  Ϋθα ευεζδεσ ηάηα ηία κτ Ϋ π 
. 

έθαδ πλκφαθΫμ σ δ α κλγκΰυθδα εαδ δ κ ε ζά 
λέΰπθα έθαδ έ α η αιτ κυμ π δ ά Ϋξκυθ δμ 

εΪγ μ πζ υλΫμ κυμ έ μ η  βθ αε έθα λ πθ τκ 
έ πθ ετεζπθ. ΚαγΫθα απσ α ευεζδεΪ ηάηα α 
ηία κτ , πλκετπ δ αθ απσ Ϋθα αλ κετεζδκ 

(ευεζδεσμ κηΫαμ πέε θ λβμ ΰπθέαμ 0
90 ) εαδ 

αε έθαμ λ, αφαδλΫ κυη  Ϋθα κλγκΰυθδκ εαδ 
δ κ ε ζΫμ λέΰπθκ η  εΪγ μ πζ υλΫμ έ μ η  λ. 

Όζα αυ Ϊ υθκοέακθ αδ δμ τκ δ σ β μ: 

21
 (1)

2
     , 

2
21
 (2)

4 2


     

πσ  
2 

(1) (2)  4  (3)
4


        

7ΰ) πσ βθ δ σ β α (3) εαδ βθ εφυθβ β Ϋξκυη : 

 
2 

6 4 96 24
4


        

   
2 

6 4 6 16 4
4


           

   
2 

4 4 4 4
4


           

7 )  κηά πθ τκ έ πθ ετεζπθ ηία κτ Ϋ π ε, 

απκ ζ έ αδ απσ τκ έ α ευεζδεΪ ηάηα α ηία κτ 
. Όππμ πλκετπ δ εαδ απσ βθ (2) αθ 

αθ δεα α ά κυη  σπκυ λ=4, Ϋξκυη : 
2

24 1
2 4  

4 2

  
      

 
 

2
24 1

2 4  
4 2

  
       

 
   2 4 8  8 2             
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