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 Άσκηση  1η 

 Να δείξετε ότι τα μέσα των πλευρών τετραπλεύρου ορίζουν παραλληλόγραμμο.   Με ποιες επι πλέον 

προϋποθέσεις το παραλληλόγραμμο αυτό είναι: 

• Ορθογώνιο 

• Ρόμβος  και 

• Τετράγωνο; 

Απόδειξη: 

Στο τρίγωνο   △ ���   τα σημεία   �		��			
   είναι μέσα των πλευρών του   ��			��				��  αντίστοιχα.  

Επομένως είναι:    

�
 ⫽ ��				��						�
 =
��

							���. 

 

 

Όμοια,   στο  τρίγωνο   △ ���   τα σημεία   �		��			�   είναι μέσα των πλευρών του   ��		��				��  

αντίστοιχα.     Άρα :    

��⫽ ��				��						�� =
��

							��. 

Από τις   ���	��			�� ⇒ �
 =⫽��.   Επομένως το τετράπλευρο   �
��   είναι παραλληλόγραμμο. 

Από τα τρίγωνα   △ ���			��					 △ ���   και με αντίστοιχους συλλογισμούς διαπιστώνουμε ότι: 
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�⫽ ��,				�� ⫽ ��			��						
� = �� =
��

							���. 

Το    �
��   είναι: 

• Ορθογώνιο όταν    �� ⊥ ��    

• Ρόμβος  όταν   �� = ��   και 

• Τετράγωνο όταν    �� ⊥ ��,				�� = ��. 

Να δικαιολογήσετε τα παραπάνω. 

 

 Άσκηση  2η 

 Να δείξετε ότι οι αποστάσεις των απέναντι πλευρών ρόμβου είναι ίσες.    

 Απόδειξη: 

 Έστω   ��			��				��    οι αποστάσεις των   		��,				��			��				��, ��   αντίστοιχα. 

 

 Τα ορθογώνια τρίγωνα    △ ���			��				 △ ���   έχουν: 

��� = ��					��					���� = ����� ⇒△ ��� =△ ��� ⇒ �� = ��. 

 Να διατυπώσετε την αντίστροφη της παραπάνω πρότασης και να ελέγξετε κατά πόσον είναι αληθής. 
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 Άσκηση  3η 

 Δίδεται τρίγωνο     △ ���   και οι διάμεσοι του   �� = ��				��						�� = ��.   Κατασκευάζουμε το 

ευθύγραμμο τμήμα   �� =⫽��.    Να δείξετε ότι:   �� = ��. 

 Απόδειξη: 

 Εφόσον   �� =⫽ ��   το σχήμα   ����   είναι παραλληλόγραμμο.   Επομένως:   

�� ⫽ ��,			�� = �� = �� ⇒ �� =⫽��						���. 

 

 Η ευθεία   ��   διέρχεται από το μέσον της   ��   και είναι:   �� ⫽ ��.    Επομένως η   ��   τέμνει την   

��   στο μέσον της    .  

 Λόγω της  ���  το  σχήμα   ����   είναι παραλληλόγραμμο.   Άρα: 

�� =⫽�� =
��

= � ⇒ �� =⫽ � 								��. 

 Συνεπώς το σχήμα   ���     είναι παραλληλόγραμμο,   οπότε   �� = � = ��. 
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 Άσκηση  4η 

 Δίδεται παραλληλόγραμμο  ����   και τα σημεία   �		��			    των πλευρών του   ��		��			��  

αντίστοιχα,  έτσι ώστε να είναι:     ��� = ��			��				�� = ��.   

  Να δείξετε ότι τα ευθύγραμμα τμήματα   ��, ��			��				�    διέρχονται από το ίδιο σημείο. 

 Απόδειξη: 

 Το τετράπλευρο   ����   είναι παραλληλόγραμμο και επομένως οι διαγώνιες του  ��		��			�� 

διχοτομούνται
1
.    Δηλαδή το σημείο  !  είναι μέσον των τμημάτων   ��		��				��. 

  Είναι επίσης: 

��� = ��,					�� = ��					��						�� =⫽ �� ⇒ �� =⫽ � .	 

 

 Επομένως και το τετράπλευρο   ���    είναι παραλληλόγραμμο,   οπότε οι διαγώνιες του   

��		��			�    διχοτομούνται.   Τελικά τα ευθύγραμμα τμήματα    ��, ��			��				�    διχοτομούνται και 

συνεπώς διέρχονται από το κοινό τους  μέσον    !.  

                                                           
1
 Ή έχουν  το ίδιο μέσον ή η καθεμία διέρχεται από το μέσον της άλλης. 
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 Άσκηση  5η 

 Σε τραπέζιο   ����			�"				�� ⫽ ��   είναι    �� = �� + ��. 

  Να δείξετε ότι οι διχοτόμοι των γωνιών του   ��			��					��    τέμνονται κάθετα επί της   ��.    

 Απόδειξη: 

 Έστω ότι η διχοτόμος της γωνίας   ��			$%&		����   τέμνει
2
    τις   ��			��					��   στα σημεία   

�			��				�   αντίστοιχα.    Είναι τότε: 

���� = ����				��					���� = ���� ⇒ ���� = ���� ⇒ �� = �� ⇒ 

 

 

�� + �� = ��+ �� ⇒ �� = ��								���. 

 Τα τρίγωνα   △���			��				���   έχουν: 

��� = ��,			���� = ����					��						���� = ����� ⇒△��� =△��� ⇒ �� = ��								��. 

                                                           
2
 Για να δείξουμε ότι οι ευθείες   �"��		��			�"�		  τέμνονται    ε π ί   της ευθείας   �"�   κατασκευάζουμε την τομή  

�"� ∩ �"�� = (�)   και αποδεικνύουμε ότι η   �"�   διέρχεται από το σημείο   �. 
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 Στο ισοσκελές τρίγωνο    △ ���,				��� = ���   η   ��   είναι διάμεσος που αντιστοιχεί στην βάση 

του  ��.   Επομένως  θα είναι ταυτόχρονα διχοτόμος και ύψος του.        

 Άρα οι διχοτόμοι των γωνιών   ��			��					��   του τραπεζίου   ����   τέμνονται κάθετα επί της  ��.   

 Άσκηση:  6η   

 Σε τραπέζιο   ����			�"				�� ⫽ ��    είναι    �� > ��. 

  Να δείξετε ότι:    ��− �� < �� + �� < ��+ ��.    

 Απόδειξη: 

 Από την κορυφή   �   του τραπεζίου    ����   φέρνουμε
3
 την   �- ⫽ ��   που τέμνει την  ��   στο 

σημείο της  �.    Τότε το τετράπλευρο   ����   είναι παραλληλόγραμμο   ( γιατί; )   οπότε: 

�� = �� > ��,							�� = ��					��						�� = ��+ ��								���. 

 

 Εφαρμόζουμε την τριγωνική ανισότητα στο τρίγωνο   △ ���   και  έχουμε: 

�� − �� < �� < �� + �� ⇒.
���

⇒ ��− �� < ��+ �� < ��+ ��. 

                                                           
3
 Με την παράλληλη αυτή δημιουργήσαμε τρίγωνο δύο πλευρές του οποίου είναι οι διαγώνιες του τραπεζίου. 
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 Άσκηση:  7η  

 Δίδεται τρίγωνο   △ ���			�"			�� > ��.     Η  κάθετη από το   �  στην διχοτόμο της   ��   την τέμνει στο 

σημείο της   �.   Αντίστοιχα,   η κάθετη από το  �   στην εξωτερική διχοτόμο της  ��  την τέμνει στο σημείο 

της    .	    Αν  �  είναι το μέσον της   ��   να δείξετε ότι: 

��⫽ ��,			�� =
�� − ��


				��				� ⫽ ��,				� =

�� + ��


. 

 Απόδειξη: 

 Όταν από σημείο πλευράς γωνίας φέρνουμε κάθετη στη διχοτόμο της εξυπηρετεί πολλές φορές να 

προεκτείνουμε την κάθετη αυτή έως ότου συναντήσει και την άλλη της πλευρά. Και αυτό γιατί 

δημιουργείται ένα ισοσκελές τρίγωνο. 

 

 Με αυτήν την λογική προεκτείνουμε την   ��   έως ότου συναντήσει την   ��  στο σημείο της    .   Τότε 

το τρίγωνο   △ ��    είναι ισοσκελές με   �� = �    και επειδή    � = �� − �    θα είναι και: 

 � = �� − ��											���. 
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 Η διχοτόμος   ��   του ισοσκελούς τριγώνου   △ ��     είναι ταυτόχρονα και διάμεσος του,   δηλαδή 

το σημείο   �   είναι μέσον   της  � .     Έτσι,   στο τρίγωνο   △ ��     είναι: 

(	�			�έ0%1			��,					�		�έ0%1			� 	) 	⇒ 	��⫽  �,				�� =
 �

	⇒.
���

 

⇒ ��⫽ ��,						�� =
�� − ��


. 

 Με αντίστοιχους συλλογισμούς να λύσετε το  2ο  ερώτημα,  το σχήμα του οποίου φαίνεται παρακάτω: 
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 Άσκηση:  8η 

 Σε παραλληλόγραμμο   ����   είναι   �� = ��.    Κατασκευάζουμε το συμμετρικό       του σημείου   

�  ως προς το σημείο   �.   Ονομάζουμε  �   το σημείο τομής των   ��			��			 �.   

• Δείξτε ότι    ��� = 23°   και ότι η   �    είναι διχοτόμος της γωνίας    ����. 

• Αν η κάθετη στην   �    στο σημείο της   �   τέμνει την   ��   στο σημείο της   �,   να δείξετε ότι:   

�� = ��.     

 

 Άσκηση:  9η 

 Σε παραλληλόγραμμο   ����   είναι   �� = ��.    Να δείξετε ότι οι διχοτόμοι των γωνιών του   

��			��				��     τέμνονται επί της   ��   και σχηματίζουν ορθή γωνία. 

 Άσκηση:  10η 

 Σε τραπέζιο   ����			�"				�� ⫽ ��   είναι    �� = ���.    Έστω  �    η διάμεσος του  ����   που 

τέμνει τις   ��		��			��   στα σημεία   �		��			�  αντίστοιχα.     Να δείξετε ότι: 

• �� = �� 

• Αν  η   ��   τέμνει την  ��  στο σημείο της   �,   τότε τα σχήματα    ����			��				����   είναι 

παραλληλόγραμμα. 

 

 

 

 


