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Μακθματικά  Αϋ Λυκείου - Λογιςμόσ ςτο  𝑰𝑹. 

Η  διάταξθ ςτο ςφνολο  IR  των  πραγματικϊν αρικμϊν.  

 Κάκε  πραγματικόσ  αρικμόσ  είναι  ι  μόνον  κετικόσ  ι  μόνον  αρνθτικόσ  ι  μόνον  ο  μθδζν.   Γι'  

αυτό  λζμε ότι το ςφνολο  𝑰𝑹   των  πραγματικϊν  αρικμϊν  αποτελείται  από  τα  ςφνολα: 

 Των  κετικϊν  πραγματικϊν  αρικμϊν  που το ςυμβολίηουμε  με  𝑰𝑹+ 

 Των  αρνθτικϊν  πραγματικϊν  αρικμϊν  που το ςυμβολίηουμε  με  𝑰𝑹−   και 

 Το  μονοςφνολο    𝟎 . 

Ο  οριςμόσ  του  ςυνόλου  𝑰𝑹  ωσ θ  ζνωςθ  των τριϊν  παραπάνω  υποςυνόλων  του  ζχει  ςαν  

ςυνζπεια  να  εμφανιςτεί  μεταξφ  των  πραγματικϊν  αρικμϊν  μια  νζα  ςχζςθ:   Η ςχζςθ  τθσ  ανιςότθτασ 

ι  τθσ  διάταξθσ. 

Οριςμοί: 

Θεωροφμε  τουσ  πραγματικοφσ  αρικμοφσ   𝒙   𝜿𝜶𝜾   𝝍. 

 Θα  λζμε  ότι  ο  αρικμόσ   𝒙   είναι  μεγαλφτεροσ  από τον  αρικμό   𝝍,    και κα γράφουμε τότε  

ςυμβολικά   𝒙 > 𝜓,   αν  και  μόνον  αν  θ  διαφορά   𝒙 − 𝝍   είναι  κετικόσ  αρικμόσ. 

Δθλαδι:      𝒙 > 𝜓 ⇔ 𝒙 − 𝝍 > 0.    

 Θα  λζμε  ότι  ο  αρικμόσ   𝒙   είναι  μικρότεροσ  από τον  αρικμό   𝝍,    και κα γράφουμε τότε  

ςυμβολικά   𝒙 < 𝜓,   αν  και  μόνον  αν  θ  διαφορά   𝒙 − 𝝍   είναι  αρνθτικόσ  αρικμόσ. 

Δθλαδι:      𝒙 < 𝜓 ⇔ 𝒙 − 𝝍 < 0.    

Είναι  φανερό  ότι  αν   𝒙 > 𝜓 ⇔ 𝒙 − 𝝍 > 0 ⇔ − 𝒙 − 𝝍 < 0 ⇔ 𝜓 − 𝒙 < 0 ⇔ 𝜓 < 𝒙. 

Δθλαδι  οι  ςχζςεισ    𝒙 > 𝜓    𝜅𝛼𝜄    𝜓 < 𝒙   είναι  ιςοδφναμεσ    𝒙 > 𝜓 ⇔ 𝜓 < 𝒙 . 
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 Θα  λζμε  ότι  ο  αρικμόσ   𝒙   είναι  μεγαλφτεροσ  ι  ίςοσ  από τον  αρικμό   𝝍,    και κα γράφουμε τότε  

ςυμβολικά   𝒙 ≥ 𝝍,   αν  και  μόνον  αν  θ  διαφορά   𝒙 − 𝝍   είναι  κετικόσ  αρικμόσ  ι  ο  μθδζν. 

Δθλαδι:      𝒙 ≥ 𝝍 ⇔ 𝒙 − 𝝍 ≥ 𝟎.    

Αντίςτοιχα,   είναι:    𝒙 ≤ 𝝍 ⇔ 𝒙 − 𝝍 ≤ 𝟎. 

 

Συνζπειεσ  από  τουσ  παραπάνω  οριςμοφσ: 

 Κάκε  κετικόσ  αρικμόσ  είναι  μεγαλφτεροσ  του  μθδενόσ,   δθλαδι:   𝒙 ∈ 𝑰𝑹+ ⇔ 𝒙 > 0. 

 Κάκε  αρνθτικόσ  αρικμόσ  είναι  μικρότεροσ  του  μθδενόσ,   δθλαδι:   𝒙 ∈ 𝑰𝑹− ⇔ 𝒙 < 0. 

 Κάκε  κετικόσ  αρικμόσ  είναι  μεγαλφτεροσ  από  οποιονδιποτε  αρνθτικό,   δθλαδι  αν: 

𝒙 > 0   𝜅𝛼𝜄   𝜓 < 0 ⇒ 𝒙 > 𝜓. 

 Μεταξφ  δφο  αρνθτικϊν  αρικμϊν  μεγαλφτεροσ  είναι  εκείνοσ  με  μικρότερθ  απόλυτθ  τιμι. 

 

Ρροτάςεισ  επί  των  ανιςοτιτων. 

 Θεωροφμε  τουσ  πραγματικοφσ  αρικμοφσ   𝜶, 𝜷, 𝒙   𝜿𝜶𝜾   𝝍. 

𝜫𝟏: Αν  ςτα  μζλθ  ανιςότθτασ προςκζςουμε  ι  αφαιρζςουμε  τον  ίδιο  αρικμό  τότε  προκφπτει  

ανιςότθτα  με  τθν  ίδια  φορά.   Δθλαδι:     

𝜜𝝂    𝜶 > 𝛽 ⇔ 𝛼 ± 𝑥 > 𝛽 ± 𝑥,      𝜺𝝂ώ   𝜶𝝂     𝜶 < 𝛽 ⇔ 𝛼 ± 𝑥 < 𝛽 ± 𝑥. 

 Θα  αποδείξουμε  για  παράδειγμα  ότι  αν:    𝜶 > 𝛽 ⇔ 𝛼 + 𝒙 > 𝛽 + 𝒙. 

 Ρράγματι:    Αν   𝜶 > 𝛽 ⇔ 𝜶 − 𝜷 > 0    𝜅𝛼𝜄: 

𝒂 + 𝒙 −  𝜷 + 𝒙 = 𝒂 + 𝒙 − 𝜷 − 𝒙 = 𝒂 − 𝜷 > 0 ⇔ 𝛼 + 𝒙 > 𝛽 + 𝑥. 
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𝜫𝟐:   Αν  οι  πραγματικοί  αρικμοί   𝜶  𝜿𝜶𝜾  𝜷   είναι  ομόςθμοι   και    𝜶 < 𝜷    τότε  κα  είναι  και: 

𝟏

𝜶
>

𝟏

𝜷
. 

Απόδειξθ: 

Θεωροφμε  τθν  διαφορά: 

𝟏

𝜶
−

𝟏

𝜷
=

𝜷 − 𝜶

𝜶𝜷
           𝟏 . 

Είναι  όμωσ: 

 
𝜶 < 𝛽
𝜿𝜶𝜾

𝜶,   𝜷   𝝄𝝁ό𝝈𝜼𝝁𝝄𝜾
 ⇔  

𝜷 − 𝜶 > 0
𝜿𝜶𝜾

𝜶𝜷 > 0
           𝟐 . 

Από  τισ    𝟏   𝜿𝜶𝜾   (𝟐)    ζχουμε: 

𝟏

𝜶
−

𝟏

𝜷
> 0 ⇔

𝟏

𝜶
>

𝟏

𝜷
. 

 Αντίςτοιχα,  αποδεικνφεται  ότι  αν  οι  πραγματικοί  αρικμοί   𝜶  𝜿𝜶𝜾  𝜷   είναι  ετερόςθμοι1   και    

𝜶 < 𝜷    τότε  κα  είναι  και: 

𝟏

𝜶
<

𝟏

𝜷
. 

 

𝜫𝟐: Αν  πολλαπλαςιάςουμε  ι  διαιρζςουμε  τα  μζλθ  ανιςότθτασ με  τον  ίδιο  κετικό  αρικμό  τότε  

προκφπτει  ανιςότθτα  με  τθν  ίδια  φορά.   Δθλαδι:     

𝜜𝝂    𝜶 > 𝛽    𝜅𝛼𝜄    𝑥 > 0   ⇒ 𝜶𝒙 > 𝛽𝑥,    
𝜶

𝒙
>

𝜷

𝒙
. 

 Θα  αποδείξουμε  για  παράδειγμα  ότι  αν:    𝜶 > 𝜷    𝜿𝜶𝜾    𝒙 > 0 ⇒ 𝜶𝒙 > 𝜷𝒙. 

 Ρράγματι:    Αν   𝜶 > 𝜷 ⇔ 𝜶 − 𝜷 > 0    𝜿𝜶𝜾: 

                                                      
1
 Οπότε   𝜶𝜷 < 0. 
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𝒂𝒙 − 𝜷𝒙 = 𝒙 𝒂 − 𝜷 > 0 ⇔ 𝛼𝑥 > 𝛽𝑥. 

 Με  ανάλογουσ  ςυλλογιςμοφσ  διαπιςτϊνουμε  τθν  αλικεια  τθσ  ςυνεπαγωγισ: 

𝜜𝝂    𝜶 > 𝛽    𝜅𝛼𝜄    𝑥 > 0   ⇒
𝜶

𝒙
>

𝜷

𝒙
. 

 

𝜫𝟑 Αν  πολλαπλαςιάςουμε  ι  διαιρζςουμε  τα  μζλθ  ανιςότθτασ με  τον  ίδιο  αρνθτικό  αρικμό  τότε  

προκφπτει  ανιςότθτα  με  αντίκετθ  φορά.   Δθλαδι:     

𝜜𝝂    𝜶 > 𝛽    𝜅𝛼𝜄    𝑥 < 0   ⇒ 𝜶𝒙 < 𝛽𝑥,    
𝜶

𝒙
<

𝜷

𝒙
. 

 

𝜫𝟒:    Αν  προςκζςουμε  κατά  μζλθ  δφο  ι  περιςςότερεσ  ομοιόςτροφεσ  ανιςότθτεσ  τότε  προκφπτει  

ανιςότθτα  με  τθν  ίδια  φορά.   Δθλαδι: 

𝜜𝝂    𝜶 > 𝛽    𝜅𝛼𝜄    𝑥 > 𝜓   ⇒ 𝜶 + 𝒙 > 𝛽 + 𝜓     ή     𝜶 < 𝛽    𝜅𝛼𝜄    𝑥 < 𝜓   ⇒ 𝜶 + 𝒙 < 𝛽 + 𝜓. 

 Θα  αποδείξουμε  για  παράδειγμα  ότι  αν:    𝜶 > 𝛽    𝜿𝜶𝜾    𝒙 > 𝝍 ⇒ 𝜶 + 𝒙 > 𝛽 + 𝝍. 

 Ρράγματι:    Αν   𝜶 > 𝛽    𝜿𝜶𝜾    𝒙 > 𝜓 ⇔ 𝛼 − 𝛽 > 0,      𝒙 − 𝝍 > 0     𝜅𝛼𝜄: 

𝒂 + 𝒙 −  𝜷 + 𝝍 = 𝜶 + 𝒙 − 𝜷 − 𝝍 =  𝒂 − 𝜷 +  𝒙 − 𝝍 > 0 ⇔ 𝛼 + 𝒙 > 𝛽 + 𝜓. 

 

𝜫𝟓:     Αν    𝜶 > 𝛽     𝜅𝛼𝜄    𝛽 > 𝑥   ⇒ 𝜶 > 𝑥        ↦   Μεταβατικι Ιδιότθτα 

 Ρράγματι:    Αν   𝜶 > 𝛽     𝜅𝛼𝜄    𝛽 > 𝑥 ⇒ 𝜶 + 𝜷 > 𝛽 + 𝒙 ⇒ 𝜶 + 𝜷 − 𝜷 > 𝛽 + 𝒙 − 𝜷 ⇒ 𝜶 > 𝒙. 

𝜫𝟔:     Για    𝜶, 𝝍 > 0     ή   𝛽, 𝒙 > 0      𝜶𝝂    𝜶 > 𝛽   𝜅𝛼𝜄   𝒙 > 𝜓 ⇒ 𝛼𝒙 > 𝛽𝜓    

 Ρράγματι: 

 Ζςτω    𝜶, 𝝍 > 0 ,     𝛼 > 𝛽   𝜅𝛼𝜄   𝒙 > 𝜓  . 

Είναι  τότε:     𝜶, 𝝍 > 0 ,     𝛼 − 𝛽 > 0     𝜅𝛼𝜄     𝒙 − 𝝍 > 0            𝟏     𝜿𝜶𝜾: 
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𝜶𝒙 − 𝜷𝝍 = 𝒂𝒙 − 𝒂𝝍 + 𝜶𝝍 − 𝜷𝝍 = 𝜶 𝒙 − 𝝍 + 𝝍 𝜶 − 𝜷 > 0 ⇔ 𝛼𝒙 > 𝜷𝝍. 

 Αντίςτοιχα,   αν    𝜷, 𝒙 > 0,       𝛼 > 𝛽   𝜅𝛼𝜄   𝒙 > 𝜓      τότε: 

𝜶𝒙 − 𝜷𝝍 = 𝒂𝒙 − 𝜷𝒙 + 𝜷𝒙 − 𝜷𝝍 = 𝒙 𝒂 − 𝜷 + 𝜷 𝒙 − 𝝍 > 0 ⇔ 𝛼𝒙 > 𝜷𝝍. 

 

𝜫𝟕:     Για    𝜶, 𝝍 < 0     ή    𝜷, 𝒙 < 0      𝜶𝝂    𝜶 > 𝛽   𝜅𝛼𝜄   𝒙 > 𝜓 ⇒ 𝛼𝒙 < 𝛽𝜓. 

𝜫𝟖:    𝜜𝝂    𝜶, 𝜷 > 0    𝜅𝛼𝜄    𝜈 ∈ 𝛮      𝝉ό𝝉𝜺   𝜼    𝜶 > 𝛽 ⇔ 𝜶𝝂 > 𝜷𝝂 

𝜫𝟗:    𝜜𝝂    𝜶, 𝜷 < 0    𝜅𝛼𝜄    𝜈 ∈ 𝛮      𝝉ό𝝉𝜺   𝜼    𝜶 > 𝛽 ⇔ 𝜶𝟐𝝂 < 𝜷𝟐𝝂 

𝜫𝟏𝟎:  𝜜𝝂    𝜶, 𝜷 ∈ 𝑰𝑹    𝜿𝜶𝜾    𝝂 ∈ 𝜨      𝝉ό𝝉𝜺   𝜼    𝜶 > 𝛽 ⇔ 𝜶𝟐𝝂+𝟏 > 𝜷𝟐𝝂+𝟏 

 

𝜫𝟏𝟏:  Το  τετράγωνο  και  γενικότερα  κάκε  άρτια  δφναμθ  οποιουδιποτε πραγματικοφ  αρικμοφ  είναι 

 αρικμόσ  μθ  αρνθτικόσ2,   δθλαδι:      

 𝜞𝜾𝜶  𝜿ά𝜽𝜺   𝜶 ∈ 𝑰𝑹   𝜺ί𝝂𝜶𝜾:    𝜶𝟐 ≥ 𝟎    𝜿𝜶𝜾    𝜶𝟐𝝂 ≥ 𝟎,    𝝂 ∈ 𝜨.    Η  ιςότθτα  ιςχφει  μόνον  όταν  𝜶 = 𝟎. 

Συνζπεια  αυτισ  τθσ ιδιότθτασ  είναι  θ  πρόταςθ: 

Αν για  τουσ  πραγματικοφσ    𝜶  𝜿𝜶𝜾  𝜷     𝜺ί𝝂𝜶𝜾    𝜶𝟐 + 𝜷𝟐 = 𝟎 ⇔ 𝜶 = 𝜷 = 𝟎. 

 

 

 

 

 

 

                                                      
2
 Δθλαδι  κετικόσ  ι  μθδζν 
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Λυμζνα  Θζματα: 

1. Αν   𝜶  , 𝜷 ∈ 𝑰𝑹,     𝒂 < 𝛽    να δείξετε  ότι: 

𝜶 <
𝜶 + 𝜷

𝟐
< 𝛽         𝟏 . 

Απόδειξθ   1θ: 

Θα  αποδείξουμε  ότι: 

𝜶 <
𝜶 + 𝜷

𝟐
         𝟏΄        𝜿𝜶𝜾       

𝜶 + 𝜷

𝟐
< 𝛽         (1΄΄)   

Ρράγματι  θ  ςχζςθ    

𝒂 < 𝛽 ⇒ 𝛼 + 𝛼 < 𝛽 + 𝛼 ⇒ 2𝜶 < 𝛼 + 𝛽 ⇒ 𝛼 <
𝜶 + 𝜷

𝟐
         𝟏΄        𝜿𝜶𝜾 

𝜶 < 𝛽 ⇒ 𝛼 + 𝛽 < 𝛽 + 𝛽 ⇒ 𝛼 + 𝛽 < 2𝜷 ⇒
𝜶 + 𝜷

𝟐
< 𝛽          𝟏΄΄ . 

Από τισ    𝟏΄   𝜿𝜶𝜾   (𝟏΄΄) ⇒ 

⇒ 𝜶 <
𝜶 + 𝜷

𝟐
< 𝛽         𝟏 . 

Απόδειξθ   2θ: 

Είναι: 

𝜶 −
𝜶 + 𝜷

𝟐
=

𝟐𝜶 − 𝜶 − 𝜷

𝟐
=

𝜶 − 𝜷

𝟐
  < 

𝜶<𝛽

 𝟎 ⇔   𝜶 <
𝜶 + 𝜷

𝟐
         𝟏΄      𝜿𝜶𝜾 

𝜶 + 𝜷

𝟐
− 𝜷 =

𝜶 + 𝜷 − 𝟐𝜷

𝟐
=

𝜶 − 𝜷

𝟐
  < 

𝜶<𝛽

 𝟎 ⇔   
𝜶 + 𝜷

𝟐
< 𝛽         𝟏΄΄ . 

Από τισ    𝟏΄   𝜿𝜶𝜾   (𝟏΄΄) ⇒ 

⇒ 𝜶 <
𝜶 + 𝜷

𝟐
< 𝛽         𝟏 . 
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Στθριηόμενοι  ςτθν  αλικεια  τθσ  πρόταςθσ      𝟏 ,   μπορείτε  να  ςκεφτείτε  πόςοι  πραγματικοί  

αρικμοί  βρίςκονται  ςτο  διάςτθμα    𝟏, 𝟐    και  γενικότερα  ανάμεςα ςε  δφο  οποιουςδιποτε  άνιςουσ  

πραγματικοφσ   𝜶  𝜿𝜶𝜾  𝜷;   

 

2. Αν    𝜶, 𝜷,   𝒙, 𝝍 >∈ 𝑰𝑹,     𝒂 < 𝛽    𝜅𝛼𝜄    𝒙 > 𝜓    δείξτε  ότι: 

𝜶 − 𝒙 < 𝛽 − 𝜓          𝟏 . 

Απόδειξθ   1θ: 

Είναι: 

 
𝒂 < 𝛽
𝜿𝜶𝜾

𝒙 > 𝜓
 ⇒  

𝒂 − 𝜷 < 0
𝜿𝜶𝜾

𝒙 − 𝝍 > 0
 ⇒  

𝒂 − 𝜷 < 0
𝜿𝜶𝜾

− 𝒙 − 𝝍 < 0
   ⇒ 

(+)

   

⇒ 𝜶 − 𝜷 +  − 𝒙 − 𝝍  < 0 ⇒ 𝛼 − 𝛽 −  𝒙 − 𝝍 < 0 ⇒ 𝜶 − 𝒙 < 𝛽 − 𝜓          𝟏 . 

Απόδειξθ   2θ: 

Είναι: 

𝜶 − 𝒙 −  𝜷 − 𝝍 = 𝜶 − 𝒙 − 𝜷 + 𝝍 =  𝜶 − 𝜷 +  𝝍 − 𝒙 < 
𝜶−𝜷<0,   𝜓−𝒙<0

𝟎, 

αφοφ: 

𝒂 < 𝛽 ⇔ 𝛼 − 𝛽 < 0      𝜅𝛼𝜄     𝒙 > 𝜓 ⇔ 𝜓 < 𝒙 ⇔ 𝝍 − 𝒙 < 𝟎. 

 

3. Αν    𝜶, 𝜷,   𝒙, 𝝍 > 𝟎,     𝒂 < 𝛽    𝜅𝛼𝜄    𝒙 > 𝜓    δείξτε  ότι: 

𝒂

𝒙
<

𝜷

𝝍
          𝟏 . 

Απόδειξθ   1θ: 

Ρράγματι,  από  τισ  ςχζςεισ: 
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𝟎 < 𝑎 < 𝛽

𝜿𝜶𝜾
𝒙 > 𝜓 > 0

 ⇒  

𝟎 < 𝑎 < 𝛽
𝜿𝜶𝜾

𝟎 <
𝟏

𝒙
<

𝟏

𝝍

 ⇒ 𝜶.
𝟏

𝒙
< 𝛽.

𝟏

𝝍
⇒

𝒂

𝒙
<

𝜷

𝝍
          𝟏 . 

Απόδειξθ   2θ: 

Θεωροφμε  τθν  διαφορά: 

𝒂

𝒙
−

𝜷

𝝍
=

𝜶𝝍 − 𝜷𝒙

𝒙𝝍
=

𝜶𝝍 − 𝜷𝒙 − 𝒂𝒙 + 𝒂𝒙

𝒙𝝍
=

𝜶 𝝍 − 𝒙 + 𝒙(𝒂 − 𝜷)

𝒙𝝍
         𝟏΄ . 

αφοφ: 

Είναι  όμωσ: 

 
𝒂 < 𝛽
𝜿𝜶𝜾

𝒙 > 𝜓
 ⇔  

𝒂 − 𝜷 < 0
𝜿𝜶𝜾

𝝍 − 𝒙 < 0
  ⇒ 

𝜶,   𝒙>0

 𝜶 𝝍 − 𝒙 + 𝒙 𝒂 − 𝜷 < 0 ⇒ 
𝒙,𝝍>0

𝜶 𝝍 − 𝒙 + 𝒙(𝒂 − 𝜷)

𝒙𝝍
< 0        𝟏΄΄ . 

Από  τισ    𝟏΄    𝜿𝜶𝜾     𝟏΄΄ ⇒ 

⇒
𝒂

𝒙
−

𝜷

𝝍
< 0 ⇔

𝒂

𝒙
<

𝜷

𝝍
. 

 

4. Αν   𝟐 < 𝛼 < 6,   4 < 𝛽 < 8   να βρείτε  μεταξφ  ποίων  αρικμϊν  μεταβάλλονται  οι  παραςτάςεισ: 

𝜫𝟏 = 𝜶 − 𝜷,    𝜫𝟐 = 𝟐𝜶 − 𝟑𝜷,     𝜫𝟑 =
𝜶

𝜷
     𝜿𝜶𝜾      𝜫𝟒 =

𝜶 − 𝟏

𝜷 − 𝟑
; 

Λφςθ: 

Από  τα  δεδομζνα  τθσ  άςκθςθσ  ζχουμε: 

 
𝟐 < 𝑎 < 6

𝜿𝜶𝜾
𝟒 < 𝛽 < 8

 ⇒  
𝟐 < 𝑎 < 6

𝜿𝜶𝜾
−𝟖 < −𝛽 < −4

 ⇒ 
(+)

− 𝟔 < 𝛼 − 𝛽 < 2            𝟏 , 

 
𝟐 < 𝑎 < 6

𝜿𝜶𝜾
𝟒 < 𝛽 < 8

 ⇒  
𝟒 < 2𝒂 < 12

𝜿𝜶𝜾
−𝟐𝟒 < −3𝜷 < −12

 ⇒ 
(+)

− 𝟐𝟎 < 2𝜶 − 𝟑𝜷 < 0            𝟐 , 
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𝟐 < 𝑎 < 6

𝜿𝜶𝜾
𝟒 < 𝛽 < 8

 ⇒  

𝟎 < 2 < 𝑎 < 6
𝜿𝜶𝜾

𝟎 <
𝟏

𝟖
<

𝟏

𝜷
<

𝟏

𝟒

  ⇒ 
(×)

 
𝟏

𝟒
<

𝜶

𝜷
<

𝟑

𝟐
          𝟑      𝜿𝜶𝜾 

 

 
𝟐 < 𝑎 < 6

𝜿𝜶𝜾
𝟒 < 𝛽 < 8

 ⇒  
𝟏 < 𝑎 − 1 < 5

𝜿𝜶𝜾
𝟏 < 𝛽 − 3 < 5

 ⇒  

𝟎 < 1 < 𝑎 − 1 < 5
𝜿𝜶𝜾

𝟎 <
𝟏

𝟓
<

𝟏

𝜷 − 𝟑
< 1

  ⇒ 
(×)

 
𝟏

𝟓
<

𝜶 − 𝟏

𝜷 − 𝟑
< 5          𝟒 . 

 

5. Αν   𝟑 < 𝛼 < 9,   − 4 < 𝛽 < −1  να βρείτε  μεταξφ  ποίων  αρικμϊν  μεταβάλλονται  οι  παραςτάςεισ: 

𝜫𝟏 = 𝜶 − 𝜷,        𝜫𝟐 =
𝜶

𝜷
     𝜿𝜶𝜾     𝜫𝟒 =

𝜶 − 𝟏

𝜷 − 𝟑
; 

Λφςθ: 

Από  τα  δεδομζνα  τθσ  άςκθςθσ  ζχουμε: 

 
𝟑 < 𝑎 < 9

𝜿𝜶𝜾
−𝟒 < 𝛽 < −1

 ⇒  
𝟑 < 𝑎 < 9

𝜿𝜶𝜾
𝟏 < −𝛽 < 4

 ⇒ 
(+)

𝟒 < 𝛼 − 𝛽 < 13            𝟏 , 

 
𝟑 < 𝑎 < 9

𝜿𝜶𝜾
−𝟒 < 𝛽 < −1

 ⇒  
𝟎 < 3 < 𝑎 < 9

𝜿𝜶𝜾
𝟎 < 1 < −𝛽 < 4

 ⇒  

𝟑 < 𝑎 < 9
𝜿𝜶𝜾

𝟏

𝟒
<

𝟏

−𝜷
< 1

 ⇒ 
(×)

 

⇒
𝟑

𝟒
<

𝜶

−𝜷
< 9 ⇒

𝟑

𝟒
< −

𝜶

𝜷
< 9 ⇒ −9 <

𝜶

𝜷
< −

𝟑

𝟒
            𝟐           𝜿𝜶𝜾 

 
𝟑 < 𝑎 < 9

𝜿𝜶𝜾
−𝟒 < 𝛽 < −1

 ⇒  
𝟐 < 𝑎 − 1 < 8

𝜿𝜶𝜾
−𝟕 < 𝛽 − 3 < −4

 ⇒  
𝟐 < 𝑎 − 1 < 8

𝜿𝜶𝜾
𝟒 < −(𝛽 − 3) < 7

 ⇒  

𝟎 < 2 < 𝑎 − 1 < 8
𝜿𝜶𝜾

𝟎 <
𝟏

𝟕
<

𝟏

−(𝜷 − 𝟑)
<

𝟏

𝟒

 ⇒ 
(×)

 

⇒
𝟐

𝟕
<

𝜶 − 𝟏

−(𝜷 − 𝟑)
< 2 ⇒ −2 <

𝜶 − 𝟏

𝜷 − 𝟑
< −

𝟐

𝟕
. 
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6. Δείξτε  ότι   για  οποιουςδιποτε  πραγματικοφσ  αρικμοφσ     𝜶   𝜿𝜶𝜾   𝜷    είναι: 

𝜶𝟐 + 𝜷𝟐 ≥ 𝟐𝜶𝜷     𝜿𝜶𝜾    𝜶𝟐 + 𝜷𝟐 ≥ −𝟐𝜶𝜷. 

Απόδειξθ: 

Θα  αποδείξουμε  ότι  θ  διαφορά  των  αρικμϊν    𝜶𝟐 + 𝜷𝟐   𝜿𝜶𝜾    𝟐𝜶𝜷   είναι  αρικμόσ  μθ  αρνθτικόσ. 

Ρράγματι: 

𝜶𝟐 + 𝜷𝟐 − 𝟐𝜶𝜷 =  𝜶 − 𝜷 𝟐 ≥ 𝟎 ⇔ 𝜶𝟐 + 𝜷𝟐 − 𝟐𝜶𝜷 ≥ 𝟎 ⇔ 𝜶𝟐 + 𝜷𝟐 ≥ 𝟐𝜶𝜷        (𝟏). 

Η  ιςότθτα  ςτθν   (𝟏)   ιςχφει  προφανϊσ  όταν     𝜶 − 𝜷 𝟐 = 𝟎 ⇔ 𝜶 = 𝜷. 

Πμοια,  είναι: 

𝜶𝟐 + 𝜷𝟐 −  −𝟐𝜶𝜷  =  𝜶𝟐 + 𝜷𝟐 + 𝟐𝜶𝜷 =   𝜶 + 𝜷 𝟐 ≥ 𝟎 ⇔ 

⇔  𝜶𝟐 + 𝜷𝟐 −  −𝟐𝜶𝜷 ≥ 𝟎 ⇔  𝜶𝟐 + 𝜷𝟐 ≥ −𝟐𝜶𝜷        (𝟐). 

Η  ιςότθτα  ςτθν   (𝟐)   ιςχφει  προφανϊσ  όταν     𝜶 + 𝜷 𝟐 = 𝟎 ⇔ 𝜶 = −𝜷. 

 

7. Δείξτε  ότι   για  οποιουςδιποτε  πραγματικοφσ  αρικμοφσ     𝜶   𝜿𝜶𝜾   𝜷    είναι: 

𝟐 𝜶𝟐 + 𝜷𝟐 ≥  𝜶 + 𝜷 𝟐     𝜿𝜶𝜾    𝜶𝟐 + 𝜷𝟐 ≥ 𝜶𝜷. 

Απόδειξθ: 

Είναι: 

 𝟐 𝜶𝟐 + 𝜷𝟐 −  𝜶 + 𝜷 𝟐 = 𝟐𝜶𝟐 + 𝟐𝜷𝟐 − 𝜶𝟐 − 𝟐𝜶𝜷 − 𝜷𝟐 = 𝜶𝟐 + 𝜷𝟐 − 𝟐𝜶𝜷 ⇔  

⇔ 𝟐 𝜶𝟐 + 𝜷𝟐 −  𝜶 + 𝜷 𝟐 =  𝜶 − 𝜷 𝟐 ≥ 𝟎 ⇔ 𝟐 𝜶𝟐 + 𝜷𝟐 ≥  𝜶 + 𝜷 𝟐        (𝟏). 

 Είναι  φανερό  ότι  θ  ιςότθτα  ςτθν   (𝟏)   ιςχφει  όταν    𝜶 − 𝜷 𝟐 = 𝟎 ⇔ 𝜶 = 𝜷    και 

 𝜶𝟐 + 𝜷𝟐 − 𝜶𝜷 =
𝟏

𝟐
 𝟐𝜶𝟐 + 𝟐𝜷𝟐 − 𝟐𝜶𝜷 =

𝟏

𝟐
 𝜶𝟐 + 𝜷𝟐 +  𝜶𝟐 + 𝜷𝟐 − 𝟐𝜶𝜷  ⇔     

⇔ 𝜶𝟐 + 𝜷𝟐 − 𝜶𝜷 =
𝟏

𝟐
 𝜶𝟐 + 𝜷𝟐 +  𝜶 − 𝜷 𝟐 ≥ 𝟎 ⇔ 
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⇔ 𝜶𝟐 + 𝜷𝟐 − 𝜶𝜷 ≥ 𝟎 ⇔ 𝜶𝟐 + 𝜷𝟐 ≥ 𝜶𝜷           𝟐 . 

Η  ιςότθτα  ςτθν   (𝟐)   ιςχφει  προφανϊσ  όταν    𝜶𝟐 + 𝜷𝟐 +  𝜶 − 𝜷 𝟐 = 𝟎 ⇔ 𝜶 = 𝜷 = 𝟎. 

 

8. Δείξτε  ότι  για  οποιονδιποτε   αρικμό    𝜶 ∈ 𝑰𝑹    δείξτε  ότι: 

𝜜𝝂   𝜶 > 0 ⇒  𝛼 +
𝟏

𝜶
≥ 𝟐        𝜺𝝂ώ   𝜶𝝂     𝜶 < 0 ⇒ 𝛼 +

𝟏

𝜶
≤ −𝟐. 

Απόδειξθ: 

Ζςτω    𝜶 > 0.    Είναι  τότε: 

𝜶 +
𝟏

𝜶
− 𝟐 =

𝜶𝟐 + 𝟏 − 𝟐𝜶

𝜶
=

 𝜶 − 𝟏 𝟐

𝜶
≥ 𝟎 ⇔ 𝜶 +

𝟏

𝜶
− 𝟐 ≥ 𝟎 ⇔ 𝜶 +

𝟏

𝜶
≥ 𝟐       𝟏 . 

Η  ιςότθτα  ςτθν    𝟏    ιςχφει  όταν:    𝜶 − 𝟏 𝟐 = 𝟎 ⇔ 𝜶 = 𝟏. 

Πμοια,   αν     𝜶 < 0    τότε: 

𝜶 +
𝟏

𝜶
−  −𝟐 = ⋯ =

 𝜶 + 𝟏 𝟐

𝜶
≤ 𝟎 ⇔ 𝜶 +

𝟏

𝜶
≤ −𝟐         𝟐 . 

Η  ιςότθτα  ςτθν    𝟐    ιςχφει  όταν:    𝜶 + 𝟏 𝟐 = 𝟎 ⇔ 𝜶 = −𝟏. 

 

9. Δείξτε  ότι   για  οποιουςδιποτε  μθ  αρνθτικοφσ  πραγματικοφσ  αρικμοφσ    𝜶   𝜿𝜶𝜾   𝜷    είναι: 

𝜶 + 𝜷 ≥ 𝟐 𝜶𝜷,         𝜶 + 𝟐𝜷 ≥ 𝟐 𝟐𝜶𝜷. 

Απόδειξθ: 

Είναι   𝜶, 𝜷 ≥ 𝟎.      Επομζνωσ    𝜶 + 𝜷 ≥ 𝟎    𝜿𝜶𝜾      𝜶𝜷 ≥ 𝟎,      𝜶 + 𝟐𝜷 ≥ 𝟎     𝜿𝜶𝜾      𝟐𝜶𝜷 ≥ 𝟎.      

Υποκζτουμε ότι  ιςχφει:     𝜶 + 𝜷 ≥ 𝟐 𝜶𝜷  ⇔   𝜶 + 𝜷 𝟐 ≥ 𝟒𝜶𝜷 ⇔  𝜶𝟐 + 𝟐𝜶𝜷 + 𝜷𝟐 ≥ 𝟒𝜶𝜷 ⇔ 

⇔ 𝜶𝟐 − 𝟐𝜶𝜷 + 𝜷𝟐 ≥ 𝟎 ⇔  𝜶 − 𝜷 𝟐 ≥ 𝟎     𝝅𝝄𝝊 𝜾𝝈𝝌ύ𝜺𝜾 𝜸𝜾𝜶 𝜿ά𝜽𝜺    𝜶, 𝜷 ≥ 𝟎. 

Επομζνωσ  λόγω  ιςοδυναμίασ  ιςχφει  και  θ    𝜶 + 𝜷 ≥ 𝟐 𝜶𝜷        𝟏 . 
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Η  ιςότθτα  ςτθν   (𝟏)   ιςχφει  όταν    𝜶 − 𝜷 𝟐 = 𝟎 ⇔ 𝜶 = 𝜷. 

Πμοια,  ζςτω  ότι: 

𝜶 + 𝟐𝜷 ≥ 𝟐 𝟐𝜶𝜷 ⇔  𝜶 + 𝟐𝜷 𝟐 ≥ 𝟖𝜶𝜷 ⇔  𝜶 − 𝟐𝜷 𝟐 ≥ 𝟎     𝝅𝝄𝝊 𝜾𝝈𝝌ύ𝜺𝜾 𝜸𝜾𝜶 𝜿ά𝜽𝜺   𝜶, 𝜷 ≥ 𝟎. 

Επομζνωσ  λόγω  ιςοδυναμίασ  ιςχφει  και  θ    𝜶 + 𝟐𝜷 ≥ 𝟐 𝟐𝜶𝜷        𝟐 . 

Η  ιςότθτα  ςτθν   (𝟐)   ιςχφει  όταν    𝜶 − 𝟐𝜷 𝟐 = 𝟎 ⇔ 𝜶 = 𝟐𝜷. 

 

10. Δίδεται  θ  παράςταςθ   𝜫 = 𝒙𝟑 + 𝒙𝟐 − 𝟓𝒙 + 𝟑. 

 Να  παραγοντοποιιςετε  τθν  παράςταςθ    𝜫. 

 Αν    𝒙 > 0   να  δείξετε  ότι:     𝒙𝟑 + 𝒙𝟐 ≥ −𝟓𝒙 + 𝟑         (𝟏). 

Λφςθ: 

Είναι: 

  𝜫 = 𝒙𝟑 + 𝒙𝟐 − 𝟓𝒙 + 𝟑 = 𝒙𝟑 + 𝒙𝟐 − 𝒙 − 𝒙 − 𝟑𝒙 + 𝟑 =  𝒙𝟑 − 𝒙 +  𝒙𝟐 − 𝒙 −  𝟑𝒙 − 𝟑 = 

= 𝒙 𝒙𝟐 − 𝟏 + 𝒙 𝒙 − 𝟏 − 𝟑 𝒙 − 𝟏 = 𝒙 𝒙 − 𝟏  𝒙 + 𝟏 + 𝒙 𝒙 − 𝟏 − 𝟑 𝒙 − 𝟏 ⇒ 

=  𝒙 − 𝟏  𝒙 𝒙 + 𝟏 + 𝒙 − 𝟑 =  𝒙 − 𝟏  𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 − 𝟑 ⇒ 

=  𝒙 − 𝟏  𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 − 𝟐 − 𝟏 =  𝒙 − 𝟏   𝒙𝟐 − 𝟏 + 𝟐 𝒙 − 𝟏  = 

=  𝒙 − 𝟏   𝒙 − 𝟏  𝒙 + 𝟏 + 𝟐 𝒙 − 𝟏  =  𝒙 − 𝟏 𝟐 𝒙 + 𝟑           𝜿𝜶𝜾 

 𝒙𝟑 + 𝒙𝟐 −  −𝟓𝒙 + 𝟑 = 𝒙𝟑 + 𝒙𝟐 − 𝟓𝒙 + 𝟑 =  𝒙 − 𝟏 𝟐 𝒙 + 𝟑   ≥ 
𝒙>𝟎

  𝟎.  

Η  ιςότθτα  ςτθν    𝟏    ιςχφει  όταν  είναι: 

 𝒙 − 𝟏 𝟐 𝒙 + 𝟑 = 𝟎 ⇒ 
𝒙>0

  𝒙 = 𝟏. 
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11. Αν   𝜶, 𝜷 > 0   δείξτε  ότι: 

 𝜶 + 𝜷  
𝟏

𝜶
+

𝟏

𝜷
 ≥ 𝟒        𝟏 . 

Απόδειξθ: 

Θεωροφμε3    τθν    διαφορά: 

 𝜶 + 𝜷  
𝟏

𝜶
+

𝟏

𝜷
 − 𝟒 = 𝟏 +

𝜶

𝜷
+

𝜷

𝜶
+ 𝟏 − 𝟒 =

𝜶

𝜷
+

𝜷

𝜶
− 𝟐 =

𝜶𝟐 + 𝜷𝟐 − 𝟐𝜶𝜷

𝜶𝜷
=

 𝜶 − 𝜷 𝟐

𝜶𝜷
  ≥ 

𝜶,𝜷>0

 𝟎 ⇔ 

⇔  𝜶 + 𝜷  
𝟏

𝜶
+

𝟏

𝜷
 ≥ 𝟒. 

Η  ιςότθτα  ςτθν    𝟏    ιςχφει  όταν:      𝜶 − 𝜷 𝟐 = 𝟎 ⇔ 𝜶 = 𝜷. 

 

12. Αν   𝜶, 𝜷 > 0,   𝛼 + 𝛽 = 1     να  δείξετε  ότι:      𝟒𝜶𝜷 ≤ 𝟏        𝟏 . 

Απόδειξθ: 

Θεωροφμε  τθν  διαφορά: 

𝟒𝜶𝜷 − 𝟏 = 
𝜶+𝜷=𝟏

𝟒𝜶 𝟏 − 𝜶 − 𝟏 = 𝟒𝜶 − 𝟒𝜶𝟐 − 𝟏 = − 𝟒𝜶𝟐 − 𝟒𝜶 + 𝟏 = − 𝟐𝜶 − 𝟏 𝟐 ≤ 𝟎 ⇔ 

⇔ 𝟒𝜶𝜷 − 𝟏 ≤ 𝟎 ⇔ 𝟒𝜶𝜷 ≤ 𝟏. 

Η  ιςότθτα  ςτθ  ςχζςθ     𝟏     ιςχφει  όταν  είναι:    

 𝟐𝜶 − 𝟏 𝟐 = 𝟎 ⇔ 𝜶 =
𝟏

𝟐
,    𝝄𝝅ό𝝉𝜺  𝝉ό𝝉𝜺  𝜺ί𝝂𝜶𝜾  𝜿𝜶𝜾   𝜷 = 𝟏 − 𝜶 = 𝟏 −

𝟏

𝟐
=

𝟏

𝟐
. 

 

 

                                                      
3
 Διαφορετικά εκτελζςτε τισ πράξεισ ςτο  1ο  μζλοσ  τθσ  (1)  και λάβετε υπόψθ ότι το άκροιςμα δυο κετικϊν αντιςτρόφων 

αρικμϊν είναι μεγαλφτερο ι ίςον του  2. 
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Αςκιςεισ  για  λφςθ: 

1. Αν   𝜶  , 𝜷,   𝜸 ∈ 𝑰𝑹,     𝒂 < 𝛽 < 𝛾    να δείξετε  ότι: 

𝜶 <
𝜶 + 𝜷 + 𝜸

𝟑
< 𝛽         𝟏 . 

2. Αν    𝜶, 𝜷,   𝒙, 𝝍 ∈ 𝑰𝑹,     𝒂 < 𝛽    𝜅𝛼𝜄    𝒙 > 𝜓    δείξτε  ότι: 

𝜶 + 𝟐𝝍 < 𝛽 + 2𝒙          𝟏 . 

 

3. Αν   𝟑 < 𝛼 < 7,   5 < 𝛽 < 9   να βρείτε  μεταξφ  ποίων  αρικμϊν  μεταβάλλονται  οι  παραςτάςεισ: 

𝜫𝟏 = 𝜶 + 𝜷,    𝜫𝟐 = 𝟐𝜷 − 𝟑𝜶        𝜿𝜶𝜾        𝜫𝟑 =
𝜶 − 𝟐

𝜷 − 𝟒
; 

 

4. Δίδεται  θ  παράςταςθ   𝜫 = 𝒙𝟑 − 𝟐𝒙𝟐 + 𝒙 − 𝟐. 

 Να  παραγοντοποιιςετε  τθν  παράςταςθ    𝜫. 

 Αν    𝒙 ≥ 𝟐   να  δείξετε  ότι:     𝒙𝟑 + 𝒙 ≥ 𝟐𝒙𝟐 + 𝟐. 

 

5. Αν   𝜶, 𝜷 > 0   δείξτε  ότι: 

𝜶 + 𝜷

𝟐
≥  𝜶𝜷 ≥

𝟐𝜶𝜷

𝜶 + 𝜷
       𝟏  . 

6. Αν   𝜶, 𝜷 > 0   δείξτε  ότι: 

𝜶 + 𝜷 ≥ 𝟐 𝜶𝜷         𝟏        𝜿𝜶𝜾       
𝜶

𝜷
+

𝜷

𝜶
≥ 𝟐        𝟐 . 

 

7. Αν   𝜶, 𝜷, 𝜸 > 0   δείξτε  ότι: 

𝜶

𝜷
+

𝜷

𝜶
≥ 𝟐         𝟏         𝜿𝜶𝜾       

𝜶 + 𝜷

𝜸
+

𝜷 + 𝜸

𝜶
+

𝜸 + 𝜶

𝜷
≥ 𝟔        𝟐 . 
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8. Αν   𝜶, 𝜷,   𝜸 > 0   δείξτε  ότι: 

 𝜶 + 𝜷 + 𝜸  
𝟏

𝜶
+

𝟏

𝜷
+

𝟏

𝜸
 ≥ 𝟗        𝟏 . 

 

9. Αν   𝜶, 𝜷 > 0,       𝛼 + 𝛽 = 2      να  δείξετε  ότι: 

𝜶𝜷 ≤ 𝟏         𝟏         𝜿𝜶𝜾        𝟐 +
𝟏

𝜶
  𝟐 +

𝟏

𝜷
 ≥ 𝟗        𝟐 . 

 

10. Αν   𝜶, 𝜷, 𝜸 > 0    να  δείξετε  ότι: 

 𝜶 + 𝜷 𝟐 ≥ 𝟒𝜶𝜷      𝟏 ,      
𝜶𝜷

𝜶 + 𝜷
≤

𝜶 + 𝜷

𝟒
      𝟐      𝜿𝜶𝜾     

𝜶𝜷

𝜶 + 𝜷
+

𝜷𝜸

𝜷 + 𝜸
+

𝜸𝜶

𝜸 + 𝜶
≤

𝜶 + 𝜷 + 𝜸

𝟐
      𝟑 . 

 

11. Αν   𝜶, 𝜷, 𝜸 > 0,      𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = 1     δείξτε  ότι: 

 𝜶𝜷 ≤
𝜶 + 𝜷

𝟐
        𝟏 ,         𝟐𝜶 + 𝟏 < 𝛼 + 1        𝟐     𝜿𝜶𝜾      𝟐𝜶 + 𝟏 +  𝟐𝜷 + 𝟏 +  𝟐𝜸 + 𝟏 < 4 

 

12. Αν   𝜶, 𝜷 > 0,      𝛼 + 𝛽 = 1   δείξτε  ότι: 

𝟒𝜶𝜷 ≤ 𝟏         𝟏 ,     𝜶𝟐 + 𝜷𝟐 ≥
𝟏

𝟐
        𝟐       𝜿𝜶𝜾     𝜶 +

𝟏

𝜶
 
𝟐

+  𝜷 +
𝟏

𝜷
 
𝟐

≥
𝟐𝟓

𝟐
        𝟑 . 


