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Μακθματικά  Αϋ Λυκείου - Λογιςμόσ ςτο ςφνολο  IR 

Ταυτότθτεσ -  Παραγοντοποίθςθ - Απλοποίθςθ Κλαςμάτων 

Οριςμόσ:  Ταυτότθτα  ονομάηουμε  κάκε  ιςότθτα  δφο  αλγεβρικϊν  παραςτάςεων  οι  οποίεσ  κακίςτανται   

αρικμθτικά  ίςεσ  για  κάκε  επιτρεπτι1   τιμι  των  μεταβλθτϊν  τθσ. 

Παράδειγμα  1ο:    Οι παρακάτω  ιςότθτεσ: 

𝟎. 𝒙 = 𝟎,     𝒙 + 𝒚 −  𝒙 − 𝒚 = 𝟐𝒚,     𝒙𝟐 − 𝟒 =  𝒙 − 𝟐  𝒙 + 𝟐  

είναι ταυτότθτεσ ςτο  ςφνολο των πραγματικϊν αρικμϊν,   αφοφ αλθκεφουν για οποιεςδιποτε 

πραγματικζσ τιμζσ των μεταβλθτϊν τουσ. 

 Παράδειγμα  2ο:   Οι   ιςότθτεσ: 

𝟐𝒙 = 𝟏          𝜿𝜶𝜾         𝒙𝟐 − 𝟐 = 𝒙(𝒙 − 𝟏) 

δ ζ ν    είναι ταυτότθτεσ ςτο   𝜤𝑹,    αφοφ  για  παράδειγμα: 

 Η ιςότθτα    𝟐𝒙 = 𝟏    για   𝒙 = 𝟎 ∈ 𝑰𝑹  ⇒  𝟐. 𝟎 = 𝟏,    𝜶𝜹ύ𝝂𝜶𝝉𝝄𝝂,     ενϊ  θ  

 Ιςότθτα     𝒙𝟐 − 𝟐 = 𝒙 𝒙 − 𝟏    για   𝒙 = 𝟎 ⇒  −𝟐 = 𝟎,    𝜶𝜹ύ𝝂𝜶𝝉𝝄𝝂. 

Σθμείωςθ:    Οι  παραπάνω  ιςότθτεσ     𝟐𝒙 = 𝟏    𝜿𝜶𝜾   𝒙𝟐 − 𝟐 = 𝒙(𝒙 − 𝟏)    δεν  είναι ταυτότθτεσ ςτο   𝜤𝑹,   

είναι όμωσ εξιςϊςεισ  ς'  αυτό,   με λφςεισ αντίςτοιχα,  τισ: 

𝒙 =
𝟏

𝟐
       𝜿𝜶𝜾      𝒙 = 𝟐. 

                                                      
1
 Δθλαδι για κάκε τιμι από το κοινό ςφνολο οριςμοφ των δφο παραςτάςεων. 
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Βαςικζσ ταυτότθτεσ:   Ταυτότθτεσ θ αλικεια των οποίων κεωρείται δεδομζνθ ονομάηονται βαςικζσ 

ταυτότθτεσ.   Μερικζσ  εξ'  αυτϊν  είναι  οι  παρακάτω: 

Για  κάκε  𝜶, 𝜷, 𝜸 ∈ 𝑰𝑹   είναι: 

  𝜶 + 𝜷 𝟐 = 𝜶𝟐 + 𝟐𝜶𝜷 + 𝜷𝟐                                                   ↦    Τετράγωνο ακροίςματοσ 

  𝜶 − 𝜷 𝟐 = 𝜶𝟐 − 𝟐𝜶𝜷 + 𝜷𝟐                                                   ↦    Τετράγωνο  διαφοράσ 

  𝜶 + 𝜷 𝟑 = 𝜶𝟑 + 𝟑𝜶𝟐𝜷+ 𝟑𝜶𝜷𝟐 + 𝜷𝟑                                 ↦    Κφβοσ  ακροίςματοσ 

  𝜶 − 𝜷 𝟑 = 𝜶𝟑 − 𝟑𝜶𝟐𝜷+ 𝟑𝜶𝜷𝟐 − 𝜷𝟑                                 ↦    Κφβοσ  διαφοράσ 

 𝜶𝟐 − 𝜷𝟐 =  𝜶 + 𝜷  𝜶 − 𝜷                                                     ↦    Διαφορά Τετραγϊνων 

 𝜶𝟑 + 𝜷𝟑 =  𝜶 + 𝜷  𝜶𝟐 − 𝜶𝜷 + 𝜷𝟐                                     ↦    Άκροιςμα Κφβων 

 𝜶𝟑 − 𝜷𝟑 =  𝜶 − 𝜷  𝜶𝟐 + 𝜶𝜷 + 𝜷𝟐                                     ↦    Διαφορά  Κφβων 

  𝜶 + 𝜷 + 𝜸 𝟐 = 𝜶𝟐 + 𝜷𝟐 + 𝜸𝟐 + 𝟐𝜶𝜷 + 𝟐𝜷𝜸 + 𝟐𝜸𝜶     ↦    Τετράγωνο τριωνφμου 

 

Άλλεσ  Ταυτότθτεσ: 

  𝜶𝟐 + 𝜷𝟐  𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 =  𝒂𝒙 ± 𝜷𝒚 𝟐 +  𝒂𝒚 ∓ 𝜷𝒙 𝟐 

 𝒂𝟐 + 𝜷𝟐 + 𝜸𝟐 − 𝜶𝜷− 𝜷𝜸 − 𝜸𝜶 =
𝟏

𝟐
  𝜶 − 𝜷 𝟐 +  𝜷 − 𝜸 𝟐 +  𝜸 − 𝜶 𝟐  

 𝒂𝟑 + 𝜷𝟑 + 𝜸𝟑 − 𝟑𝜶𝜷𝜸 =
𝟏

𝟐
 𝜶 + 𝜷 + 𝜸   𝜶 − 𝜷 𝟐 +  𝜷 − 𝜸 𝟐 +  𝜸 − 𝜶 𝟐      ↦    Ταυτότθτα Euler 

  
𝜶𝟐+𝟏

𝟐
 
𝟐

=  
𝜶𝟐−𝟏

𝟐
 
𝟐

+ 𝜶𝟐                                                                                                    ↦   Ταυτότθτα Πυκαγόρα 

  𝒙 + 𝜶  𝒙 + 𝜷 = 𝒙𝟐 +  𝜶 + 𝜷 𝒙 + 𝒂𝜷 

  𝜶𝟐 + 𝜷𝟐  𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 −  𝒂𝒙 + 𝜷𝒚 𝟐 =  𝒂𝒚 − 𝜷𝒙 𝟐                                                   ↦   Ταυτότθτα Lagrange 

 𝒂𝟒 + 𝜷𝟒 + 𝜸𝟒 − 𝟐𝜶𝟐𝜷𝟐 − 𝟐𝜷𝟐𝜸𝟐 − 𝟐𝜸𝟐𝜶𝟐 = − 𝜶 + 𝜷 + 𝜸  −𝜶 + 𝜷 + 𝜸  𝜶 − 𝜷 + 𝜸  𝜶 + 𝜷 − 𝜸     ↦ 

             ↦   Ταυτότθτα Moivre. 
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 Ταυτότθτεσ  υπό ςυνκικθ:    

Οριςμόσ:   Ταυτότθτα υπό ςυνκικθ ονομάηουμε κάκε ταυτότθτα τθσ οποίασ οι μεταβλθτζσ ςυνδζονται με 

μια ι περιςςότερεσ ςυνκικεσ ( δεςμεφςεισ ). 

Παράδειγμα:  Εάν   𝜶,𝜷, 𝜸 ∈ 𝑰𝑹,     𝒂𝟑 + 𝜷𝟑 + 𝜸𝟑 = 𝟑𝜶𝜷𝜸 ⇒    𝜶 + 𝜷 + 𝜸 = 𝟎    ή   𝜶 = 𝜷 = 𝜸. 

 Η παραπάνω πρόταςθ είναι ςυνζπεια τθσ ταυτότθτασ  Euler  και θ απόδειξθ τθσ ζχει ωσ ακολοφκωσ: 

 Σφμφωνα με τθν ταυτότθτα του   Euler   για  κάκε    𝜶, 𝜷, 𝜸 ∈ 𝑰𝑹    είναι: 

𝒂𝟑 + 𝜷𝟑 + 𝜸𝟑 − 𝟑𝜶𝜷𝜸 =
𝟏

𝟐
 𝜶 + 𝜷 + 𝜸   𝜶 − 𝜷 𝟐 +  𝜷 − 𝜸 𝟐 +  𝜸 − 𝜶 𝟐        𝟏 . 

Είναι όμωσ:   

𝒂𝟑 + 𝜷𝟑 + 𝜸𝟑 = 𝟑𝜶𝜷𝜸 ⇔ 𝒂𝟑 + 𝜷𝟑 + 𝜸𝟑 − 𝟑𝜶𝜷𝜸 = 𝟎         𝟐 . 

Από τισ    𝟏   𝜿𝜶𝜾   (𝟐)    ζχουμε: 

𝟏

𝟐
 𝜶 + 𝜷 + 𝜸   𝜶 − 𝜷 𝟐 +  𝜷 − 𝜸 𝟐 +  𝜸 − 𝜶 𝟐 = 𝟎 ⇔ 

 

𝜶 + 𝜷 + 𝜸 = 𝟎

ή

 𝜶 − 𝜷 𝟐 +  𝜷 − 𝜸 𝟐 +  𝜸 − 𝜶 𝟐 = 𝟎

 ⇔  

𝜶 + 𝜷 + 𝜸 = 𝟎

ή
𝜶 = 𝜷 = 𝜸

 . 

 

Άλλα παραδείγματα ταυτοτιτων υπό ςυνκικεσ: 

 Εάν   𝜶,𝜷, 𝜸 ∈ 𝑰𝑹,    𝜶 + 𝜷 + 𝜸 = 𝟎     ή    𝜶 = 𝜷 = 𝜸 ⇒  𝒂𝟑 + 𝜷𝟑 + 𝜸𝟑 = 𝟑𝜶𝜷𝜸. 

 Εάν   𝜶,𝜷, 𝜸 ∈ 𝑰𝑹      𝜿𝜶𝜾     𝒂𝟑 + 𝜷𝟑 + 𝜸𝟑 ≥ 𝟑𝜶𝜷𝜸 ⇒ 𝜶 + 𝜷 + 𝜸 ≥ 𝟎 . 

 Εάν   𝜶,𝜷, 𝜸 ∈ 𝑰𝑹      𝜿𝜶𝜾     𝒂𝟑 + 𝜷𝟑 + 𝜸𝟑 ≤ 𝟑𝜶𝜷𝜸 ⇒ 𝜶 + 𝜷 + 𝜸 ≤ 𝟎 . 

 Εάν   𝜶,𝜷, 𝜸 ∈ 𝑰𝑹      𝜿𝜶𝜾    𝜶 + 𝜷 + 𝜸 > 0 ⇒ 𝒂𝟑 + 𝜷𝟑 + 𝜸𝟑 ≥ 𝟑𝜶𝜷𝜸 . 

 Εάν   𝜶,𝜷, 𝜸 ∈ 𝑰𝑹      𝜿𝜶𝜾    𝜶 + 𝜷 + 𝜸 = 𝟎 ⇒ 𝒂𝟒 + 𝜷𝟒 + 𝜸𝟒 = 𝟐𝜶𝟐𝜷𝟐 + 𝟐𝜷𝟐𝜸𝟐 + 𝟐𝜸𝟐𝜶𝟐. 
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 Λυμζνα κζματα 

1. Να  εξετάςετε  αν  θ  ιςότθτα: 

𝒙𝟑 + 𝝍𝟑 =  𝒙 + 𝝍 𝟑 − 𝟑𝒙𝝍(𝒙 + 𝝍),              𝒙,   𝝍 ∈ 𝜤𝑹          𝟏  

είναι  ταυτότθτα. 

Λφςθ: 

Το  δεφτερο  μζλοσ  τθσ     𝟏     γράφεται: 

 𝒙 + 𝝍 𝟑 − 𝟑𝒙𝝍 𝒙 + 𝝍 = 𝒙𝟑+𝟑𝒙𝟐𝝍 + 𝟑𝒙𝝍𝟐 + 𝝍𝟑 − 𝟑𝒙𝟐𝝍− 𝒙𝝍𝟐 = 𝒙𝟑 + 𝝍𝟑. 

Επομζνωσ  θ  ιςότθτα   𝟏    είναι ταυτότθτα. 

 

2. Να  εξετάςετε αν θ ιςότθτα: 

 𝒙 + 𝝍 𝟐 −  𝒙 − 𝝍 𝟐 = 𝒙𝝍,            𝒙,   𝝍 ∈ 𝜤𝑹          𝟏  

είναι  ταυτότθτα. 

Λφςθ: 

Η  ιςότθτα   (𝟏)   για2   𝒙 = 𝝍 = 𝟏 ⇒ 

𝟐𝟐 − 𝟎𝟐 = 𝟏 ⇔   𝟒 = 𝟏,         𝜶𝜹ύ𝝂𝜶𝝉𝝄𝝂. 

Επομζνωσ  θ  ιςότθτα   𝟏     δ ζ ν    είναι ταυτότθτα. 

 

 

3. Αν για τουσ πραγματικοφσ αρικμοφσ   𝜶  𝜿𝜶𝜾  𝜷   είναι: 

𝜶𝟐 − 𝜶𝜷 = 𝜶𝜷− 𝜷𝟐        𝟏 . 

να δείξετε ότι:     𝜶 = 𝜷. 

Απόδειξθ: 

 Η   (𝟏)   γράφεται:     𝜶𝟐 − 𝜶𝜷 = 𝜶𝜷− 𝜷𝟐 ⇔ 𝜶𝟐 − 𝜶𝜷− 𝜶𝜷 + 𝜷𝟐 = 𝟎 ⇔ 

⇔ 𝜶𝟐 − 𝟐𝜶𝜷 + 𝜷𝟐 = 𝟎 ⇔  𝜶 − 𝜷 𝟐 = 𝟎 ⇔ 𝜶− 𝜷 = 𝟎 ⇔ 𝜶 = 𝜷. 

 

                                                      
2
 Για να δείξουμε ότι μια ιςότθτα   δ ε ν   είναι ταυτότθτα αρκεί να βροφμε τιμζσ των μεταβλθτϊν τθσ για τισ οποίεσ 

δεν ιςχφει. 
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4. Να  βρείτε  τα  αναπτφγματα: 

  𝜶 − 𝟒𝜷 𝟐 = ⋯,             𝜶 +
𝟏

𝜶
 
𝟐

= ⋯   

  𝟐𝜶 − 𝜷 𝟑 = ⋯,             𝟑𝜶 + 𝜷 𝟑 = ⋯ 

Λφςθ: 

  𝜶 − 𝟒𝜷 𝟐 = 𝜶𝟐 − 𝟐.𝜶. 𝟒𝜷 +  𝟒𝜷 𝟐 = 𝜶𝟐 − 𝟖𝜶𝜷 + 𝟏𝟔𝜷𝟐    𝜿𝜶𝜾 

 𝜶 +
𝟏

𝜶
 
𝟐

= 𝜶𝟐 + 𝟐.𝜶.
𝟏

𝜶
+ 

𝟏

𝜶
 
𝟐

= 𝜶𝟐 + 𝟐 +
𝟏

𝜶𝟐
. 

  𝟐𝜶 − 𝜷 𝟑 =  𝟐𝜶 𝟑 − 𝟑.  𝟐𝜶 𝟐. 𝜷 + 𝟑.  𝟐𝜶 . 𝜷𝟐 − 𝜷𝟑 = 𝟖𝜶𝟑 − 𝟑. 𝟒𝜶𝟐. 𝜷 + 𝟔𝜶𝜷𝟐 − 𝜷𝟑 ⇒      

⇒  𝟐𝜶 − 𝜷 𝟑 = 𝟖𝜶𝟑 − 𝟏𝟐𝜶𝟐𝜷 + 𝟔𝜶𝜷𝟐 − 𝜷𝟑     και 

 𝟑𝜶 + 𝜷 𝟑 =  𝟑𝜶 𝟑 + 𝟑.  𝟑𝜶 𝟐. 𝜷 + 𝟑.  𝟑𝜶 . 𝜷𝟐 + 𝜷𝟑 = 𝟐𝟕𝜶𝟑 + 𝟐𝟕𝜶𝟐𝜷+ 𝟗𝜶𝜷𝟐 + 𝜷𝟑. 

 

5. Να βρείτε τα εξαγόμενα: 

  𝜶 − 𝟐𝜷  𝟐𝜷 + 𝜶         𝜿𝜶𝜾      (−𝜶 − 𝟑𝜷)(𝜶 − 𝟑𝜷) 

  𝜶 + 𝟐𝜷 𝟐 −  𝜶 − 𝟐𝜷 𝟐 +  𝟒𝜷 − 𝜶  𝜶 + 𝟒𝜷 + 𝟐𝜶𝟐 

  𝜶 + 𝟐  𝜶𝟐 − 𝟐𝜶 + 𝟒         𝜿𝜶𝜾         𝟐𝜶 − 𝟏  𝟒𝜶𝟐 + 𝟐𝜶 + 𝟏   

  𝜶 + 𝟐𝜷  𝜶𝟐 − 𝟐𝜶𝜷 + 𝟒𝜷𝟐         𝜿𝜶𝜾        𝟐𝜶 − 𝜷  𝟒𝜶𝟐 + 𝟐𝜶𝜷 + 𝜷𝟐   

Λφςθ: 

Οι δοςμζνεσ παραςτάςεισ γράφονται: 

  𝜶 − 𝟐𝜷  𝟐𝜷 + 𝜶 =  𝜶 − 𝟐𝜷  𝜶 + 𝟐𝜷 = 𝜶𝟐 −  𝟐𝜷 𝟐 = 𝜶𝟐 − 𝟒𝜷𝟐     και 

 −𝜶 − 𝟑𝜷  𝜶 − 𝟑𝜷 = − 𝜶 + 𝟑𝜷  𝜶 − 𝟑𝜷 = − 𝜶𝟐 −  𝟑𝜷 𝟐 = − 𝜶𝟐 − 𝟗𝜷𝟐 = 𝟗𝜷𝟐 − 𝜶𝟐. 

  𝜶 + 𝟐𝜷 𝟐 −  𝜶 − 𝟐𝜷 𝟐 +  𝟒𝜷 − 𝜶  𝜶 + 𝟒𝜷 + 𝟐𝜶𝟐 = 

= 𝜶𝟐 + 𝟒𝜶𝜷 + 𝟒𝜷𝟐 −  𝜶𝟐 − 𝟒𝜶𝜷 + 𝟒𝜷𝟐 +  𝟒𝜷 − 𝜶  𝟒𝜷 + 𝜶 + 𝟐𝜶𝟐 = 
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= 𝜶𝟐 + 𝟒𝜶𝜷 + 𝟒𝜷𝟐 −𝜶𝟐 + 𝟒𝜶𝜷 − 𝟒𝜷𝟐 + 𝟏𝟔𝜷𝟐 − 𝜶𝟐 + 𝟐𝜶𝟐 = 𝜶𝟐 + 𝟖𝜶𝜷 + 𝟏𝟔𝜷𝟐 =  𝜶 + 𝟒𝜷 𝟐 

  𝜶 + 𝟐  𝜶𝟐 − 𝟐𝜶 + 𝟒 =  𝜶 + 𝟐  𝜶𝟐 − 𝟐𝜶 + 𝟐𝟐 = 𝜶𝟑 + 𝟐𝟑 = 𝜶𝟑 + 𝟒       𝜿𝜶𝜾 

 𝟐𝜶 − 𝟏  𝟒𝜶𝟐 + 𝟐𝜶 + 𝟏 =  𝟐𝜶 − 𝟏   𝟐𝜶 𝟐 + 𝟐𝜶.𝟏 + 𝟏𝟐 =  𝟐𝜶 𝟑 − 𝟏𝟑 = 𝟖𝜶𝟑 − 𝟏. 

 

6. Αν    𝜶,𝜷, 𝜸 ∈ 𝑰𝑹    να  δείξετε ότι: 

𝜶𝟐 + 𝜷𝟐 =  𝜶 + 𝜷 𝟐 − 𝟐𝜶𝜷      𝜿𝜶𝜾      𝜶𝟐 + 𝜷𝟐 =  𝜶 − 𝜷 𝟐 + 𝟐𝜶𝜷          𝟏 , 

𝜶𝟑 + 𝜷𝟑 =  𝜶 + 𝜷 𝟑 − 𝟑𝜶𝜷 𝜶 + 𝜷            𝟐 ,         𝜶 + 𝜷 𝟐 + 𝜶𝟐 + 𝜷𝟐 = 𝟐 𝜶𝟐 + 𝜶𝜷 + 𝜷𝟐         𝟑 ,    𝜿𝜶𝜾 

𝜶𝟐 + 𝜷𝟐 + 𝜸𝟐 − 𝜶𝜷− 𝜷𝜸 − 𝜸𝜶 =
𝟏

𝟐
  𝜶 − 𝜷 𝟐 +  𝜷 − 𝜸 𝟐 +  𝜸 − 𝜶 𝟐          𝟒 . 

 Απόδειξθ: 

 Είναι γνωςτό ότι:       𝜶 + 𝜷 𝟐 = 𝜶𝟐 + 𝟐𝜶𝜷 + 𝜷𝟐 ⇒ 𝜶𝟐 + 𝜷𝟐 =  𝜶 + 𝜷 𝟐 − 𝟐𝜶𝜷 

ι  διαφορετικά,       𝜶 + 𝜷 𝟐 − 𝟐𝜶𝜷 = 𝜶𝟐 + 𝟐𝜶𝜷 + 𝜷𝟐 − 𝟐𝜶𝜷 = 𝜶𝟐 + 𝜷𝟐. 

 Όμοια,    𝜶 − 𝜷 𝟐 = 𝜶𝟐 − 𝟐𝜶𝜷 + 𝜷𝟐 ⇒ 𝜶𝟐 + 𝜷𝟐 =  𝜶 − 𝜷 𝟐 + 𝟐𝜶𝜷. 

 Για τθν απόδειξθ τθσ   (𝟑)  παίρνουμε το πρϊτο μζλοσ τθσ  εκτελοφμε τισ  πράξεισ  και  ζχουμε: 

 𝜶 + 𝜷 𝟐 + 𝜶𝟐 + 𝜷𝟐 = 𝜶𝟐 + 𝟐𝜶𝜷 + 𝜷𝟐 + 𝜶𝟐 + 𝜷𝟐 = 𝟐𝜶𝟐 + 𝟐𝜶𝜷 + 𝟐𝜷𝟐 = 𝟐 𝜶𝟐 + 𝜶𝜷 + 𝜷𝟐 . 

 Όμοια,  για τθν απόδειξθ τθσ    𝟒    εκτελοφμε  τισ  πράξεισ  ξεκινϊντασ από  το  δεφτερο μζλοσ τθσ  και 

ζχουμε: 

𝟏

𝟐
  𝜶 − 𝜷 𝟐 +  𝜷 − 𝜸 𝟐 +  𝜸 − 𝜶 𝟐 = 

=
𝟏

𝟐
 𝜶𝟐 − 𝟐𝜶𝜷 + 𝜷𝟐 + 𝜷𝟐 − 𝟐𝜷𝜸 + 𝜸𝟐 + 𝜸𝟐 − 𝟐𝜸𝜶 + 𝜶𝟐 = 

=  
𝟏

𝟐
 𝟐𝜶𝟐 − 𝟐𝜶𝜷 + 𝟐𝜷𝟐 − 𝟐𝜷𝜸 + 𝟐𝜸𝟐 − 𝟐𝜸𝜶 =

𝟏

𝟐
. 𝟐 𝜶𝟐 + 𝜷𝟐 + 𝜸𝟐 − 𝜶𝜷− 𝜷𝜸 − 𝜸𝜶 ⇒ 

⇒
𝟏

𝟐
  𝜶 − 𝜷 𝟐 +  𝜷 − 𝜸 𝟐 +  𝜸 − 𝜶 𝟐 =  𝜶𝟐 + 𝜷𝟐 + 𝜸𝟐 − 𝜶𝜷− 𝜷𝜸− 𝜸𝜶 . 
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7. Μπορείτε να βρείτε γριγορα τα γινόμενα: 

𝟗𝟗. 𝟏𝟎𝟏,    𝟐𝟗. 𝟑𝟏      𝜿𝜶𝜾     𝟏𝟗𝟐 + 𝟑𝟖 + 𝟏𝟐;     

Λφςθ: 

Είναι: 

𝟗𝟗. 𝟏𝟎𝟏 =  𝟏𝟎𝟎 − 𝟏  𝟏𝟎𝟎 + 𝟏 = 𝟏𝟎𝟎𝟐 − 𝟏𝟐 = 𝟏𝟎𝟎𝟎𝟎 − 𝟏 = 𝟗𝟗𝟗𝟗, 

𝟐𝟗. 𝟑𝟏 =  𝟑𝟎 − 𝟏  𝟑𝟎 + 𝟏 = 𝟑𝟎𝟐 − 𝟏𝟐 = 𝟖𝟗𝟗     𝜿𝜶𝜾 

𝟏𝟗𝟐 + 𝟑𝟖 + 𝟏𝟐 = 𝟏𝟗𝟐 + 𝟐. 𝟏𝟗 + 𝟏𝟐 =  𝟏𝟗 + 𝟏 𝟐 = 𝟐𝟎𝟐 = 𝟒𝟎𝟎. 

 Πωσ κα βρείτε γριγορα το εξαγόμενο    𝟐𝟒. 𝟏𝟔; 

 

8. Αν είναι   𝜶 + 𝜷 = 𝟑   𝜿𝜶𝜾  𝜶𝜷 = 𝟐   να βρείτε τισ τιμζσ των παραςτάςεων: 

𝜫𝟏 =
𝟏

𝜶
+
𝟏

𝜷
,     𝜫𝟐 = 𝜶𝟐 + 𝜷𝟐,     𝜫𝟑 = 𝜶𝟒 + 𝜷𝟒     𝜿𝜶𝜾     𝜫𝟒 = 𝜶𝟑 + 𝜷𝟑. 

Λφςθ: 

Εκτελοφμε τισ πράξεισ ςτθν παράςταςθ    𝜫𝟏  και  ζχουμε: 

𝜫𝟏 =
𝟏

𝜶
+
𝟏

𝜷
=
𝜶 + 𝜷

𝜶𝜷
=
𝟑

𝟐
. 

Η παράςταςθ   𝜫𝟐   γράφεται: 

𝜫𝟐 = 𝜶𝟐 + 𝜷𝟐 =  𝜶 + 𝜷 𝟐 − 𝟐𝜶𝜷 = 𝟑𝟐 − 𝟐.𝟐 = 𝟓. 

Όμοια,  είναι: 

𝜫𝟑 = 𝜶𝟒 + 𝜷𝟒 =  𝜶𝟐 + 𝜷𝟐 
𝟐
− 𝟐𝜶𝟐𝜷𝟐 =  𝜶𝟐 + 𝜷𝟐 

𝟐
− 𝟐 𝜶𝜷 𝟐 = 𝟓𝟐 − 𝟐. 𝟐𝟐 = 𝟏𝟕     𝜿𝜶𝜾 

𝜫𝟒 = 𝜶𝟑 + 𝜷𝟑 =  𝜶 + 𝜷 𝟑 − 𝟑𝜶𝜷 𝜶 + 𝜷 = 𝟑𝟑 − 𝟑.𝟐. 𝟓 = −𝟑. 
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Αςκιςεισ για λφςθ 

1. Να εξετάςετε αν οι ιςότθτεσ: 

𝒙 = 𝒙𝟐 + 𝟏      𝜿𝜶𝜾     𝒙𝟐 + 𝟏 =  𝒙 + 𝟏 𝟐 − 𝟐𝒙,         𝒙 ∈ 𝑰𝑹 

 είναι ταυτότθτεσ  ςτο   𝑰𝑹. 

     

2. Να χαρακτθρίςετε τισ παρακάτω ιςότθτεσ με    𝜮    ή    𝜦     αν είναι ςωςτζσ ι εςφαλμζνεσ αντίςτοιχα. 

 𝜶 + 𝟏  𝒂𝟐 + 𝒂 + 𝟏 = 𝜶𝟑 + 𝟏,     𝜸𝜾𝜶 𝜿ά𝜽𝜺  𝜶, 𝜷 ∈ 𝑰𝑹                (Σ)           (Λ)                

 𝜶 − 𝜷 𝟐 = 𝜶𝟐 + 𝜷𝟐 − 𝟐𝜶𝜷,     𝜸𝜾𝜶 𝜿ά𝜽𝜺  𝜶, 𝜷 ∈ 𝑰𝑹                         (Σ)             (Λ)                

 𝜶 − 𝜷  −𝜷 − 𝜶 = 𝜷𝟐 − 𝜶𝟐,     𝜸𝜾𝜶 𝜿ά𝜽𝜺  𝜶, 𝜷 ∈ 𝑰𝑹                       (Σ)             (Λ)                

 𝜶 − 𝜷  𝜶𝟐 + 𝜶𝜷 + 𝜷𝟐 = 𝜶𝟑 − 𝜷𝟑,   𝜸𝜾𝜶 𝜿ά𝜽𝜺  𝜶, 𝜷 ∈ 𝑰𝑹             Σ               (Λ)                

 

3. Να βρείτε τα αναπτφγματα: 

  𝜶 + 𝟐𝜷 𝟐 ,         
𝜶

𝟐
+ 𝟏 

𝟐
    𝜿𝜶𝜾       

𝟑𝜶

𝟐
+

𝜷

𝟑
 
𝟐

. 

  𝟐𝜶 − 𝜷 𝟐 ,         
𝜶

𝟐
− 𝟐𝜷 

𝟐
    𝜿𝜶𝜾       

𝟓𝜶

𝟐
−

𝜷

𝟓
 
𝟐

. 

  𝟐𝜶 + 𝜷 𝟑,         𝜶 + 𝟐𝜷 𝟑    𝜿𝜶𝜾       𝟑𝜶 +
𝜷

𝟑
 
𝟐

. 

  𝜶 − 𝟑𝜷 𝟑,         𝟑𝜶 − 𝟐𝜷 𝟑    𝜿𝜶𝜾       
𝜶

𝟐
−

𝜷

𝟑
 
𝟑

 

  𝜶𝟐 + 𝜷 
𝟐

= ⋯,    𝜶𝜷 −
𝒙𝟐

𝟐
 
𝟐

= ⋯,     
𝒙𝝍

𝟐
−

𝟏

𝒙𝝍
 
𝟐

= ⋯,    𝒙𝝍 +
𝟏

𝟐𝒙𝝍
 
𝟐

= ⋯   
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4. Όμοια,   τα αναπτφγματα: 

  𝜶 + 𝟐𝜷 + 𝜸 𝟐 = ⋯,        𝟐𝜶 + 𝜷 − 𝜸 𝟐  = ⋯      𝜿𝜶𝜾      𝜶 − 𝟐𝜷 − 𝟑𝜸 𝟐  = ⋯ 

  𝜶 + 𝟐𝜷 +
𝜸

𝟐
 
𝟐

= ⋯,        𝟐𝜶 +
𝜷

𝟐
− 𝜸 

𝟐
= ⋯       𝜿𝜶𝜾      

𝜶

𝟐
− 𝟒𝜷 −

𝜸

𝟐
 
𝟐

= ⋯. 

 

5. Να γράψετε απλοφςτερα τισ παρακάτω παραςτάςεισ: 

 𝜫𝟏 = 𝜶𝟐 + 𝟏𝟎𝜶𝜷 + 𝟐𝟓𝜷𝟐 = ⋯,     𝜫𝟐 = 𝟗𝜶𝟐 + 𝟏𝟐𝜶𝜷+ 𝟒𝜷𝟐 = ⋯,   𝜫𝟑 = 𝜶𝟐 + 𝜶𝜷 +
𝜷𝟐

𝟒
= ⋯  

 𝜫𝟏 = 𝟒𝜶𝟐 − 𝟒𝜶𝜷 + 𝜷𝟐 = ⋯,   𝜫𝟐 = 𝟏𝟎𝟎𝜶𝟐 − 𝟐𝟎𝜶𝜷 + 𝜷𝟐 = ⋯ , 𝜫𝟑 =
𝜶𝟐

𝟐𝟓
− 𝟐𝜶𝜷 + 𝟐𝟓𝜷𝟐 = ⋯ 

 𝜫𝟏 =  𝜶 − 𝟐𝜷  𝜶 + 𝟐𝜷 = ⋯,    𝜫𝟐 =  −𝟑𝜶 + 𝜷  −𝟑𝜶 − 𝜷 = ⋯ 

 𝜫𝟏 =  
𝟐𝜶

𝟑
−

𝜷

𝟐
  

𝟐𝜶

𝟑
+

𝜷

𝟐
 = ⋯      𝜿𝜶𝜾      𝜫𝟐 =  𝜶 − 𝟑𝜷  𝜶 + 𝟑𝜷  𝜶𝟐 + 𝟗𝜷𝟐 … 

 𝜫𝟏 = 𝟖𝜶𝟑 + 𝟑𝟔𝜶𝟐 + 𝟓𝟒𝜶 + 𝟐𝟕 = ⋯ ,      𝜫𝟐 = 𝜶𝟑 − 𝟏𝟐𝜶𝟐 + 𝟒𝟖𝜶 − 𝟔𝟒 = ⋯ 

 

6. Όμοια,    τισ  παραςτάςεισ: 

  𝜫𝟏 = 𝜶𝟑 + 𝟗𝜶𝟐𝜷 + 𝟐𝟕𝜶𝜷𝟐 + 𝟐𝟕𝜷𝟑 = ⋯ ,      𝜫𝟐 = 𝟖𝜶𝟑 − 𝟏𝟐𝜶𝟐 + 𝟔𝜶 − 𝟏 = ⋯ 

  𝜫𝟏 = 𝜶𝟐 + 𝟒𝜷𝟐 + 𝟗𝜸𝟐 + 𝟒𝜶𝜷 + 𝟔𝜶𝜸 + 𝟏𝟐𝜷𝜸 = ⋯     𝜿𝜶𝜾 

  𝜫𝟏 = 𝜶𝟐 + 𝜷𝟐 + 𝟒 + 𝟐𝜶𝜷− 𝟒𝜶 − 𝟒𝜷 = ⋯     

 

7. Να βρείτε τα εξαγόμενα των πράξεων: 

  𝟑𝜶 − 𝟏  𝟑𝜶 + 𝟏 = ⋯,     𝟐𝜶 − 𝟓𝜷  𝟐𝜶 + 𝟓𝜷 = ⋯,       𝜶 − 𝟒𝜷  −𝜶 − 𝟒𝜷 = ⋯,       

  −𝜶 − 𝟑𝜷  𝜶 − 𝟑𝜷 = ⋯,   −  𝟐𝜶 − 𝟑𝜷  −𝟐𝜶 − 𝟑𝜷 = ⋯,       𝜶 −
𝜷

𝟐
  −𝜶 −

𝜷

𝟐
 = ⋯      

  𝜶 − 𝜷 + 𝜸  𝜶 − 𝜷 − 𝜸 = ⋯ ,  𝜶 − 𝜷 − 𝜸  𝜶 + 𝜷 + 𝜸 = ⋯ ,  𝜶 + 𝜷 − 𝟐  −𝜶 + 𝜷− 𝟐 = ⋯      



ΥΑΡΑΛΑΜΠΟ΢  .΢Π.  ΛΤΚΟΤΔΗ΢     -    ΛΟΓΙ΢ΜΟ΢  ΢ΣΟ   IR      ΣΑΞΗ:  Α΄  ΛΤΚΕΙΟΤ 

 

 Χαράλαμποσ  .Σπ.  Λυκοφδθσ  -  Μακθματικόσ    -    Σελίδα 10 από 24 

 

8. Όμοια,   τα  εξαγόμενα  των  πράξεων: 

  𝜶 + 𝟑  𝜶𝟐 − 𝟑𝜶 + 𝟗 ,       𝟐𝜶 + 𝟑𝜷  𝟒𝜶𝟐 − 𝟔𝜶𝜷 + 𝟗𝜷𝟐 , 

  𝟑𝜶 − 𝟐𝜷  𝟗𝜶𝟐 + 𝟔𝜶𝜷+ 𝟒𝜷𝟐      𝜿𝜶𝜾      
𝜶

𝟑
−

𝜷

𝟐
  

𝜶𝟐

𝟗
+

𝜶𝜷

𝟔
+

𝜷𝟐

𝟒
 . 

 

9. Αν για τουσ πραγματικοφσ αρικμοφσ   𝜶   𝜿𝜶𝜾   𝜷   είναι:  

 𝜶 + 𝜷 𝟐 =  𝜶 − 𝜷 𝟐 

να δείξετε ότι:   𝜶 = 𝟎   ή    𝜷 = 𝟎. 

 

10. Αν για τουσ πραγματικοφσ αρικμοφσ   𝜶   𝜿𝜶𝜾   𝜷    ιςχφει:  

 𝜶 − 𝜷 𝟐 = −𝟐𝜶𝜷 

να δείξετε ότι   𝜶 = 𝜷 = 𝟎. 

 

11. Αν    𝜶,𝜷, 𝜸 ∈ 𝑰𝑹    να δείξετε τθν αλικεια των  παρακάτω ταυτοτιτων:   

 𝜶𝟑 + 𝜷𝟑 =  𝜶 + 𝜷  𝜶𝟐 − 𝜶𝜷 + 𝜷𝟐        𝜿𝜶𝜾     𝜶𝟑 − 𝜷𝟑 =  𝜶 − 𝜷  𝜶𝟐 + 𝜶𝜷 + 𝜷𝟐  

 𝜶𝟑 + 𝜷𝟑 =  𝜶 + 𝜷 𝟑 − 𝟑𝜶𝜷 𝜶 + 𝜷        𝜿𝜶𝜾        𝜶𝟑 − 𝜷𝟑 =  𝜶 − 𝜷 𝟑 + 𝟑𝜶𝜷(𝜶 − 𝜷). 

  𝜶 + 𝜷 + 𝜸 𝟐 = 𝜶𝟐 + 𝜷𝟐 + 𝜸𝟐 + 𝟐𝜶𝜷 + 𝟐𝜷𝜸 + 𝟐𝜸𝜶. 

 

12. Αν    𝜶,𝜷, 𝜸, 𝒙, 𝝍, 𝝎 ∈ 𝑰𝑹    να δείξετε τθν αλικεια των  παρακάτω ταυτοτιτων:   

  𝜶𝟐 + 𝜷𝟐  𝒙𝟐 + 𝝍𝟐 =  𝜶𝒙 + 𝜷𝝍 𝟐 +  𝜶𝝍− 𝜷𝒙 𝟐. 

  𝜶𝟐 + 𝜷𝟐  𝒙𝟐 + 𝝍𝟐 =  𝜶𝒙 − 𝜷𝝍 𝟐 +  𝜶𝝍 + 𝜷𝒙 𝟐. 

  𝒙 − 𝝍  𝒙 − 𝝎 +  𝝍 −𝝎  𝝍 − 𝒙 +  𝝎 − 𝒙  𝝎 − 𝝍 = 𝒙𝟐 + 𝝍𝟐 + 𝝎𝟐 − 𝒙𝝍 −𝝍𝝎−𝝎𝒙. 

  𝜶𝟐 + 𝜷𝟐 
𝟐

+ 𝟒𝜶𝜷 𝜶𝟐 − 𝜷𝟐 =  𝜶𝟐 − 𝜷𝟐 + 𝟐𝜶𝜷 
𝟐

. 

  𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 − 𝟏 
𝟐

+  𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 − 𝟏 
𝟐

= 𝟐 𝒙𝟐 + 𝟏 
𝟐

. 
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13. Να βρείτε τισ τιμζσ των παραςτάςεων: 

 𝜫𝟏 = 𝟗𝟗. 𝟏𝟎𝟏 = ⋯,     𝜫𝟐 = 𝟗𝟗𝟗. 𝟏𝟎𝟎𝟏 = ⋯,   𝜫𝟑 = 𝟗𝟗𝟗𝟗. 𝟏𝟎𝟎𝟎𝟏 = ⋯ 

 𝜫𝟏 = 𝟗𝟗𝟗𝟐 + 𝟏𝟗𝟗𝟖 + 𝟏 = ⋯,     𝜫𝟐 = 𝟏𝟎𝟎𝟏𝟐 − 𝟐𝟎𝟎𝟐 + 𝟏 = ⋯,    

 𝜫𝟏 = 𝟏𝟎𝟐𝟐 − 𝟒𝟎𝟖 + 𝟒 = ⋯     𝜿𝜶𝜾     𝜫𝟐 =  𝟗𝟗𝟐 + 𝟏𝟗𝟖 + 𝟏 = ⋯ 

 

14. Να βρείτε τθν τιμι των παραςτάςεων:    𝟏 −  𝟑 
𝟐

     𝜿𝜶𝜾      𝟒 − 𝟐 𝟑. 

 

15. Αν    𝜫 𝒙 = 𝒙𝟐   να βρείτε τα πολυϊνυμα: 

𝒇 𝒙 = 𝜫 𝒙 + 𝟏 − 𝜫 𝒙 − 𝟏     𝜿𝜶𝜾    𝑸 𝒙 = 𝜫 𝒙 + 𝟏 𝜫 𝒙 − 𝟏 + 𝟐𝒙𝟐 − 𝟏.     

 

16. Αν   𝒙 + 𝝍 = 𝟏     𝒙𝝍 = −𝟐   να βρείτε τισ τιμζσ των παραςτάςεων: 

 𝜫𝟏 = 𝒙𝟐 + 𝝍𝟐,        𝜫𝟐 = 𝒙𝟑 + 𝝍𝟑,       𝜫𝟑 = 𝒙𝟒 + 𝝍𝟒       𝜿𝜶𝜾     𝜫𝟒 = 𝒙𝟔 + 𝝍𝟔. 

 

17. Αν   𝒙 −𝝍 = 𝟐     𝒙𝝍 = 𝟑   να βρείτε τισ τιμζσ των παραςτάςεων: 

 𝜫𝟏 = 𝒙𝟐 + 𝝍𝟐,        𝜫𝟐 = 𝒙𝟑 −𝝍𝟑,       𝜫𝟑 = 𝒙𝟒 + 𝝍𝟒       𝜿𝜶𝜾     𝜫𝟒 = 𝒙𝟔 + 𝝍𝟔. 

 

18. Αν   𝒙 +
𝟏

𝒙
= 𝟓    να βρείτε τισ τιμζσ των παραςτάςεων: 

𝜫𝟏 = 𝒙𝟐 +
𝟏

𝒙𝟐
,        𝜫𝟐 = 𝒙𝟒 +

𝟏

𝒙𝟒
,       𝜫𝟑 = 𝒙𝟑 +

𝟏

𝒙𝟑
      𝜿𝜶𝜾       𝜫𝟒 = 𝒙𝟔 +

𝟏

𝒙𝟔
. 

 

19. Αν    𝒙 −
𝟏

𝒙
=

𝟑

𝟐
    να βρείτε τισ τιμζσ των παραςτάςεων: 

𝜫𝟏 = 𝒙𝟐 +
𝟏

𝒙𝟐
,        𝜫𝟐 = 𝒙𝟒 +

𝟏

𝒙𝟒
      𝜿𝜶𝜾     𝜫𝟑 = 𝒙𝟔 +

𝟏

𝒙𝟔
. 
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20. Αν     𝒙,𝝍,𝝎 ∈ 𝑰𝑹∗,     𝜿𝜶𝜾    

𝒙 + 𝝍 + 𝝎 = 𝟐     𝜿𝜶𝜾     
𝟏

𝒙
+
𝟏

𝝍
+
𝟏

𝝎
= 𝟎 

να  δείξετε ότι: 

𝒙𝟐 + 𝝍𝟐 + 𝝎𝟐 = 𝟒. 

 

21. Αν    𝜶,𝜷, 𝒙,𝝍 ∈ 𝑰𝑹,     𝒂𝜷 ≠ 𝟎    𝜿𝜶𝜾     𝜶𝟐 + 𝜷𝟐  𝒙𝟐 + 𝝍𝟐 =  𝜶𝒙 + 𝜷𝝍 𝟐    να δείξετε ότι:   

𝒙

𝜶
=
𝝍

𝜷
. 
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Παραγοντοποίηση Πολυωνύμων - Απλοποίηση Κλασμάτων 

Όταν  λζμε  να παραγοντοποιιςουμε ζνα  πολυϊνυμο  εννοοφμε να το μετατρζψουμε ςε γινόμενο 

παραγόντων.    Για να παραγοντοποιιςουμε ζνα πολυϊνυμο  εξετάηουμε κατά ςειρά: 

 Αν υπάρχει κοινόσ παράγοντασ ςε όλουσ τουσ όρουσ τθσ παράςταςθσ που κα παραγοντοποιιςουμε. 

Παράδειγμα:   Να παραγοντοποιιςετε τθν παράςταςθ: 

𝜫 𝒙 = 𝒂𝒙 + 𝒂𝝍 + 𝜶𝝎− 𝟐𝜶 . 

Λφςθ: 

Η παράςταςθ   𝜫   γράφεται: 

𝜫 = 𝒂𝒙 + 𝒂𝝍 + 𝜶𝝎− 𝟐𝜶 = 𝜶 𝒙 + 𝝍 + 𝝎− 𝟐 . 

 

 Αν θ παράςταςθ που πρόκειται ναα παραγοντοποιθκεί είναι  ταυτότθτα. 

Παράδειγμα:   Να παραγοντοποιιςετε τισ παραςτάςεισ: 

𝜫𝟏 = 𝒙𝟐 − 𝟒𝒂𝟐     𝜿𝜶𝜾    𝜫𝟐 = 𝒙𝟐 − 𝟔𝒂𝒙 + 𝟗𝒂𝟐. 

Λφςθ: 

Η παράςταςθ   𝜫𝟏   γράφεται: 

𝜫𝟏 = 𝒙𝟐 − 𝟒𝒂𝟐 = 𝒙𝟐 −  𝟐𝒂 𝟐 =  𝒙 − 𝟐𝒂  𝒙 + 𝟐𝒂 . 

Όμοια,  θ   𝜫𝟐   γράφεται:    

𝜫𝟐 = 𝒙𝟐 − 𝟔𝒂𝒙 + 𝟗𝒂𝟐 = 𝒙𝟐 − 𝟐. 𝒙. 𝟑𝒂 +  𝟑𝒂 𝟐 =  𝒙 − 𝟑𝒂 𝟐. 
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 Αν ομαδοποιϊντασ τουσ όρουσ τθσ παράςταςθσ θ παράςταςθ παραγοντοποιείται. 

Παράδειγμα:   Να παραγοντοποιιςετε τθν παράςταςθ: 

𝜫 = 𝒂𝒙 − 𝒂𝒚 + 𝜷𝒙 − 𝜷𝒚. 

Λφςθ: 

Η παράςταςθ   𝜫   γράφεται: 

𝜫 = 𝒂𝒙 − 𝒂𝒚 + 𝜷𝒙 − 𝜷𝒚 =  𝜶𝒙 − 𝒂𝒚 +  𝜷𝒙 − 𝜷𝒚 ⇔ 

⇔𝜫 = 𝒂 𝒙 − 𝒚 + 𝜷 𝒙 − 𝒚 =  𝒙 − 𝒚  𝒂 + 𝜷 . 

 

 Μιπωσ διαςπϊντασ κάποιον όρο του πολυωνφμου ςε δφο ι περιςςότερουσ όρουσ μποροφμε να το 

παραγοντοποιιςουμε. 

Παράδειγμα:   Να παραγοντοποιιςετε το  τριϊνυμο: 

𝜫 = 𝒙𝟑 − 𝟏𝟐𝒙 + 𝟏𝟔. 

Λφςθ: 

Είναι εφκολο να διαπιςτϊςει κάποιοσ ότι ακολουκϊντασ μια από τισ παραπάνω μεκόδουσ δεν κα 

πετφχουμε να παραγοντοποιιςουμε τθν παράςταςθ   𝜫.    Γι'  αυτό  γράφουμε: 

𝜫 = 𝒙𝟑 − 𝟏𝟐𝒙 + 𝟏𝟔 = 𝒙𝟑 − 𝟏𝟔𝒙 + 𝟒𝒙 + 𝟏𝟔 =  𝒙𝟑 − 𝟏𝟔𝒙 +  𝟒𝒙 + 𝟏𝟔 = 

= 𝒙 𝒙𝟐 − 𝟏𝟔 + 𝟒 𝒙 + 𝟒 = 𝒙 𝒙 − 𝟒  𝒙 + 𝟒 + 𝟒 𝒙 + 𝟒 ⇔ 

⇔𝜫 =  𝒙 + 𝟒  𝒙 𝒙 − 𝟒 + 𝟒 =  𝒙 + 𝟒  𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟒 ⇔ 

⇔𝜫 =  𝒙 + 𝟒  𝒙 − 𝟐 𝟐. 
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 Μιπωσ εκτελϊντασ πράξεισ και κάνοντασ νζα ομαδοποίθςθ μποροφμε να παραγοντοποιιςουμε τθν 

παράςταςθ μασ. 

Παράδειγμα:   Να παραγοντοποιιςετε το πολυϊνυμο: 

𝜫 = 𝒚 𝒙 + 𝒂 − 𝒚𝟐 − 𝒂𝒙. 

Λφςθ: 

Καμία από τισ παραπάνω μεκόδουσ δεν μπορεί να δϊςει απάντθςθ ςτο πρόβλθμα τθσ 

παραγοντοποίθςθσ του πολυωνφμου  𝜫.     Γι'  αυτό γράφουμε: 

𝜫 = 𝒚 𝒙 + 𝒂 − 𝒚𝟐 − 𝒂𝒙 = 𝒙𝒚 + 𝒂𝒚 − 𝒚𝟐 − 𝒂𝒙 ⇔ 

⇔𝜫 =  𝒙𝒚 − 𝒂𝒙 −  𝒚𝟐 − 𝒂𝒚 = 𝒙 𝒚 − 𝒂 − 𝒚 𝒚 − 𝒂 =  𝒚 − 𝒂  𝒙 − 𝒚 . 

 

Λυμζνα  Παραδείγματα: 

1. Να  παραγοντοποιιςετε τισ παραςτάςεισ: 

𝜫𝟏 = 𝟐𝒙𝒚 − 𝒙𝒚𝟐 + 𝒙𝟐,      𝜫𝟐 = 𝟐𝒙𝟑𝒚𝟐𝒂 − 𝟒𝒚𝟑𝒂𝟐𝒙 + 𝟐𝒂𝟑𝒙𝟐𝒚 

 Λφςθ:   

Είναι:     𝜫𝟏 = 𝟐𝒙𝒚 − 𝒙𝒚𝟐 + 𝒙𝟐 = 𝒙 𝟐𝒚 − 𝒚𝟐 + 𝒙        𝜿𝜶𝜾 

𝜫𝟐 = 𝟐𝒙𝟑𝒚𝟐𝒂− 𝟒𝒚𝟑𝒂𝟐𝒙 + 𝟐𝒂𝟑𝒙𝟐𝒚 = 𝟐𝒙𝒚𝒂 𝒙𝟐𝒚 − 𝟐𝒚𝟐𝒂 + 𝒂𝟐𝒙 . 

 

2. Όμοια,   τισ  παραςτάςεισ: 

𝜫𝟏 = 𝟒𝒙𝟐 + 𝟏𝟐𝒙𝒚 + 𝟗𝒚𝟐,      𝜫𝟐 = 𝟐𝒙𝒚 − 𝒚𝟐 − 𝒙𝟐,       

𝜫𝟑 = 𝟒𝒙𝟐 − 𝟗,         𝜫𝟒 = 𝒙𝟐 − 𝟔𝒙𝒚 + 𝟗𝒚𝟐 − 𝟒,  

𝜫𝟓 = 𝟏 + 𝟐𝒙𝒚 − 𝒚𝟐 − 𝒙𝟐       𝜿𝜶𝜾       𝜫𝟔 = 𝒙𝟑 − 𝟔𝒙𝟐𝒚 + 𝟏𝟐𝒙𝒚𝟐 − 𝟖𝒚𝟑. 
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 Λφςθ: 

 Ζχουμε:       𝜫𝟏 = 𝟒𝒙𝟐 + 𝟏𝟐𝒙𝒚 + 𝟗𝒚𝟐 =  𝟐𝒙 𝟐 + 𝟐. 𝟐𝒙. 𝟑𝒚 +  𝟑𝒚 𝟐 =  𝟐𝒙 + 𝟑𝒚 𝟐, 

𝜫𝟐 = 𝟐𝒙𝒚 − 𝒚𝟐 − 𝒙𝟐 = − 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 − 𝟐𝒙𝒚 = − 𝒙 − 𝒚 𝟐, 

𝜫𝟑 = 𝟒𝒙𝟐 − 𝟗 =  𝟐𝒙 𝟐 − 𝟑𝟐 =  𝟐𝒙 − 𝟑  𝟐𝒙 + 𝟑 , 

𝜫𝟒 = 𝒙𝟐 − 𝟔𝒙𝒚 + 𝟗𝒚𝟐 − 𝟒 =  𝒙 − 𝟑𝒚 𝟐 − 𝟐𝟐 =  𝒙 − 𝟑𝒚 + 𝟐  𝒙 − 𝟑𝒚 − 𝟐  

𝜫𝟓 = 𝟏 + 𝟐𝒙𝒚 − 𝒚𝟐 − 𝒙𝟐 = 𝟏 −  𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 − 𝟐𝒙𝒚 = 𝟏 −  𝒙 − 𝒚 𝟐 =  𝟏 + 𝒙 − 𝒚  𝟏 − 𝒙 + 𝒚 , 

𝜫𝟔 = 𝒙𝟑 − 𝟔𝒙𝟐𝒚 + 𝟏𝟐𝒙𝒚𝟐 − 𝟖𝒚𝟑 = 𝒙𝟑 − 𝟑𝒙𝟐. 𝟐𝒚 + 𝟑𝒙 𝟐𝒚 𝟐 −  𝟐𝒚 𝟑 =  𝒙 − 𝟐𝒚 𝟑. 

 

3. Όμοια,   τισ παραςτάςεισ: 

𝜫𝟏 = 𝒙𝟑 − 𝟒𝒙,        𝜫𝟐 = 𝒙𝟐 𝜶 − 𝜷 − 𝜶 + 𝜷,  

𝜫𝟑 = 𝟏 + 𝟖𝜶𝟑      𝜿𝜶    𝜫𝟒 = 𝟐𝟕𝜶𝟑 − 𝟔𝟒. 

 Λφςθ: 

 Ζχουμε:      𝜫𝟏 = 𝒙𝟑 − 𝟒𝒙 = 𝒙 𝒙𝟐 − 𝟒 = 𝒙 𝒙 − 𝟐  𝒙 + 𝟐 , 

𝜫𝟐 = 𝒙𝟐 𝜶 − 𝜷 − 𝜶 + 𝜷 = 𝒙𝟐 𝜶 − 𝜷 −  𝒂 − 𝜷 =  𝒂 − 𝜷  𝒙𝟐 − 𝟏 =  𝒂 − 𝜷  𝒙 + 𝟏  𝒙 − 𝟏 , 

𝜫𝟑 = 𝟏 + 𝟖𝜶𝟑 =  𝟐𝜶 𝟑 + 𝟏𝟑 =  𝟐𝜶 + 𝟏   𝟐𝜶 𝟐 − 𝟐𝜶. 𝟏 + 𝟏𝟐 =  𝟐𝜶 + 𝟏  𝟒𝜶𝟐 − 𝟐𝜶 + 𝟏 , 

𝜫𝟒 = 𝟐𝟕𝜶𝟑 − 𝟔𝟒 =  𝟑𝜶 𝟑 − 𝟒𝟑 =  𝟑𝜶 − 𝟒   𝟑𝜶 𝟐 + 𝟑𝜶. 𝟒 + 𝟒𝟐 =  𝟑𝜶 − 𝟒  𝟗𝜶𝟐 + 𝟏𝟐𝜶 + 𝟏𝟔 . 

 

4. Όμοια,   τισ  παραςτάςεισ: 

𝜫𝟏 = 𝒙𝟐 + 𝜶𝒚 + 𝜷𝒙 + 𝜶𝜷,     𝜫𝟐 = 𝒙𝟑 + 𝒙𝟐 − 𝟒 − 𝟒𝒙     𝜿𝜶𝜾      𝜫𝟑 = 𝒂𝜷 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 − 𝒙𝒚 𝜶𝟐 + 𝜷𝟐 .  

 Λφςθ: 

Η παράςταςθ   𝜫𝟏   γράφεται: 

𝜫𝟏 = 𝒙𝟐 + 𝜶𝒙 + 𝜷𝒙 + 𝜶𝜷 =  𝒙𝟐 + 𝒂𝒙 +  𝜷𝒙 + 𝜶𝜷 = 𝒙 𝒙 + 𝒂 + 𝜷 𝒙 + 𝒂 =  𝒙 + 𝒂  𝒙 + 𝜷 . 
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Όμοια,  είναι: 

𝜫𝟐 = 𝒙𝟑 + 𝒙𝟐 − 𝟒 − 𝟒𝒙 =  𝒙𝟑 + 𝒙𝟐 −  𝟒𝒙 + 𝟒 = 𝒙𝟐 𝒙 + 𝟏 − 𝟒 𝒙 + 𝟏 =  𝒙 + 𝟏  𝒙𝟐 − 𝟒 ⇒ 

⇒ 𝜫𝟐 =  𝒙 + 𝟏  𝒙 − 𝟐  𝒙 + 𝟐            𝜿𝜶𝜾 

𝜫𝟑 = 𝒂𝜷 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 − 𝒙𝒚 𝜶𝟐 + 𝜷𝟐 = 𝒂𝜷𝒙𝟐 + 𝒂𝜷𝒚𝟐 − 𝒙𝒚𝒂𝟐 − 𝒙𝒚𝜷𝟐 = 

=  𝒂𝜷𝒙𝟐 − 𝒙𝒚𝒂𝟐 −  𝒙𝒚𝜷𝟐 − 𝒂𝜷𝒚𝟐 = 𝒂𝒙 𝜷𝒙 − 𝒂𝒚 − 𝜷𝒚 𝜷𝒙 − 𝒂𝒚 =  𝜷𝒙 − 𝒂𝒚  𝒂𝒙 − 𝜷𝒚 . 

 

5. Όμοια,   τθν   παράςταςθ:    𝜫 = 𝒙𝟑 − 𝟑𝒙 + 𝟐. 

 Λφςθ: 

 Η  παράςταςθ    𝜫    γράφεται: 

𝜫 = 𝒙𝟑 − 𝟑𝒙 + 𝟐 = 𝒙𝟑 − 𝒙 − 𝟐𝒙 + 𝟐 =  𝒙𝟑 − 𝒙 −  𝟐𝒙 − 𝟐 = 

= 𝒙 𝒙𝟐 − 𝟏 − 𝟐 𝒙 − 𝟏 = 𝒙 𝒙 − 𝟏  𝒙 + 𝟏 − 𝟐 𝒙 − 𝟏 = 

=  𝒙 − 𝟏  𝒙 𝒙 + 𝟏 − 𝟐 =  𝒙 − 𝟏  𝒙𝟐 + 𝒙 − 𝟐 =  𝒙 − 𝟏  𝒙𝟐 + 𝒙 − 𝟏 − 𝟏 = 

=  𝒙 − 𝟏   𝒙𝟐 − 𝟏 +  𝒙 − 𝟏  =  𝒙 − 𝟏   𝒙 + 𝟏  𝒙 − 𝟏 +  𝒙 − 𝟏  = 

=  𝒙 − 𝟏  𝒙 − 𝟏  𝒙 + 𝟏 + 𝟏 =  𝒙 − 𝟏 𝟐 𝒙 + 𝟐 . 

 

6. Όμοια,   τθν   παράςταςθ:    𝜫 = 𝒙𝟑 𝒚 − 𝒂 + 𝒚𝟑 𝒂 − 𝒙 + 𝒂𝟑 𝒙 − 𝒚 . 

Λφςθ: 

Η  παράςταςθ    𝜫    γράφεται: 

𝜫 = 𝒙𝟐 𝒚 − 𝒂 + 𝒚𝟐 𝒂 − 𝒙 + 𝒂𝟐 𝒙 − 𝒚 = 𝒙𝟐 𝒚 − 𝒂 + 𝒚𝟐𝒂 − 𝒚𝟐𝒙 + 𝒂𝟐𝒙 − 𝒂𝟐𝒚 = 

= 𝒙𝟐 𝒚 − 𝒂 +  𝒚𝟐𝒂 − 𝒂𝟐𝒚 −  𝒚𝟐𝒙 − 𝒂𝟐𝒙 = 𝒙𝟐 𝒚 − 𝒂 + 𝒂𝒚 𝒚 − 𝒂 − 𝒙 𝒚𝟐 − 𝒂𝟐 = 

= 𝒙𝟐 𝒚 − 𝒂 + 𝒂𝒚 𝒚 − 𝒂 − 𝒙 𝒚 − 𝒂  𝒚 + 𝒂 =  𝒚 − 𝒂  𝒙𝟐 + 𝒂𝒚 − 𝒙 𝒚 + 𝒂  = 
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=  𝒚 − 𝒂  𝒙𝟐 + 𝒂𝒚 − 𝒙𝒚 − 𝒂𝒙 =  𝒚 − 𝒂   𝒙𝟐 − 𝒙𝒚 −  𝒂𝒙 − 𝒂𝒚  = 

=  𝒚 − 𝒂  𝒙 𝒙 − 𝒚 − 𝒂(𝒙 − 𝒚) =  𝒚 − 𝒂  𝒙 − 𝒚  𝒙 − 𝒂 . 

 

7. Να  παραγοντοποιιςετε  τα   τριϊνυμα:    

𝜫𝟏 = 𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟑        𝜿𝜶𝜾     𝜫𝟐 = 𝟐𝒙𝟐 − 𝟓𝒙 + 𝟐. 

Λφςθ: 

Το  τριϊνυμο  𝜫𝟏  γράφεται: 

𝜫𝟏 = 𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟑 = 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙. 𝟐 + 𝟐𝟐 − 𝟐𝟐 + 𝟑 =  𝒙 − 𝟐 𝟐 − 𝟏 ⇔ 

⇔ 𝜫𝟏 =  𝒙 − 𝟐 − 𝟏  𝒙 − 𝟐 + 𝟏 =  𝒙 − 𝟑  𝒙 − 𝟏  

ι  διαφορετικά 

𝜫𝟏 = 𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟑 = 𝒙𝟐 − 𝟑𝒙 − 𝒙 + 𝟑 = 𝒙 𝒙 − 𝟑 −  𝒙 − 𝟑 =  𝒙 − 𝟑  𝒙 − 𝟏 . 

Όμοια,  το  𝜫𝟐   γράφεται: 

𝜫𝟐 = 𝟐𝒙𝟐 − 𝟓𝒙 + 𝟐 = 𝟐 𝒙𝟐 −
𝟓

𝟐
𝒙 + 𝟏 = 𝟐  𝒙𝟐 − 𝟐𝒙

𝟓

𝟒
+  

𝟓

𝟒
 
𝟐

−  
𝟓

𝟒
 
𝟐

+ 𝟏 = 

= 𝟐   𝒙 −
𝟓

𝟒
 
𝟐

−
𝟐𝟓

𝟏𝟔
+ 𝟏 = 𝟐   𝒙 −

𝟓

𝟒
 
𝟐

−
𝟗

𝟏𝟔
 = 𝟐   𝒙 −

𝟓

𝟒
 
𝟐

−  
𝟑

𝟒
 
𝟐

 ⇔ 

⇔𝜫𝟐 = 𝟐 𝒙 − 𝟐  𝒙 −
𝟏

𝟐
 =  𝒙 − 𝟐  𝟐𝒙 − 𝟏  

ι  διαφορετικά 

𝜫𝟐 = 𝟐𝒙𝟐 − 𝟓𝒙 + 𝟐 = 𝟐𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 − 𝒙 + 𝟐 = 𝟐𝒙 𝒙 − 𝟐 −  𝒙 − 𝟐 =  𝒙 − 𝟐  𝟐𝒙 − 𝟏 . 
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𝜧.𝜥.𝜟,    𝜠. 𝜥.𝜫     πολυωνφμων  -  Απλοποίθςθ κλαςμάτων 

Οριςμόσ:  Ο μζγιςτοσ κοινόσ διαιρζτθσ πολυωνφμων,   που ζχουν  αναλυκεί  ςε  γινόμενο  πρϊτων  

παραγόντων,  είναι το γινόμενο  των  κοινϊν τουσ παραγόντων λαμβανομζνων μια φορά και με τον 

μικρότερο   εκκζτθ. 

Οριςμόσ:   Το  ελάχιςτο  κοινό  πολλαπλάςιο πολυωνφμων,  που ζχουν  αναλυκεί  ςε  γινόμενο  πρϊτων  

παραγόντων,  είναι το γινόμενο  των  κοινϊν και  των  μθ  κοινϊν τουσ παραγόντων λαμβανομζνων μια 

φορά  και  με  τον  μεγαλφτερο  εκκζτθ. 

 

Παράδειγμα:    Να  βρείτε  τον   𝜧.𝜥.𝜟   𝜿𝜶𝜾  𝝉𝝄  𝜠.𝜥.𝜫   των: 

 𝟏𝟔𝜶𝟑𝜷𝟐𝜸,     𝟐𝜶𝜷𝟐𝜸𝟐     𝜿𝜶𝜾     𝟒𝜶𝟐𝜷 

 𝜶𝟐 − 𝟒𝜶 + 𝟒,      𝜶𝟐 − 𝟒       𝜿𝜶𝜾     𝜶𝟑 − 𝟖.        

Λφςθ: 

Τα  πολυϊνυμα  αναλυμζνα  ςε  γινόμενο  πρϊτων  παραγόντων  γράφονται:  

 𝟏𝟔𝜶𝟑𝜷𝟐𝜸 = 𝟐𝟒𝜶𝟑𝜷𝟐𝜸,      𝟐𝜶𝜷𝟐𝜸𝟐     𝜿𝜶𝜾     𝟒𝜶𝟐𝜷 = 𝟐𝟐𝜶𝟐𝜷. 

Επομζνωσ:    

𝜧.𝜥.𝜟 𝟏𝟔𝜶𝟑𝜷𝟐𝜸,   𝟐𝜶𝜷𝟐𝜸𝟐,   𝟒𝜶𝟐𝜷  = 𝜧.𝜥.𝜟 𝟐𝟒𝜶𝟑𝜷𝟐𝜸,   𝟐𝜶𝜷𝟐𝜸𝟐,   𝟐𝟐𝜶𝟐𝜷  = 𝟐𝜶𝜷, 

𝜠.𝜥.𝜫 𝟏𝟔𝜶𝟑𝜷𝟐𝜸,   𝟐𝜶𝜷𝟐𝜸𝟐,   𝟒𝜶𝟐𝜷 = 𝜠.𝜥.𝜫 𝟐𝟒𝜶𝟑𝜷𝟐𝜸,   𝟐𝜶𝜷𝟐𝜸𝟐,   𝟐𝟐𝜶𝟐𝜷 = 𝟐𝟒𝜶𝟑𝜷𝟐𝜸𝟐. 

 𝜶𝟐 − 𝟒𝜶 + 𝟒 =  𝜶 − 𝟐 𝟐,      𝜶𝟐 − 𝟒 =  𝜶 − 𝟐  𝜶 + 𝟐        𝜿𝜶𝜾     𝜶𝟑 − 𝟖 =  𝜶 − 𝟐  𝜶𝟐 + 𝟐𝜶 + 𝟒 .        

Συνεπϊσ:       𝜧.𝜥.𝜟 𝜶𝟐 − 𝟒𝜶 + 𝟒,      𝜶𝟐 − 𝟒       𝜿𝜶𝜾     𝜶𝟑 − 𝟖 = 𝜶 − 𝟐   𝜿𝜶𝜾 

𝜠.𝜥.𝜫 𝜶𝟐 − 𝟒𝜶 + 𝟒,      𝜶𝟐 − 𝟒       𝜿𝜶𝜾     𝜶𝟑 − 𝟖 =  𝜶 − 𝟐 𝟐 𝜶 + 𝟐  𝜶𝟐 + 𝟐𝜶 + 𝟒 . 
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8. Δίδονται  τα  κλάςματα: 

𝜥𝟏 =
𝒙𝟐 − 𝟓𝒙 + 𝟔

𝒙𝟐 − 𝟒
       𝜿𝜶𝜾       𝑲𝟐 =

𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟒

𝒙𝟐 − 𝟕𝒙 + 𝟏𝟎
. 

 Να  ορίςετε  για  ποιεσ  τιμζσ  του   𝒙 ∈ 𝑰𝑹   ορίηονται  τα  παραπάνω  κλάςματα και  ςτθ  ςυνζχεια  να  

τα απλοποιιςετε. 

Λφςθ: 

  Παραγοντοποιϊντασ  τουσ  όρουσ  των  παραπάνω  κλαςμάτων  ζχουμε: 

𝒙𝟐 − 𝟓𝒙 + 𝟔 = ⋯ =  𝒙 − 𝟐  𝒙 − 𝟑 ,     𝒙𝟐 − 𝟒 =  𝒙 − 𝟐  𝒙 + 𝟐 ,  

𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟒 =  𝒙 − 𝟐 𝟐,       𝒙𝟐 − 𝟕𝒙 + 𝟏𝟎 = ⋯ =  𝒙 − 𝟐  𝒙 − 𝟓 , 

Το  κλάςμα   𝜥𝟏    ορίηεται3  όταν: 

𝒙𝟐 − 𝟒 ≠ 𝟎 ⇔  𝒙 − 𝟐  𝒙 + 𝟐 ≠ 𝟎 ⇔  𝒙 ≠ 𝟐    𝜿𝜶𝜾   𝒙 ≠ −𝟐 . 

Για  κάκε    𝒙 ∈ 𝑰𝑹      𝝁𝜺    𝒙 ≠ 𝟐    𝜿𝜶𝜾   𝒙 ≠ −𝟐     είναι: 

𝜥𝟏 =
𝒙𝟐 − 𝟓𝒙 + 𝟔

𝒙𝟐 − 𝟒
=
 𝒙 − 𝟐  𝒙 − 𝟑 

 𝒙 − 𝟐  𝒙 + 𝟐 
=
𝒙 − 𝟑

𝒙 + 𝟐
. 

Όμοια,  το    𝑲𝟐   ορίηεται  όταν:    𝒙 ≠ 𝟐    𝜿𝜶𝜾   𝒙 ≠ 𝟓 . 

Επομζνωσ    για  κάκε     𝒙 ∈ 𝑰𝑹     𝝁𝜺    𝒙 ≠ 𝟐    𝜿𝜶𝜾   𝒙 ≠ 𝟓       𝜺ί𝝂𝜶𝜾:     

 𝑲𝟐 =
𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟒

𝒙𝟐 − 𝟕𝒙 + 𝟏𝟎
= ⋯ =

𝒙 − 𝟐

𝒙 − 𝟓
. 

                                                      
3
 Ζνα  κλάςμα  ορίηεται  όταν  ο  παρανομαςτισ  του  είναι  μθ  μθδενικόσ.   
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9. Αν  οι  πραγματικοί  αρικμοί   𝜶  𝜿𝜶𝜾  𝜷   είναι  ανάλογοι  προσ  τουσ  αρικμοφσ    𝟑  𝜿𝜶𝜾  𝟒  αντίςτοιχα,   

να βρείτε  τισ  τιμζσ  των  κλαςμάτων: 

𝜥𝟏 =
𝜶

𝜶 + 𝟑𝜷
,      𝜥𝟐 =

𝟐𝜶 − 𝜷

𝜶 + 𝟐𝜷
       𝜿𝜶𝜾       𝜥𝟒 =

𝟑𝜶 − 𝜷

𝜷
. 

 Λφςθ: 

 Οι  αρικμοί    𝜶  𝜿𝜶𝜾  𝜷    είναι  ανάλογοι   προσ  τουσ  αρικμοφσ    𝟑  𝜿𝜶𝜾  𝟒.    Επομζνωσ: 

𝜶

𝟑
=
𝜷

𝟒
= 𝝆 ⇔ 𝜶 = 𝟑𝝆    𝜿𝜶𝜾    𝜷 = 𝟒𝝆,     𝝆 ∈ 𝑰𝑹∗. 

Συνεπϊσ: 

𝜥𝟏 =
𝜶

𝜶 + 𝟑𝜷
=

𝟑𝝆

𝟑𝝆 + 𝟏𝟐𝝆
=
𝟏

𝟓
,       𝜥𝟐 =

𝟐𝜶 − 𝜷

𝜶 + 𝟐𝜷
= ⋯ =

𝟑

𝟏𝟏
       𝜿𝜶𝜾       𝜥𝟒 =

𝟑𝜶 − 𝜷

𝜷
= ⋯ =

𝟓

𝟒
. 

 

Αςκιςεισ προσ λφςθ. 

10. Να παραγοντοποιιςετε τισ παρακάτω παραςτάςεισ: 

 𝜫𝟏 = 𝒙𝟐 + 𝟔𝒙𝝍 + 𝟗𝝍𝟐,     𝜫𝟐 = 𝒙𝟒 − 𝟐𝒙𝟐𝝍𝟐 + 𝝍𝟒 

 𝜫𝟏 = 𝒙𝟑 + 𝟔𝒙𝟐 + 𝟏𝟐𝒙 + 𝟖,    𝜫𝟐 = 𝟖𝒙𝟑 − 𝟏𝟐𝒙𝟐 + 𝟔𝒙 − 𝟏 

 𝜫𝟏 = 𝒙𝟐 − 𝟗𝝍𝟐,     𝜫𝟐 = 𝟏 − 𝒙𝟐,    𝜫𝟑 = 𝟏𝟔 − 𝟐𝟓𝒙𝟐 

 𝜫𝟏 = 𝒙𝟒 − 𝟏,     𝜫𝟐 = 𝟖𝟏 − 𝟏𝟔𝒙𝟒,    𝜫𝟑 = 𝟏𝟔 − 𝒙𝟒      𝜿𝜶𝜾      𝜫𝟒 = 𝒙𝟒 − 𝟏𝟔𝝍𝟒. 

 

11. Όμοια,  τισ  παραςτάςεισ: 

 𝜫𝟏 = 𝜶𝒙 + 𝜶𝝍 + 𝜶𝝎,      𝜫𝟐 = 𝜶𝒙𝟐 − 𝟗𝜶𝝍𝟐     𝜿𝜶𝜾      𝜫𝟑 = 𝜶𝒙𝟐 + 𝟒𝜶𝒙𝝍 + 𝟒𝝍𝟐 − 𝜶 

 𝜫𝟏 = 𝜶𝒙 − 𝟐𝜶𝝍 + 𝟐𝜿𝒙 − 𝟒𝝀𝝍,      𝜫𝟐 = 𝒙 + 𝟑𝝍 − 𝟒𝜶𝒙 − 𝟏𝟐𝜶𝝍,        𝜫𝟑 = 𝒙 + 𝝍− 𝜿𝒙 − 𝜿𝝍 

 𝜫𝟏 = 𝜿𝒙𝟐 + 𝟐𝜿𝒙𝝍 + 𝜿𝝍𝟐,     𝜫𝟐 = 𝝀𝒙𝟐 − 𝟒𝝀𝒙 + 𝟒𝝀      𝜿𝜶𝜾      𝜫𝟑 = 𝜶𝒙𝟑 − 𝟑𝜶𝒙𝟐 + 𝟑𝜶𝒙 − 𝜶 
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 𝜫𝟏 = 𝒙𝟐𝜶 + 𝜷− 𝜶 − 𝜷𝒙𝟐,      𝜫𝟐 = 𝝀𝟐𝜶 + 𝜷𝝀 + 𝝀𝜶 + 𝜶𝜷,      𝜫𝟑 = 𝟔𝒙𝟐 − 𝟑𝜿𝟐𝒙 − 𝟒𝜿𝟑 + 𝟖𝜿𝒙 

 𝜫𝟏 = 𝒙𝟑 + 𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟏       𝜿𝜶𝜾       𝜫𝟐 = 𝒙𝟓 + 𝒙𝟒 + 𝒙𝟑 + 𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟏. 

 𝜫𝟏 = 𝜿𝟐 + 𝝀𝟐 + 𝟐𝜿𝝀 + 𝟒𝜿 + 𝟒𝝀 + 𝟒         𝜿𝜶𝜾         𝜫𝟐 = 𝜿𝟐 + 𝟒𝝀𝟐 − 𝟒𝜿𝝀 + 𝟐𝜿 − 𝟒𝝀 + 𝟏 

 𝜫𝟏 = 𝒙𝟑 + 𝟖,     𝜫𝟐 = 𝟖𝒙𝟑 + 𝟏,       𝜫𝟑 = 𝒙𝟑 + 𝟔𝟒𝝍𝟑 

 𝜫𝟏 = 𝟔𝟒𝒙𝟑 − 𝟏,     𝜫𝟐 = 𝒙𝟑 − 𝟖𝝍𝟑,       𝜫𝟑 = 𝟖𝒙𝟑 − 𝟐𝟕𝝍𝟑   

 

12. Να  παραγοντοποιιςετε  επίςθσ  τισ   παραςτάςεισ 

 𝜫𝟏 = 𝒙𝝍 𝜶𝟐 + 𝜷𝟐 + 𝜶𝜷 𝒙𝟐 + 𝝍𝟐      𝜿𝜶𝜾     𝜫𝟐 = 𝒙𝟐 𝝍 −𝝎 + 𝝍𝟐 𝝎 − 𝒙 + 𝝎𝟐 𝒙 − 𝝍  

 𝜫𝟏 = 𝒙𝟐 𝝍 + 𝝎 + 𝝍𝟐 𝝎 + 𝒙 + 𝝎𝟐 𝒙 + 𝝍 + 𝟐𝒙𝝍𝝎     𝜿𝜶𝜾     𝜫𝟐 = 𝒙𝟑 − 𝟑𝒙𝟐 + 𝟐. 

 

13. Όμοια,  τισ  παραςτάςεισ: 

 𝜫𝟏 =  𝒙𝟐 + 𝝍𝟐 − 𝜶𝟐 −𝜷𝟐 
𝟐
− 𝟒 𝜶𝒙 + 𝜷𝝍 𝟐,      𝜫𝟐 = 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙𝝍 − 𝟐𝒙𝝎 + 𝝍𝟐 + 𝝎𝟐 + 𝟐𝒙𝝍 − 𝟏 

 𝜫 = 𝒙𝟐𝝍 + 𝝍𝟐𝝎 + 𝝎𝟐𝒙 − 𝒙𝝍𝟐 −𝝍𝝎𝟐 −𝝎𝒙𝟐 

 𝜫 = 𝜶𝜷 𝜶 + 𝜷 + 𝜷𝜸 𝜷 + 𝜸 + 𝜸𝜶(𝜸 + 𝜶) 

 𝜫 = 𝒙𝟑 𝝍 −𝝎 + 𝝍𝟑 𝝎 − 𝒙 + 𝝎𝟑(𝒙 − 𝝍) 

 𝜫 =  𝒙 + 𝝍 𝟐 𝒙 −𝝍 +  𝝍 + 𝝎 𝟐 𝝍−𝝎 +  𝝎 + 𝒙 𝟐 𝝎 − 𝒙  

 𝜫𝟏 = 𝒙𝟒 + 𝟒𝝍𝟒 − 𝟏𝟐𝒙𝟐𝝍𝟐       𝜿𝜶𝜾       𝜫𝟐 = 𝒙𝟒 −𝝍𝟒 + 𝒙𝝍𝟗 −𝝍𝒙𝟗. 

 

14. Να  βρείτε  τον   𝜧.𝜥.𝜟   𝜿𝜶𝜾   𝝉𝝄   𝜠. 𝜥.𝜫   των  πολυωνφμων: 

 𝟑𝜶𝟐𝜷,    𝟗𝜶𝜷𝟐𝜸       𝜿𝜶𝜾      𝟏𝟓𝜷𝜸 

 𝜶𝟐 − 𝟏,     𝜶𝟐 − 𝜶     𝜿𝜶𝜾     𝜶𝟑 − 𝜶𝟐 + 𝜶 − 𝟏. 
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15. Να  απλοποιιςετε τα κλάςματα: 

𝜥𝟏 =
𝒙𝟐 − 𝟗𝝍𝟐

𝒙 − 𝟑𝝍
,       𝜥𝟐 =

𝒙𝟓 − 𝟏

𝒙 − 𝟏
,      𝜥𝟑 =

𝒙𝟐 − 𝟑𝒙 − 𝟐

𝒙𝟐 − 𝟏
      𝜿𝜶𝜾     𝜥𝟒 =

𝒙𝟑 + 𝝍𝟑

𝒙𝟑 −𝝍𝟑 − 𝟐𝒙𝝍(𝒙 − 𝝍)
. 

 

16. Όμοια,   τα  κλάςματα: 

𝑲𝟏 =
𝒙𝟑 + 𝒙𝟐 − 𝒙 − 𝟏

𝒙𝟐 − 𝟏
       𝜿𝜶𝜾     𝜥𝟐 =

𝒙𝟑 − 𝟑𝒙 − 𝟐

𝒙𝟐 − 𝒙 − 𝟐
. 

Για ποιεσ τιμζσ του   𝒙 ∈ 𝑰𝑹   ορίηονται  τα  παραπάνω  κλάςματα; 

 

17. Να  βρείτε  τα  εξαγόμενα: 

𝜫𝟏 =
𝒙

 𝒙 − 𝝍  𝒙 − 𝝎 
+

𝝍

 𝝍−𝝎  𝝍 − 𝒙 
+

𝝎

 𝝎 − 𝒙  𝝎 −𝝍 
 

𝜫𝟐 =
𝒙

𝒙𝟐 + 𝒙𝒚 + 𝝍𝟐
+

𝟏

𝒙𝟑 −𝝍𝟑
−

𝟓

𝒙 − 𝝍
. 

 

18. Να  βρείτε  τθν  τιμι  των  παραςτάςεων: 

𝜫𝟏 =
𝜶

𝜶 + 𝜷
,         𝜫𝟐 =

𝜶 + 𝜷

𝜶 − 𝜷
,     𝜫𝟑 =

𝜶 − 𝟑𝜷

𝜶 + 𝟑𝜷
     𝜿𝜶𝜾    𝜫𝟒 =

𝟑𝜶 − 𝜷

𝜷
       𝜶𝝂   𝜺ί𝝂𝜶𝜾:    

𝜶

𝜷
=
𝟏

𝟐
 . 
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Η  διάταξθ ςτο ςφνολο   𝑰𝑹  των πραγματικϊν αρικμϊν 


