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Η Έννοια της Πραγµατικής Συνάρτησης Πραγµατικής µεταβλητής 

Ο ρ ι σ µ ό ς: Έστω  �  ένα µη κενό υποσύνολο του  ��.   Ονοµάζουµε πραγµατική συνάρτηση 

πραγµατικής µεταβλητής,  µε πεδίο ορισµού το σύνολο  �  και τιµές στο  ��,   µια διαδικασία,  «δηλαδή 

ένα κανόνα  �»,  µε την οποία σε κάθε στοιχείο  � ∈ �   αντιστοιχίζεται  ένα και µόνον  ένα στοιχείο  

� ∈ ��,  που ονοµάζεται τιµή της  �  στο   �   και συµβολίζεται µε:   � = �(�).  

 Συµβολικά γράφουµε:       �	 ∶ 		� → ��						ή					� ∋ �−>�� 	� = �(�) ∈ ��.   

 Το   �(�)   λέγεται τύπος της συνάρτησης,   ενώ η εξίσωση  � = �(�)  λέγεται εξίσωση της   �.      

 Σε µια συνάρτηση µε εξίσωση  � = �(�)  το  �,  που παριστάνει οποιοδήποτε στοιχείο του  �,  

ονοµάζεται ανεξάρτητη µεταβλητή,  ενώ το  �  που παριστάνει την τιµή της συνάρτησης  �  στο  �,   

ονοµάζεται εξαρτηµένη µεταβλητή. 

 Ο τύπος µιας συνάρτησης δεν είναι υποχρεωτικό ότι θα δίδεται µε τη µορφή µιας αλγεβρικής 

παράστασης.    Μια συνάρτηση δηλαδή µπορεί να έχει πολλαπλό τύπο,  όπως για παράδειγµα η 

συνάρτηση: 

�				��				�(�) = ��
�,													� ≤ �
�� − �,					� > 1.

� 

 Το σύνολο που έχει ως στοιχεία τις τιµές της συνάρτησης  �  σε όλα τα � ∈ � ,  ονοµάζεται σύνολο 

τιµών της   �   και το συµβολίζουµε µε     ��				ή				�(�). 
 ∆ηλαδή:    �� = �	� ∈ ��	 ∶ 	��ά� �!			� ∈ �				��				� = �(�)" 
 Λέµε επίσης ότι µια συνάρτηση  �	 ∶ 		� → ��    είναι ορισµένη σ’ ένα σύνολο   #,  όταν το  $  είναι 

υποσύνολο του πεδίου ορισµού της,  δηλαδή:  # ⊆ �.    Στην περίπτωση αυτή το σύνολο τιµών της   �    

συµβολίζεται µε   �($)    και είναι:  
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�($) = �� ∈ ��	 ∶ 			��ά� �!			� ∈ $				��				� = �(�)" ⊆ ��. 
 Το στοιχείο  �& ∈ ��    θα ονοµάζεται σταθερό ή αµετάβλητο στοιχείο µέσω της  �  αν,  και µόνον αν 

είναι:  �(�&) = �&.  

 Τ ο ν ί ζ ε τ α ι   ότι από το σηµείο αυτό και µετά θα αναφερόµαστε σε συναρτήσεις των οποίων το 

πεδίο ορισµού είναι  διάστηµα  ή  ένωση διαστηµάτων  του  ��.                                               

Γράφηµα Συνάρτησης 

 Έστω η συνάρτηση  �	 ∶ 		� → ��.   Το σύνολο µε στοιχεία τα διατεταγµένα ζεύγη (�,			�(�))    
όπου   � ∈ �  λέγεται  γράφηµα  της   �  και συµβολίζεται µε  '�.     

 Είναι δηλαδή:      '� = �	(�, �(�))					��			� ∈ �	". 
 Η γεωµετρική παράσταση του γραφήµατος  '�  µιας συνάρτησης  �  στο καρτεσιανό επίπεδο,  είναι 

η γραφική της παράσταση.   Σηµειώνεται ότι δεν είναι πάντοτε εφικτή η κατασκευή της γραφικής 

παράστασης µιας συνάρτησης, όπως συµβαίνει για παράδειγµα µε την : 

�				��				�(�) = �� () � ∈ *
& () � ∈ �� − *+ 		,�)ά�-.,.			�/0/12345 

 Από τον ορισµό της συνάρτησης προκύπτει ότι δεν υπάρχουν διαφορετικά σηµεία της γραφικής της 

παράστασης µε την ίδια τετµηµένη.   Άρα µια καµπύλη γραµµή στο καρτεσιανό επίπεδο είναι  γραφική 

παράσταση συνάρτησης,  αν  κάθε  ευθεία παράλληλη στον άξονα   �΄�    τέµνει την καµπύλη αυτή  το 

πολύ σ’ ένα σηµείο. 
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Παραδείγµατα γραφικών παραστάσεων 

 

   

 

 

 

 

Γραφική Παράσταση των Συναρτήσεων    � = 6(�)			7(!				� = 6(�) + 1,				1 ∈ ��∗. 
         

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

• : = ;(<) 
• : = ;(<) + 1 

• : = ;(<) − 1 

 Η  γραφική  παράσταση του 

διπλανού   σχήµατος   δ ε ν   είναι 

γραφική παράσταση συνάρτησης,  

αφού υπάρχει για παράδειγµα η 

ευθεία => ⫽ �΄�  που τέµνει το 

γράφηµα σε δύο σηµεία. 
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y=FHxL, y=FHxL+1, y=FHxL-1

 Η γραφική παράσταση της 

συνάρτησης � = 6(�) + 1,			1 ∈ ��∗   
είναι µια  παράλληλη µετατόπιση, κατά 

τη διεύθυνση του άξονα  �΄�,  της 

γραφικής παράστασης της  6.    
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Γραφική Παράσταση των Συναρτήσεων:    � = 6(�),					� = 6(� + 1),					1 ∈ ��∗ 
         

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Π α ρ α τ η ρ ή σ ε ι ς: 

 Η αντιστοιχία   � ∶ 		�� → ��  είναι συνάρτηση µε πεδίο ορισµού το σύνολο  ��,  αν και µόνον αν: 

A!(	7άB�				��, �� ∈ ��					��				�� = �� ⇒ �(��) = �(��) 
 ή ισοδύναµα:     A!(	7άB�			��, �� ∈ ��					��				�(��) ≠ �(��) ⇒ �� ≠ ��. 
 Αν για µια συνάρτηση µε τύπο   �(�)   δεν δίδεται το πεδίο ορισµού της, τότε αυτό ορίζεται ως το 

ευρύτερο υποσύνολο του   ��   για το οποίο έχει έννοια πραγµατικού αριθµού το   �(�).    ∆ηλαδή: 

�� = �� ∈ ��		 ∶ 			�(�) ∈ ��" ⊆ ��. 

 Όταν δίδεται η γραφική παράσταση µιας συνάρτησης   � ∶ 		�� → ��   τότε:  
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y=FHxL, y=FHx+2L, y=FHx-2L

 Η γραφική παράσταση  της 

συνάρτησης  � = 6(� + 1)  είναι µια 

παράλληλη µετατόπιση,  κατά τη 

διεύθυνση του άξονα  �΄�,  της γραφικής 

παράστασης   της   6.    
 Η µετατόπιση αυτή είναι προς τα 

αριστερά εάν  1 > 0   και προς τα δεξιά 

εάν    1 < 0.   

• : = ;(<) 
• : = ;(< + 2) 
• : = ;(< − 2) 
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1. Το πεδίο ορισµού της είναι το σύνολο των τετµηµένων των σηµείων της  '�. 

2. Το σύνολο τιµών της είναι το σύνολο των τεταγµένων των σηµείων  της  '�.  

3. Η τιµή της  �  στο  σηµείο   �& ∈ ��   είναι η τεταγµένη του σηµείου τοµής της ευθείας   � = �&   και 

της  '�. 

4. Το σηµείο  H(�&, �&)  ανήκει στη γραφική παράσταση της  �  αν,  και µόνον αν οι συντεταγµένες 

του επαληθεύουν την εξίσωση της.  

5. Η τοµή της γραφικής παράστασης συνάρτησης  �   και του άξονα   �΄�   βρίσκεται από τη λύση του 

συστήµατος:  I� = �(�)				7(!				� = &				��			� ∈ ��J.   Αντίστοιχα,  η τοµή της γραφικής 

παράστασης της  �  και του άξονα  �΄�  βρίσκεται από τη λύση του συστήµατος:  

I	� = �(�)			7(!			� = &			�Kό,L)		& ∈ ��	J . 
 Το σηµείο τοµής είναι	-ό-�	-L	,.��ίL			H(&, �(&)). 
  Η τοµή των γραφικών παραστάσεων  '�, 'K  δύο συναρτήσεων  �			7(!			K  

 προσδιορίζεται από τη λύση του συστήµατος:    

I� = �(�)				7(!				� = K(�)				��			� ∈ �� ∩ �KJ. 
6. Η γραφική παράσταση συνάρτησης  � ∶ 		�� → ��   βρίσκεται εξ’ ολοκλήρου πάνω από τον άξονα  

�΄� ,  αν και µόνον αν είναι:  �(�) > 0				∀� ∈ ��.    

 Αντίστοιχα, η γραφική παράσταση της � ∶ 		�� → ��   βρίσκεται εξ’ ολοκλήρου κάτω από τον 

άξονα  O΄O,  αν και µόνον αν είναι:   �(�) < 0				∀� ∈ ��. 

7. Η γραφική παράσταση συνάρτησης  K   βρίσκεται πάνω από τη γραφική παράσταση συνάρτησης  

K,  αν και µόνον αν είναι:   �(�) > K(�)				��			� ∈ �� ∩ �K.    

  Αντίστοιχα,  η γραφική παράσταση της  K  βρίσκεται κάτω από τη γραφική  παράσταση της K,  

αν και µόνον αν είναι:   �(�) < K(�)			��			� ∈ �� ∩ �K. 



ΧΑΡΑΛΑΜΠΟΣ  .ΣΠ.  ΛΥΚΟΥΔΗΣ    -    ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ   Α΄  ΛΥΚΕΙΟΥ 

 

 Χαράλαμπος  .Σπ.  Λυκούδης  -  Μαθηματικός       Σελίδα:    6 

 

Μονοτονία Συνάρτησης 

  Θεωρούµε συνάρτηση  	�	 ∶ 	�� → ��  και το µη κενό διάστηµα   �  του πεδίου ορισµού της  

�� ⊆ ��. 

Ο ρ ι σ µ ό ς:  Θα λέµε ότι η  συνάρτηση  K  είναι   γ ν η σ ί ω ς  αύξουσα   στο  �,    όταν: 

A!(	7άB�				��, �� ∈ �				��			�� < ��					�ί)(!:						�(��) < �(��). 
 Αντίστοιχα,   η  συνάρτηση    K   θα λέγεται    γ ν η σ ί ω ς   φθίνουσα   στο   �,    όταν: 

A!(	7άB�					��, �� ∈ �				��			�� < ��					�ί)(!:						�(��) > �(��). 
 Η συνάρτηση    �   θα ονοµάζεται γνησίως µονότονη στο διάστηµα  �  του πεδίου ορισµού της, αν 

είναι γνησίως αύξουσα  ή  γνησίως φθίνουσα σ’ αυτό. 

Ο ρ ι σ µ ό ς:   Θα λέµε ότι η  συνάρτηση  �  είναι     α ύ ξ ο υ σ α     στο  �,    όταν: 

A!(	7άB�				��, �� ∈ �				��			�� < ��					�ί)(!:						�(��) ≤ �(��). 
 Αντίστοιχα,   η  συνάρτηση    �   θα λέγεται     φ θ ί ν ο υ σ α    στο   �,    όταν: 

A!(	7άB�				��, �� ∈ �				��			�� < ��					�ί)(!:						�(��) ≥ �(��). 
 Η συνάρτηση   �  θα ονοµάζεται µονότονη στο διάστηµα  �  του πεδίου ορισµού της, αν είναι  

αύξουσα  ή   φθίνουσα σ’ αυτό. 

Παράδειγµα  1ο:   

 Να δείξετε ότι η συνάρτηση   �			��			�(�) = ��� − R,			()				� ≤ &
� − R,						()					� > &�	  είναι γνησίως αύξουσα. 

  Λ ύ σ η: 

 Αν     �� < �� ≤ &    τότε: 
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��� < 2�� ⇒ ��� − R < 2�� − R ⇒ �(��) < �(��)						(�). 
 Αν    & < �� < ��   τότε: 

�� − R < �� − R ⇒ �(��) < �(��)						(�). 
 Τέλος αν    �� ≤ & < ��	  θα είναι: 

���� − R ≤ −R7(!�� − R > −R + 	⇒ 	 ��(��) ≤ −R7(!�(��) > −R+ 	⇒ 	�(��) < �(��)						(R). 

 Από τις   (�),			(�)				7(!				(R)   προκύπτει ότι η συνάρτηση   �  είναι  γνησίως αύξουσα στο  ��. 
Παράδειγµα  2ο:   Να µελετηθεί ως προς τη µονοτονία η συνάρτηση   

�				��	-ύ�L				�(�) = � − S� − T. 
 Η   �   ορίζεται στο σύνολο     �� = �� − �T" = (−∞, T) ∪ (T,+∞). 
 Μελέτη της µονοτονίας της   �   < Συνθετικά > 

 Για κάθε  � ≠ T		είναι: 

�(�) = � − S� − T = � − T + �� − T = � + �� − T							(�). 
 Αν  	�� < �� < 5   τότε: 

�� − T < �� − T < 0 ⇒ ��� − T >
��� − T ⇒ � + ��� − T > 1 + ��� − T ⇒ 

⇒ �(��) > �(��)						(�). 
 Εποµένως η   �   είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστηµα   (−∞, T). 
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 Αν    T < �� < ��   τότε: 

& < �� − T < �� − T ⇒ ��� − T >
��� − T ⇒ � + ��� − T > 1 + ��� − T ⇒ 

⇒ �(��) > �(��)							(R). 
 Άρα η   �   είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστηµα   (T,+∞).  
 Τέλος αν    �� < 5 < ��   θα είναι: 

�� − T < 0 < �� − T ⇒ ��� − T < 0 < ��� − T ⇒ � + ��� − T < 1 < 1 + ��� − T ⇒ 

�(��) < 1 < �(��)					(S). 
 Από τις   (�),			(R)				7(!					(S)  συµπεραίνουµε ότι η συνάρτηση  �  είναι γνησίως φθίνουσα σε 

καθένα από τα διαστήµατα  (−∞, T)			7(!			(T,+∞),   χωρίς όµως να είναι γνησίως φθίνουσα στην 

ένωση τους,  δηλαδή στο πεδίο ορισµού της   �� = �� − �T". 
 

Ολικά Ακρότατα Συνάρτησης 

 Θεωρούµε συνάρτηση  	�	 ∶ 	�� → ��,				�� ⊆ ��.	    . 
Ο ρ ι σ µ ό ς:   Λέµε ότι η συνάρτηση  �   παρουσιάζει στο σηµείο  �& ∈ ��   ολικό  µέγιστο ή 

απλούστερα µέγιστο ίσο µε  �(�&),  αν και µόνον αν  είναι: 

�(�) ≤ �(�&),				A!(	7άB�			� ∈ 	��. 
Ο ρ ι σ µ ό ς:   Λέµε ότι η συνάρτηση  �   παρουσιάζει στο σηµείο  �& ∈ ��   ολικό  ελάχιστο ή 

απλούστερα ελάχιστο ίσο µε  �(�&),   αν και µόνον αν είναι: 

�(�) ≥ �(�&),				A!(	7άB�			� ∈ 	��. 
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 Το ολικό µέγιστο ή το ολικό ελάχιστο συνάρτησης   �  ονοµάζονται   ολικά ακρότατα   ή απλούστερα 

ακρότατα αυτής. 

Παράδειγµα  3ο:   ∆είξετε ότι η συνάρτηση  �		��			�(�) = |� − �|  παρουσιάζει  ελάχιστο. 

 Λ ύ σ η: 

 Η συνάρτηση    �   έχει πεδίο ορισµού το 

σύνολο    �� = ��   και: 

�(�) = |� − �| ≥ &			A!(	7άB�		� ∈ ��		(�). 
 Είναι όµως:     �(�) = &					(�).   
Έτσι,  η σχέση   (1)  γράφεται: 

�(�) ≥ �(�) = &				A!(	7άB�			� ∈ ��					(R). 
 Άρα η   �	 παρουσιάζει ελάχιστο,   

�X/Y(�) = &,					,-.	Bέ,.		�& = �.              

 

Οι  συναρτήσεις  

K(�) = Z� + [,					�(�) = Z�� + [� + A,				(, [, A ∈ ��					7(!		\(�) = |�|. 
 

• Η γραµµική συνάρτηση     K(�) = Z� + [,						(, [ ∈ ��.							 
A. Μονοτονία της    K 

Η συνάρτηση    K   ορίζεται σ'  όλο το   ��   και: 

 ]!(	7άB�					��, �� ∈ ��					��						�� < ��					�ί)(!:   
 

Όταν για µια συνάρτηση � είναι:   

�(�) ≥ $   για κάθε  � ∈ ��  ,   τότε 

ο αριθµός  $  είναι ολικό ελάχιστο 

της  �,    µ ό ν ο ν  εφόσον το  $  

αποτελεί  τιµή  της. 

 ∆ηλαδή,    �^/Y(�) = $,    αν: 

�(�) ≥ $			A!(	7άB�			� ∈ ��  και      

υπάρχει   �& ∈ �� 		 ∶ 				�(�&) = $. 
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1. Αν   ( > 0   τότε: 

�� < �� ⇒ (�� < `�� ⇒ (�� + [ < `�� + [ ⇒ �(��) < a(��) 
Εποµένως  η συνάρτηση   K   είναι γνησίως  αύξουσα  στο   ��. 

2. Αντίστοιχα,  αν   ( < 0   τότε  η   K   είναι γνησίως  φθίνουσα  στο   �� 

3. Τέλος,  αν   ( = &   η  συνάρτηση   K   είναι σταθερή. 

 

B. Γραφική παράσταση της   K 

 Είναι γνωστό ότι η γραφική παράσταση της συνάρτησης   K   είναι ευθεία γραµµή που τέµνει: 

1. Τον  άξονα    ΄    στο  σηµείο   bc− [
( , &d   και 

2. Τον  άξονα  e΄e   στο σηµείο   f(&, [) 
 Το   (   ονοµάζεται  συντελεστής διεύθυνσης της  ευθείας αυτής και  ισούται µε την εφαπτοµένη της 

γωνίας που σχηµατίζει η ευθεία µε τον άξονα   �΄�   όταν διαγράφεται κατά την θετική φορά. 

 Ειδικότερα,   αν    [ = &,   (�L,ά			�, �			()άgLA(	),   η ευθεία  � = Z�  είναι ευθεία που 

διέρχεται από την αρχή  h  του συστήµατος συντεταγµένων. 

Τέλος,   αν    ( = &   η  συνάρτηση   K   είναι σταθερή  µε  τύπο:   � = [  και η γραφική της 

παράσταση είναι ευθεία παράλληλη στον άξονα  �΄�   από το σηµείο   i(&, [). 
 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ:   Για να βρούµε το συντελεστή διεύθυνσης ευθείας της οποίας η εξίσωση δίδεται µε τη 

µορφή:    

(� + [� + A = &,				(, [, A ∈ ��,			|Z| + |[| ≠ &			1 
1. Αν   [ ≠ &   λύνουµε την παραπάνω εξίσωση ως προς   �   και τότε ο συντελεστής του  �   στο  

δεύτερο µέλος είναι ο συντελεστής διεύθυνσης της ευθείας. 

                                                           

1
 Η   σχέση    |Z| + |[| ≠ &    σηµαίνει:    Ένας τουλάχιστον από τους   (,[   είναι διάφορος του µηδενός. 
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2. Αν   [ = &   τότε    δ ε ν    ορίζεται συντελεστής διεύθυνσης για την ευθεία.  Στην περίπτωση αυτή η 

ευθεία παίρνει την µορφή:    � = �& ∈ ��,    που είναι ευθεία παράλληλη στον άξονα   e΄e   από το 

σηµείο   j(�&, &). 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ  4ο:   Έστω η συνάρτηση   � = K(�) = √R� − �. 

 Η συνάρτηση  αυτή παριστάνει ευθεία  (�)   που τέµνει τον άξονα  �΄� στο σηµείο   bc �√R , &d  και 

τον άξονα   e΄e  στο σηµείο   f(&,−�). 
 Είναι   ( = √R > 0   και εποµένως η συνάρτηση   K   είναι γνησίως αύξουσα. 

 Η ευθεία αυτή έχει συντελεστή διεύθυνσης   g� = √R. 
 Έτσι,  αν  B  είναι η γωνία που σχηµατίζει η ευθεία  (�)  µε τον άξονα  �΄�  τότε: 

g = �K	Bl ⇒ �K	Bl = √R ⇒ Bl = m&°. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

• Η  συνάρτηση     �(�) = Z�� + [� + A,				(, [, A ∈ ��					 
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C. Μονοτονία της   �. 

 Η συνάρτηση   �  έχει πεδίο ορισµού όλο το   �� = c�−∞, − [
�(	n ∪ o�− [

�( , +∞d��		 και για κάθε    

� ∈ ��		�ί)(!: 

�(�) = (pq� + [�(r
� − [� − S(AS(� s = (q� + [�(r

� − tS(														(�). 

 Εποµένως: 

1. Αν   ( > 0 

�� < �� ≤ − [�( ⇒ �� + [�( < �� + [�( ≤ & ⇒ q�� + [�(r
� > q�� + [�(r

� ⇒ 

⇒ Zq�� + [�(r
� > u q�� + [�(r

� ⇒ 

⇒ Zq�� + [�(r
� − tS( > u q�� + [�(r

� − tS( ⇒ �(��) > a(��). 

 ∆ηλαδή η συνάρτηση   �   είναι  γνησίως φθίνουσα στο διάστηµα:    c�−∞, − [
�(	n .� 

 Όµοια,  η συνάρτηση   �   είναι  γνησίως αύξουσα στο διάστηµα:    o�− [
�( , +∞d�. 

2. Αν    ( < 0   τότε: 

Με  παρόµοιους συλλογισµούς διαπιστώνουµε ότι η συνάρτηση  �   είναι:     

Γνησίως αύξουσα στο διάστηµα   c�−∞, − [
�(	n�   και γνησίως φθίνουσα στο διάστηµα:   o�− [

�( , +∞d�. 
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D. Ακρότατα της   �. 

Είναι:    

�(�) = (pq� + [�(r
� − [� − S(AS(� s = (q� + [�(r

� − tS(														(�). 
Εποµένως: 

1. Αν   ( > 0 

]!(	7άB�			� ∈ ��					�ί)(!:							 q� + [�(r
� ≥ & ⇒vZwx 

⇒ Zq� + [�(r
� ≥ & ⇒ Zq� + [�(r

� − tS( ≥ − tS( ⇒ �(�) ≥ − tS(, 

t.g(yή:				�(�) ≥ − tS( ,					A!(	7άB�			� ∈ ��								(�).	 

 Η  ισότητα στην  (�)   ισχύει  όταν:   � = − [
�(. 

 Συνεπώς η συνάρτηση   �   παρουσιάζει  ελάχιστο,  ίσο µε   − t
S(    για   � = − [

�(   και γράφουµε: 

�^/Y(�) = − tS( ,				A!(			� = − [�(.	 
2. Αν   ( < 0   µε  αντίστοιχους συλλογισµούς διαπιστώνουµε ότι η συνάρτηση   �   παρουσιάζει  

µέγιστο,  ίσο µε   − t
S(    για   � = − [

�(   και γράφουµε: 

�^Z�(�) = − tS( ,				A!(			� = − [�(.	 
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E. Γραφική Παράσταση  της    �(�) = Z�� + [� + A,				(, [, A ∈ ��,				( ≠ &. 
 Η  γραµµή τα σηµεία της οποίας αποτελούν το γράφηµα της  συνάρτησης  αυτής  ονοµάζεται  

παραβολή. 

 Η  παραβολή τέµνει τον άξονα    �΄�:    
• σε δύο σηµεία,  αν    t > 0,   µε συντεταγµένες  b(��, &)					7(!				f(��, &)   όπου   ��				7(!					��    

οι ρίζες του τριωνύµου   �. 
• Στο  σηµείο   b(�&, &),			()		t = &,   όπου   �&  η διπλή ρίζα του τριωνύµου  �,  ενώ: 

• ∆εν τέµνει τον άξονα   �΄�,				()			t < &. 
Η παραβολή τέµνει τον άξονα    e΄e   στο σηµείο   ](&, A). 

 Το  σηµείο    zc− [
�( , − t

S(	d    λέγεται  κορυφή  της  παραβολής  και  είναι: 

• Κορυφή  µεγίστου  αν   ( < 0						ή 

• Κορυφή  ελαχίστου,   αν   ( > 0. 
 Άξονας συµµετρίας της παραβολής   �(�) = Z�� + [� + A,				(, [, A ∈ ��,				( ≠ &  είναι η ευθεία   

(�)    µε  εξίσωση:   � = − [
�(.   

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ  5ο:   Να µελετήσετε και να κατασκευάσετε το γράφηµα των συναρτήσεων: 

�(�) = �� + m� + {,						K(�) = −�� + m� − |				7(!					2(�) = �� + �. 
Λύση: 

1. Για το  τριώνυµο   �   είναι: 

( = �,			[ = m,			A = {,				t = ⋯ = S > 0,				�� = ⋯ = −S,				�� = ⋯ = −�. 
Είναι  δε:   − [

�( = −R				7(!			 − t
S( = −�.	 

 Εποµένως τέµνει τον άξονα   �΄�				,-(	,.��ί(:					b(−S, &),							f(−�, &)	  και τον άξονα   

e΄e				,-L	,.��ίL				](&, {)	.    
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 Η παραβολή  �  έχει κορυφή το σηµείο:    z(−R, −�	)    και  άξονα συµµετρίας την ευθεία   (�)   µε 

εξίσωση:    � = −R. 
 Είναι  ( = � > 0   και εποµένως η συνάρτηση   �   είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστηµα:    

(�−∞, −R	~�  και  γνησίως αύξουσα στο διάστηµα:   ��−R,+∞)�,   ενώ έχει ελάχιστο:    

�^/Y(�) = −�,				A!(			� = −R.	 
 Η γραφική παράσταση του τριωνύµου   �   φαίνεται στο σχήµα που ακολουθεί: 

 

 

 

 

 

 

 

2. Όµοια,   για το  τριώνυµο   K   είναι: 

( = −�,			[ = m,			A = −|,				t = ⋯ = &,				�& = − [�( = R				7(!			 − tS( = &.. 
  Η γραφική παράσταση της συνάρτησης  K  τέµνει τον άξονα   �΄�	  στο σηµείο:   	z(R, &)	   και 

τον άξονα   e΄e				,-L	,.��ίL				b(&,−|)	.    
 Η παραβολή    K    έχει κορυφή το σηµείο:    z(R, &	)    και  άξονα συµµετρίας την ευθεία   (�)    µε 

εξίσωση:    � = R. 
 Είναι  ( = −� < 0   και εποµένως η συνάρτηση  K   είναι γνησίως αύξουσα στο διάστηµα:    

(�−∞, R	~�  και  γνησίως φθίνουσα στο διάστηµα:  ��R, +∞)�,   ενώ έχει µέγιστο:    
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K^Z�(�) = &,				A!(			� = R.	 
 Στο σχήµα που ακολουθεί φαίνεται η γραφική παράσταση του τριωνύµου    K. 

 

 

 

 

 

 

 

 

3. Το  τριώνυµο   2   έχει: 

( = �,			[ = &,			A = �,				t = ⋯ = −S < 0,						 − [�( = &				7(!			 − tS( = �.		 
 Η συνάρτηση    2  δεν  τέµνει τον άξονα   �΄�,				(KLύ		t < 0,	  ενώ τέµνει  τον άξονα   

e΄e				,-L	,.��ίL				z(&, �)	.    
 Η παραβολή  2  έχει κορυφή το σηµείο:    z(&, �	)   και άξονα συµµετρίας την ευθεία  

(�)			��		��ί,�,.:				� = &,			y.g(yή	-L)	ά�L)(			e΄e. 
 Εφόσον  ( = � > 0   η συνάρτηση   2   είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστηµα:    (�−∞, &	~�  και  

γνησίως αύξουσα στο διάστηµα:   ��&, +∞)�,   ενώ έχει ελάχιστο:    

2^/Y(�) = �,				A!(			� = &.	 
 Η γραφική παράσταση του τριωνύµου   2   φαίνεται στο σχήµα που ακολουθεί: 
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• Η  συνάρτηση   � = \(�) = |�| 
  Η  συνάρτηση   \  έχει πεδίο ορισµού  το σύνολο    ��   των πραγµατικών αριθµών και γράφεται 

απλούστερα: 

\(�) = � � () � ≥ &
−� () � < 0+. 

Μονοτονία της    

1. Αν  		  �� > �� ≥ & ⇒  \(��) = 	��,					\(��) = ��, �� > ��.	 
Άρα  µε:      �� > �� ≥ & ⇒  \(��) > \(��)     
∆ηλαδή η συνάρτηση    �   είναι γνησίως αύξουσα στο διάστηµα   ��& , +∞)�. 

2. Αντίστοιχα,   αν 

3. & > �� > �� ⇒  \(��) = 	−��,					\(��) = −��, −�� < −��.	 
Άρα  µε:   & > �� > �� ⇒ \(��) < \(��).         
Συνεπώς η συνάρτηση   \   είναι γνησίως φθίνουσα  στο διάστηµα   (�−∞, &~.�   
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Ακρότατα της  \ 

 Είναι: 

\(�) = � = |�| ≥ &,				A!(	7άB�			� ∈ ��					7(!					\(&) = |&| = &.	 
Εποµένως:   

\(�) ≥ \(&) = &,					A!(	7άB�			� ∈ ��, 
 που σηµαίνει ότι η συνάρτηση   \  παρουσιάζει ελάχιστο ίσο µε µηδέν για   � = &. 
Γραφική παράσταση της   \ 

 Στο σχήµα  5  που ακολουθεί φαίνεται η γραφική παράσταση της  \. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 Η εξίσωση   � = �,				� ≥ &   έχει ως γραφική παράσταση την ηµιευθεία   hb   που έχει συντελεστή 

διεύθυνσης   g = � ⇒ �KBl = � ⇒ Bl = ST°. 
Αντίστοιχα,  η    � = −�,				� < 0   σχηµατίζει µε τον ηµιάξονα   h�   γωνία   �� = �RT°. 
 Εποµένως η γραφική παράσταση της \ αποτελείται από τις ηµιευθείες    hb			7(!			hf   που είναι 

αντίστοιχα οι διχοτόµοι της πρώτης και της δεύτερης γωνίας του συστήµατος συντεταγµένων. 

 Από το γράφηµα αυτό βλέπουµε επίσης ότι η συνάρτηση   \(�) = � = |�|  παρουσιάζει ελάχιστο 

ίσο µε το µηδέν για  � = &. 
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Παρατήρηση: 

 Οι παραστάσεις   |�|,			|� − �|,			|S� + R|,			|�� − �|   και γενικότερα κάθε παράσταση της µορφής   

�(�) = |\(�)|,				ό�L�		\			,�)ά�-.,.	-L�		�,  είναι µη αρνητικές.   Αυτό δεν σηµαίνει ότι έχουν  

υποχρεωτικά  ελαχίστη  τιµή  το  µηδέν  στη θέση   � = &.   

  Γενικά η ελαχίστη τιµή συναρτήσεων όπως η  �  είναι µη αρνητική και η θέση στην οποία 

εµφανίζεται δεν είναι  κατ'  ανάγκη η   � = &.   

 

Παράδειγµα: 

 Αν    \(�) = ��� + �� + R�   τότε: 

\(�) = ⋯ = �(� + �)� + �� ≥ � = \(−�). 
Εποµένως η συνάρτηση    \    παρουσιάζει ελάχιστο   \^/Y(�) = �				A!(		� = −�. 
 

Εφαρµογές: 

1. Να µελετήσετε ως προς τη µονοτονία τις συναρτήσεις: 

�(�) = −R� + �,					K(�) = ��� − R () � ≥ �
R� − S () � < 1+ 				7(!				2(�) =

�� − �. 
 

2. Να  βρείτε τα ακρότατα των  συναρτήσεων: 

�(�) = � − |�|,					K(�) = |�� − �|				7(!				2(�) = ��� + ��. 


