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Η Έλλνηα ηεο Πξαγκαηηθήο Σπλάξηεζεο Πξαγκαηηθήο κεηαβιεηήο 

Ο ξ η ζ κ ό ο: Έζηω  𝑫  έλα κε θελό ππνζύλνιν ηνπ  𝑰𝑹.   Ολνκάδνπκε πξαγκαηηθή ζπλάξηεζε 

πξαγκαηηθήο κεηαβιεηήο,  κε πεδίν νξηζκνύ ην ζύλνιν  𝑫  θαη ηηκέο ζην  𝑰𝑹,   κηα δηαδηθαζία,  «δειαδή 

έλα θαλόλα  𝒇»,  κε ηελ νπνία ζε θάζε ζηνηρείν  𝒙 ∈ 𝑫   αληηζηνηρίδεηαη  έλα θαη κόλνλ  έλα ζηνηρείν  

𝒚 ∈ 𝑰𝑹,  πνπ νλνκάδεηαη ηηκή ηεο  𝒇  ζην   𝒙   θαη ζπκβνιίδεηαη κε:   𝒚 = 𝒇(𝒙).  

 Σπκβνιηθά γξάθνπκε:       𝒇 ∶   𝑫 → 𝑰𝑹      ή     𝑫 ∋ 𝒙−> 
𝒇

 𝒚 = 𝒇(𝒙) ∈ 𝑰𝑹.   

 Τν   𝒇(𝒙)   ιέγεηαη ηύπνο ηεο ζπλάξηεζεο,   ελώ ε εμίζωζε  𝒚 = 𝒇(𝒙)  ιέγεηαη εμίζωζε ηεο   𝒇.      

 Σε κηα ζπλάξηεζε κε εμίζωζε  𝒚 = 𝒇(𝒙)  ην  𝒙,  πνπ παξηζηάλεη νπνηνδήπνηε ζηνηρείν ηνπ  𝑫,  

νλνκάδεηαη αλεμάξηεηε κεηαβιεηή,  ελώ ην  𝒚  πνπ παξηζηάλεη ηελ ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο  𝒇  ζην  𝒙,   

νλνκάδεηαη εμαξηεκέλε κεηαβιεηή. 

 Ο ηύπνο κηαο ζπλάξηεζεο δελ είλαη ππνρξεωηηθό όηη ζα δίδεηαη κε ηε κνξθή κηαο αιγεβξηθήο 

παξάζηαζεο.    Μηα ζπλάξηεζε δειαδή κπνξεί λα έρεη πνιιαπιό ηύπν,  όπωο γηα παξάδεηγκα ε 

ζπλάξηεζε: 

𝒇    𝝁𝜺    𝒇 𝒙 =  
𝒙𝟐,             𝒙 ≤ 𝟏

𝟐𝒙 − 𝟏,     𝒙 > 1

.   

 Τν ζύλνιν πνπ έρεη ωο ζηνηρεία ηηο ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο  𝒇  ζε όια ηα 𝒙 ∈ 𝑫 ,  νλνκάδεηαη ζύλνιν 

ηηκώλ ηεο   𝒇   θαη ην ζπκβνιίδνπκε κε     𝑹𝒇    ή    𝒇(𝑫). 

 Δειαδή:    𝑹𝒇 =   𝒚 ∈ 𝑰𝑹 ∶  𝝊𝝅ά𝝆𝝌𝜺𝜾   𝒙 ∈ 𝑫    𝝁𝜺    𝒚 = 𝒇 𝒙   

 Λέκε επίζεο όηη κηα ζπλάξηεζε  𝒇 ∶   𝑫 → 𝑰𝑹    είλαη νξηζκέλε ζ’ έλα ζύλνιν   𝜠,  όηαλ ην  𝑬  είλαη 

ππνζύλνιν ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο,  δειαδή:  𝜠 ⊆ 𝑫.    Σηελ πεξίπηωζε απηή ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο   𝒇    

ζπκβνιίδεηαη κε   𝒇(𝑬)    θαη είλαη:  

𝒇 𝑬 =  𝒚 ∈ 𝑰𝑹 ∶    𝝊𝝅ά𝝆𝝌𝜺𝜾   𝒙 ∈ 𝑬    𝝁𝜺    𝒚 = 𝒇 𝒙  ⊆ 𝑹𝒇. 
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 Τν ζηνηρείν  𝒙𝟎 ∈ 𝑫𝒇    ζα νλνκάδεηαη ζηαζεξό ή ακεηάβιεην ζηνηρείν κέζω ηεο  𝒇  αλ,  θαη κόλνλ αλ 

είλαη:  𝒇(𝒙𝟎) = 𝒙𝟎.  

 Τ ν λ ί δ ε η α η   όηη από ην ζεκείν απηό θαη κεηά ζα αλαθεξόκαζηε ζε ζπλαξηήζεηο ηωλ νπνίωλ ην 

πεδίν νξηζκνύ είλαη  δηάζηεκα  ή  έλωζε δηαζηεκάηωλ  ηνπ  𝑰𝑹.                                               

Γξάθεκα Σπλάξηεζεο 

 Έζηω ε ζπλάξηεζε  𝒇 ∶   𝑫 → 𝑰𝑹.   Τν ζύλνιν κε ζηνηρεία ηα δηαηεηαγκέλα δεύγε  𝒙,   𝒇(𝒙)     όπνπ   

𝒙 ∈ 𝑫  ιέγεηαη  γξάθεκα  ηεο   𝒇  θαη ζπκβνιίδεηαη κε  𝑮𝒇.     

 Είλαη δειαδή:      𝑮𝒇 =    𝒙, 𝒇(𝒙)      𝝁𝜺   𝒙 ∈ 𝑫  . 

 Η γεωκεηξηθή παξάζηαζε ηνπ γξαθήκαηνο  𝑮𝒇  κηαο ζπλάξηεζεο  𝒇  ζην θαξηεζηαλό επίπεδν,  είλαη ε 

γξαθηθή ηεο παξάζηαζε.   Σεκεηώλεηαη όηη δελ είλαη πάληνηε εθηθηή ε θαηαζθεπή ηεο γξαθηθήο 

παξάζηαζεο κηαο ζπλάξηεζεο, όπωο ζπκβαίλεη γηα παξάδεηγκα κε ηελ : 

𝒇    𝝁𝜺    𝒇 𝒙 =  

𝟏 𝜶𝝂 𝒙 ∈ 𝑸

𝟎 𝜶𝝂 𝒙 ∈ 𝑰𝑹 − 𝑸
   𝝇𝝊𝝂ά𝝆𝝉𝜼𝝇𝜼   𝑫𝒊𝒓𝒊𝒄𝒉𝒍𝒆𝒕 

 Από ηνλ νξηζκό ηεο ζπλάξηεζεο πξνθύπηεη όηη δελ ππάξρνπλ δηαθνξεηηθά ζεκεία ηεο γξαθηθήο ηεο 

παξάζηαζεο κε ηελ ίδηα ηεηκεκέλε.   Άξα κηα θακπύιε γξακκή ζην θαξηεζηαλό επίπεδν είλαη  γξαθηθή 

παξάζηαζε ζπλάξηεζεο,  αλ  θάζε  επζεία παξάιιειε ζηνλ άμνλα   𝒚΄𝒚    ηέκλεη ηελ θακπύιε απηή  ην 

πνιύ ζ’ έλα ζεκείν. 
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Παξαδείγκαηα γξαθηθώλ παξαζηάζεωλ 

 

   

 

 

 

 

Γξαθηθή Παξάζηαζε ηωλ Σπλαξηήζεωλ    𝒚 = 𝑭 𝒙    𝜿𝜶𝜾    𝒚 = 𝑭 𝒙 + 𝒄,    𝒄 ∈ 𝑰𝑹∗. 

         

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 𝑦 = 𝐹(𝑥) 

 𝑦 = 𝐹 𝑥 + 1 

 𝑦 = 𝐹 𝑥 − 1 

 Η  γξαθηθή  παξάζηαζε ηνπ 

δηπιαλνύ   ζρήκαηνο   δ ε λ   είλαη 

γξαθηθή παξάζηαζε ζπλάξηεζεο,  

αθνύ ππάξρεη γηα παξάδεηγκα ε 

επζεία 𝑨𝑩 ⫽ 𝒚΄𝒚  πνπ ηέκλεη ην 

γξάθεκα ζε δύν ζεκεία. 
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Γραυική Παράσταση της y2x
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yFx, yFx1, yFx1

 Η γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 

ζπλάξηεζεο 𝒚 = 𝑭 𝒙 + 𝒄,   𝒄 ∈ 𝑰𝑹∗   

είλαη κηα  παξάιιειε κεηαηόπηζε, θαηά 

ηε δηεύζπλζε ηνπ άμνλα  𝒚΄𝒚,  ηεο 

γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  𝑭.    

 Η κεηαηόπηζε απηή είλαη πξνο ηα 

επάλω εάλ  𝑐 > 0 θαη πξνο ηα θάηω αλ  

𝑐 < 0.     
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Γξαθηθή Παξάζηαζε ηωλ Σπλαξηήζεωλ:    𝒚 = 𝑭 𝒙 ,     𝒚 = 𝑭 𝒙 + 𝒄 ,     𝒄 ∈ 𝑰𝑹∗ 

         

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Π α ξ α η ε ξ ή ζ ε η ο: 

 Η αληηζηνηρία   𝒇 ∶   𝑫𝒇 → 𝑰𝑹  είλαη ζπλάξηεζε κε πεδίν νξηζκνύ ην ζύλνιν  𝑫𝒇,  αλ θαη κόλνλ αλ: 

𝜸𝜾𝜶 𝜿ά𝜽𝜺    𝒙𝟏,𝒙𝟐 ∈ 𝑫𝒇     𝝁𝜺    𝒙𝟏 = 𝒙𝟐 ⇒ 𝒇 𝒙𝟏 = 𝒇(𝒙𝟐) 

 ή ηζνδύλακα:     𝜸𝜾𝜶 𝜿ά𝜽𝜺   𝒙𝟏, 𝒙𝟐 ∈ 𝑫𝒇     𝝁𝜺    𝒇 𝒙𝟏 ≠ 𝒇 𝒙𝟐 ⇒ 𝒙𝟏 ≠ 𝒙𝟐. 

 Αλ γηα κηα ζπλάξηεζε κε ηύπν   𝒇(𝒙)   δελ δίδεηαη ην πεδίν νξηζκνύ ηεο, ηόηε απηό νξίδεηαη ωο ην 

επξύηεξν ππνζύλνιν ηνπ   𝑰𝑹   γηα ην νπνίν έρεη έλλνηα πξαγκαηηθνύ αξηζκνύ ην   𝒇(𝒙).    Δειαδή: 

𝑫𝒇 =  𝒙 ∈ 𝑰𝑹  ∶    𝒇(𝒙) ∈ 𝑰𝑹 ⊆ 𝑰𝑹. 

 Όηαλ δίδεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε κηαο ζπλάξηεζεο   𝒇 ∶   𝑫𝒇 → 𝑰𝑹   ηόηε:  

1. Τν πεδίν νξηζκνύ ηεο είλαη ην ζύλνιν ηωλ ηεηκεκέλωλ ηωλ ζεκείωλ ηεο  𝑮𝒇. 
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yFx, yFx2, yFx2

 Η γξαθηθή παξάζηαζε  ηεο 

ζπλάξηεζεο  𝒚 = 𝑭(𝒙 + 𝒄)  είλαη κηα 

παξάιιειε κεηαηόπηζε,  θαηά ηε 

δηεύζπλζε ηνπ άμνλα  𝒙΄𝒙,  ηεο γξαθηθήο 

παξάζηαζεο   ηεο   𝑭.    

 Η κεηαηόπηζε απηή είλαη πξνο ηα 

αξηζηεξά εάλ  𝒄 > 0   θαη πξνο ηα δεμηά 

εάλ    𝒄 < 0.   

 

 𝑦 = 𝐹(𝑥) 

 𝑦 = 𝐹 𝑥 + 2  

 𝑦 = 𝐹 𝑥 − 2  
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2. Τν ζύλνιν ηηκώλ ηεο είλαη ην ζύλνιν ηωλ ηεηαγκέλωλ ηωλ ζεκείωλ  ηεο  𝑮𝒇.  

3. Η ηηκή ηεο  𝒇  ζην  ζεκείν   𝒙𝟎 ∈ 𝑫𝒇   είλαη ε ηεηαγκέλε ηνπ ζεκείνπ ηνκήο ηεο επζείαο   𝒙 = 𝒙𝟎   θαη 

ηεο  𝑮𝒇. 

4. Τν ζεκείν  𝑷 𝒙𝟎, 𝒚𝟎   αλήθεη ζηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  𝒇  αλ,  θαη κόλνλ αλ νη ζπληεηαγκέλεο 

ηνπ επαιεζεύνπλ ηελ εμίζωζε ηεο.  

5. Η ηνκή ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ζπλάξηεζεο  𝒇   θαη ηνπ άμνλα   𝒙΄𝒙   βξίζθεηαη από ηε ιύζε ηνπ 

ζπζηήκαηνο:   𝒚 = 𝒇 𝒙     𝜿𝜶𝜾    𝒚 = 𝟎    𝝁𝜺   𝒙 ∈ 𝑫𝒇 .   Αληίζηνηρα,  ε ηνκή ηεο γξαθηθήο 

παξάζηαζεο ηεο  𝒇  θαη ηνπ άμνλα  𝒚΄𝒚  βξίζθεηαη από ηε ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο:  

  𝒚 = 𝒇 𝒙    𝜿𝜶𝜾   𝒙 = 𝟎   𝜺𝝋ό𝝇𝝄𝝂  𝟎 ∈ 𝑫𝒇   . 

 Τν ζεκείν ηνκήο είλαη 𝝉ό𝝉𝜺 𝝉𝝄 𝝇𝜼𝝁𝜺ί𝝄   𝑷 𝟎,𝒇(𝟎) . 

  Η ηνκή ηωλ γξαθηθώλ παξαζηάζεωλ  𝑮𝒇, 𝑮𝝋  δύν ζπλαξηήζεωλ  𝒇   𝜿𝜶𝜾   𝝋  

 πξνζδηνξίδεηαη από ηε ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο:    

 𝒚 = 𝒇 𝒙     𝜿𝜶𝜾    𝒚 = 𝝋(𝒙)    𝝁𝜺   𝒙 ∈ 𝑫𝒇 ∩ 𝑫𝝋 . 

6. Η γξαθηθή παξάζηαζε ζπλάξηεζεο  𝒇 ∶   𝑫𝒇 → 𝑰𝑹   βξίζθεηαη εμ’ νινθιήξνπ πάλω από ηνλ άμνλα  

𝒙΄𝒙 ,  αλ θαη κόλνλ αλ είλαη:  𝒇 𝒙 > 0    ∀𝒙 ∈ 𝑫𝒇.    

 Αληίζηνηρα, ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 𝒇 ∶   𝑫𝒇 → 𝑰𝑹   βξίζθεηαη εμ’ νινθιήξνπ θάηω από ηνλ 

άμνλα  𝐱΄𝐱,  αλ θαη κόλνλ αλ είλαη:   𝒇 𝒙 < 0    ∀𝒙 ∈ 𝑫𝒇. 

7. Η γξαθηθή παξάζηαζε ζπλάξηεζεο  𝝋   βξίζθεηαη πάλω από ηε γξαθηθή παξάζηαζε ζπλάξηεζεο  𝝋,  

αλ θαη κόλνλ αλ είλαη:   𝒇 𝒙 > 𝝋(𝒙)    𝝁𝜺   𝒙 ∈ 𝑫𝒇 ∩ 𝑫𝝋.    

  Αληίζηνηρα,  ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  𝝋  βξίζθεηαη θάηω από ηε γξαθηθή  παξάζηαζε ηεο 𝝋,  

αλ θαη κόλνλ αλ είλαη:   𝒇 𝒙 < 𝝋(𝒙)   𝝁𝜺   𝒙 ∈ 𝑫𝒇 ∩ 𝑫𝝋. 

 



 ΧΑΡΑΛΑΜΠΟ  .π.  ΛΤΚΟΤΔΗ    -   ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΟ                6 

 

Μνλνηνλία Σπλάξηεζεο 

 Θεωξνύκε ζπλάξηεζε   𝒇 ∶  𝑫𝒇 → 𝑰𝑹  θαη ην κε θελό δηάζηεκα   𝑫  ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο  

𝑫𝒇 ⊆ 𝑰𝑹. 

Ο ξ η ζ κ ό ο:  Θα ιέκε όηη ε  ζπλάξηεζε  𝝋  είλαη   γ λ ε ζ ί ω ο  αύμνπζα   ζην  𝑫,    όηαλ: 

𝜸𝜾𝜶 𝜿ά𝜽𝜺    𝒙𝟏,𝒙𝟐 ∈ 𝑫    𝝁𝜺   𝒙𝟏 < 𝒙𝟐     𝜺ί𝝂𝜶𝜾:      𝒇 𝒙𝟏 < 𝒇 𝒙𝟐 . 

 Αληίζηνηρα,   ε  ζπλάξηεζε    𝝋   ζα ιέγεηαη    γ λ ε ζ ί ω ο   θζίλνπζα   ζην   𝑫,    όηαλ: 

𝜸𝜾𝜶 𝜿ά𝜽𝜺     𝒙𝟏,𝒙𝟐 ∈ 𝑫    𝝁𝜺   𝒙𝟏 < 𝒙𝟐     𝜺ί𝝂𝜶𝜾:      𝒇 𝒙𝟏 > 𝒇 𝒙𝟐 . 

 Η ζπλάξηεζε    𝒇   ζα νλνκάδεηαη γλεζίωο κνλόηνλε ζην δηάζηεκα  𝑫  ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο, αλ 

είλαη γλεζίωο αύμνπζα  ή  γλεζίωο θζίλνπζα ζ’ απηό. 

Ο ξ η ζ κ ό ο:   Θα ιέκε όηη ε  ζπλάξηεζε  𝒇  είλαη     α ύ μ ν π ζ α     ζην  𝑫,    όηαλ: 

𝜸𝜾𝜶 𝜿ά𝜽𝜺    𝒙𝟏,𝒙𝟐 ∈ 𝑫    𝝁𝜺   𝒙𝟏 < 𝒙𝟐     𝜺ί𝝂𝜶𝜾:      𝒇 𝒙𝟏 ≤ 𝒇 𝒙𝟐 . 

 Αληίζηνηρα,   ε  ζπλάξηεζε    𝒇   ζα ιέγεηαη     θ ζ ί λ ν π ζ α    ζην   𝑫,    όηαλ: 

𝜸𝜾𝜶 𝜿ά𝜽𝜺    𝒙𝟏,𝒙𝟐 ∈ 𝑫    𝝁𝜺   𝒙𝟏 < 𝒙𝟐     𝜺ί𝝂𝜶𝜾:      𝒇 𝒙𝟏 ≥ 𝒇 𝒙𝟐 . 

 Η ζπλάξηεζε   𝒇  ζα νλνκάδεηαη κνλόηνλε ζην δηάζηεκα  𝑫  ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο, αλ είλαη  

αύμνπζα  ή   θζίλνπζα ζ’ απηό. 

Παξάδεηγκα  1ν:   

 Να δείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε   𝒇   𝝁𝜺   𝒇 𝒙 =  
𝟐𝒙 − 𝟑,   𝜶𝝂    𝒙 ≤ 𝟎

𝒙 − 𝟑,      𝜶𝝂     𝒙 > 𝟎

    είλαη γλεζίωο αύμνπζα. 

  Λ ύ ζ ε: 

 Αλ     𝒙𝟏 < 𝒙𝟐 ≤ 𝟎    ηόηε:     𝟐𝒙𝟏 < 2𝒙𝟐 ⇒ 𝟐𝒙𝟏 − 𝟑 < 2𝒙𝟐 − 𝟑 ⇒ 𝒇 𝒙𝟏 < 𝒇 𝒙𝟐       (𝟏). 
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 Αλ    𝟎 < 𝒙𝟏 < 𝒙𝟐   ηόηε:     𝒙𝟏 − 𝟑 < 𝒙𝟐 − 𝟑 ⇒ 𝒇 𝒙𝟏 < 𝒇 𝒙𝟐       (𝟐). 

 Τέινο αλ    𝒙𝟏 ≤ 𝟎 < 𝒙𝟐   ζα είλαη: 

 
𝟐𝒙𝟏 − 𝟑 ≤ −𝟑

𝜿𝜶𝜾
𝒙𝟐 − 𝟑 > −𝟑

  ⇒   
𝒇 𝒙𝟏 ≤ −𝟑

𝜿𝜶𝜾
𝒇 𝒙𝟐 > −𝟑

  ⇒  𝒇 𝒙𝟏 < 𝒇 𝒙𝟐        𝟑 . 

 Από ηηο    𝟏 ,    𝟐     𝜿𝜶𝜾    (𝟑)   πξνθύπηεη όηη ε ζπλάξηεζε   𝒇  είλαη  γλεζίωο αύμνπζα ζην  𝑰𝑹. 

Παξάδεηγκα  2ν:   Να κειεηεζεί ωο πξνο ηε κνλνηνλία ε ζπλάξηεζε   

𝒇    𝝁𝜺 𝝉ύ𝝅𝝄    𝒇 𝒙 =
𝒙 − 𝟒

𝒙 − 𝟓
. 

 Η   𝒇   νξίδεηαη ζην ζύλνιν     𝑫𝒇 = 𝑰𝑹 −  𝟓 =  −∞, 𝟓 ∪  𝟓, +∞ . 

 Μειέηε ηεο κνλνηνλίαο ηεο   𝒇   < Σπλζεηηθά > 

 Γηα θάζε  𝒙 ≠ 𝟓  είλαη: 

𝒇 𝒙 =
𝒙 − 𝟒

𝒙 − 𝟓
=
𝒙 − 𝟓 + 𝟏

𝒙 − 𝟓
= 𝟏 +

𝟏

𝒙 − 𝟓
       (𝟏). 

 Αλ   𝒙𝟏 < 𝒙𝟐 < 5   ηόηε: 

𝒙𝟏 − 𝟓 < 𝒙𝟐 − 𝟓 < 0 ⇒
𝟏

𝒙𝟏 − 𝟓
>

𝟏

𝒙𝟐 − 𝟓
⇒ 𝟏 +

𝟏

𝒙𝟏 − 𝟓
> 1 +

𝟏

𝒙𝟐 − 𝟓
⇒ 

⇒ 𝒇 𝒙𝟏 > 𝒇 𝒙𝟐       (𝟐). 

 Επνκέλωο ε   𝒇   είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην δηάζηεκα    −∞, 𝟓 . 

  Αλ    𝟓 < 𝒙𝟏 < 𝒙𝟐   ηόηε: 

𝟎 < 𝒙𝟏 − 𝟓 < 𝒙𝟐 − 𝟓 ⇒
𝟏

𝒙𝟏 − 𝟓
>

𝟏

𝒙𝟐 − 𝟓
⇒ 𝟏 +

𝟏

𝒙𝟏 − 𝟓
> 1 +

𝟏

𝒙𝟐 − 𝟓
⇒ 

⇒ 𝒇 𝒙𝟏 > 𝒇 𝒙𝟐        (𝟑). 



 ΧΑΡΑΛΑΜΠΟ  .π.  ΛΤΚΟΤΔΗ    -   ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΟ                8 

 

 Άξα ε   𝒇   είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην δηάζηεκα    𝟓, +∞ .  

 Τέινο αλ    𝒙𝟏 < 5 < 𝒙𝟐   ζα είλαη: 

𝒙𝟏 − 𝟓 < 0 < 𝒙𝟐 − 𝟓 ⇒
𝟏

𝒙𝟏 − 𝟓
< 0 <

𝟏

𝒙𝟐 − 𝟓
⇒ 𝟏 +

𝟏

𝒙𝟏 − 𝟓
< 1 < 1 +

𝟏

𝒙𝟐 − 𝟓
⇒ 

𝒇 𝒙𝟏 < 1 < 𝒇 𝒙𝟐      (𝟒). 

 Από ηηο    𝟐 ,    𝟑     𝜿𝜶𝜾     (𝟒)  ζπκπεξαίλνπκε όηη ε ζπλάξηεζε  𝒇  είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζε 

θαζέλα από ηα δηαζηήκαηα   −∞, 𝟓    𝜿𝜶𝜾    𝟓, +∞ ,   ρωξίο όκωο λα είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζηελ 

έλωζε ηνπο,  δειαδή ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο   𝑫𝒇 = 𝑰𝑹 −  𝟓 . 

Παξαηήξεζε:   Μηα ζπλάξηεζε   𝒇    κπνξεί λα είλαη γλεζίωο κνλόηνλε ζηα δηαζηήκαηα   𝜜, 𝜝 ⊆ 𝑫𝒇,   

ρωξίο  λα είλαη γλεζίωο κνλόηνλε ζηελ έλωζε ηνπο. 

 

Οιηθά Αθξόηαηα Σπλάξηεζεο 

 Θεωξνύκε ζπλάξηεζε   𝒇 ∶  𝑫𝒇 → 𝑰𝑹,    𝑫𝒇 ⊆ 𝑰𝑹.     . 

Ο ξ η ζ κ ό ο:   Λέκε όηη ε ζπλάξηεζε  𝒇   παξνπζηάδεη ζην ζεκείν  𝒙𝟎 ∈ 𝑫𝒇   νιηθό  κέγηζην ή απινύζηεξα 

κέγηζην ίζν κε  𝒇(𝒙𝟎),  αλ θαη κόλνλ αλ  είλαη: 

𝒇(𝒙) ≤ 𝒇(𝒙𝟎),    𝜸𝜾𝜶 𝜿ά𝜽𝜺   𝒙 ∈  𝑫𝒇. 

Ο ξ η ζ κ ό ο:   Λέκε όηη ε ζπλάξηεζε  𝒇   παξνπζηάδεη ζην ζεκείν  𝒙𝟎 ∈ 𝑫𝒇   νιηθό  ειάρηζην ή 

απινύζηεξα ειάρηζην ίζν κε  𝒇(𝒙𝟎),   αλ θαη κόλνλ αλ είλαη: 

𝒇(𝒙) ≥ 𝒇(𝒙𝟎),    𝜸𝜾𝜶 𝜿ά𝜽𝜺   𝒙 ∈  𝑫𝒇. 

 Τν νιηθό κέγηζην ή ην νιηθό ειάρηζην ζπλάξηεζεο   𝒇  νλνκάδνληαη   νιηθά αθξόηαηα   ή απινύζηεξα 

αθξόηαηα απηήο. 
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Παξαηήξεζε:   Πξνθεηκέλνπ κηα ζπλάξηεζε   𝒇   λα παξνπζηάδεη ειάρηζην  <<αλη.  κέγηζην>>  δελ αξθεί 

λα ηζρύεη ε ζρέζε:   𝒇 𝒙 ≥ 𝜺,    << 𝛼𝜈𝜏.   𝑓 𝒙 ≥ 𝜧 ≫ ,   𝜸𝜾𝜶 𝜿ά𝜽𝜺   𝒙 ∈  𝑫𝒇.   Πξέπεη επηπιένλ λα 

ππάξρεη   𝒙𝟎 ∈ 𝑫𝒇   ∶   𝒇(𝒙𝟎) = 𝜺, ≪ 𝜶𝝂𝝉.  ∶   𝒇(𝒙𝟎) =  𝜧 ≫. 

Παξάδεηγκα  3ν:   Δείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε  𝒇  𝝁𝜺   𝒇 𝒙 =  𝒙 − 𝟏   παξνπζηάδεη  ειάρηζην. 

 Λ ύ ζ ε: 

 Η ζπλάξηεζε    𝒇   έρεη πεδίν νξηζκνύ ην 

ζύλνιν    𝑫𝒇 = 𝑰𝑹   θαη: 

𝒇 𝒙 =  𝒙 − 𝟏 ≥ 𝟎   𝜸𝜾𝜶 𝜿ά𝜽𝜺  𝒙 ∈ 𝑰𝑹  (𝟏). 

 Είλαη όκωο:     𝒇 𝟏 = 𝟎     (𝟐).   

Έηζη,  ε ζρέζε   (1)  γξάθεηαη: 

𝒇 𝒙 ≥ 𝒇 𝟏 = 𝟎    𝜸𝜾𝜶 𝜿ά𝜽𝜺   𝒙 ∈ 𝑰𝑹     (𝟑). 

 Άξα ε   𝒇  παξνπζηάδεη ειάρηζην,   

𝒇𝑴𝒊𝒏 𝒙 = 𝟎,     𝝇𝝉𝜼 𝜽έ𝝇𝜼  𝒙𝟎 = 𝟏.              

Παξαηήξεζε: 

 Οη παξαζηάζεηο    𝒙 ,    𝒙 − 𝟏 ,    𝟒𝒙 + 𝟑 ,   |𝒙𝟐 − 𝟏|   θαη γεληθόηεξα θάζε παξάζηαζε ηεο κνξθήο   

𝜫 𝒙 =  𝒈(𝒙) ,    ό𝝅𝝄𝝊  𝒈   𝝇𝝊𝝂ά𝝆𝝉𝜼𝝇𝜼 𝝉𝝄𝝊  𝒙,  είλαη κε αξλεηηθέο.   Απηό δελ ζεκαίλεη όηη έρνπλ  

ππνρξεωηηθά  ειαρίζηε  ηηκή  ην  κεδέλ  ζηε ζέζε   𝒙 = 𝟎.   

  Γεληθά ε ειαρίζηε ηηκή ζπλαξηήζεωλ όπωο ε  𝜫  είλαη κε αξλεηηθή θαη ε ζέζε ζηελ νπνία 

εκθαλίδεηαη δελ είλαη  θαη'  αλάγθε ε   𝒙 = 𝟎.   

Παξάδεηγκα: 

 Αλ    𝒈 𝒙 =  𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟑    ηόηε:     𝒈 𝒙 = ⋯ =   𝒙 + 𝟏 𝟐 + 𝟐 ≥ 𝟐 = 𝒈 −𝟏 . 

Επνκέλωο ε ζπλάξηεζε    𝒈    παξνπζηάδεη ειάρηζην   𝒈𝒎𝒊𝒏 𝒙 = 𝟐    𝜸𝜾𝜶  𝒙 = −𝟏. 

Όηαλ γηα κηα ζπλάξηεζε 𝒇 είλαη:   

𝒇(𝒙) ≥ 𝑬   γηα θάζε  𝒙 ∈ 𝑫𝒇  ,   ηόηε 

ν αξηζκόο  𝑬  είλαη νιηθό ειάρηζην 

ηεο  𝒇,    κ ό λ ν λ  εθόζνλ ην  𝑬  

απνηειεί  ηηκή  ηεο. 

 Δειαδή,    𝒇𝒎𝒊𝒏 𝒙 = 𝑬,    αλ: 

𝒇 𝒙 ≥ 𝑬   𝜸𝜾𝜶 𝜿ά𝜽𝜺   𝒙 ∈ 𝑫𝒇  θαη      

ππάξρεη   𝒙𝟎 ∈ 𝑫𝒇   ∶     𝒇 𝒙𝟎 = 𝑬. 
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Ιδιότθτεσ υναρτιςεων 

υχνά οι τιμζσ ςυνάρτθςθσ ζχουν μια χαρακτθριςτικι ιδιότθτα.  Με βάςθ αυτι τθν ιδιότθτα μια 

ςυνάρτθςθ    𝒇 ∶   𝑫𝒇 → 𝑰𝑹   μπορεί να λζγεται: 

Ά ρ τ ι α   υνάρτθςθ:     

Ο ρ ι ς μ ό σ:    Η  ςυνάρτθςθ    𝒇 ∶  𝑫𝒇 → 𝑰𝑹    κα ονομάηεται  άρτια  όταν: 

 Ζχει πεδίο οριςμοφ  ςυμμετρικό,  δθλαδι για κάκε     𝒙 ∈ 𝑫𝒇  ⇒  −𝒙 ∈ 𝑫𝒇    και 

 𝒇 −𝒙 = 𝒇 𝒙       𝜸𝜾𝜶  𝜿ά𝜽𝜺      𝒙 ∈ 𝑫𝒇 .   

 

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  1ο 

Να  δείξετε  ότι  θ  ςυνάρτθςθ    𝒇    𝝁𝜺     𝒇 𝒙 =

 𝒙𝟐 − |𝒙|    είναι άρτια. 

  Λ φ ς θ: 

  Η ςυνάρτθςθ    𝒇   ζχει πεδίο οριςμοφ:     

𝑫𝒇 = 𝑰𝑹,    που είναι ςυμμετρικό ωσ προσ το 

μθδζν,  αφοφ για κάκε    𝒙 ∈ 𝑰𝑹 ⇒ −𝒙 ∈ 𝑰𝑹. 

Για κάκε   𝒙 ∈ 𝑰𝑹   είναι:   

𝒇 −𝒙 =  −𝒙 𝟐 −  −𝒙 = 𝒙𝟐 −  𝒙 = 𝒇(𝒙).     

Επομζνωσ θ ςυνάρτθςθ  𝒇  είναι άρτια. 
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Π ε ρ ι τ τ ι  υνάρτθςθ:    

Ο ρ ι ς μ ό σ:    Η ςυνάρτθςθ   𝒇 ∶  𝑫𝒇 → 𝑰𝑹   κα λζγεται  περιττι  όταν: 

 Ζχει πεδίο οριςμοφ  ςυμμετρικό,  δθλαδι για κάκε 𝒙 ∈ 𝑫𝒇  ⇒  −𝒙 ∈ 𝑫𝒇    και 

 𝒇 −𝒙 = −𝒇 𝒙       𝜸𝜾𝜶  𝜿ά𝜽𝜺     𝒙 ∈ 𝑫𝒇 .   

 

 Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  2ο 

Να  εξετάςετε  αν  θ  ςυνάρτθςθ     𝒇    𝝁𝜺     𝒇 𝒙 =  𝒙𝟑 − 𝒙|𝒙|    είναι  άρτια  ι  περιττι. 

Λ φ ς θ: 

 Η ςυνάρτθςθ   𝒇  ορίηεται ςτο ςφνολο   𝑫𝒇 = 𝑰𝑹,   

που είναι ςυμμετρικό διάςτθμα. 

 Για  κάκε   𝒙 ∈ 𝑰𝑹   είναι:    

 𝒇 −𝒙 =  −𝒙 𝟑 −  −𝒙  −𝒙 = −𝒙𝟑 + 𝒙 𝒙 ⇒ 

𝒇(−𝒙) = −𝒇(𝒙).    

Επομζνωσ  θ  ςυνάρτθςθ   𝒇   είναι  περιττι. 
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Η γραφικι παράςταςθ κάκε περιττισ  ςυνάρτθςθσ είναι ςυμμετρικι ωσ προσ τθν  αρχι   

Ο   του  ςυςτιματοσ  ςυντεταγμζνων,    αφοφ  για  κάκε  ςθμείο   

𝛭 𝑥, 𝑓(𝑥) ∈ 𝐺𝑓     και  το ςθμείο    𝛭΄ −𝑥,− 𝑓(𝑥) ∈ 𝐺𝑓 . 

Αν το μθδζν ανικει ςτο πεδίο οριςμοφ περιττισ ςυνάρτθςθσ  𝑓 ,   τότε:   𝑓 0 = 0. 
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Λπκέλα Θέκαηα: 

1. Θεωροφμε τθν αντιςτοιχία   𝒇 ∶   𝑫𝒇 → 𝑰𝑹   𝝁𝜺   𝒙−> 𝒚

𝒇

  ⇔  
𝒙𝟐

𝟒
+ 𝒚𝟐 = 𝟏.   Να εξετάςετε αν θ 

αντιςτοιχία αυτι ορίηει ςυνάρτθςθ. 

 Λφςθ:    

Για τθν εφρεςθ του πεδίου οριςμοφ   𝑫𝒇  τθσ  𝒇  λφνουμε τθ ςχζςθ    
𝒙𝟐

𝟒
+ 𝒚𝟐 = 𝟏   ωσ πρoσ  

𝒚  και ζχουμε:      
𝒙𝟐

𝟒
+ 𝒚𝟐 = 𝟏 ⇔ 𝒚𝟐 =

𝟒−𝟒𝒙𝟐

𝟒
      𝟏 . 

Για να ιςχφει θ   (1)   πρζπει να είναι:    
𝟒−𝟒𝒙𝟐

𝟒
≥ 𝟎 ⇔ 𝒙𝟐 ≤ 𝟏 ⇔  𝒙 ≤ 𝟏 ⇔ −𝟏 ≤ 𝒙 ≤ 𝟏.  

Επομζνωσ     𝑫𝒇 =  −𝟐, 𝟐 .    

Ζςτω    𝒙𝟏, 𝒙𝟐 ∈  −𝟐, 𝟐      𝝁𝜺    𝒙𝟏 = 𝒙𝟐 ⇒ 𝒙𝟏
𝟐 = 𝒙𝟐

𝟐 ⇒ −𝟒𝒙𝟏
𝟐 = −𝟒𝒙𝟐

𝟐 ⇒ 

𝟒−𝟒𝒙𝟏
𝟐 = 𝟒−𝟒𝒙𝟐 

𝟐  ⇒
𝟒−𝟒𝒙𝟏

𝟐

𝟒
=
𝟒−𝟒𝒙𝟐 

𝟐

𝟒
⇒ 𝒚𝟏

𝟐 = 𝒚𝟐
𝟐 ⇒ 𝒚𝟏 = ±𝒚𝟐. 

Άρα θ αντιςτοιχία    𝒇   δεν ορίηει ςυνάρτθςθ. 
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 Η αντιςτοιχία  𝑓  δεν ορίηει 

ςυνάρτθςθ,  γι' αυτό και υπάρχουν 

ευκείεσ παράλλθλεσ ςτον άξονα  

𝑦΄𝑦  που τζμνουν τθν   𝐺𝑓   ςε δφο 

ςθμεία. 
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2. Για τισ διάφορεσ τιμζσ του   𝝀 ∈ 𝑰𝑹  να βρεκεί το ευρφτερο υποςφνολο του  𝑰𝑹  για το οποίο θ 

ςχζςθ   𝒇 𝒙 =  𝒙𝟐 − 𝟒𝝀𝒙 + 𝟒𝝀    ορίηει ςυνάρτθςθ. 

 Λφςθ:    

 Είναι φανερό ότι:   𝑫𝒇 =  𝒙 ∈ 𝑰𝑹 ∶   𝒙𝟐 − 𝟒𝝀𝒙 + 𝟒𝝀 ≥ 𝟎      (1). 

Η διακρίνουςα του τριωνφμου    𝝋 𝒙 = 𝒙𝟐 − 𝟒𝝀𝒙 + 𝟒𝝀    είναι:  

𝜟(𝝀) = 𝟏𝟔𝝀𝟐 − 𝟏𝟔𝝀 = 𝟏𝟔𝝀 𝝀 − 𝟏      𝟐 , 

το  δε  πρόςθμο τθσ φαίνεται ςτον πίνακα που ακολουκεί: 

𝝀 −∞                         0                              1                               +∞ 

𝜟(𝝀)                +              0              −             0                + 

 

 Οι ρίηεσ του τριωνφμου 𝝋 𝝀  είναι: 

 
 
 

 
 𝝆𝟏,𝟐 = 𝟐𝝀 ± 𝟐 𝝀(𝝀 − 𝟏),       𝜶𝝂  𝜟 𝝀 > 0 ⇔ 𝜆 < 0   ή   𝜆 > 1 

𝜟𝜾𝝅𝝀ή 𝝆ί𝜻𝜶   𝝆𝟎 = 𝟎,                                                          𝜶𝝂    𝝀 = 𝟎

𝜟𝜾𝝅𝝀ή 𝝆ί𝜻𝜶   𝝆𝟎 = 𝟐,                                                           𝜶𝝂   𝝀 = 𝟏 
 
 

 
 

. 

Εάν    𝟎 < 𝜆 < 1     τότε το τριώνυμο    𝝋 𝒙     δεν ζχει ρίηεσ. 

 χετικά με το πρόςθμο του τριωνφμου     𝝋 𝒙     ζχουμε: 

 Αν    𝝀 < 0   ή    𝜆 > 1    τότε: 

𝒙 −∞                             𝝆𝟏                        𝝆𝟐                                                

𝝋(𝒙)                  +                0             −          0                + 
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 Αν 𝝀 ∈  𝟎, 𝟏 ⇒ 𝝋 𝒙 ≥ 𝟎,        ∀𝒙 ∈ 𝑰𝑹.   

 υνεπώσ, το πεδίο οριςμοφ τθσ ςυνάρτθςθσ   𝒇  είναι:  

 𝑫𝒇 =  
 −∞, 𝝆𝟏 ∪  𝝆𝟐, +∞           𝜶𝝂    𝝀 < 0   ή   𝜆 > 1 

𝑰𝑹                                             𝜶𝝂                𝟎 ≤ 𝝀 ≤ 𝟏

 . 

 

3. Δίδονται οι ςυναρτιςεισ    𝒇,   𝝋 ∶    −𝟒, 𝟒 → 𝑰𝑹    𝝁𝜺    𝒇 𝒙 = 𝒙𝟐 + 𝟒,      𝝋 𝒙 = 𝟒𝒙.    

  Να  βρείτε τα κοινά ςθμεία των γραφικών παραςτάςεων των ςυναρτιςεων    𝒇  𝜿𝜶𝜾   𝝋. 

 Να αποδείξετε ότι  για  κάκε   𝒙 ∈  −𝟒, 𝟒 − {𝟐}   θ γραφικι παράςταςθ τθσ  𝒇  βρίςκεται 

πάνω από τθ γραφικι παράςταςθ τθσ   𝝋. 

 Να ςχεδιάςετε τισ γραφικζσ παραςτάςεισ   𝑮𝒇, 𝑮𝝋  των ςυναρτιςεων  𝒇  𝜿𝜶𝜾   𝝋  ςτο ίδιο 

ςφςτθμα ςυντεταγμζνων. 

 Λ φ ς θ: 

 Σα κοινά ςθμεία των    𝑮𝒇   𝜿𝜶𝜾  𝑮𝝋    είναι οι λφςεισ του ςυςτιματοσ:   

 

𝒚 = 𝒇(𝒙)

𝒚 = 𝝋(𝒙)
 ⇔  

𝒚 = 𝒙𝟐 + 𝟒

𝒚 = 𝟒𝒙

 ⇔  
𝒙𝟐 + 𝟒 = 𝟒𝒙

𝒚 = 𝟒𝒙
 ⇔  

 𝒙 − 𝟐 𝟐 = 𝟎

𝒚 = 𝟒𝒙

 ⇔  
𝒙 = 𝟐

𝒚 = 𝟖
 . 

   Άρα θ τομι των γραμμών   𝑮𝒇   𝜿𝜶𝜾   𝑮𝝋     είναι το ςθμείο   𝜬(𝟐, 𝟖). 

 Είναι  𝒇 𝒙 > 𝜑 𝒙 ⇔ 𝒙𝟐 + 𝟒 > 4𝒙 ⇔  𝒙 − 𝟐 𝟐 > 0 ⇔ 𝑥 ∈ 𝐼𝑅 − {2}. 

Άρα για κάκε  𝒙 ∈ 𝑰𝑹 − {𝟐}  θ γραφικι παράςταςθ τθσ  𝒇  βρίςκεται πάνω από τθ γραφικι 

παράςταςθ τθσ  𝝋.   
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 Οι  γραφικζσ  παραςτάςεισ   𝑮𝒇   𝜿𝜶𝜾  𝑮𝝋  των 

ςυναρτιςεων   𝒇  𝜿𝜶𝜾   𝝋   φαίνονται ςτο 

διπλανό ςχιμα. 

             

 

 

 

Θζματα για εξάςκθςθ  ( Οηηδήπνηε καζαίλνπλε,  ην καζαίλνπκε κάνοντασ το.) 

1. Να κειεηήζεηε ωο πξνο ηε κνλνηνλία ηηο ζπλαξηήζεηο: 

𝒇 𝒙 = −𝟑𝒙 + 𝟏,    𝝋 𝒙 = 𝒙𝟐 − 𝟓𝒙 + 𝟒     𝜿𝜶𝜾     𝒉 𝒙 =
𝒙

𝒙 − 𝟐
. 

 

2. Να κειεηήζεηε ωο πξνο ηε κνλνηνλία ηηο ζπλαξηήζεηο: 

𝒇 𝒙 =  𝒙 − 𝟏,      𝝋 𝒙 =  
𝟐𝒙 − 𝟑 𝜶𝝂 𝒙 ≥ 𝟏

𝟑𝒙 − 𝟒 𝜶𝝂 𝒙 < 1
     𝜿𝜶𝜾    𝒉 𝒙 = 𝟏 −

𝟏

 𝒙
. 

 

3. Να  κειεηήζεηε ωο πξνο ηα αθξόηαηα ηηο  ζπλαξηήζεηο: 

𝒇 𝒙 = 𝟏 −  𝒙 ,     𝝋 𝒙 =  𝟐𝒙 − 𝟏 ,     𝒉 𝒙 = 𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 + 𝟑     𝜿𝜶𝜾    𝒂 𝒙 = −𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 . 

 

4. Όκνηα,   ηηο  ζπλαξηήζεηο: 

𝒇 𝒙 =
𝟏

𝒙𝟐 + 𝟒
,     𝝋 𝒙 = 𝟏 −  𝒙 − 𝟐     𝜿𝜶𝜾     𝒉 𝒙 = 𝒙𝟐 +  𝒙 − 𝟐 . 

 

5. Να εμεηάζεηε αλ ε ζπλάξηεζε    𝒇 ∶    −𝟐,  𝟑    𝝁𝜺   𝒇 𝒙 = 𝒙𝟐 − 𝟏   είλαη άξηηα. 
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6. Πνηεο από ηηο παξαθάηω ζπλαξηήζεηο είλαη άξηηεο θαη πνηεο πεξηηηέο; 

𝒇 𝒙 = 𝒙𝟒 +  𝒙 ,    𝝋 𝒙 = 𝒙𝟐 − 𝒙 + 𝟏,    𝒉 𝒙 = 𝒙𝟑 − 𝒙    𝜿𝜶𝜾     𝜶 𝒙 =   𝒙 − 𝟏. 

 

7. Πνηεο από ηηο παξαθάηω ζπλαξηήζεηο είλαη ζπκκεηξηθέο ωο πξνο ηνλ άμνλα  𝒚′𝒚  θαη πνηεο έρνπλ 

θέληξν ζπκκεηξίαο ηελ αξρή ηωλ αμόλωλ; 

𝒇 𝒙 =
𝒙

𝒙𝟐 − 𝟏
,    𝝋 𝒙 =

 𝒙 

𝒙𝟐 − 𝟒
,    𝒉 𝒙 =

 𝒙𝟐

𝒙𝟐 − 𝟑𝒙 + 𝟐
    𝜿𝜶𝜾     𝜶 𝒙 =  𝒙 +

𝟏

 𝒙
. 


