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Μαθηματικά  Γ΄ Γυμνασίου:   Εξισώσεις  

A. ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ   1ου  Βακμοφ 

Ωσ  εξιςώςεισ   1ου  βακμοφ  χαρακτθρίηονται  εξιςώςεισ  τθσ  μορφισ:        𝜶𝒙 = 𝜷      ή      𝜶𝒙 + 𝜷 = 𝟎.  

Τα  ςυμπεράςματα  που  αφοροφν  τθν  λφςθ  τθσ  εξίςωςθσ    𝜶𝒙 = 𝜷       (𝟏). 

𝜜𝝂   𝜶 ≠ 𝟎   𝜼  𝜺𝝃ί𝝇𝝎𝝇𝜼   (𝟏)   έ𝝌𝜺𝜾  𝝁𝝄𝝂𝜶𝜹𝜾𝜿ή  𝝀ύ𝝇𝜼,   𝝉𝜼𝝂   𝒙 =
𝜷

𝜶
. 

𝜜𝝂   𝜶 = 𝟎   𝜼  𝜺𝝃ί𝝇𝝎𝝇𝜼    𝟏   𝜺ί𝝂𝜶𝜾  𝜶𝜹ύ𝝂𝜶𝝉𝜼  ή   𝜶ό𝝆𝜾𝝇𝝉𝜼.      𝜮𝝊𝜸𝜿𝜺𝜿𝝆𝜾𝝁έ𝝂𝜶: 

 𝜜𝝂    𝜶 = 𝟎    𝜿𝜶𝜾    𝜷 ≠ 𝟎    𝜺ί𝝂𝜶𝜾  𝜶𝜹ύ𝝂𝜶𝝉𝜼,    𝜺𝝂ώ: 

 𝜜𝝂    𝜶 = 𝟎    𝜿𝜶𝜾    𝜷 = 𝟎    𝜺ί𝝂𝜶𝜾  𝜶ό𝝆𝜾𝝇𝝉𝜼  ή  𝝉𝜶𝝊𝝉ό𝝉𝜼𝝉𝜶. 

 Ραράδειγμα  1ο: 

Να  λφςετε  τισ  εξιςώςεισ: 

𝟑 𝒙 − 𝟏 = 𝒙 − 𝟑,    𝒙 + 𝟑 𝟐𝒙 − 𝟏 = 𝟕 𝒙 + 𝟏      𝜿𝜶𝜾    𝟐 𝒙 − 𝟏 + 𝟑 𝒙 + 𝟏 = 𝟓𝒙 + 𝟏. 

Λφςθ: 

Η  εξίςωςθ     𝟑 𝒙 − 𝟏 = 𝒙 − 𝟑    γράφεται: 

𝟑 𝒙 − 𝟏 = 𝒙 − 𝟑 ⇔ 𝟑𝒙 − 𝟑 = 𝒙 − 𝟑 ⇔ 𝟑𝒙 − 𝒙 = 𝟑 − 𝟑 ⇔ 𝟐𝒙 = 𝟎 ⇔ 𝒙 =
𝟎

𝟐
⇔ 𝒙 = 𝟎. 

Πμοια,     𝒙 + 𝟑 𝟐𝒙 − 𝟏 = 𝟕 𝒙 + 𝟏 ⇔ 𝒙 + 𝟔𝒙 − 𝟑 = 𝟕𝒙 + 𝟕 ⇔ 𝟕𝒙 − 𝟕𝒙 = 𝟕 + 𝟑 ⇔ 

⇔ 𝟎𝒙 = 𝟏𝟎,      𝝅𝝄𝝊  𝜺ί𝝂𝜶𝜾  𝜶𝜹ύ𝝂𝜶𝝉𝜼     𝜿𝜶𝜾: 

𝟐 𝒙 − 𝟏 + 𝟑 𝒙 + 𝟏 = 𝟓𝒙 + 𝟏 ⇔ 𝟐𝒙 − 𝟐 + 𝟑𝒙 + 𝟑 = 𝟓𝒙 + 𝟏 ⇔ 

⇔ 𝟓𝒙 − 𝟓𝒙 = 𝟏 + 𝟐 − 𝟑 ⇔ 𝟎𝒙 = 𝟎,    𝝅𝝄𝝊  𝜺ί𝝂𝜶𝜾  𝜶ό𝝆𝜾𝝇𝝉𝜼. 
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 Ραράδειγμα  2ο: 

 Να  λφςετε  τισ  εξιςώςεισ: 

𝒙 − 𝟏

𝟐
−

𝟓𝒙 − 𝟐

𝟑
=

𝒙 − 𝟕

𝟔
         𝟏       𝜿𝜶𝜾       

𝒙 − 𝟏

𝟐
−

𝒙 − 𝟐

𝟒
=

𝒙 − 𝟑

𝟔
+

𝒙 − 𝟒

𝟏𝟐
        (𝟐). 

 Λφςθ: 

 Η  εξίςωςθ    𝟏    ιςοδφναμα  γράφεται: 

𝒙 − 𝟏

𝟐
−

𝟓𝒙 − 𝟐

𝟑
=

𝒙 − 𝟕

𝟔
⇔ 𝟔.

𝒙 − 𝟏

𝟐
− 𝟔.

𝟓𝒙 − 𝟐

𝟑
= 𝟔.

𝒙 − 𝟕

𝟔
⇔ 

⇔ 𝒙 − 𝟏 − 𝟐 𝟓𝒙 − 𝟐 = 𝒙 − 𝟕 ⇔ 𝒙 − 𝟏 − 𝟏𝟎𝒙 + 𝟒 = 𝒙 − 𝟕 ⇔ −𝟗𝒙 + 𝟑 = 𝒙 − 𝟕 ⇔ 

⇔ −𝟗𝒙− 𝒙 = −𝟕 − 𝟑 ⇔ −𝟏𝟎𝒙 = −𝟏𝟎 ⇔ 𝒙 = 𝟏. 

 Πμοια,   θ  εξίςωςθ  (𝟐)  γράφεται: 

𝒙 − 𝟏

𝟐
−

𝒙 − 𝟐

𝟒
=

𝒙 − 𝟑

𝟔
+

𝒙 − 𝟒

𝟏𝟐
⇔ 𝟏𝟐.

𝒙 − 𝟏

𝟐
− 𝟏𝟐.

𝒙 − 𝟐

𝟒
= 𝟏𝟐.

𝒙 − 𝟑

𝟔
+ 𝟏𝟐.

𝒙 − 𝟒

𝟏𝟐
⇔ 

⇔ 𝟔 𝒙 − 𝟏 − 𝟑 𝒙 − 𝟐 = 𝟐 𝒙 − 𝟑 + 𝒙 − 𝟒 ⇔ 

⇔ 𝟔𝒙 − 𝟔 − 𝟑𝒙 + 𝟔 = 𝟐𝒙 − 𝟔 + 𝒙 − 𝟒 ⇔ 𝟑𝒙 = 𝟑𝒙 − 𝟏𝟎 ⇔ 

⇔ 𝟎. 𝒙 = −𝟏𝟎     𝝅𝝄𝝊  𝜺ί𝝂𝜶𝜾  𝜶𝜹ύ𝝂𝜶𝝉𝜼. 

 

 Ραράδειγμα  3ο: 

𝜨𝜶  𝜷𝝆𝜺ί𝝉𝜺  𝜸𝜾𝜶  𝝅𝝄𝜾𝜺𝝈  𝝉𝜾𝝁έ𝝈  𝝉𝝄𝝊   𝒙    𝝄𝝆ί𝜻𝜺𝝉𝜶𝜾  𝝉𝝄  𝜿𝝀ά𝝇𝝁𝜶:    
𝟏

𝒙 − 𝟐
. 

𝜮𝝉𝜼  𝝇𝝊𝝂έ𝝌𝜺𝜾𝜶  𝝂𝜶  𝝀ύ𝝇𝜺𝝉𝜺  𝝉𝜼𝝂  𝜺𝝃ί𝝇𝝎𝝇𝜼:   
𝟏

𝒙 − 𝟐
= 𝟒              (𝟏). 

Ροια  είναι  θ  λφςθ  τθσ   (𝟏)   ςτο  ςφνολο   𝜡   των  ακεραίων; 
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Λφςθ: 

 Ζνα  κλάςμα  ορίηεται  όταν  ο  παρανομαςτισ  του  είναι  διάφοροσ  του  μθδενόσ.   Επομζνωσ για να 

ορίηεται  το  παραπάνω  κλάςμα  πρζπει  να  είναι: 

𝒙 − 𝟐 ≠ 𝟎 ⇔ 𝒙 ≠ 𝟐. 

 Για  κάκε   𝒙 ≠ 𝟐   θ  εξίςωςθ: 

𝟏

𝒙 − 𝟐
= 𝟒 ⇔ 𝟏 = 𝟒 𝒙 − 𝟐 ⇔ 𝟏 = 𝟒𝒙 − 𝟖 ⇔ −𝟒𝒙 = −𝟖 − 𝟏 ⇔ −𝟒𝒙 = −𝟗 ⇔ 𝒙 =

𝟗

𝟒
. 

𝜢  𝝀ύ𝝇𝜼   𝒙 =
𝟗

𝟒
   𝜺ί𝝂𝜶𝜾 𝜶𝝅𝝄𝜹𝜺𝜿𝝉ή,   𝜶𝝋𝝄ύ 𝜺𝝅𝜶𝝀𝜼𝜽𝜺ύ𝜺𝜾  𝝉𝝄𝝂  𝝅𝜺𝝆𝜾𝝄𝝆𝜾𝝇𝝁ό      𝒙 ≠ 𝟐. 

Η  εξίςωςθ   (𝟏)   είναι  αδφνατθ  ςτο  ςφνολο   𝜡   των  ακεραίων,   αφοφ  θ  λφςθ  τθσ   𝒙 =
𝟗

𝟒
∉ 𝜡. 

 

Ραράδειγμα  4ο: 

 Ζπιπλο  υπολογιςτι  πουλικθκε  μαηί  με  τον  αναλογοφντα   𝜱. 𝜫.𝜜  αντί  του  ποςοφ  των   𝟐𝟐𝟔€.   

Αν  ο  ςυντελεςτισ   𝜱. 𝜫.𝜜   ιταν   𝟐𝟑%   ποια  ιταν  θ  κακαρι  αξία  του  επίπλου  αυτοφ; 

 Λφςθ: 

 Ζςτω   𝒙   θ  κακαρι  αξία  του  επίπλου.    Ο  αγοραςτισ  πλιρωςε  τθν  κακαρι  αξία   𝒙   του  επίπλου  

αυτοφ  ςυν  τον  αναλογοφντα    𝜱. 𝜫.𝜜,    που  είναι  ίςοσ  με:  

𝟐𝟑

𝟏𝟎𝟎
. 𝒙 = 𝟎. 𝟐𝟑𝒙. 

 Άρα:   

𝒙 + 𝟎. 𝟐𝟑𝒙 = 𝟐𝟐𝟔 ⇔ 𝟏. 𝟐𝟑𝒙 = 𝟐𝟐𝟔 ⇔ 𝒙 =
𝟐𝟐𝟔

𝟏. 𝟐𝟑
= 𝟐𝟎𝟎€. 

 Δθλαδι,   θ  κακαρι  αξία  του  επίπλου  ιταν:   𝟐𝟎𝟎€. 
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 Ραράδειγμα  5ο: 

Να  λφςετε  τισ  εξιςώςεισ: 

𝒙𝟐 + 𝒙 = 𝟐            𝟏       𝜿𝜶𝜾       𝒙𝟑 + 𝟐 = 𝟐𝒙𝟐 + 𝒙        𝟐 . 

Λφςθ: 

Η  εξίςωςθ    𝟏    γράφεται: 

𝒙𝟐 + 𝒙 = 𝟐 ⇔ 𝒙𝟐 + 𝒙 − 𝟐 = 𝟎 ⇔ 𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 − 𝒙 − 𝟐 = 𝟎 ⇔  𝒙𝟐 − 𝒙 +  𝟐𝒙 − 𝟐 = 𝟎 ⇔ 

⇔ 𝒙 𝒙 − 𝟏 + 𝟐 𝒙 − 𝟏 = 𝟎 ⇔  𝒙 − 𝟏  𝒙 + 𝟐 = 𝟎 ⇔ 

⇔  
𝒙 − 𝟏 = 𝟎

ή
𝒙 + 𝟐 = 𝟎

 ⇔ 𝒙 = 𝟏    ή    𝒙 = −𝟐. 

Πμοια,   θ    𝟐    γράφεται: 

𝒙𝟑 + 𝟐 = 𝟐𝒙𝟐 + 𝒙 ⇔ 𝒙𝟑 − 𝟐𝒙𝟐 − 𝒙 + 𝟐 = 𝟎 ⇔ 𝒙 𝒙𝟐 − 𝟏 − 𝟐 𝒙𝟐 − 𝟏 = 𝟎 ⇔ 

⇔  𝒙𝟐 − 𝟏  𝒙 − 𝟐 = 𝟎 ⇔  𝒙 − 𝟏  𝒙 + 𝟏  𝒙 − 𝟐 = 𝟎 ⇔ 𝒙 = ±𝟏     ή     𝒙 = 𝟐. 

 

 Ραράδειγμα  6ο: 

Να  λφςετε  τθν  εξίςωςθ:         𝟒𝒙𝟑 + 𝟏 = 𝟑𝒙         𝟏       ςτα  ςφνολα:    𝑰𝑹, 𝑸, 𝒁   𝜿𝜶𝜾    𝜨. 

Λφςθ: 

 Η  εξίςωςθ    𝟏    γράφεται:    𝟒𝒙𝟑 + 𝟏 = 𝟑𝒙 ⇔ 𝟒𝒙𝟑 − 𝟑𝒙 + 𝟏 = 𝟎 ⇔ 𝟒𝒙𝟑 − 𝟒𝒙 + 𝒙 + 𝟏 = 𝟎 ⇔ 

⇔ ⋯ ⇔  𝟐𝒙 − 𝟏 𝟐 𝒙 + 𝟏 = 𝟎 ⇔ 𝒙 =
𝟏

𝟐
     𝜹𝜾𝝅𝝀ή  𝝆ί𝜻𝜶    ή   𝒙 = −𝟏. 

𝜢  𝝀ύ𝝇𝜼  𝝉𝜼𝝈    𝟏    𝝇𝝉𝝄  𝝇ύ𝝂𝝄𝝀𝝄   𝑰𝑹    𝜿𝜶𝜾  𝝉𝝄    𝑸  𝜺ί𝝂𝜶𝜾:    𝒙 =
𝟏

𝟐
     𝜹𝜾𝝅𝝀ή  𝝆ί𝜻𝜶    ή   𝒙 = −𝟏. 

Η  λφςθ  τθσ    𝟏    ςτο  ςφνολο   𝒁   των  ακεραίων   είναι  θ   𝒙 = −𝟏. 

Η    𝟏    είναι  αδφνατθ   ςτο   𝜨,   αφοφ  καμία από τισ  λφςεισ  τθσ  δεν  είναι  φυςικόσ αρικμόσ. 
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B. ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ   2ου  Βακμοφ 

Η  γενικι  μορφι  εξιςώςεων   2ου  βακμοφ  είναι:    𝜶𝒙𝟐 + 𝜷𝒙 + 𝜸 = 𝟎,    𝜶, 𝜷, 𝜸 ∈ 𝑰𝑹,    𝒂 ≠ 𝟎     𝟏 . 

Ο  αρικμόσ    𝜟 = 𝜷𝟐 − 𝟒𝜶𝜸    λζγεται  διακρίνουςα  τθσ  δευτεροβάκμιασ  εξίςωςθσ. 

Τα  ςυμπεράςματα  που  αφοροφν  τθν  λφςθ  τθσ  δευτεροβάκμιασ εξίςωςθσ. 

Το  πλικοσ των  πραγματικών ριηών  τθσ  εξίςωςθσ   𝟏    εξαρτάται  από  το  πρόςθμο  τθσ  

διακρίνουςασ  τθσ   𝜟.     Συγκεκριμζνα: 

 Αν    𝜟 > 0    θ  δευτεροβάκμια  εξίςωςθ  ζχει  δφο  ρίηεσ  πραγματικζσ  άνιςεσ,  που  δίδονται  από 

τουσ  τφπουσ:    

𝒙𝟏 =
−𝜷 +  𝜟

𝟐𝜶
,      𝒙𝟐 =

−𝜷 −  𝜟

𝟐𝜶
 . 

Στθν  περίπτωςθ  αυτι  το  τριώνυμο   𝜶𝒙𝟐 + 𝜷𝒙 + 𝜸   παραγοντοποιείται και  γράφεται: 

𝜶𝒙𝟐 + 𝜷𝒙 + 𝜸 = 𝜶 𝒙 − 𝒙𝟏  𝒙 − 𝒙𝟐 . 

 Αν    𝜟 = 𝟎    θ  δευτεροβάκμια  εξίςωςθ  ζχει  δφο  ρίηεσ  πραγματικζσ  ίςεσ,  ι  διαφορετικά  διπλι  

πραγματικι ρίηα,   που  δίδεται  από τον  τφπο:    

𝒙𝟎 = −
𝜷

𝟐𝜶
 . 

Τότε  το  τριώνυμο   𝜶𝒙𝟐 + 𝜷𝒙 + 𝜸   παραγοντοποιείται και  γράφεται: 

𝜶𝒙𝟐 + 𝜷𝒙 + 𝜸 = 𝜶 𝒙 − 𝒙𝟎 
𝟐 = 𝒂 𝒙 +

𝜷

𝟐𝜶
 
𝟐

. 

 Αν    𝜟 < 0    θ  δευτεροβάκμια  εξίςωςθ   είναι  αδφνατθ  ςτο   𝑰𝑹,   δθλαδι  δεν  ζχει πραγματικζσ 

ρίηεσ.   Στθν  περίπτωςθ  αυτι  το  τριώνυμο   𝜶𝒙𝟐 + 𝜷𝒙 + 𝜸     δ ζ ν     παραγοντοποιείται. 
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Σθμείωςθ:   Για  τθν  εφρεςθ  των  ριηών  τθσ  δευτεροβάκμιασ  εξίςωςθσ  ι  του  αντιςτοίχου  τριωνφμου  

απαιτείται  ιδιαίτερθ  προςοχι  ςτον  προςδιοριςμό  των  ςυντελεςτών   𝜶, 𝜷    𝜿𝜶𝜾    𝜸   τθσ  εξίςωςθσ  ι  

του τριωνφμου.    Τονίηεται  ότι:  

 Η  δευτεροβάκμια  εξίςωςθ  ι  το  αντίςτοιχο  τριώνυμο  πρζπει  να  είναι  γραμμζνο  κατά  τισ  

φκίνουςεσ  δυνάμεισ  του  αγνώςτου  και  υπό  τθν  προχπόκεςθ  αυτιν: 

 Το   𝜶   είναι  ο ςυντελεςτισ  του   δευτεροβάκμιου  όρου,   το   𝜷   είναι  ο  ςυντελεςτισ  του  

πρωτοβάκμιου  όρου  ενώ  το   𝜸   ο  ςτακερόσ  όροσ. 

 Εάν  θ  εξίςωςθ  είναι  ελλιπισ1  ο  αντίςτοιχοσ  ςυντελεςτισ  είναι  μθδζν. 

Ραράδειγμα   1ο: 

 Ζςτω  οι  εξιςώςεισ:      𝟑𝒙 − 𝟐 = 𝒙𝟐         𝟏      𝜿𝜶𝜾       𝒙𝟐 = 𝒙        (𝟐). 

 Στισ  εξιςώςεισ  αυτζσ  ο  μεγαλφτεροσ  εκκζτθσ  του  αγνώςτου   𝒙    είναι  το   𝟐.    Συνεπώσ  οι  

εξιςώςεισ  αυτζσ  είναι  2ου  βακμοφ.    Για  τθν  επίλυςθ  τουσ  επομζνωσ  πρζπει  να  ζλκουν  ςτθν  μορφι: 

𝜶𝒙𝟐 + 𝜷𝒙 + 𝜸 = 𝟎. 

 Ζτςι   θ  εξίςωςθ   (𝟏)    γράφεται: 

𝟑𝒙 − 𝟐 = 𝒙𝟐 ⇔ 𝟑𝒙 − 𝟐 − 𝒙𝟐 = 𝟎 ⇔ −𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 − 𝟐 = 𝟎 ⇔ 

⇔ 𝒙𝟐 − 𝟑𝒙 + 𝟐 = 𝟎         𝟏΄ . 

 Είναι  επομζνωσ:    𝜶 = 𝟏,   𝜷 = −𝟑   𝜿𝜶𝜾  𝜸 = 𝟐.    Άρα   𝜟 = 𝜷𝟐 − 𝟒𝜶𝜸 =  −𝟑 𝟐 − 𝟒. 𝟏. 𝟐 = 𝟏 > 0. 

                                                      
1
 Δθλαδι  ςτερείται  κάποιου  όρου 
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Συνεπώσ  θ  εξίςωςθ   (𝟏)    ζχει  δφο  ρίηεσ  πραγματικζσ  άνιςεσ,   τισ: 

𝒙𝟏 =
−𝜷 +  𝜟

𝟐𝜶
=

− −𝟑 +  𝟏

𝟐. 𝟏
= 𝟐,      𝒙𝟐 =

− −𝟑 −  𝟏

𝟐. 𝟏
= 𝟏. 

 Πμοια,   θ  εξίςωςθ   (𝟐)    ιςοδφναμα  γράφεται: 

𝒙𝟐 = 𝒙 ⇔ 𝒙𝟐 − 𝒙 = 𝟎         𝟐΄ . 

 Επομζνωσ  είναι:    𝜶 = 𝟏,   𝜷 = −𝟏,    𝜸 = 𝟎       𝜿𝜶𝜾    𝜟 = 𝜷𝟐 − 𝟒𝜶𝜸 =  −𝟏 𝟐 − 𝟒. 𝟏. 𝟎 = 𝟏 > 0. 

Δθλαδι  θ  εξίςωςθ   (𝟐)    ζχει  δφο  ρίηεσ  πραγματικζσ  άνιςεσ,   τισ: 

𝒙𝟏 =
−𝜷 +  𝜟

𝟐𝜶
=

− −𝟏 +  𝟏

𝟐. 𝟏
= 𝟏,      𝒙𝟐 =

− −𝟏 −  𝟏

𝟐. 𝟏
= 𝟎. 

Ραρατιρθςθ:  Ρολυωνυμικζσ εξιςώςεισ που ςτεροφνται ςτακεροφ όρου, ζχουν ρίηα το  𝟎  και  αντίςτροφα. 

Ραράδειγμα   2ο: 

 Να  λφςετε  τισ  εξιςώςεισ: 

𝒙𝟐 + 𝟓𝒙 = −𝟔         𝟏 ,      𝟒𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟏 = 𝟎       𝟐     𝜿𝜶𝜾    𝒙𝟐 − 𝒙 + 𝟏 = 𝟎      𝟑 . 

Στθ  ςυνζχεια  να  παραγοντοποιιςετε  τα  αντίςτοιχα  τριώνυμα. 

 Λφςθ: 

 Η  εξίςωςθ     𝟏    γράφεται: 

𝒙𝟐 + 𝟓𝒙 = −𝟔 ⇔ 𝒙𝟐 + 𝟓𝒙 + 𝟔 = 𝟎        𝟏΄ . 

Είναι  δε:    𝜶 = 𝟏,   𝜷 = 𝟓, 𝜸 = 𝟔.     Άρα:    𝜟 = 𝜷𝟐 − 𝟒𝜶𝜸 = ⋯ = 𝟏 > 0. 
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 Επομζνωσ  ζχει   δφο  ρίηεσ  πραγματικζσ - άνιςεσ,   τισ: 

𝒙𝟏 =
−𝜷 +  𝜟

𝟐𝜶
=

−𝟓 +  𝟏

𝟐. 𝟏
= −𝟐,      𝒙𝟐 =

−𝟓 −  𝟏

𝟐. 𝟏
= −𝟑. 

 Το  τριώνυμο   𝒙𝟐 + 𝟓𝒙 + 𝟔    παραγοντοποιείται  και  γράφεται: 

𝒙𝟐 + 𝟓𝒙 + 𝟔 = 𝟏.  𝒙 + 𝟐  𝒙 + 𝟑 =  𝒙 + 𝟐  𝒙 + 𝟑 . 

 Πμοια,   για  τθν  εξίςωςθ     𝟐     είναι:     𝜶 = 𝟒,   𝜷 = −𝟒, 𝜸 = 𝟏.      Άρα   𝜟 = 𝜷𝟐 − 𝟒𝜶𝜸 = ⋯ = 𝟎. 

Συνεπώσ  θ  εξίςωςθ    𝟐     ζχει  διπλι  πραγματικι  ρίηα  τθν:  

𝒙𝟎 = −
𝜷

𝟐𝜶
= −

−𝟒

𝟐. 𝟒
=

𝟏

𝟐
. 

 Το  τριώνυμο   𝟒𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟏    παραγοντοποιείται  και  γράφεται: 

𝟒𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟏 =  𝟒 𝒙 −
𝟏

𝟐
 
𝟐

= 𝟐𝟐  𝒙 −
𝟏

𝟐
 
𝟐

=  𝟐.  𝒙 −
𝟏

𝟐
  

𝟐

=  𝟐𝒙 − 𝟏 𝟐. 

 Τζλοσ,   για  τθν  εξίςωςθ     𝒙𝟐 − 𝒙 + 𝟏 = 𝟎          είναι:     𝜶 = 𝟏,   𝜷 = −𝟏, 𝜸 = 𝟏.    

   Άρα   𝜟 = 𝜷𝟐 − 𝟒𝜶𝜸 = ⋯ = −𝟑 < 0.     Επομζνωσ  θ  εξίςωςθ    𝟑    είναι  αδφνατθ  ςτο   𝑰𝑹    και  το  

αντίςτοιχο  τριώνυμο     𝒙𝟐 − 𝒙 + 𝟏     δ ε ν    παραγοντοποιείται. 

Ραράδειγμα   3ο: 

 Δίδονται  τα  κλάςματα: 

𝜥𝟏 =
𝒙𝟐 − 𝟔𝒙 + 𝟗

𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟑
          𝟏          𝜿𝜶𝜾       𝑲𝟐 =

𝟒𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟏

𝟒𝒙𝟐 − 𝟏
         𝟐 . 
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Να  βρείτε  για  ποιεσ  τιμζσ  του    𝒙 ∈ 𝑰𝑹    ορίηονται  τα  παραπάνω  κλάςματα   και  ςτθ  ςυνζχεια να 

τα  απλοποιιςετε. 

Λφςθ: 

 Είναι:    𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟑 = 𝟎 ⇔ ⋯ ⇔ 𝒙 = 𝟏    ή    𝒙 = 𝟑. 

Επομζνωσ  το  κλάςμα    𝜥𝟏   ορίηεται  όταν:    𝒙 ≠ 𝟏   𝜿𝜶𝜾   𝒙 ≠ 𝟑. 

Για  κάκε   𝒙 ≠ 𝟏   𝜿𝜶𝜾   𝒙 ≠ 𝟑   είναι: 

𝜥𝟏 =
𝒙𝟐 − 𝟔𝒙 + 𝟗

𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟑
=

 𝒙 − 𝟑 𝟐

 𝒙 − 𝟏  𝒙 − 𝟑 
=

𝒙 − 𝟑

𝒙 − 𝟏
. 

Πμοια,   είναι:     

𝟒𝒙𝟐 − 𝟏 = 𝟎 ⇔ ⋯ ⇔ 𝒙 = ±
𝟏

𝟐
. 

Ά𝝆𝜶  𝝉𝝄  𝜿𝝀ά𝝇𝝁𝜶   𝑲𝟐   𝝄𝝆ί𝜻𝜺𝝉𝜶𝜾  ό𝝉𝜶𝝂:    𝒙 = ±
𝟏

𝟐
 . 

𝜞𝜾𝜶  𝜿ά𝜽𝜺     𝒙 ≠ ±
𝟏

𝟐
    𝜺ί𝝂𝜶𝜾: 

𝑲𝟐 =
𝟒𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟏

𝟒𝒙𝟐 − 𝟏
=

 𝟐𝒙 − 𝟏 𝟐

 𝟐𝒙 − 𝟏  𝟐𝒙 + 𝟏 
=

𝟐𝒙 − 𝟏

𝟐𝒙 + 𝟏
. 
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Αςκιςεισ  για  λφςθ: 

1. Να  λφςετε  τισ  εξιςώςεισ: 

𝟎𝒙 = 𝟏,      𝟎𝒙 = 𝟎      𝜿𝜶𝜾      𝟐 −  𝟏 − 𝟑𝒙 = 𝒙. 

2.  Πμοια,  τισ εξιςώςεισ: 

𝒙 − 𝟏

𝟐
−

𝒙 + 𝟏

𝟑
= 𝟏 −

𝒙 − 𝟑

𝟔
      𝜿𝜶𝜾       𝟐 𝒙 − 𝟏 − 𝒙 = 𝒙 + 𝟑. 

3. Πμοια,  τισ: 

𝟑 𝒙 −
𝟏

𝟑
 + 𝒙 = 𝟒 𝒙 + 𝟑 − 𝟏𝟑,      𝒙 − 𝟐 𝟐 − 𝒙 =  𝒙 + 𝟏 𝟐 − 𝟕 𝒙 −

𝟑

𝟕
 . 

4. Να  βρείτε  για  ποιεσ τιμζσ το   𝒙    ορίηονται  τα  παρακάτω  κλάςματα: 

𝟏

𝒙 − 𝟐
,     

𝟐

𝒙 + 𝟏
,      

𝟓

𝒙 − 𝟑
        𝜿𝜶𝜾      

𝒙

𝟐𝒙 − 𝟕
. 

 Στθ  ςυνζχεια  να  λφςετε  τισ  εξιςώςεισ: 

𝟏

𝒙 − 𝟐
= 𝟒,      

𝟐

𝒙 + 𝟏
= −𝟏,      

𝟓

𝒙 − 𝟑
=

𝟏

𝟐
       𝜿𝜶𝜾      

𝒙

𝟐𝒙 − 𝟕
= −𝟐. 

 

5. Δίδεται  θ  εξίςωςθ:     𝜿𝒙 − 𝟐 = 𝒙     𝟏     με  άγνωςτο   𝒙   και   𝜿   πραγματικι μεταβλθτι. 

 Να  κζςετε  τθν  εξίςωςθ      𝟏     ςτθν  μορφι   𝒂𝒙 = 𝜷. 

 Να  λφςετε  τθν  εξίςωςθ    𝟏      όταν:   𝜿 = −𝟏, 𝟎, 𝟏, 𝟐.   

 Υπάρχει  τιμι  του   𝜿   για τθν  οποία  θ  εξίςωςθ    𝟏    είναι  αόριςτθ; 

 Μπορείτε  να  βρείτε  αμζςωσ  τθ  λφςθ  τθσ    𝟏    για   𝜿 = 𝟑;  

 Από  ποιόν   αρικμό  εξαρτάται  κάκε  φορά  θ λφςθ  τθσ  εξίςωςθσ; 

 Μπορείτε  να  διατυπώςετε  γενικά  ςυμπεράςματα  που  αφοροφν  τθ  λφςθ  τθσ   𝟏 ; 
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6. Δίδονται  οι  εξιςώςεισ: 

𝜶𝒙 = −𝟐       𝟏         𝜿𝜶𝜾        𝜶𝒙 = 𝜶 − 𝟐          (𝟐),        𝜶 ∈ 𝑰𝑹. 

 Υπάρχουν  τιμζσ  του   𝜶   για  τισ  οποίεσ: 

 Η  εξίςωςθ   (𝟏)   είναι  αδφνατθ; 

 Η  εξίςωςθ   (𝟐)   είναι  αδφνατθ; 

 Η  εξίςωςθ   (𝟏)    ζχει  μοναδικι  λφςθ; 

 Η  εξίςωςθ   (𝟏)   είναι  αόριςτθ; 

 Η  εξίςωςθ   (𝟐)   είναι  αόριςτθ 

 

7. Μία  γωνία  ιςοςκελοφσ  τριγώνου  ζχει  μζτρο   𝟕𝟎°.      Να βρείτε  τισ  άλλεσ  του  γωνίεσ. 

 Να  ςκεφτείτε  πρώτα  πόςεσ  και  ποιεσ  περιπτώςεισ  πρζπει  να  μελετιςετε.   

 Να  λφςετε  το  ίδιο  πρόβλθμα  αν  θ  δοςμζνθ  γωνία  του  τριγώνου  είχε  μζτρο   𝟏𝟐𝟎°.    Ρόςεσ είναι 

τώρα οι  περιπτώςεισ  που κα  μελετιςετε; 

 

8. Να  λφςετε  τισ  εξιςώςεισ: 

𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 + 𝟐 = 𝟎        𝟏 ,       𝒙 + 𝟏 𝟐 = 𝟔𝒙 − 𝟑        𝟐        𝜿𝜶𝜾     𝒙𝟑 − 𝟏𝟐𝒙 + 𝟏𝟔 = 𝟎        𝟑 . 

 

9. Να  λφςετε  χρθςιμοποιώντασ  τθν  διακρίνουςα  τισ  παρακάτω  εξιςώςεισ  2ου  βακμοφ: 

𝒙𝟐 + 𝟓 = 𝟔𝒙,     𝒙𝟐 = 𝟒𝒙,     𝒙𝟐 − 𝟏𝟎𝒙 + 𝟐𝟓 = 𝟎      𝜿𝜶𝜾    𝒙𝟐 − 𝒙 + 𝟏 = 𝟎.  
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10. Πμοια,   τισ  εξιςώςεισ: 

𝟐𝒙𝟐 + 𝟓 = 𝟕𝒙,     𝒙𝟐 = 𝟒𝒙 + 𝟏𝟐,     𝟗𝒙𝟐 + 𝟏𝟐𝒙 + 𝟒 = 𝟎      𝜿𝜶𝜾    𝟐𝒙𝟐 + 𝟐 = 𝒙.  

Ροια  είναι  θ  λφςθ  των  εξιςώςεων  αυτών  ςτα  ςφνολα  𝑸, 𝒁    𝜿𝜶𝜾  𝜨; 

 

11. Σε  πρωτάκλθμα  αγώνων  ποδοςφαίρου  διεξιχκθςαν  ςυνολικά  𝟗𝟎  αγώνεσ.   Στο  πρωτάκλθμα  

αυτό  κάκε  ομάδα  ζπαιξε  με  όλουσ  τουσ  αντιπάλουσ  τθσ  εντόσ  και  εκτόσ  ζδρασ.   Ρόςεσ  ιταν  οι  

ομάδεσ  που  ςυμμετείχαν  ςτο  πρωτάκλθμα  αυτό; 

 

12. Οι  διαςτάςεισ  ορκογωνίου  παραλλθλογράμμου  διαφζρουν  κατά   𝟐. Αν  το  εμβαδόν  του  είναι   

𝟒𝟖𝒎𝟐    να  βρείτε  τισ  διαςτάςεισ του,   τθ  διαγώνιο  του  και  τθν  περίμετρο  του. 

 

13. Δίδονται  τα  κλάςματα: 

𝜥𝟏 =
−𝟗𝒙𝟐 + 𝟔𝒙 − 𝟏

𝟗𝒙𝟐 − 𝟏
          𝟏          𝜿𝜶𝜾         𝑲𝟐 =

𝟐𝒙𝟐 + 𝒙 − 𝟑

𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 − 𝟑
         𝟐 . 

Να  βρείτε  για  ποιεσ  τιμζσ  του    𝒙 ∈ 𝑰𝑹    ορίηονται  τα  παραπάνω  κλάςματα   και  ςτθ  ςυνζχεια να 

τα  απλοποιιςετε. 

 

14. Δίδεται  ότι  το  τριώνυμο    𝝋 𝒙 = 𝟑𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝒂,     𝒂 ∈ 𝑰𝑹   ζχει ρίηα  τον  αρικμό   𝟏. 

 Να  βρείτε  τθν  τιμι  του   𝜶. 

 Να  απλοποιιςετε  το  κλάςμα: 

𝜥 =
𝟑𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝒂

𝒙𝟐 − 𝟏
. 


