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Άρτια, Περιττή,  Περιοδική Συνάρτηση
1. Έστω περιττή συνάρτηση ∶ ⟼ , ⊆ , ό ά ∈ .

Να δείξετε ότι ( ) = .
Λ ύ σ η:

Για  κάθε ∈ ί − ∈ , αφού το διάστημα είναι συμμετρικό.

Επίσης,   αφού  η  συνάρτηση είναι περιττή,   θα ισχύει:(− ) = − ( ), ά ∈ ( ).
Η   (1)    για = ∈ ⟹ ( ) = − ( ) ⟹ ⋯⟹ ( ) = .

Παρατήρηση: Η γραφική παράσταση περιττής συνάρτησης έχει κέντρο συμμετρίας την αρχή των

αξόνων. Αντίστοιχα,  κάθε άρτια συνάρτηση έχει άξονα συμμετρίας τον άξονα .
2. Έστω οι συναρτήσεις , ∶ ⟼ με συμμετρικό διάστημα του . Να δείξετε ότι:

 Αν   οι  συναρτήσεις είναι και οι δύο άρτιες ή και οι δύο περιττές,   τότε η συνάρτηση .
είναι  άρτια.

 Αν η συνάρτηση ί ά , ώ ί ή ή ί , τότε η συνάρτηση. είναι περιττή.

Λ ύ σ η:

 Η συνάρτηση . ορίζεται  στο , ύ: ∩ = ≠ ∅, που είναι συμμετρικό.

Υποθέτουμε ότι οι συναρτήσεις είναι άρτιες.    Είναι τότε:(− ) = ( ) (− ) = ( ), ά ∈ ( )
( . )(− ) = (− ). (− ) =⏞( ) ( ). ( ) = ( . )( ), , ά ∈ .

Επομένως η συνάρτηση . είναι  άρτια.

Αντίστοιχα,  αν οι συναρτήσεις είναι περιττές,   τότε:(− ) = − ( ) (− ) = − ( ), ά ∈ ( )
( . )(− ) = (− ). (− ) =⏞( ) {− ( )}. {− ( )} = ⋯ = ( . )( ), ά ∈ ,
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δηλαδή και πάλι η συνάρτηση . είναι  άρτια.

 Έστω ότι  η είναι άρτια και  η περιττή.   Είναι τότε:(− ) = ( ) (− ) = − ( ), ά ∈ ( )
( . )(− ) = (− ). (− ) =⏞( ) ( ). {− ( )} = ⋯ = −( . )( ), ά ∈ ,

οπότε η συνάρτηση . είναι περιττή.

Στο ίδιο συμπέρασμα καταλήγουμε αν υποθέσουμε ότι η είναι περιττή και  η άρτια.

3. Δίδονται  οι  περιττές  συναρτήσεις:∶ ⟼ , ∶ → , , ⊆ και , συμμετρικά διαστήματα του .
Να δείξετε ότι  η συνάρτηση ∘ είναι  περιττή.

Λ ύ σ η:

Είναι ∘ = ∈ ∶ ( ) ∈ = { ∈ ∶ ( ) ∈ } = ≠ ∅ και συνεπώς ορίζεται η

συνάρτηση ∘ στο συμμετρικό διάστημα .
Για  κάθε ∈ είναι − ∈ :
( ∘ )(− ) = (− ) =⏞ ή − ( ) =⏞ ή− ( ) = −( ∘ )( ).

Άρα η συνάρτηση ∘ είναι  περιττή.

4. Έστω η περιττή και "1-1" ά ∶ [− , ] ⟼ , ∈ ∗ ([− , ]) = , όπου

διάστημα  του .
Να δείξετε ότι:

 Το είναι συμμετρικό  και

 Η συνάρτηση είναι  περιττή.

Λ ύ σ η:

 Έστω ∈ . Τότε  υπάρχει ∈ [− , ] ∶ = ( ).
Είναι τότε: − = − ( ) ⟹ ή − = (− )⟹ − ∈ ([− , ]) ⟹ − ∈ .
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Δηλαδή,   για κάθε ∈ είναι  και − ∈ . Επομένως το είναι συμμετρικό διάστημα.

 Αν = [− , ], ∈ ∗ τότε: ∶ [− , ]⟼ [− , ].
Η συνάρτηση είναι "1-1" με ([− , ]) = [− , ]. Επομένως αντιστρέφεται και η

αντίστροφή της είναι η: ∶ [− , ]⟼ [− , ].
Έστω = ( ), ∈ [− , ] ⟹ = ( )⟹ − = − ( ) ⟹ ή − = (− )⟹⟹ (− ) = (− ) = − ⟹ (− ) = − ( ), ά ∈ [− , ].
Επομένως η συνάρτηση είναι  περιττή.

5. Να  εξετάσετε  αν  η  συνάρτηση ∶ → ( ) = − είναι  περιοδική.

Λ ύ σ η:

Έστω σταθερός    μη   μηδενικός πραγματικός   αριθμός ∈ ∗.      Τότε   για   κάθε

∈ ί + ∈ .

Υποθέτουμε  ότι  η  συνάρτηση είναι περιοδική,   με  περίοδο . Επομένως για κάθε ∈
είναι: ( + ) = ( ) ⇒ − ( + ) = − ⇒

⇒ ( + ) = ⇒ + = +
ή+ = + − , ∈ ⇒

=
ή= + − , ∈ ά ∈ .

Η  λύση = + − , ∈ απορρίπτεται,   καθόσον  ο εξαρτάται  από  το x και

συνεπώς  δεν είναι σταθερός.
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Επομένως η συνάρτηση είναι περιοδική,   με περίοδο τους αριθμούς = , ∈ και

πρωτεύουσα περίοδο: = .
6. Να δείξετε ότι η συνάρτηση ∶ → ( ) = + δ  ε  ν είναι  περιοδική.

Λ ύ σ η:

Έστω   σταθερός   μη  μηδενικός  πραγματικός  αριθμός ∈ ∗.     Τότε   για  κάθε∈ ί + ∈ .

Υποθέτοντας  ότι η συνάρτηση είναι περιοδική,   με περίοδο ,   θα έχουμε:( + ) = ( ) ά ∈ ⇒ + + ( + ) = + ⇒+ ( + ) = ά ∈ ( ).
Θέτοντας διαδοχικά στην  ισότητα   (1) = = παίρνουμε:+ = ( ) − = ( ).
Με πρόσθεση κατά μέλη των ισοτήτων   (2)   και   (3)   έχουμε: = ⇔ = ,   που είναι

αδύνατο,  αφού υπετέθη ότι: ∈ ∗.
Επομένως,   η συνάρτηση δ  ε  ν    είναι περιοδική.


