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Ανισοϊσότητες υπό συνθήκες 

Στα παραδείγµατα που ακολουθούν θα δείτε µια διαφορετική προσέγγιση σε ασκήσεις απόδειξης ανισοϊσότητας µε 

συνθήκες. 

Ας υποθέσουµε για παράδειγµα ότι θέλουµε να αποδείξουµε την αλήθεια της συνεπαγωγής: 

�, �, � ∈ ��,			� − 2� > �		��
		� + � > 2�		 ⟹ 9�� − 15�� + 27�� − 9�� − 20�� < 0			�1�. 
Ως γνωστόν η συνήθης αντιµετώπιση του παραπάνω θέµατος είναι η ακόλουθη: 

Η παράσταση  � = 9�� − 15�� + 27�� − 9�� − 20��  παραγοντοποιείται και από το πρόσηµο των 

παραγόντων της προκύπτει η αλήθεια της  (1). 

Με αυτήν την λογική έχουµε: 

� = 9�� − 15�� + 27�� − 9�� − 20�� = � = 9�� − 15�� + 12�� + 15�� − 9�� − 20�� = 

= �9�� + 12�� − 9��� − �15�� − 15�� + 20��� = 3��3� + 4� − 3�� − 5��3� + 4� − 3�� ⟹ 

⟹ � = �3� + 4� − 3���3� − 5�� = �5� − 3���3� − 3� − 4��					�2�. 
∆ίδονται όµως: 

�� − 2� > ��΄� + � > 2� ⇔ �2�� − 2�� > 2��΄� + � > 2�  ⟹ 2�� − 2�� + �� + �� > 4� ⟹ 3� − 3� > 4�				�3�. 
Είναι επίσης: 

�� − 2� > ��΄� + � > 2� ⇔ � � − 2� > ��΄2�� + �� > 4� ⟹ � − 2� + 2�� + �� > 5� ⟹ 3� − 5� > 0				�4�. 
Από τις σχέσεις  �2�, �3�		��
		�4�   συµπεραίνουµε ότι: 

� = 9�� − 15�� + 27�� − 9�� − 20�� = �5� − 3���3� − 3� − 4�� < 0, 
διαπιστώνουµε δηλαδή την αλήθεια της  (1). 
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 Στο σηµείο αυτό θέλω να υπογραµµίσω ότι η πλειοψηφία των µαθητών τελειώνοντας την εκπαίδευση τους στο 

Γυµνάσιο δεν έχουν αποκτήσει ιδιαίτερες εµπειρίες γύρω από την αποδεικτική διαδικασία,  την οποία διαδικασία θα 

συναντήσουν πολλάκις στο Λύκειο.  Γι'  αυτό  θεωρώ  ότι  η  µετάβαση  από το Γυµνάσιο  στο  Λύκειο  αποτελεί  για τον  

µέσο  µαθητή   " Άλµα επί κοντώ ". 

 Έτσι η παραπάνω απόδειξη για τον µέσο µαθητή είναι µια διαδικασία τουλάχιστον επίπονη.  Γι' αυτό θα δώσω στους 

µαθητές µια διαφορετική προσέγγιση απόδειξης ανισοϊσοτήτων µε συνθήκες, που κατά την γνώµη µου απλουστεύει την 

διαδικασία, και την οποία θα χαρακτήριζα πρωτότυπη. 

 Η κατανόηση της µεθόδου αυτής θα γίνει µε την επίλυση παραδειγµάτων. 

 Έτσι τα θέµατα ανισοϊσοτήτων µε συνθήκες τα χωρίζω σε δύο κατηγορίες ανάλογα µε το είδος των δεδοµένων 

σχέσεων  "  ισότητες  -  ανισότητες  ". 

 1η   Κ α τ η γ ο ρ ί α: 

 Στην κατηγορία αυτή οι δεδοµένες σχέσεις είναι ισότητες. 

 Παράδειγµα  1ο: 

 Αν οι πραγµατικοί αριθµοί   ",#,$, %  ικανοποιούν τις συνθήκες: 

" + 2# − $ = 0			�΄		3" + 4# − 2% + $ = 0   να δείξετε ότι:   "� − #� + 11$� − 2%� ≥ 0							�1�. 
 Λ ύ σ η: 

 Εφόσον οι δεδοµένες συνθήκες είναι δύο ενώ οι µεταβλητές τέσσερις,  δύο τουλάχιστον από τις µεταβλητές   

",#,$			��
			%   θεωρούνται αυθαίρετες,  και εποµένως έχουµε: 

� " + 2# − $ = 0
3" + 4# − 2% + $ = 0 ⇔ '" + 2# = $																		�2�

3" + 4# = 2% − $						�3�(. 
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 Οι ισότητες   (2)  και  (3)  αποτελούν γραµµικό σύστηµα1  δύο εξισώσεων µε δύο αγνώστους,  τους  "		��
		#,  για 

το οποίο είναι: 

) = *1 23 4* = −2 ≠ 0,					), = - $ 22% − $ 4- = 6$ − 4%				��
					)/ = -1 $3 2% − $- = 2% − 4$							�4�. 
 Εποµένως,   " = 010 = 2% − 3$,				# = 020 = 2$ − %							�5�. 
 Έτσι έχουµε:     � = "� − #� + 11$� − 2%� = �2% − 3$�� − �2$ − %�� + 11$� − 2%� ⟹ 

⟹ � = %� + 16$� − 8$% = �% − 4$�� ≥ 0							�6�. 
 Η ισότητα στην σχέση   (1)   ισχύει όταν,   ισχύει η ισότητα στην σχέση  (6). 

 Τότε όµως είναι   % = 4$   και λόγω των  σχέσεων   (5)    " = 5$,			# = −2$,   δηλαδή:     
45 = −/� = 67 = $. 

 Εποµένως  η σχέση   (1)   ισχύει ως ισότητα όταν:    
45 = −/� = 67 = $. 

 Παράδειγµα  2ο: 

 Αν οι πραγµατικοί αριθµοί   ",			#				��
				$  ικανοποιούν τις συνθήκες: 

" − 3# + 8$ = 0					�΄			3" + # − 6$ = 0     να δείξετε ότι:    7"� − #� + "$ − 2" + 3$ ≤ 97 							�1�. 
 Λ ύ σ η: 

 Εφόσον οι δεδοµένες συνθήκες είναι δύο ενώ οι µεταβλητές τρείς,  µια τουλάχιστον από τις µεταβλητές   

",#			��
			$   θεωρείται αυθαίρετη,  και εποµένως έχουµε: 

�" − 3# + 8$ = 0
3" + # − 6$ = 0 ⇔ '" − 3# = −8$								�2�

3" + # = 6$												�3�(. 
 Η λύση του συστήµατος των εξισώσεων   (2)  και  (3)   είναι η:    " = $,					# = 3$							�4�. 
 Η σχέση   (1)   ισοδύναµα γράφεται: 

                                                           
1
 Θεωρήθηκαν ως αυθαίρετες οι μεταβλητές  :,;  επειδή το ως προς  <	=>?	@  σύστημα των  (2)  κα  (3)  έχει 

ορίζουσα διάφορη του μηδενός. 
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7"� − #� + "$ − 2" + 3$ ≤ 14 ⇔ 7$� − 9$� + $� − 2$ + 3$ ≤ 14 ⇔ 

⇔ −$� + $ − 14 ≤ 0 ⇔ 4$� − 4$ + 1 ≥ 0 ⇔ �2$ − 1�� ≥ 0							�5�, 
 σχέση η οποία προφανώς είναι αληθής. 

 Η ισότητα στην σχέση   (1)   ισχύει όταν ισχύει η ισότητα στην σχέση   (5),  δηλαδή όταν:   

2$ − 1 = 0 ⇔ $ = 12. 
Τότε όµως λόγω των σχέσεων   (4)   είναι  και:    " = $ = 9� ,						# = 3$ = A�. 
 Άρα   η σχέση   (1)   ισχύει ως ισότητα όταν:    " = $ = 9� ,						# = A�.   
2η   Κ α τ η γ ο ρ ί α: 

 Στην κατηγορία αυτή οι δεδοµένες συνθήκες είναι ανισοϊσότητες.   Στην περίπτωση αυτή οι δεδοµένες 

ανισοϊσότητες καθίστανται ισότητες,   "µε την εισαγωγή βοηθητικών µεταβλητών",  οπότε οδηγούµαστε   στην 

λύση θεµάτων της προηγούµενης κατηγορίας. 

  Παράδειγµα  3ο: 

 Αν οι πραγµατικοί αριθµοί    ",			#,			$     ικανοποιούν τις συνθήκες: 

" + 2# ≤ 5$						��
						3" − 5# ≥ $     να δείξετε ότι:      7" − 19# + 7$ ≥ 0							�1�. 
 Λ ύ σ η: 

 Είναι:     " + 2# ≤ 5$						��
						3" − 5# ≥ $     οπότε:   " + 2# − 5$ ≤ 0						��
						3" − 5# − $ ≥ 0.   
Έτσι,  θέτουµε:     " + 2# − 5$ = −B9,							3" − 5# − $ = B�						CD						B9,			B� ≥ 0. 
 Εποµένως:      �" + 2# − 5$ = −B9�΄3" − 5# − $ = B�  ⇔ �" + 2# = 5$ − B9�΄3" − 5# = $ + B� ⇔ E" = �FGH5IJH�IK99

# = 97GLAIJLIK99
M									�2�. 
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 Η παράσταση    � = 7" − 19# + 7$,    λόγω των σχέσεων   (2),  γράφεται: 

� = 7" − 19# + 7$ = 727$ + 5B9 + 2B�11 − 1914$ − 3B9 − B�11 + 7$ ⟹ 

⟹ � = ⋯ = 92B9 + 33B�11 ≥ 0, 
αφού είναι:    B9,			B� ≥ 0. 
 Η  ισότητα στην σχέση   (1)   ισχύει  όταν:    

O�IJHAAIK99 ≥ 0 ⇔PIJ,			IKQRB9 = B� = 0.     
Τότε όµως λόγω των σχέσεων   (2)   είναι:     

" = 27 $11 					��
				# = 14 $11 ,						STU�Sή:							 "27 = #14 = $11. 
 ∆ηλαδή,  η αποδεικτέα σχέση ισχύει ως ισότητα,   όταν:     

4�F = /97 = G99. 
 Παράδειγµα  4ο: 

 Αν οι πραγµατικοί αριθµοί    �,			�,			�     ικανοποιούν τις συνθήκες: 

� ≥ 3�						��
						� − � ≤ 4�     να δείξετε ότι:      72�� + 2�� − 24�� + � − 3� ≥ 0							�1�. 
 Λ ύ σ η: 

 Είναι:   � ≥ 3�						��
						� − � ≤ 4� ⇔ � − 3� ≥ 0					��
				� − � − 4� ≤ 0. 
 θέτουµε:     � − 3� = B9				��
				� − � − 4� = −B�,						CD				B9,			B� ≥ 0    και  έχουµε: 

� � − 3� = B9�΄� − � = 4� − B� ⇔
XYZ
Y[� = 6� − B9 + 3B�2

� = 2� − B9 + B�2 \Y]
Ŷ									�2�. 

 Έτσι,   η παράσταση    � = 72�� + 2�� − 24�� + � − 3�     γράφεται: 

    λόγω των σχέσεων   (2),  γράφεται: 
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� = 72�� + 2�� − 24�� + � − 3� = ⋯ = �B9 + 3B��� + 2B92 ≥ 0,						�_`ύ:						B9,			B� ≥ 0.	 
 Η ισότητα στην σχέση   (1)    ισχύει  όταν:     

�B9 + 3B��� + 2B92 = 0 ⇔PIJ,			IKQRB9 = B� = 0. 
 Τότε όµως λόγω των σχέσεων   (2)   είναι: 

� = 6�				��
				� = 2�,					STU�Sή:					 �6 = �2 = �. 
 Παράδειγµα  5ο: 

 ∆ίδεται το τριώνυµο:    b�c� = dc� + 2�" + �					CD				�, �, � > 0.     Αν είναι γνωστό ότι: 

b�c� ≥ 0				�
�	�άBD			c ∈ f−1, 1g							h�	SDίjDkD		όk
:				4� − 20� + 25� ≥ 0									�1�. 
 Λ ύ σ η: 

 Η διακρίνουσα του τριωνύµου    b�c�    είναι:     m = 4�� − 4�� = 4��� − ���. 
Για την διακρίνουσα   m    του τριωνύµου    b�c�    θα  είναι:    m ≤ 0					ή				m > 0. 
 Σε κάθε περίπτωση θα αποδείξουµε την αλήθεια της   (1). 

 Έστω     m ≤ 0 ⇔ 4��� − ��� ≤ 0 ⇔ �� − �� ≤ 0 ⇔ �� − �� = −B,					B ≥ 0.	     Είναι τότε: 

� = �� + B� 				`nόkD	T	n�%άok�oT			� = 4� − 20� + 25�				�%ά_Dk�
: 
� = 4� − 20� + 25�� + B� = ⋯ = �2� − 5��� + 25B� ≥ 0,				�_`ύ			� > 0,				B ≥ 0. 

 Η  ισότητα στην σχέση   (1)    ισχύει όταν: 

�2� − 5��� + 25B� = 0 ⇔ � = 2�5 				��
					B = 0,					`nόkD				� = 4 �25. 
 ∆ηλαδή  η  (1)  ισχύει  ως  ισότητα  όταν:     � = �p5 				��
				� = 7p�5. 
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 Έστω   m > 0.    Στην περίπτωση αυτή το τριώνυµο:     b�c� = dc� + 2�" + �    θα  έχει δύο ρίζες άνισες 

πραγµατικές,   ας υποθέσουµε  τις    %9,			%�							CD						%9 < %�.	 
Για την θέση των αριθµών   −1		��
		1    ως προς τις ρίζες του τριωνύµου    b�c�    υπάρχουν τα ενδεχόµενα: 

 −1 < 1 < %9 < 6JH	6K� = − qp < 0 < %�. 
Στην περίπτωση αυτή είναι:     m > 0,				�b�1� > 0				��
				1 < 6JH	6K� . 
Η  σχέση   1 < 6JH	6K� ⇔ 1 < − qp ⇔ � + � < 0    που  είναι  αδύνατον,    αφού    �, � > 0. 

 Περίπτωση κάποιος από τους  αριθµούς    −1		��
		1   να βρίσκεται µεταξύ των ριζών   %9			��
				%�   του 

τριωνύµου   b�c�   δεν υπάρχει.    Γιατί,   αν για παράδειγµα ήταν:     

%9 < 1 < %�				kόkD:				�b�1� < 0 ⟹PrsRb�1� < 0 

που είναι αδύνατον,   αφού:    b�c� ≥ 0				�
�	�άBD			c ∈ f−1, 1g. 
 −1 < %9 < 6JH	6K� = − qp < %� < 1. 

Στην περίπτωση αυτή θα είναι: 

−�� ∈ �%9,			%��						��
				 − �� ∈ f−1, 1g.	 
Εποµένως:  �b t− qpu < 0 ⟹PpsRb t− qpu < 0    αδύνατον,   αφού  b�c� ≥ 0				�
�	�άBD			c ∈ f−1, 1g. 

 Έστω τέλος ότι:  %9 < 6JH	6K� = − qp < %� < −1 < 1. 
Είναι τότε:    m > 0, �b�−1� > 0					��
				 6JH	6K� < −1	 ⟹	 

⇒ 4��� − ��� > 0,			b�−1� > 0			��
		 − �� < −1 ⇔ 

⇔ �� − �� > 0,			� − 2� + � > 0					��
				� − � < 0.	 
Θέτουµε: � − 2� + � = B9,					� − � = −B�				CD							B9, B� > 0	   και  έχουµε: 

�� − 2� = B9 − ��΄� − � = −B�  ⇔ ⋯ ⇔ �� = −B9 − 2B� + ��΄� = −B9 − B� + �  . 
 Η παράσταση   � = 4� − 20� + 25�   γράφεται: 

 

� = 4� − 20� + 25� = 4�−B9 − 2B� + �� − 20�−B9 − B� + �� + 25� ⇒ 
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⇒ � = ⋯ = 16B9 + 12B� + 9� > 0,					�_`ύ:				B9, B�		��
			� > 0.	    
Στην περίπτωση αυτή η συνθήκη   m > 0   δεν  χρησιµοποιήθηκε.  

Σηµειώνεται ότι στην περίπτωση που   m > 0    η σχέση  (1)  δεν µπορεί να ισχύει ως ισότητα. 

 

Με τα παραπάνω παραδείγµατα θεωρώ ότι έγινε σαφής η διαδικασία απόδειξης ανισοϊσοτήτων µε συνθήκες µε µια 

µέθοδο πρωτότυπη και φιλικότερη για τους µαθητές. 

 

Για την καλύτερη εµπέδωση της µεθόδου αυτής προτείνω στους µαθητές την απόδειξη των παρακάτω 

συνεπαγωγών: 

 

1. Αν    >,w, x ∈ yz				=>?				> + {w + |x = },				{> − w − |x = }    να δείξετε ότι: 

>~ + w~ − {x~ − >w + {wx + {>x + x − {> − {w ≥ −�. 
2. Αν    >,w, x ∈ yz				=>?				> ≤ w − ~x,				> − ~w ≥ x    να δείξετε ότι: 

 ~> − |w − |x ≥ }     και 

 ~>~ + |w~ − �}x~ − �>w − |wx − >x ≤ }.   


