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 Προτοφ αναφερκϊ ςτα κριτιρια διαιρετότθτασ ακεραίου με το   7,  το  11  και το  13  κα κάνω μια 

ςφντομθ αναφορά ςτα ςφμβολα   𝒌! ,   𝒌 ∈ 𝑵     𝜿𝜶𝜾     𝒏
𝒌
       ό𝝅𝝄𝝊  𝒏, 𝒌 ∈ 𝑵,      𝒌 ≤ 𝒏,   αλλά και ςτο 

δυϊνυμο του Νεφτωνα. 

&01.  Το ςφμβολο   𝒌! ,   𝜿 ∈ 𝜨. 

 Αν  𝒌  είναι τυχαίοσ φυςικόσ αρικμόσ τότε το ςφμβολο   𝒌!   διαβάηεται   𝒌   𝝅𝜶𝝆𝜶𝜸𝝄𝝂𝝉𝜾𝜿ό    και 

ορίηεται ωσ εξισ:    𝒌! = 𝟏. 𝟐. 𝟑. …… .  𝒌 − 𝟏 . 𝒌    𝜸𝜾𝜶 𝜿ϊ𝜽𝜺    𝒌 = 𝟎, 𝟏, 𝟐, …… 

 Ορίηουμε επίςθσ:     𝟎! = 𝟏. 

Παράδειγμα 1:   Να υπολογίςετε τα:    𝟏! ,   𝟑! ,   𝟒!    𝜿𝜶𝜾    𝟓!. 

Σφμφωνα με τα παραπάνω είναι: 

𝟏! = 𝟏, 𝟑! = 𝟏. 𝟐.𝟒 = 𝟔,     𝟒! = 𝟏. 𝟐.𝟑. 𝟒 = 𝟐𝟒    𝜿𝜶𝜾   𝟓! = 𝟏. 𝟐. 𝟑. 𝟒.𝟓 = 𝟏𝟐𝟎.  

Ιδιότθτα 1:   Ιςχφει:   𝒌! =  𝒌 − 𝒑 !  𝒌 − 𝒑 + 𝟏  𝒌 − 𝒑 + 𝟐 …  𝜿 − 𝟏 . 𝜿,   𝒑 ∈ 𝑵, 𝟎 ≤ 𝒑 ≤ 𝒌. 

Απόδειξθ:    Σφμφωνα με τον οριςμό είναι:      𝒌! = 𝟏. 𝟐. 𝟑. …… .  𝒌 − 𝟏 .𝒌. 

 Αλλά    𝒌, 𝒑 ∈ 𝑵   𝜿𝜶𝜾    𝒑 ≤ 𝒌.       Άρα:      𝟎 ≤ 𝒌 − 𝒑 ≤ 𝜿,    𝒌 − 𝒑 ∈ 𝑵. 

Τότε όμωσ ο φυςικόσ αρικμόσ    𝒌 − 𝒑    κα βρίςκεται ενδιάμεςα των φυςικϊν αρικμϊν   𝟏   𝜿𝜶𝜾  𝒌   και 

επομζνωσ κα είναι: 

𝒌! = 𝟏𝟐. 𝟑. … 𝒌 − 𝒑 . (𝒌 − 𝒑 + 𝟏)(𝒌 − 𝒑 + 𝟐) …  𝒌 − 𝒑 +  𝒑 − 𝟏  (𝒌 − 𝒑 + 𝒑) ⇒ 

⇒ 𝒌! =  𝒌 − 𝒑 !  𝒌 − 𝒑 + 𝟏  𝒌 − 𝒑 + 𝟐 …  𝒌 − 𝟏 . 𝒌. 

Εφαρμογι:    Να απλοποιιςετε τα κλάςματα: 

𝟖!

𝟔!
,    

𝟏𝟎𝟎!

𝟗𝟗!
,     

𝟓!𝟓𝟎!

𝟔!𝟒𝟖!
      𝜿𝜶𝜾     

𝒏!

 𝒏 − 𝟐 !
,       𝒏 ∈ 𝑵,   𝒏 ≥ 𝟐. 

Με βάςθ τθν παραπάνω ιδιότθτα είναι:      

𝟖!

𝟔!
=

𝟔!. 𝟕. 𝟖

𝟔!
= 𝟓𝟔,      

𝟏𝟎𝟎!

𝟗𝟗!
=

𝟗𝟗!. 𝟏𝟎𝟎

𝟗𝟗!
= 𝟏𝟎𝟎,       

𝟓! 𝟓𝟎!

𝟔! 𝟒𝟗!
=

𝟓!𝟒𝟗!𝟓𝟎

𝟓!. 𝟔. 𝟒𝟗!
=

𝟐𝟓

𝟑
      𝜿𝜶𝜾   

𝒏!

 𝒏 − 𝟐 !
=

 𝒏 − 𝟐 !.  𝒏 − 𝟏 . 𝒏

 𝒏 − 𝟐 !
=  𝒏 − 𝟏 . 𝒏 = 𝒏𝟐 − 𝒏. 
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&02.  Το ςφμβολο    𝒏
𝒌
     ό𝝅𝝄𝝊  𝒏, 𝒌 ∈ 𝑵,    𝒌 ≤ 𝒏. 

 Αν   𝒏, 𝒌   είναι τυχαίοι φυςικοί αρικμοί,     𝒌 ≤ 𝒏    τότε το ςφμβολο    𝒏
𝒌
     διαβάηεται:   

"Συνδυαςμοί  𝒏  𝜶𝝂𝝉𝜾𝜿𝜺𝜾𝝁ϋ𝝂𝝎𝝂  𝜶𝝂ϊ  𝒌"   και ορίηεται ωσ ακολοφκωσ:   

 
𝒏

𝒌
 =

𝒏!

𝒌! (𝒏 − 𝒌)!
    𝜸𝜾𝜶 𝜿ϊ𝜽𝜺    𝒌 = 𝟎, 𝟏, 𝟐, …𝒏. 

 Ορίηουμε επίςθσ:      𝒏
𝟎
 = 𝟏.   

Ιδιότθτα 1:   Ιςχφουν:     𝒏
𝒏
 = 𝟏    𝜿𝜶𝜾      𝒏

𝒌
 =  𝒏

𝒏−𝒌
 . 

 Πράγματι, ςφμφωνα με τον οριςμό είναι:  

 
𝒏

𝒏
 =

𝒏!

𝒏! (𝒏 − 𝒏)!
=

𝒏!

𝒏!. 𝟎!
= 𝟏    𝜿𝜶𝜾    

𝒏

𝒏 − 𝒌
 =

𝒏!

 𝒏 − 𝒌 !  𝒏 −  𝒏 − 𝒌  !
=

𝒏!

𝒌! (𝒏 − 𝒌)!
=  

𝒏

𝒌
 . 

 Ζτςι, μποροφμε να γράφουμε:    𝟓
𝟑
 =  𝟓

𝟐
 =

𝟓!

𝟐!.𝟑!
= ⋯ = 𝟏𝟎. 

&03.  Το δυϊνυμο του  Νεφτωνα    𝒙 + 𝒚 𝒏   𝜸𝜾𝜶 𝜿ϊ𝜽𝜺   𝒙, 𝒚 ∈ 𝑰𝑹,    𝒏 ∈ 𝑵.  

 Για κάκε   𝒙, 𝒚 ∈ 𝑰𝑹   𝜿𝜶𝜾  𝒏 ∈ 𝑵  ιςχφει θ αλικεια τθσ παρακάτω ταυτότθτασ: 

 𝒙 + 𝒚 𝒏 =  
𝒏

𝟎
 𝒙𝒏 +  

𝒏

𝟏
 𝒙𝒏−𝟏𝒚 +  

𝒏

𝟐
 𝒙𝒏−𝟐𝒚𝟐 + ⋯+  

𝒏

𝒏 − 𝟐
 𝒙𝟐𝒚𝒏−𝟐 +  

𝒏

𝒏 − 𝟏
 𝒙𝒚𝒏−𝟏 +  

𝒏

𝒏
 𝒚𝒏, 

που οφείλεται ςτον Νεφτωνα. 

Παράδειγμα:    Με βάςθ το δυϊνυμο του Νεφτωνα είναι: 

  𝒙 + 𝒚 𝟑 =  𝟑
𝟎
 𝒙𝟑 +  𝟑

𝟏
 𝒙𝟐𝒚 +  𝟑

𝟐
 𝒙𝒚𝟐 +  𝟑

𝟑
 𝒚𝟑 = ⋯ = 𝒙𝟑 + 𝟑𝒙𝟐𝒚 + 𝟑𝒙𝒚𝟐 + 𝒚𝟑 

  𝒙 + 𝒚 𝟒 =  𝟒
𝟎
 𝒙𝟒 +  𝟒

𝟏
 𝒙𝟑𝒚 +  𝟒

𝟐
 𝒙𝟐𝒚𝟐 +  𝟒

𝟑
 𝒙𝒚𝟑 +  𝟒

𝟒
 𝒚𝟒 = ⋯ = 𝒙𝟒 + 𝟒𝒙𝟑𝒚 + 𝟔𝒙𝟐𝒚𝟐 + 𝟒𝒙𝒚𝟑 + 𝒚𝟒 

  𝒙 + 𝒚 𝟓 =  𝟓
𝟎
 𝒙𝟓 +  𝟓

𝟏
 𝒙𝟒𝒚 +  𝟓

𝟐
 𝒙𝟑𝒚𝟐 +  𝟓

𝟑
 𝒙𝟐𝒚𝟑 +  𝟓

𝟒
 𝒙𝒚𝟒 +  𝟓

𝟓
 𝒚𝟓 ⇒ 

⇒  𝒙 + 𝒚 𝟓 = ⋯ = 𝒙𝟓 + 𝟓𝒙𝟒𝒚 + 𝟏𝟎𝒙𝟐𝒚𝟑 + 𝟏𝟎𝒙𝒚𝟒 + 𝒚𝟓. 

  𝒙 + 𝒚 𝟔 =  𝟔
𝟎
 𝒙𝟔 +  𝟔

𝟏
 𝒙𝟓𝒚 +  𝟔

𝟐
 𝒙𝟒𝒚𝟐 +  𝟔

𝟑
 𝒙𝟑𝒚𝟑 +  𝟔

𝟒
 𝒙𝟐𝒚𝟒 +  𝟔

𝟓
 𝒙𝒚𝟓 +  𝟔

𝟔
 𝒚𝟔 ⇒ 

⇒  𝒙 + 𝒚 𝟔 = ⋯ = 𝒙𝟔 + 𝟔𝒙𝟓𝒚 + 𝟏𝟓𝒙𝟒𝒚𝟐 + 𝟔𝟎𝒙𝟑𝒚𝟑 + 𝟏𝟓𝒙𝟐𝒚𝟒 + 𝟔𝒙𝒚𝟓 + 𝒚𝟔. 
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&1.  Κριτιρια διαιρετότθτασ ακεραίων  

 Είναι γνωςτό ότι αν για δφο ακζραιουσ αρικμοφσ   𝜶  𝜿𝜶𝜾  𝜷   ιςχφει: 

𝜶   𝜹𝜾𝜶𝜾𝝆𝜺ύ   𝜷,     𝝉ό𝝉𝜺 𝝄   𝜶   𝜽𝜶 𝜹𝜾𝜶𝜾𝝆𝜺ύ 𝜿𝜶𝜾 𝝉𝝄𝝂  −𝜷   𝜿𝜶𝜾 𝜶𝝂𝝉ύ𝝇𝝉𝝆𝝄𝝋𝜶. 

 Γι' αυτό ςτο δοκίμιο αυτό κα αναφερκοφμε ςε διαιρζτεσ κετικϊν ακεραίων,  αφοφ ςφμφωνα με τθν 

παραπάνω πρόταςθ οι διαιρζτεσ κάκε κετικοφ ακζραιου είναι και διαιρζτεσ του αντικζτου του. 

 Υπενκυμίηω επίςθσ ότι: 

Κάκε κετικόσ ακζραιοσ αρικμόσ   

𝜶 = 𝒙𝟏𝒙𝟐𝒙𝟑 …𝒙𝒏−𝟏𝒙𝒏                       ,        𝟎 ≤ 𝒙𝟏, 𝒙𝟐, 𝒙𝟑  … , 𝒙𝒏−𝟏,𝒙𝒏 ≤ 𝟗   

τίκεται με τθν μορφι1: 

𝒂 = 𝒙𝟏. 𝟏𝟎𝒏 + 𝒙𝟐.𝟏𝟎𝒏−𝟏 + 𝒙𝟑. 𝟏𝟎𝒏−𝟐 + ⋯ + 𝒙𝒏−𝟏.𝟏𝟎 + 𝒙𝒏.. 

Π1: Κάκε δφναμθ του  δζκα με φυςικό εκκζτθ είναι πολλαπλάςιο του εννζα αυξθμζνο κατά ζνα,  

δθλαδι:   

𝟏𝟎𝒏 = 𝝅𝝄𝝀𝟗 + 𝟏,    𝜸𝜾𝜶 𝜿ϊ𝜽𝜺   𝒏 ∈ 𝑵. 

 Απόδειξθ  1θ: 

 Πράγματι:    𝟏𝟎𝒏 =  𝟗 + 𝟏 𝒏 ⇒ 

⇒ 𝟏𝟎𝒏 =  
𝒏

𝟎
 𝟗𝒏 +  

𝒏

𝟏
 𝟗𝒏−𝟏.𝟏 +  

𝒏

𝟐
 𝟗𝒏−𝟐.𝟏𝟐 + ⋯ +  

𝒏

𝒏 − 𝟐
 𝟗𝟐. 𝟏𝒏−𝟐 +  

𝒏

𝒏 − 𝟏
 𝟗. 𝟏𝒏−𝟏 +  

𝒏

𝒏
 . 𝟏𝒏 ⇒ 

⇒ 𝟏𝟎𝒏 = 𝟗   
𝒏

𝟎
 𝟗𝒏−𝟏 +  

𝒏

𝟏
 𝟗𝒏−𝟐 +  

𝒏

𝟐
 𝟗𝒏−𝟑 + ⋯+  

𝒏

𝒏 − 𝟐
 𝟗 +  

𝒏

𝒏 − 𝟏
  + 𝟏 ⇒ 

⇒ 𝟏𝟎𝒏 = 𝝅𝝄𝝀𝟗 + 𝟏,    𝜸𝜾𝜶 𝜿ϊ𝜽𝜺 𝝋𝝊𝝇𝜾𝜿ό   𝒏, 

εφόςον ο αρικμόσ     𝒏
𝟎
 𝟗𝒏−𝟏 +  𝒏

𝟏
 𝟗𝒏−𝟐 +  𝒏

𝟐
 𝟗𝒏−𝟑 + ⋯ +  𝒏

𝒏−𝟐
 𝟗 +  𝒏

𝒏−𝟏
     είναι ακζραιοσ. 

 Απόδειξθ  2θ: 

 Θα δείξουμε ότι   𝟏𝟎𝒏 = 𝝅𝝄𝝀𝟗 + 𝟏,    𝜸𝜾𝜶 𝜿ϊ𝜽𝜺   𝒏 ∈ 𝑵   με τθ μζκοδο τθσ τζλειασ επαγωγισ. 

 Ζτςι,  για   𝒏 = 𝟎   𝜺ύ𝝂𝜶𝜾:    𝟏𝟎𝒏 = 𝟏𝟎𝟎 = 𝟏 = 𝟎. 𝟗 + 𝟏 = 𝝅𝝄𝝀𝟗 + 𝟏. 

                                                           
1
 Δεκαδικι μορφι αρικμοφ 
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 Υποκζτουμε ότι θ ιςότθτα  𝟏𝟎𝒏 = 𝝅𝝄𝝀𝟗 + 𝟏   ιςχφει για τον τυχαίο φυςικό αρικμό  𝒌,   𝝁𝜺   𝒌 > 𝟏.   

Υποκζτουμε δθλαδι ότι:      𝟏𝟎𝒌 = 𝝅𝝄𝝀𝟗 + 𝟏,      𝒌 > 𝟏          𝒂 . 

 Θα αποδείξουμε τϊρα τθν αλικεια τθσ    𝟏𝟎𝒏 = 𝝅𝝄𝝀𝟗 + 𝟏    για    𝒏 = 𝒌 + 𝟏,    δθλαδι ότι: 

 𝟏𝟎𝜿+𝟏 = 𝝅𝝄𝝀𝟗 + 𝟏. 

Πράγματι,  είναι:    

𝟏𝟎𝜿+𝟏 = 𝟏𝟎.𝟏𝟎𝒌 = 
 𝒂 

𝟏𝟎.  𝝅𝝄𝝀𝟗 + 𝟏 = 𝟏𝟎. 𝝅𝝄𝝀𝟗 + 𝟏𝟎 ⇒ 

⇒ 𝟏𝟎𝜿+𝟏 = 𝟏𝟎. 𝝅𝝄𝝀𝟗 + 𝟗         
𝝅𝝄𝝀𝟗

+ 𝟏 = 𝝅𝝄𝝀𝟗 + 𝟏. 

Ζτςι, ςφμφωνα με κεϊρθμα τθσ Τζλειασ Επαγωγισ είναι: 

𝟏𝟎𝒏 = 𝝅𝝄𝝀𝟗 + 𝟏,    𝜸𝜾𝜶 𝜿ϊ𝜽𝜺   𝒏 ∈ 𝑵. 

 

Π2: Κάκε κετικόσ ακζραιοσ   𝒂   είναι πολλαπλάςιο του εννζα2 αυξθμζνο κατά το άκροιςμα των ψθφίων 

του,  δθλαδι αν: 

𝜶 = 𝒙𝟏𝒙𝟐𝒙𝟑 …𝒙𝒏−𝟏𝒙𝒏                       ,      𝟎 ≤ 𝒙𝟏,𝒙𝟐, 𝒙𝟑  … , 𝒙𝒏−𝟏,𝒙𝒏 ≤ 𝟗  𝝉ό𝝉𝜺:      

𝜶 = 𝝅𝝄𝝀𝟗 + 𝒙𝟏 + 𝒙𝟐 + 𝒙𝟑 + ⋯ + 𝒙𝒏−𝟏 + 𝒙𝒏. 

 Απόδειξθ: 

 Είναι γνωςτό πλζον ότι: 

𝒂 = 𝒙𝟏. 𝟏𝟎𝒏 + 𝒙𝟐. 𝟏𝟎𝒏−𝟏 + 𝒙𝟑. 𝟏𝟎𝒏−𝟐 + ⋯ + 𝒙𝒏−𝟏.𝟏𝟎 + 𝒙𝒏.        𝟏 . 

Ζτςι,  και λόγω τθσ αλικειασ τθσ προθγοφμενθσ πρόταςθσ   (Π1)   είναι: 

 
  
 

  
 

𝒙𝟏. 𝟏𝟎𝒏 = 𝒙𝟏 𝝅𝝄𝝀𝟗 + 𝟏 = 𝒙𝟏. 𝝅𝝄𝝀𝟗 + 𝒙𝟏

𝜿𝜶𝜾
𝒙𝟐.𝟏𝟎𝒏−𝟏 = 𝒙𝟐 𝝅𝝄𝝀𝟗 + 𝟏 = 𝒙𝟐. 𝝅𝝄𝝀𝟗 + 𝒙𝟐

⋮
⋮

𝜿𝜶𝜾
𝒙𝒏−𝟏.𝟏𝟎 = 𝒙𝒏−𝟏 𝝅𝝄𝝀𝟗 + 𝟏 = 𝒙𝒏−𝟏. 𝝅𝝄𝝀𝟗 + 𝒙𝒏−𝟏 

  
 

  
 

         𝟐 . 

Τελικά  θ  ιςότθτα  (1)  λόγω των ιςοτιτων  (2)  γράφεται: 

                                                           
2
 Άρα και του τρία  
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𝒂 = 𝒙𝟏. 𝝅𝝄𝝀𝟗 + 𝒙𝟏 + 𝒙𝟐.𝝅𝝄𝝀𝟗 + 𝒙𝟐 + ⋯⋯ + 𝒙𝒏. ⇒ 

⇒ 𝒂 =  𝒙𝟏𝝅𝝄𝝀𝟗 + 𝒙𝟐𝝅𝝄𝝀𝟗                
𝝅𝝄𝝀𝟗

+ 𝒙𝟏 + 𝒙𝟐 + ⋯ + 𝒙𝒏. ⇒ 𝒂 = 𝝅𝝄𝝀𝟗 + 𝒙𝟏 + 𝒙𝟐 + ⋯+ 𝒙𝒏.. 

 

Π3. Ζνασ κετικόσ ακζραιοσ αρικμόσ    𝒂    διαιρείται με το τρία  "3"   ι  το  εννζα  "9"   όταν το άκροιςμα 

των ψθφίων του διαιρείται με το τρία ι το εννζα αντίςτοιχα. 

 Απόδειξθ: 

 Όπωσ εύδαμε ςτην προηγούμενη πρόταςη   Π2   κϊθε θετικόσ ακϋραιοσ εύναι πολλαπλϊςιο του  

εννϋα,   ϊρα και του τρύα,   αυξημϋνοσ κατϊ το ϊθροιςμα των ψηφύων του. 

 Δηλαδό,  αν     𝜶 = 𝒙𝟏𝒙𝟐𝒙𝟑 …𝒙𝒏−𝟏𝒙𝒏                       ,      𝟎 ≤ 𝒙𝟏, 𝒙𝟐,𝒙𝟑  … , 𝒙𝒏−𝟏,𝒙𝒏 ≤ 𝟗    𝝉ό𝝉𝜺:      

𝜶 = 𝝅𝝄𝝀𝟗 +  𝒙𝟏 + 𝒙𝟐 + 𝒙𝟑 + ⋯+ 𝒙𝒏−𝟏 + 𝒙𝒏. . 

 Κϊθε πολλαπλϊςιο του  εννϋα  διαιρεύται με το  εννϋα,  ϊρα και με το τρύα. 

 Για να διαιρεύται επομϋνωσ ο αριθμόσ   𝒂   με το  εννϋα ό το τρύα θα πρϋπει ο αριθμόσ: 

𝒚 = 𝒙𝟏 + 𝒙𝟐 + 𝒙𝟑 + ⋯+ 𝒙𝒏−𝟏 + 𝒙𝒏., 

δηλαδό το ϊθροιςμα των ψηφύων του να διαιρεύται με το  εννϋα ό το  τρύα  αντύςτοιχα. 
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