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Γ ε ω µ ε τ ρ ι κ ά   Θ έ µ α τ α 

Ξεχασµένα Θέµατα Ευκλείδειας Γεωµετρίας 

"για να θυµούνται οι παλαιότεροι και να µαθαίνουν οι νεότεροι". 

Θ Ε Μ Α  1ο:  

 Εξωτερικά τριγώνου  ���  κατασκευάζουµε τα τετράγωνα:   ����,			���				
��			���.  
Να δείξετε ότι: 

a) Τα ευθύγραµµα τµήµατα   �				
��			��   είναι ίσα και κάθετα. 

b) Η διάµεσος  ��  του τριγώνου  ���  προεκτεινόµενη προς το µέρος του  �  τέµνει κάθετα την �	  

και  είναι:  �	 = ���. 
c) Το ύψος   ��  του τριγώνου   ���   προεκτεινόµενο προς το µέρος του   �   διέρχεται από το µέσο 

της  �	. 
d) Οι  ευθείες  ��, ��			
��			��   διέρχονται από το ίδιο σηµείο. 

e) Οι ευθείες  ��, 	�			
��	�	��ά�����		��		���	����ώ���			���  διέρχονται από το ίδιο σηµείο. 

f) Οι περιγεγραµµένες περιφέρειες των τετραγώνων   ����, ���				
��		��	�� �ί��			�	, ��,�� 

και   �!,   όπου   !  είναι το κέντρο του τετραγώνου   ���   διέρχονται από το ίδιο σηµείο. 

g) Αν   �		
��			   είναι τα κέντρα των τετραγώνων  ���			
��			����  αντίστοιχα,  τότε: 

Οι ευθείες   �!,			��			
��			�  διέρχονται από το ίδιο σηµείο   ",  που είναι ορθόκεντρο του 

τριγώνου   �!   και το οποίο λέγεται  "σηµείο   Vecten". 

h) Το τρίγωνο   #��   όπου  #  είναι το µέσο του ευθυγράµµου τµήµατος ��  είναι ορθογώνιο και 

ισοσκελές. 

i) Έστω   �		
��		�$  τα µέσα των ευθυγράµµων τµηµάτων   ��		
��		�	  αντίστοιχα  και    			
��			�   

τα κέντρα των τετραγώνων  ���	,			����  αντίστοιχα.  Να δείξετε ότι το τετράπλευρο  ��$�  

είναι τετράγωνο. 
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 Λ ύ σ η: 

a) Τα τρίγωνα   %&'				()*				%+,   έχουν:     - %& = %,%' = %+&%.' = 90° + &%.+ = +%.,2.     
 Εποµένως είναι ίσα και θα έχουν και:    

&' = +,					315						()*						%'6& = %+6,					325. 

 

 Άρα:    &'6+ + '+6, = %'6+ − %'6& + %+6' + %+6, ⇒ 

&'6+ + '+6, = 45° − %'6& + 45° + %+6, =<3=590°	 ⇒ &' ⊥ +,					335. 
Από τις σχέσεις   (2)   και   (3)   συµπεραίνουµε ότι:    &' =⊥ +,. 
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b) Στο  "σχήµα  1b" που ακολουθεί προεκτείνουµε, προς το µέρος του σηµείου  @,  την διάµεσο   %@  του 

τριγώνου  %&+  κατά τµήµα  @%A = %@. 

 

 

 Έτσι, το τετράπλευρο  %&%A+  είναι παραλληλόγραµµο.   Εποµένως: 

+%A = %& = %,				()*				%+6%A = 180° − &%.+ = ,%.'						315. 
Τα τρίγωνα   %+%A		()*		%,'  έχουν:    C %+ = %'+%A = %,%+6%A = ,%.'D.   Εποµένως είναι ίσα και ως εκ τούτου είναι:    

%A%.+ = @%.+ = %'6,				325						()*					,' = %%A = 2%@							335. 
Έτσι,   %'6, + '%.@A =<3=5%A%.+ + '%.@A = 90° ⇒ %@A ⊥ ,'							345. 
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c) Έστω ότι η προέκταση, προς το µέρος του  Α, του ύψους  %E του τριγώνου  %&+  ( σχήµα 1c )  τέµνει την  

,'  στο σηµείο  EA.    

 

 

 Από το ερώτηµα  1a  έχουµε διαπιστώσει ότι:    @%.+ = %'6,			()*			', = 2%@				315.    
Οι γωνίες  %+6@			()*			'%.EA  είναι οξείες µε πλευρές κάθετες.   Εποµένως   %+6@ = '%.EA						325. 
 Τα τρίγωνα   %@+		()*			%'EA  έχουν:     C %+ = %'%+6@ = '%.EA@%.+ = %'6EAD.   

 Άρα είναι ίσα και συνεπώς θα είναι και:    

%@ = 'EA ⇒ 'EA =<3A5',2 . 
∆ηλαδή το σηµείο  EA  είναι µέσο του ευθυγράµµου τµήµατος  ',.  



ΧΑΡΑΛΑΜΠΟΣ  ΛΥΚΟΥΔΗΣ   -   ΞΕΧΑΣΜΕΝΑ ΘΕΜΑΤΑ ΕΥΚΛΕΙΔΕΙΑΣ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑΣ 

 

 Χαράλαμπος  .Σπ.  Λυκούδης    Μαθηματικός     -     Σελίδα 5 από 12 

 

 

d) Κατασκευάζουµε το παραλληλόγραµµο   %'F,					3	GHήI)		1J	5.    Είναι τότε:   

%,6F = 180° − ,%.' = &%.+								315. 

 

 Η διαγώνιος  F%   του παραλληλογράµµου   %'F,   διέρχεται από το µέσο  EA   του ευθυγράµµου 

τµήµατος   ,'.   Άρα το τµήµα   %EA  είναι διάµεσος του τριγώνου  %,'.   
 Σύµφωνα µε το πρώτο ερώτηµα η προέκταση του  EA%    τέµνει κάθετα το ευθύγραµµο τµήµα  

&+		GKL	GMINίL		E.     Είναι δηλαδή:      FE ⊥ &+							325. 
 Τα τρίγωνα   %,F			()*			%&+   έχουν:    C %, = %&%' = %+%,6F =<3A5&%.+D.    Άρα είναι ίσα και εποµένως θα είναι και:    

%F = &+,					,%.F = %&6+							335.	 
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 Τα τρίγωνα    O&+			()*				%&F   είναι ίσα αφού: 

O& = %&,				&+ =<3P5%F			()*				O&6+ = 90° + %&6+ =<3P590° + ,%.F = &%.F. 
Λόγω της ισότητας των τριγώνων  O&+			()*				%&F    θα είναι και:  

&OQ+ = %&6F,				O+ = F&							345. 
Έτσι,   &OQ+ + O&6F = %&6F + O&6F = 90° ⇒ O+ ⊥ F&						355. 
Από τις  (4)  και  (5)   έχουµε:      O+ =⊥ F&.							365. 
 Όµοια αποδεικνύεται ότι:    &S =⊥ F+							375. 
 Στο τρίγωνο    F&+    τα ευθύγραµµα τµήµατα   FE, &E=				()*				+EP   είναι ύψη του.   Εποµένως 

διέρχονται από το ίδιο σηµείο   U   που είναι το ορθόκεντρο του. 
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e) Κατασκευάζουµε το παραλληλόγραµµο   %&%A+							3	GHήI)		1V5.    
 Είναι τότε:    %+6%A = 180° − &%.+ = ,%.'					315. 

 

 Το  ευθύγραµµο  τµήµα   %@   είναι   τότε  διάµεσος   του   τριγώνου    &%+.     Εποµένως ( σύµφωνα µε 

το πρώτο ερώτηµα ) η προέκταση του τέµνει την   ,'  κάθετα,  έστω στο σηµείο   @A.    
 Είναι δηλαδή:   %A@A ⊥ ',						325. 
 Τα τρίγωνα   %+%A			()*				%,'   έχουν:    W %+ = %'+%A = %,

%+6%A =<3A5,%.'X.    Είναι εποµένως ίσα και ως εκ τούτου θα 

είναι και:   %%A = ,'			()*			%%AY+ = %,6' ⇒<Z[\⫽[^%%A = ,'				()*			&%.%A = 	%,6'						335. 
 Αλλά και τα τρίγωνα  ,'O			()*			%%A,  είναι ίσα,  αφού: 
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,O = %,,				,' = %%A				()*				O,6' = 90° + %,6' =<3P590° + &%.%A = ,%.%A. 
Εποµένως θα είναι και:   ,OQ' = %,6%A				()*					'O = %A,							345. 
Έτσι,    ,OQ' + O,6%A = %,6%A + O,6%A = 90° ⇒ 'O ⊥ %A,				355. 
Από τις   (4)   και   (5)   έχουµε:   'O =⊥ %A,							365. 
 Όµοια αποδεικνύεται ότι:    ,S =⊥ %A'						375. 
 Έτσι,   στο τρίγωνο   %A,'    τα τµήµατα  %A@A,			,@P				()*					'@=    είναι ύψη του.   Εποµένως 

διέρχονται από το ίδιο σηµείο   _  που είναι το ορθόκεντρο του. 
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f) Υποθέτουµε  3	GHήI)	1`	5  ότι η γωνία   %.  του τριγώνου  %&+ δεν είναι ορθή, δηλαδή ότι: &%.+ ≠ 90°.    
Τότε τα σηµεία   _, %			()*				b   θα είναι µη συνευθειακά και συνεπώς θα ορίζουν τρίγωνο.     

 Εποµένως:      _b < %_ + %b									315. 

 

      Λόγω της 315 οι περιγεγραµµένες περιφέρειες των τετραγώνων %&O,			()*			%+S'  επανατέµνονται,  ας 

υποθέσουµε στο σηµείο   d.  
 Είναι:    %d6& + %d6' = %d6, + ,d6& + %+6' = %&6, + ,d6& + %+6' = 45° + 90° + 45° ⇒ 

⇒ %d6& + %d6' = 180°. 
Εποµένως τα σηµεία    &, d			()*			'   είναι συνευθειακά,   δηλαδή η ευθεία   &'   διέρχεται από το σηµείο   d. 
 Όµοια, αποδεικνύεται ότι:  
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• +d6% + %d6, = 180°.    Άρα η   +,   διέρχεται από το σηµείο    d   και 

• %d6O + %d6S = 90° + 90° = 180°.    Εποµένως η ευθεία   OS   διέρχεται από το σηµείο    d.  
  Είναι επίσης:   %d6& + &d6F = %d6& + %,6& = 135° + 45° = 180°.    Εποµένως και η ευθεία   %F   

διέρχεται από το σηµείο   d. 
 Αν η γωνία    %.   του τριγώνου   %&+   είναι ορθή,   δηλαδή   &%.+ = 90°   τότε:   

 Οι ευθείες   &', +,, OS			()*			%F   διέρχονται από την κορυφή  %  της ορθής γωνίας του τριγώνου  

%&+. 
 Άρα σε κάθε περίπτωση οι ευθείες   &', +,, OS			()*				%F   και οι περιγεγραµµένες περιφέρειες των 

τετραγώνων   %&O,			()*			%+S'   διέρχονται από το ίδιο σηµείο. 
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g) Το ευθύγραµµο τµήµα %d,			3	GHήI)		1e	5, είναι η κοινή χορδή των περιγγεγραµµένων περιφερειών  

των τετραγώνων    %&O,			()*			%+S'.     Τα σηµεία   %, d				()*				F,   όπως απεδείχθη στο ερώτηµα  1d,   

είναι συνευθειακά.     Εποµένως είναι:    %F ⊥ _b							315. 

  

 Όµοια,   &f ⊥ _F							325					()*						+g ⊥ bF							335. 
 Σύµφωνα µε το ερώτηµα  1d   τα σηµεία   &, f			()*				b   καθώς και τα σηµεία   +, g			()*			_  είναι 

συνευθειακά.   Εποµένως    &b ⊥ _F							32΄5					()*						+_ ⊥ bF							33΄5. 
 Έτσι,  οι ευθείες   %F,			&b				()*				+_   είναι φορείς των υψών του τριγώνου   _bF   και συνεπώς 

διέρχονται από το ίδιο σηµείο,  δηλαδή το ορθόκεντρό του   h.    Το σηµείο αυτό ονοµάζεται σηµείο  Vecten.                             
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h) Έστω,  (  σχήµα 1h ),    i  το συµµετρικό ως προς το σηµείο   

O&Si   είναι παραλληλόγραµµο.   Υποθέτουµε ακόµη ότι  

 Εποµένως   j		IέGL		OS				()*

Οι γωνίες   +S.i			()*			&%.+   είναι οξείες µε πλευρές κάθετες.

 Τα τρίγωνα   +Si			()*			%&+   

+i =
 Είναι τότε:   &+6i = &+6% + %+6
 Εποµένως το τρίγωνο   &+i   είναι ορθογώνιο και ισοσκελές,  µε  

τµήµα   +j   είναι διάµεσος του που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα του θα είναι:

 Άρα το τρίγωνο   &j+   είναι ορθογώνιο και ισοσκελές.

 Με παρόµοιους συλλογισµούς αποδεικνύουµε ότι το τρίγωνο   

&%.+ k 90°.    
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το συµµετρικό ως προς το σηµείο   j   του σηµείου  

Υποθέτουµε ακόµη ότι  &%.+ < 90°. 
()*			&i,					iS =⫽ O&   δηλαδή   iS = %&			()*

είναι οξείες µε πλευρές κάθετες.   Εποµένως    +S.i =
   έχουν:    - +S = %+Si = %&+S.i = &%.+2.    Άρα είναι ίσα και συνεπώς θα έχουν και: 

= &+						325					()*					i+6S = %+6&						335. 
+6i = i+6S + %+6i = 90°. 
είναι ορθογώνιο και ισοσκελές,  µε  +i = &+,  και επειδή το ευθύγραµµο 

είναι διάµεσος του που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα του θα είναι: 

+j = &i2 = &j											345. 
είναι ορθογώνιο και ισοσκελές. 

Με παρόµοιους συλλογισµούς αποδεικνύουµε ότι το τρίγωνο   &j+   είναι ορθογώνιο και ισοσκελές όταν    
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του σηµείου  &.   Τότε το τετράπλευρο   

()*				iS ⊥ %&. 

 . = &%.+					315. 
Άρα είναι ίσα και συνεπώς θα έχουν και:  

,  και επειδή το ευθύγραµµο 

είναι ορθογώνιο και ισοσκελές όταν    


