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Περίληψη:

Για τους προϊστορικούς ανθρώπους ο κόσμος όλος παρουσιάζονταν ως «χάος», δηλαδή ήταν απρόβλεπτος, μιας και υπήρχε άγνοια των νόμων που διέπουν τα φυσικά φαινόμενα. Οι επιτυχίες των μαθηματικών τους τελευταίους πέντε αιώνες όμως δημιούργησαν την εικόνα ενός σύμπαντος που λειτουργεί με απόλυτη τάξη, όπως ο μηχανισμός ενός ρολογιού ακριβείας, επομένως το πρόβλημα της ακριβούς πρόγνωσης των φαινομένων βρίσκεται στη δυσκολία της καταγραφής των σχετικών δεδομένων και της «προσωρινής» άγνοιας των νόμων που τα διέπουν. Το ντετερμινιστικό αυτό δόγμα δέχθηκε το πρώτο πλήγμα από την αρχή της απροσδιοριστίας του Heisenberg, επανήλθε όμως με την πεποίθηση των επιστημόνων ότι από σχεδόν τις ίδιες αιτίες ακολουθούν σχεδόν τα ίδια αποτελέσματα. Στα τέλη του 19ου αιώνα, ο Poincare συνέλαβε πρώτος την έννοια του αιτιοκρατικού χάους, όπως το εννοούμε σήμερα, αποδεικνύοντας ότι το πρόβλημα των τριών σωμάτων είναι άλυτο. Στη συνέχεια, το 1963, ο μετεωρολόγος Edward Lorenz, ανακάλυψε την αδυναμία για μακροπρόθεσμη πρόβλεψη, στα ντετερμινιστικά συστήματα διαφορικών εξισώσεων που μοντελοποιούσαν την εξέλιξη του καιρού. Οι ανακαλύψεις που ήρθαν στο φως τα τελευταία χρόνια μας φέρνουν στο κατώφλι μιας νέας επιστήμης, η οποία έχει ως κύριο αντικείμενό της την ενιαία αντιμετώπιση μη γραμμικών φαινομένων, που εμφανίζονται σε πολλούς κλάδους των θετικών και κοινωνικών επιστημών. Η επιστήμη των δυναμικών συστημάτων και του χάους μελετά τη συμπεριφορά ορισμένων μη γραμμικών δυναμικών συστημάτων, τα οποία κάτω από ορισμένες συνθήκες παρουσιάζουν ευαίσθητη εξάρτηση στις αρχικές συνθήκες. Η ευαισθησία αυτή έχει ως αποτέλεσμα την φαινομενική τυχαιότητα της παρατηρούμενης συμπεριφοράς των συστημάτων και την αδυναμία πρόβλεψης, παρόλο που τα συστήματα αυτά είναι αιτιοκρατικά (ντετερμινιστικά), με την έννοια ότι είναι καλώς ορισμένοι οι νόμοι εξέλιξής τους και δεν περιέχουν τυχαίες παραμέτρους.
1. Η Ανάπτυξη του Διαφορικού Λογισμού και των Δυναμικών Συστημάτων

Για τους προϊστορικούς ανθρώπους ο κόσμος όλος παρουσιάζονταν ως «χάος», δηλαδή ήταν απρόβλεπτος, μιας και υπήρχε άγνοια των νόμων που διέπουν τα φυσικά φαινόμενα. Με την πάροδο του χρόνου και την ανάπτυξη των επιστημών άρχισε να παρουσιάζεται κάποια τάξη στο χάος αυτό, καθώς ανακαλύπτονταν και διατυπώνονταν νόμοι που ερμήνευαν και προέβλεπαν τα διάφορα φαινόμενα. Παράλληλα με τις φυσικές επιστήμες αναπτύσσονταν και τα μαθηματικά και η κατανόηση ενός φαινομένου συμπεριλάμβανε και μια κατάλληλη μαθηματική περιγραφή του.

Μια από τις πρώτες και σημαντικότερες εφαρμογές των μαθηματικών ήταν πάνω σε ένα πρωταρχικό ερώτημα, που από καταβολής κόσμου έκανε τον άνθρωπο να προβληματισθεί σχετικά µε τους νόμους και την προβλεψιμότητα της φύσης. Πρόκειται για την κίνηση των ουρανίων σωμάτων. Χρειάστηκαν πολλές χιλιετίες και ένας ολόκληρος θησαυρός παρατηρήσεων συσσωρευμένων από την αρχαιότητα, οι οποίες μεταδόθηκαν με θρησκευτική ευλάβεια από τη μια γενιά αστρονόμων στην άλλη, ώσπου να ανακαλυφθούν οι νόμοι της κίνησης των πλανητών από τον Γιόχαν Κέπλερ. Παράλληλα την ίδια εποχή, πριν από τρακόσια περίπου χρόνια, πραγματοποιήθηκε ένα μνημειώδες επίτευγμα, η ανάπτυξη του διαφορικού λογισμού από τον Isaac Newton και (ανεξάρτητα) από τον Wilhelm Leibniz. 
Ο Νεύτωνας, το 1687, στο βιβλίο του με τίτλο «Φιλοσοφία των Φυσικών Επιστημών» (Philosophiae Naturalis Principia Mathematica), με βάση το νόμο της παγκόσμιας έλξης, την ύπαρξη δηλαδή της βαρυτικής δύναμης, η οποία είναι ανάλογη με τη μάζα των δύο σωμάτων και αντιστρόφως ανάλογη με το τετράγωνο της απόστασής τους, απέδειξε τους τρεις νόμους του Κέπλερ για την κίνηση των πλανητών. Οι ελλειπτικές τροχιές των πλανητών, οι ταχύτητες διαδρομής τους και τα πλανητικά έτη εμφανίζονταν στο εξής ως κοινότοπες συνέπειες του απλού αυτού νόμου. Οι κυκλικές, ελλειπτικές και παραβολικές τροχιές της αστρονομίας έπαψαν να είναι θεμελιώδεις κινήσεις, αλλά προέκυπταν ως λύσεις διαφορικών εξισώσεων. Έτσι, σύμφωνα με τη νευτώνεια φυσική, η γνώση της παρούσας κατάστασης του ηλιακού συστήματος μας επιτρέπει να προβλέψουμε τη μελλοντική του εξέλιξη.
Οι νόμοι του Νεύτωνα διατυπώνονται υπό τη μορφή συνήθων διαφορικών εξισώσεων και είναι νόμοι καθαρά αιτιοκρατικοί. Αυτό σημαίνει ότι σε μια συγκεκριμένη αιτία αντιστοιχεί ένα και μοναδικό αποτέλεσμα, το οποίο είναι πάντοτε το ίδιο, εφόσον ξεκινούμε με την ίδια αρχική κατάσταση (αιτία). Ειδικότερα, στην περίπτωση του Ηλιακού συστήματος, ως αιτία θεωρούμε μια αρχική κατάσταση του συστήματος (θέση και ταχύτητα των πλανητών) σε κάποια αρχική χρονική στιγμή και το αποτέλεσμα είναι η κατάσταση του συστήματος (δηλαδή θέση και ταχύτητα των πλανητών) μια καθορισμένη επόμενη χρονική στιγμή, όπως προκύπτει από τη λύση των σχετικών διαφορικών εξισώσεων. Με τον τρόπο αυτό μπορούν να υπολογισθούν οι θέσεις των πλανητών στην τροχιά τους γύρω από τον Ήλιο για τα επόμενα χρόνια και έτσι να προβλεφθούν τα διάφορα αστρονομικά φαινόμενα, όπως π.χ. μια έκλειψη Ηλίου ή Σελήνης, η εμφάνιση ενός κομήτη ή ακόμη και η τροχιά ενός αστεροειδούς. Με τους ίδιους νόμους υπολογίζονται και οι τροχιές των διαστημοπλοίων, τα οποία εκτοξεύονται για την εξερεύνηση του διαστήματος.

Σε όλες τις περιπτώσεις η τροχιά υπολογιζόταν ακριβώς, με τη βοήθεια των αιτιοκρατικών νόμων του Νεύτωνα και εθεωρείτο αυτονόητο ότι αρκεί να αναπτύξουμε την κατάλληλη μαθηματική θεωρία και να χρησιμοποιήσουμε ισχυρούς ηλεκτρονικούς υπολογιστές για τους αριθμητικούς υπολογισμούς, ώστε να προβλέψουμε, με όση ακρίβεια επιθυμούμε, την κίνηση ενός σώματος, είτε πρόκειται για τη Σελήνη είτε για έναν πλανήτη είτε για ένα διαστημόπλοιο, και μάλιστα για οσοδήποτε μεγάλο χρονικό διάστημα. Φαινόταν λοιπόν ότι αυτός ο μοναδικός νόμος είναι αρκετός για να ερμηνευθούν όλες οι κινήσεις των άστρων και η θεωρία του Νεύτωνα μας επιτρέπει να προβλέπουμε με ακρίβεια όλα τα ουράνια φαινόμενα.
Οι επιτυχίες των Μαθηματικών στην περιγραφή των φυσικών φαινομένων άρχισαν να διαδέχονται η µία την άλλη µε εντυπωσιακούς ρυθμούς κατά τον 17ο, 18ο και 19ο αιώνα και η μέθοδος της μοντελοποίησης, χρησιμοποιώντας διαφορικές εξισώσεις και εξισώσεις διαφορών, χρησιμοποιήθηκε έκτοτε στις περισσότερες επιστήμες με εξαιρετικά αποτελέσματα. Με βάση το παράδειγμα της Νευτώνειας φυσικής και χρησιμοποιώντας το πανίσχυρο εργαλείο των διαφορικών εξισώσεων κατέστη δυνατό να μοντελοποιηθούν φαινόμενα απ’ όλο το φάσμα των επιστημών. Αυτό δημιούργησε την εικόνα, κυρίως κατά το δέκατο ένατο και τις αρχές του εικοστού αιώνα, ενός καθαρά μηχανιστικού κόσμου, όπου τα πάντα είναι προβλέψιμα, με επιπτώσεις ακόμα και στη φιλοσοφική αντίληψη του κόσμου. Δημιουργήθηκε η εικόνα ενός σύμπαντος που λειτουργεί με απόλυτη τάξη, όπως ο μηχανισμός ενός ρολογιού ακριβείας, όπου η παρούσα κατάσταση είναι απλώς μια συνέπεια της προγενέστερης κατάστασης και η αιτία της κατάστασης που θα ακολουθήσει.
2. Ντετερμινισμός και ο Δαίμονας του Λαπλάς

Η επιτυχία αυτών των υπολογισμών στην πρόβλεψη της θέσεως ενός σώματος για μεγάλα χρονικά διαστήματα απετέλεσε τον θρίαμβο της αιτιοκρατίας. Εφόσον η εξέλιξη ενός φαινομένου που διέπεται από καθαρά αιτιοκρατικούς νόμους, όπως είναι οι νόμοι του Νεύτωνα, έχει κατανοηθεί πλήρως και μπορεί να προβλεφθεί, εισήχθη με τον τρόπο αυτό στην επιστήμη η έννοια του ντετερμινισμού και ταυτόχρονα επικράτησε η πεποίθηση ότι οι όροι ντετερμινισμός και προβλεψιμότητα είναι ισοδύναμοι.
Ντετερμινισμός είναι η θεωρία που ισχυρίζεται πως οτιδήποτε συμβαίνει στο σύμπαν καθορίζεται επακριβώς από πρότερες συνθήκες. Επομένως, όταν παρατηρείται ένα φαινόμενο, υπάρχουν οπωσδήποτε οι αυστηρά καθορισμένες συνθήκες ύπαρξης που το προκαλούν και αντίστροφα, όταν οι συνθήκες αυτές υπάρχουν, το αντίστοιχο φαινόμενο και μόνο αυτό θα προκύψει υποχρεωτικά. Με απλούστερα λόγια τα ίδια αίτια προκαλούν τα ίδια αποτελέσματα. Αν αυτή η θεωρία είναι σωστή, τότε οτιδήποτε συμβαίνει στο σύμπαν, είτε ανήκει στο παρελθόν είτε στο παρόν είτε στο μέλλον, είναι κατ’ αρχήν παραγωγικά εξηγήσιμο. Η έννοια αυτή διαφέρει από το μοιραίο, την ειμαρμένη των Αρχαίων Ελλήνων, και από το φαταλισμό, γιατί ενώ για το φαταλισμό η ανάγκη είναι έξω από τα πράγματα, είναι υπερβατική και η φύση υπακούει σε μια δύναμη δυνατότερη από την ίδια, για το ντετερμινισμό είναι μέσα στα πράγματα, σύμφωνα με μια αλύγιστη νομοτέλεια (Θεοδωρίδης, 1955). Σύμφωνα με τη φιλοσοφική αυτή τάση, η οποία επηρέασε ιδιαιτέρως την επιστημονική σκέψη από την αρχαιότητα μέχρι και σήμερα, είναι αποδεκτή η ύπαρξη μιας καθολικής αιτιώδους και νομοτελειακής συνάφειας όλων των φαινομένων. Κατά συνέπεια δεν υπάρχουν ανεξήγητα ή τυχαία γεγονότα.
Η κατ’ εξοχήν διατύπωση του ντετερμινιστικού δόγματος, που στηριζόταν στην μαθηματική ανάπτυξη του διαφορικού λογισμού και που αναφέρεται πιο συχνά, είναι αυτή που προέρχεται από το έργο του Λαπλάς «Αναλυτική Θεωρία των Πιθανοτήτων», η οποία αποτέλεσε το σύμβολο μιας ολόκληρης εποχής, αποκαλείται διάνοια ή δαίμονας του Λαπλάς και έχει ως εξής: Αν υπήρχε μια διάνοια που να διαθέτει τη γνώση του συνόλου των δυνάμεων που κυβερνούν τη φύση καθώς και της αντίστοιχης κατάστασης των όντων που την απαρτίζουν, μια διάνοια τέτοιου μεγέθους που να είναι σε θέση να υποβάλλει όλα αυτά τα δεδομένα σε ανάλυση, τότε θα μπορούσε να συμπεριλάβει μέσα στον ίδιο μαθηματικό τύπο τόσο την κίνηση των μεγαλύτερων σωμάτων του σύμπαντος όσο και αυτή των μικρότατων ατόμων. Για μια τέτοια διάνοια τίποτα δεν θα ήταν αβέβαιο, το μέλλον αλλά και το παρελθόν, θα ξανοιγόταν ολοκάθαρα μπροστά στα μάτια της (Λαπλάς, 1814/1951)

Ο δαίμονας του Λαπλάς αποτελεί μια από τις ζωηρότερες εικόνες που αναδύθηκε μέσα από το σύνολο της βιβλιογραφίας για τον ντετερμινισμό και προϋποθέτει ότι το παρελθόν, το παρόν και το μέλλον είναι συνδεδεμένα με σχέσεις αιτιότητας. Κατά συνέπεια, το πρόβλημα της ακριβούς πρόγνωσης βρίσκεται στη δυσκολία της καταγραφής των σχετικών δεδομένων και της «προσωρινής» άγνοιας των νόμων που διέπουν τα φαινόμενα. Το πρώτο ισχυρότατο πλήγμα, τουλάχιστον για τις φυσικές επιστήμες, δέχθηκε το ντετερμινιστικό αυτό δόγμα από την αρχή της απροσδιοριστίας του Werner Heisenberg.

3. Η Αρχή της Απροσδιοριστίας του Heisenberg
Το 1927 ο Werner Heisenberg διατύπωσε την περίφημη αρχή της απροσδιοριστίας (indeterminacy principle) ή αρχή της αβεβαιότητας (uncertainty principle). Σύμφωνα με την αρχή αυτή είναι αδύνατο να μετρήσουμε με απεριόριστη ακρίβεια, τη θέση και την ορμή ενός σωματιδίου ταυτόχρονα. Εάν μετράμε τη θέση ενός σωματίου με αβεβαιότητα Δx και ταυτόχρονα μετράμε την ορμή του με αβεβαιότητα Δp, τότε το γινόμενο των δύο μεγεθών δεν μπορεί να είναι μικρότερο από έναν αριθμό, δηλαδή:
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 είναι η μειωμένη σταθερά του Planck (δηλαδή η σταθερά του Planck διαιρούμενη με το 2π). Η ελάχιστη αβεβαιότητα στη μέτρηση των Δx και Δp δεν είναι πειραματικό σφάλμα, δεν οφείλεται δηλαδή στις ατέλειες των πειραματικών συσκευών αλλά προκύπτει από την δομή της ύλης, και η σχέση αβεβαιότητας είναι άμεση συνέπεια του κυματοσωματιδιακού δυϊσμού της ύλης.
Πιο συγκεκριμένα, για να μπορέσουμε να προβλέψουμε τη μελλοντική θέση και ταχύτητα ενός σωματιδίου πρέπει να μπορούμε να μετρήσουμε επακριβώς την τωρινή του θέση και ταχύτητα. Για να το επιτύχουμε αυτό είναι απαραίτητο να φωτίσουμε το σωματίδιο. Κάποια από τα κύματα του φωτός θα ανακλαστούν πάνω του και θα υποδείξουν το σημείο όπου βρίσκεται. Δεν θα μπορούμε όμως να προσδιορίσουμε τη θέση του με μεγαλύτερη προσέγγιση από την απόσταση μεταξύ των κορυφών των κυμάτων του φωτός που χρησιμοποιούμε. Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι, για να μετρήσουμε με πολύ μεγάλη ακρίβεια τη θέση ενός σωματιδίου χρειάζεται να χρησιμοποιήσουμε φως με πολύ μικρό μήκος κύματος (δηλαδή με πολύ μικρή απόσταση μεταξύ των κορυφών των κυμάτων). Αλλά από την υπόθεση των κβάντων του Plank προκύπτει ότι δεν μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε οσοδήποτε μικρή ποσότητα φωτός. Θα πρέπει να χρησιμοποιήσουμε τουλάχιστον ένα κβάντο. Αυτό το κβάντο θα προκαλέσει μια απρόβλεπτη διαταραχή στη θέση και την ταχύτητα του σωματιδίου. Επιπλέον, όσο μεγαλύτερη είναι η απαιτούμενη ακρίβεια μέτρησης της θέσης του σωματιδίου τόσο μικρότερο είναι το μήκος κύματος του φωτός που χρειάζεται να χρησιμοποιήσουμε και τόσο μεγαλύτερη η ενέργεια του κβάντου. Κατά συνέπεια η ταχύτητα του σωματιδίου θα υποστεί ακόμη μεγαλύτερη διαταραχή. Με άλλα λόγια, όσο πιο μεγάλη είναι η ακρίβεια με την οποία προσπαθούμε να μετρήσουμε τη θέση του σωματιδίου τόσο πιο μικρή είναι η ακρίβεια με την οποία μπορούμε να μετρήσουμε την ταχύτητά του και αντίστροφα.

Ο Χάιζενμπεργκ έδειξε ότι αν πολλαπλασιάσουμε την απροσδιοριστία στη θέση του σωματιδίου επί την απροσδιοριστία στην ταχύτητά του επί τη μάζα του, θα έχουμε έναν αριθμό που δεν μπορεί ποτέ να γίνει πιο μικρός από μια ορισμένη ποσότητα, τη λεγόμενη μειωμένη σταθερά του Planck. Αυτή η ποσότητα μάλιστα δεν εξαρτάται από τον τρόπο με τον οποίο προσπαθούμε να μετρήσουμε τη θέση ή την ταχύτητα του σωματιδίου ή από το είδος του σωματιδίου και δεν οφείλεται σε ατέλεια των επιστημονικών μας οργάνων. Η αρχή της απροσδιοριστίας του Χάιζενμπεργκ είναι θεμελιώδης, αναπόδραστη, χαρακτηριστική ιδιότητα του κόσμου (Hawking, 1996). 

Παρόλα αυτά, η συνηθισμένη εμπειρία δεν παρέχει καμιά ένδειξη για την αλήθεια της αρχής αυτής. Φαίνεται να είναι εύκολο να υπολογίσει κανείς με ακρίβεια την ταχύτητα και τη θέση ενός αυτοκινήτου την ίδια χρονική στιγμή. Αυτό όμως συμβαίνει διότι για τα αντικείμενα αυτού του μεγέθους οι αβεβαιότητες που ορίζει η αρχή της απροσδιοριστίας είναι πολύ μικρές για να παρατηρηθούν έξω από ένα πειραματικό εργαστήριο φυσικής.
Το πλήγμα που δέχθηκε ο κλασσικός ντετερμινισμός από την αρχή της απροσδιοριστίας ήταν πολύ μεγάλο, παρόλα αυτά δε σήμανε και το τέλος του ντετερμινισμού. Στην πραγματικότητα κανείς επιστήμονας δεν είχε πιστέψει ως απόλυτα εφικτό το ντετερμινιστικό δόγμα του Λαπλάς (Peitgen et al, 1992). Ακόμα και το πιο προσεκτικά μελετημένο πείραμα ποτέ δεν είναι εντελώς απομονωμένο από τις επιδράσεις του περιβάλλοντος και η κατάσταση οποιουδήποτε συστήματος δεν είναι ποτέ απόλυτα γνωστή μια συγκεκριμένη χρονική στιγμή. Αυτό που πραγματικά πίστευαν οι επιστήμονες είναι ότι από σχεδόν τις ίδιες αιτίες ακολουθούν σχεδόν τα ίδια αποτελέσματα, τόσο στη φύση όσο και σε οποιοδήποτε πείραμα (Gleick, 1987). Αν δηλαδή γνωρίζουμε προσεγγιστικά τις αρχικές συνθήκες ενός συστήματος και κατανοούμε τους φυσικούς νόμους, τότε μπορούμε να υπολογίσουμε προσεγγιστικά τη συμπεριφορά του συστήματος. Η υπόθεση αυτή βρίσκεται στην καρδιά της φιλοσοφίας της επιστήμης. Αν τα πράγματα δεν είχαν έτσι, τότε κανείς δε θα μπορούσε να βεβαιώσει την ισχύ οποιουδήποτε φυσικού νόμου. Δε χρειάζεται να λάβει υπόψη του κανείς την πτώση ενός χαλικιού σε κάποιον πλανήτη ενός άλλου γαλαξία, όταν προσπαθεί να μελετήσει την κίνηση της μπάλας του μπιλιάρδου σε ένα τραπέζι πάνω στη Γη. Οι πολύ μικρές επιδράσεις μπορούν να παραλειφθούν. Ένα ελάχιστο σφάλμα στον προσδιορισμό της θέσης του κομήτη του Χάλλεϋ το 1910 θα μπορούσε να προκαλέσει ένα μικρό μόνο λάθος στην πρόβλεψη της άφιξής του το 1986 και το σφάλμα αυτό θα παρέμενε μικρό για εκατομμύρια χρόνια. Υπάρχει μια σύγκλιση στον τρόπο που δουλεύουν τα πράγματα και οι τυχαίες μικρές επιδράσεις δεν ενισχύονται ώστε να δίνουν μεγάλα τυχαία αποτελέσματα. Δυστυχώς όμως, ούτε αυτή η τόσο εύλογη επιστημονική απαίτηση αποδείχθηκε εφικτή αλλά κλονίστηκε εκ νέου τη δεκαετία του 1970, από την ανακάλυψη του αιτιοκρατικού χάους (αν και η σύλληψή της έννοιας αυτής είχε διατυπωθεί και προγενέστερα) στη μοντελοποίηση των δυναμικών συστημάτων με διαφορικές εξισώσεις και εξισώσεις διαφορών.

4. Δυναμικά Συστήματα

Η έννοια του δυναμικού συστήματος οφείλει την προέλευσή της στη Νευτώνεια μηχανική και ως σήμερα δεν υπάρχει άλλος κλάδος των μαθηματικών με τόσες πολλές εφαρμογές, όσο αυτός των δυναμικών συστημάτων.

Δυναμικά συστήματα (dynamical systems) ονομάζονται τα φυσικά φαινόμενα και οι φυσικές διεργασίες που περιγράφονται από συστήματα διαφορικών εξισώσεων (systems of differential equations) ή εξισώσεων διαφορών (systems of difference equations), των οποίων η ανεξάρτητη μεταβλητή είναι ο χρόνος. (Μπούντης, 1995). Μια διαφορική εξίσωση (differential equation) είναι μια μαθηματική εξίσωση που εμπεριέχει μια άγνωστη συνάρτηση μιας ή περισσοτέρων μεταβλητών. Η διαφορική εξίσωση συσχετίζει τις τιμές της ίδιας της συνάρτησης και της παραγώγου της και ο χρόνος λαμβάνει συνεχείς τιμές. Μια εξίσωση διαφορών (difference equation) είναι μια μαθηματική εξίσωση που εμπεριέχει μια άγνωστη συνάρτηση μιας ή περισσοτέρων μεταβλητών, η οποία όμως συσχετίζει τις τιμές της συνάρτησης του επόμενου χρονικού βήματος με αυτές του προηγούμενου χρονικού βήματος. Σε μια εξίσωση διαφορών ο χρόνος παίρνει διακριτές τιμές. Οι διαφορικές εξισώσεις δηλαδή εκφράζουν το ρυθμό που μεταβάλλονται (αυξάνονται ή μειώνονται) οι τιμές των μεταβλητών σε σχέση με τις ίδιες τις τιμές και ο χρόνος θεωρείται συνεχής, ενώ οι εξισώσεις διαφορών εκφράζουν την τρέχουσα κατάσταση ενός δυναμικού συστήματος σε συνάρτηση με την προηγούμενη (ή σε συνάρτηση με κ προηγούμενες), σε διακριτό χρόνο. Ένα σύστημα διαφορικών εξισώσεων έχει τη μορφή


dx/dt=f(x,t)
(1)

όπου το x είναι ένα διάνυσμα, δηλαδή x=x(t)=(x1(t),x2(t),…,xN(t)). Παρόμοια μορφή έχει και ένα σύστημα εξισώσεων διαφορών:

xn+1=g(xn)
(2)

όπου και πάλι το xn είναι ένα διάνυσμα, δηλαδή xn=x(tn)=(x1,n,x2,n,…xN,n). Τα x και xn είναι διανύσματα στον Ευκλείδειο χώρο των Ν διαστάσεων RN. Ο RN, στον οποίο εξελίσσονται τα διανύσματα x και xn, ονομάζεται χώρος φάσεων (phase space) του συστήματος. Ο κανόνας εξέλιξης των δυναμικών συστημάτων δίνεται από τις σχέσεις μεταξύ των μεταβλητών, οι οποίες με τον τρόπο αυτό καθορίζουν την κατάσταση του συστήματος για ένα σύντομο χρονικό διάστημα στο μέλλον. Οι σχέσεις αυτές εκφράζονται από τις διανυσματικές συναρτήσεις f και g, οι οποίες και αποτελούν τη μαθηματικοποίηση του φαινομένου και φυσικά διαφέρουν ανάλογα με τους φυσικούς νόμους που διέπουν το συγκεκριμένο φαινόμενο. Οι λύσεις των εξισώσεων των δυναμικών συστημάτων, ως συναρτήσεις του χρόνου, είναι ο πρωταρχικός στόχος, μιας και αυτές, για t<0,  περιγράφουν την ιστορία των συστημάτων και για t>0 τη μελλοντική τους εξέλιξη.

Οι διαφορικές εξισώσεις χρησιμοποιούνται ευρέως σε όλες τις επιστήμες και παρέχουν την απλούστερη μορφή μοντελοποίησης για οποιοδήποτε φαινόμενο στο οποίο μία ή περισσότερες μεταβλητές εξαρτώνται από το χρόνο. Η θεωρία των δυναμικών συστημάτων μελετά τις διαφορικές εξισώσεις από διάφορες σκοπιές. Αυτό που ενδιαφέρει κυρίως είναι η εύρεση λύσης, η συνάρτηση δηλαδή που επαληθεύει τις διαφορικές εξισώσεις και επιτρέπει να κατανοηθεί και να προβλεφθεί πλήρως η εξέλιξη του φαινομένου. Δυστυχώς όμως, μόνο οι απλούστερες διαφορικές εξισώσεις επιδέχονται λύσεις που μπορούν να διατυπωθούν με ρητό τρόπο. Στις περιπτώσεις που αυτό δεν είναι δυνατό, μπορούν να βρεθούν πολλές ιδιότητες των λύσεων μιας δεδομένης διαφορικής εξίσωσης, δίχως να βρεθεί και να καθοριστεί η ακριβής μορφή τους. Εάν ένας ανεξάρτητος τύπος για τη λύση των διαφορικών εξισώσεων δεν είναι διαθέσιμος η λύση μπορεί να προσεγγιστεί αριθμητικά χρησιμοποιώντας ηλεκτρονικούς υπολογιστές. Η θεωρία των δυναμικών συστημάτων δίνει έμφαση στην ποιοτική ανάλυση των συστημάτων που περιγράφονται από τις διαφορικές εξισώσεις, ενώ πολλές αριθμητικές μέθοδοι έχουν αναπτυχθεί για να καθορίσουν τις λύσεις με έναν δεδομένο βαθμό ακρίβειας.

Για τα συστήματα γραμμικών διαφορικών εξισώσεων έχει αναπτυχθεί ολόκληρη θεωρία και επιτεύχθηκε η πλήρης επίλυσή τους. Τα συστήματα γραμμικών διαφορικών εξισώσεων είναι εκείνα που στο δεύτερο μέλος των εξισώσεων (1) και (2) δεν υπάρχει πολλαπλασιασμός των τιμών δύο μεταβλητών. Δυστυχώς, ακόμη και σήμερα δεν υπάρχει καμιά γενική θεωρία, αντίστοιχη με εκείνη των γραμμικών, που να μας επιτρέπει να λύνουμε αναλυτικά συστήματα μη γραμμικών διαφορικών εξισώσεων. Η διερεύνηση της συμπεριφοράς των μη γραμμικών συστημάτων έχει τοπικό χαρακτήρα, επειδή τις περισσότερες φορές η εύρεση γενικής λύσης του συστήματος είναι αδύνατη. Το ενδιαφέρον μιας τέτοιας διερεύνησης, εστιάζεται στη μελέτη των σημείων ισορροπίας, στην περιοχή των οποίων διενεργείται γραμμικοποίηση του συστήματος.

Μολονότι και τα μη γραμμικά συστήματα διαφορικών εξισώσεων έχουν λύση, έχει αποδειχθεί δηλαδή ότι στις περισσότερες των περιπτώσεων υπάρχει λύση και είναι μοναδική, αν ικανοποιείται μια κατάλληλη συνθήκη κάθε φορά για τη συνάρτηση f και με δεδομένη μια αρχική τιμή για τη μεταβλητή x, δεν υπάρχει τρόπος η λύση αυτή να βρεθεί και να γραφεί αναλυτικά με το συνήθη μαθηματικό συμβολισμό. Έχει όμως αναπτυχθεί μέθοδος με την οποία μπορεί να βρεθεί η λύση του συστήματος. Για τον καθορισμό της κατάστασης του συστήματος στο απώτερο μέλλον απαιτείται η διαδοχική επανάληψη του υπολογισμού που προκύπτει από τις σχέσεις του συστήματος πολλές φορές, όπου κάθε φορά δίνεται ένας χρόνος προώθησης, ένα μικρό βήμα. Η διαδικασία αυτή ονομάζεται αριθμητική επίλυση του συστήματος (numerical solution) και απαιτεί πάρα πολλούς υπολογισμούς, με τη χρήση όμως των ηλεκτρονικών υπολογιστών απέδωσε εξαιρετικά αποτελέσματα. Λαμβάνοντας υπόψη ένα αρχικό σημείο είναι δυνατό με τη μέθοδο αυτή να καθοριστούν όλα τα μελλοντικά σημεία του, δηλαδή η τροχιά (orbit) του σημείου. Το πιο σημαντικό ίσως ερώτημα στα δυναμικά συστήματα είναι ποια είναι η συμπεριφορά των λύσεών τους καθώς ο χρόνος t τείνει στο άπειρο (
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), πού καταλήγουν δηλαδή οι τροχιές, από οποιοδήποτε σημείο αφετηρίας. Ανάλογα με την αρχική συνθήκη, οι τροχιές έλκονται από ένα σημείο ή σύνολο σημείων ή διαφεύγουν στο άπειρο. Το σύνολο των σημείων που έλκει έναν αριθμό τροχιών ονομάζεται ελκυστής.

Ο ελκυστής (attractor) ορίζεται με αυστηρά μαθηματικό τρόπο ως ένα υποσύνολο του χώρου των φάσεων με τις εξής ιδιότητες: α) οποιαδήποτε τροχιά εισέλθει σε αυτό δεν ξεφεύγει, β) υπάρχει ένα ευρύτερο σύνολο από τον ελκυστή, που ονομάζεται ελκόμενο σύνολο (basin of attraction), όπου οποιαδήποτε τροχιά έχει αφετηρία το σύνολο αυτό τελικά εισέρχεται στον ελκυστή και γ) δεν υπάρχει ευρύτερο υποσύνολο του χώρου των φάσεων με τις προηγούμενες δύο ιδιότητες. Ο ελκυστής μπορεί να είναι μόνο ένα σημείο ή και περισσότερα, που στην περίπτωση αυτή ονομάζονται σημεία ισορροπίας. Τα σημεία ισορροπίας ταξινομούνται με κριτήριο τη συμπεριφορά της τροχιάς τυχαίας λύσης του συστήματος, όταν αυτή τα προσεγγίζει. Τα σημεία ισορροπίας διακρίνονται σε:
α) σημεία συσσώρευσης (attraction points), στα οποία συγκλίνουν οι τροχιές που έχουν ως αφετηρία ένα συγκεκριμένο σύνολο αρχικών συνθηκών, το ελκόμενο σύνολο. Μια απλή, φυσική αναπαράσταση ενός τέτοιου σημείου δίνεται από το κατώτερο σημείο μιας κοίλης επιφάνειας. β) Σημεία απώθησης (repulsion points), που απωθούν τις τροχιές, οι οποίες εκκινούν από ένα σύνολο αρχικών συνθηκών που αποκαλείται απωθούμενο σύνολο (basin of repulsion). Μια φυσική αναπαράσταση ενός τέτοιου σημείου δίνεται από την κορυφή ενός λόφου και γ) σαγματικά σημεία (saddle points) όπου η συμπεριφορά του συστήματος εξαρτάται από τη διεύθυνση προσέγγισης της τροχιάς, η οποία είναι συνάρτηση των αρχικών συνθηκών και είτε συγκλίνει προς το σημείο είτε απωθείται από αυτό. Μια απλή αναπαράσταση της περιοχής γύρω από ένα σαγματικό σημείο είναι το σαμάρι (σάγμα), του οποίου η επιφάνεια είναι ταυτόχρονα κοιλάδα και κορυφογραμμή. 
Άλλο είδος ελκυστή που εμφανίζεται στα μη γραμμικά συστήματα διαφορικών εξισώσεων είναι o οριακός κύκλος. Ο οριακός κύκλος (limit cycle) είναι μια κλειστή τροχιά στο χώρο των φάσεων με την ιδιότητα να έλκει ή να απωθεί τουλάχιστον μια τροχιά ακόμη. Σε περίπτωση που έλκει όλες τις γειτονικές τροχιές ονομάζεται ευσταθής οριακός κύκλος (stable or attractive limit-cycle), ενώ αν τις απωθεί ονομάζεται ασταθής οριακός κύκλος (unstable ή non-attractive limit-cycle). Σε όλες τις υπόλοιπες περιπτώσεις δεν είναι ούτε ευσταθής ούτε ασταθής. Οι ευσταθείς οριακοί κύκλοι αποτελούν και ταλαντώσεις για το σύστημα, μιας και οποιαδήποτε μετακίνηση από την τροχιά της ταλάντωσης εξαναγκάζεται από το σύστημα να επανέλθει σε αυτή και άρα όλες οι τροχιές με αφετηρία που ανήκει στο ελκόμενο σύνολο καταλήγουν να ταλαντώνονται πάνω στον οριακό κύκλο.
Για τα σύστημα των διαφορικών εξισώσεων που έχουν περισσότερες από δύο διαστάσεις υπάρχει και ένα άλλο είδος ελκυστή, οι ευσταθείς περιοδικές τροχιές (stable periodic orbits) ή ν-διάστατοι τόροι (n-torus). Σε κάθε ελκυστή αυτού του τύπου συνυπάρχουν περισσότερες από μια συχνότητες, ο λόγος των οποίων είναι άρρητος αριθμός (incommensurate frequencies). Στην περίπτωση αυτή η τροχιές δε θα είναι πλέον κλειστές, ο οριακός κύκλος μετατρέπεται σε οριακό τόρο (limit torus) και ο ελκυστής τέμνει κάθε επίπεδο του συστήματος σε ένα πεπερασμένο αριθμό σημείων. 

Όσον αφορά στα συστήματα εξισώσεων διαφορών, είναι πολύ πιο εύκολο να επιλυθούν αριθμητικά, με χρήση ηλεκτρονικών υπολογιστών, από τα συστήματα των διαφορικών εξισώσεων, αλλά η μαθηματική τους ανάλυση παρουσιάζει αρκετές δυσκολίες, λόγω της ανεξάρτητης μεταβλητής που παίρνει μόνο ακέραιες τιμές. Η διακριτότητα του χρόνου υποδηλώνει την ύπαρξη μιας εξωτερικής διαταραχής, που δρα στιγμιαία κάθε φορά στο σύστημα και το επηρεάζει με τρόπο που είναι πολύ δύσκολο να μελετηθεί με τις γνωστές αναλυτικές μεθόδους των μαθηματικών. Η ταξινόμηση των σημείων ισορροπίας και των τύπων των ελκυστών, για τα συστήματα των εξισώσεων διαφορών, δε διαφέρει ουσιαστικά από την αντίστοιχη των συστημάτων διαφορικών εξισώσεων και δε θα αναφερθούμε εκ νέου σ’ αυτή.

Μέχρι τη δεκαετία του 1960, οι ελκυστές θεωρούνταν ότι ήταν υποσύνολα του χώρου των φάσεων που είχαν τη μορφή απλών γεωμετρικών σχημάτων, όπως σημεία, γραμμές, επιφάνειες ή σχήματα στον τρισδιάστατο χώρο. Όλα τα είδη των ελκυστών που προαναφέραμε, δηλαδή τα σημεία ισορροπίας, οι οριακοί κύκλοι και οι ευσταθείς περιοδικές τροχιές αποτελούν τους κανονικούς ελκυστές των δυναμικών συστημάτων και αντιδιαστέλλονται με τους χαοτικούς ή παράξενους ελκυστές, στους οποίους θα γίνει αναφορά στη συνέχεια.

Φαινόμενα που εξελίσσονται αιτιοκρατικά στο χρόνο και μοντελοποιούνται από συστήματα των διαφορικών εξισώσεων ή εξισώσεων διαφορών ανήκουν σε όλους τους τομείς του επιστητού, όπως τα καιρικά φαινόμενα, οι κινήσεις των πλανητών, η εξέλιξη του πληθυσμού, η καρδιακή λειτουργία, η αλληλεπίδραση χημικών ουσιών και πολλά άλλα. Οι διαφορικές εξισώσεις διαδραματίζουν εξέχοντα ρόλο στη φυσική, τη χημεία, τη βιολογία, τα οικονομικά και σε πολλούς άλλους τομείς της επιστήμης και της τεχνολογίας. Εμφανίζονται όποτε υπάρχει μια αιτιοκρατική σχέση που συσχετίζει μερικές συνεχώς μεταβαλλόμενες ποσότητες, που αναπαριστώνται από συναρτήσεις, και το ρυθμό μεταβολής τους, που εκφράζεται από την παράγωγο των συναρτήσεων αυτών.

Μέσα στον ενθουσιασμό και την ευφορία που προκάλεσαν οι εντυπωσιακές ανακαλύψεις και εφαρμογές των πανίσχυρων αυτών μαθηματικών εργαλείων, µια μικρή ανησυχητική λεπτομέρεια φαίνεται ότι πέρασε στο περιθώριο: οι περισσότερες διαφορικές εξισώσεις που περιγράφουν ρεαλιστικά τα ως άνω φυσικά φαινόμενα είναι µη γραµµικές και επομένως πολύ δύσκολο, έως αδύνατο, να επιλυθούν αναλυτικά, εκτός από ελάχιστες εξαιρετικές περιπτώσεις. Για το λόγο αυτό, οι επιστήμονες αναγκάζονταν να καταφύγουν σε γραµµικοποιήσεις και σημαντικές απλουστεύσεις των προβλημάτων, οι οποίες μπορούσαν να δώσουν ενδιαφέροντα αποτελέσματα. Η αναγκαιότητα της αντιμετώπισης µη επιλύσιμων εξισώσεων δεν είχε προκύψει ακόμα. Δεν πρέπει να μας εκπλήσσει το γεγονός ότι οι μαθηματικοί και οι υπόλοιποι επιστήμονες δεν κατόρθωσαν, για τρεις αιώνες σχεδόν, να κάνουν σημαντική πρόοδο στην αντιμετώπιση των δύσκολων αυτών προβλημάτων. Η αδυναμία τους να τα μελετήσουν αναλυτικά τους ανάγκασε να ασχολούνται κυρίως με γραμμικά φαινόμενα που τα μαθηματικά ήταν σε θέση να επιλύσουν. Όμως, η δυνατότητα επίλυσης, με τη χρήση γνωστών μαθηματικών συναρτήσεων, αποκάλυπτε μόνο κανονική και ομαλή συμπεριφορά και η πίστη του ανθρώπου στην αιτιοκρατία και την προβλεψιμότητα εδραιωνόταν όλο και περισσότερο (Μπούντης, 1995).

Αυτή η μέθοδος περιγραφής της συμπεριφοράς φυσικών μεγεθών με διαφορικές εξισώσεις είχε έναν περιορισμό. Για τις εξισώσεις αυτές υπάρχει λύση (η ύπαρξη λύσης για τις περισσότερες περιπτώσεις είχε αποδειχθεί αρκετά νωρίς), μα συχνά ήταν δύσκολο ή και αδύνατο να βρεθεί και να γραφεί η λύση αυτή, καθώς και να προσδιοριστεί η συμπεριφορά των φυσικών μεγεθών. Όσες φορές βρισκόταν η λύση, αυτή περιέγραφε συνηθισμένες κινήσεις ή μεταβολές. Αν οι λύσεις έμεναν σε μια φραγμένη περιοχή του χώρου, οι κινήσεις κατέληγαν είτε σε μια σταθερή κατάσταση, συνήθως έπειτα από απώλεια ενέργειας εξαιτίας της τριβής, είτε σε μια ταλάντωση, περιοδική ή ημιπεριοδική (quasiperiodic). Μόλις το 1975, έπειτα από τρεις αιώνες μελέτης, οι επιστήμονες έμαθαν ότι υπάρχει μια τρίτου τύπου κίνηση, που τώρα ονομάζουμε χάος (ή χαοτική κίνηση), η οποία προκύπτει και αυτή σαν λύση διαφορικών εξισώσεων αλλά δεν είχε παρατηρηθεί προηγουμένως. Η κίνηση αυτή παραμένει σε έναν περιορισμένο χώρο, ο οποίος λίγο αργότερα ονομάστηκε παράξενος ελκυστής (strange attractor) και είναι μορφοκλασματικό σύνολο (fractal), είναι ντετερμινιστική, μιας και προκύπτει από διαφορικές εξισώσεις, και μη προβλέψιμη, όπως θα αναλυθεί στη συνέχεια. Δεν οφείλεται απαραίτητα στην κίνηση μεγάλου αριθμού αλληλοεπιδρώμενων σωμάτων αλλά είναι πιθανόν να προκύψει από πολύ απλές εξισώσεις ή συστήματα.

Νέα όμως μαθηματικά θεωρήματα και κυρίως η εξέλιξη και διάδοση των ηλεκτρονικών υπολογιστών έκαναν τους επιστήμονες να στραφούν και πάλι προς τα σημαντικά αυτά ζητήματα και να τα εξετάσουν εκ νέου. Έτσι οι ανακαλύψεις που ήρθαν στο φως τα τελευταία χρόνια μας φέρνουν στο κατώφλι μιας νέας επιστήμης, η οποία έχει ως κύριο αντικείμενό της την ενιαία αντιμετώπιση μη γραμμικών φαινομένων, που εμφανίζονται σε πολλούς κλάδους των θετικών και κοινωνικών επιστήμων (Gleick, 1987).
5. Η Πρώτη Ένδειξη για της Ύπαρξη Χάους από τον Henri Poincare
Μέχρι τα τέλη του 19ου αιώνα η εύρεση της τροχιάς κάθε ουράνιου σώματος γινόταν προσεγγιστικά, με τη βοήθεια των νόμων του Νεύτωνα και του Κέπλερ, αφού δεν υπήρχαν ηλεκτρονικοί υπολογιστές για μεγαλύτερη ακρίβεια. Οι κινήσεις των πλανητών και των άλλων ουρανίων σωμάτων θεωρούνταν περιοδικές και κανονικές, όπως η κίνηση ενός τέλειου εκκρεμούς. Στα τέλη όμως του 19ου αιώνα, ο Γάλλος μαθηματικός και αστρονόμος Henri Poincare (1854-1912), έκανε μια ανακάλυψη που έμελλε να αλλάξει τα θεμέλια της Νευτώνειας μηχανικής και να συντελέσει στη γέννηση ενός νέου επιστημονικού κλάδου, της επιστήμης των δυναμικών συστημάτων και του χάους. Σε αυτόν αποδίδεται η αρχική σύλληψη της έννοιας του αιτιοκρατικού χάους (deterministic chaos) όπως το εννοούμε σήμερα, μολονότι η έννοια αυτή δεν έγινε πλήρως κατανοητή παρά περίπου ένα αιώνα αργότερα.
Η ανακάλυψη αυτή έγινε με αφορμή ένα διαγωνισμό, που προκήρυξε το 1889 ο βασιλιάς της Σουηδίας και της Νορβηγίας Όσκαρ ο Δεύτερος, για την καλύτερη εργασία που αφορούσε στη σταθερότητα του ηλιακού μας συστήματος και το πρόβλημα των τριών σωμάτων. Νικητής αναδείχθηκε ο Henri Poincare, καθηγητής στο Πανεπιστήμιο του Παρισιού, υποβάλλοντας μια εργασία γεμάτη πρωτοποριακές ιδέες. Ο Poincare εργάστηκε στα πλαίσια του μαθηματικού φορμαλισμού των συστημάτων των διαφορικών εξισώσεων, που είχε επικρατήσει από την εποχή του Νεύτωνα με τόσο σημαντικά αποτελέσματα. 

Για να αντιμετωπίσει τη μεγάλη δυσκολία του προβλήματος υπέθεσε ότι υπάρχουν μόνο 3 σώματα, τα οποία κινούνται στο ίδιο επίπεδο (και όχι στον τρισδιάστατο χώρο). Τα δύο έχουν μεγάλη μάζα και το τρίτο έχει απειροελάχιστα μικρή μάζα, αμελητέα σε σχέση με τα άλλα δύο, όπως για παράδειγμα δύο αστέρια και ένας αστεροειδής. Ο Poincare υπέθεσε ακόμη ότι οι αρχικές συνθήκες, οι θέσεις δηλαδή και οι ταχύτητες των δύο άστρων ήταν τέτοιες, ώστε αυτά να κινούνται με σταθερή ταχύτητα σε ελλείψεις γύρω από το κέντρο της μάζας τους. Το σύστημα των τριών σωμάτων παρουσιάζεται στην εικόνα 1. 
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Εικόνα 1: Η τροχιά του αστεροειδούς με τα δύο άστρα ακίνητα (Alligood et al, 1996/2000).

Στην εικόνα αυτή υποθέτουμε ότι κοιτάμε τα δύο άστρα από ψηλά, πάνω από το επίπεδο που κινούνται, περιστρεφόμενοι και εμείς μαζί τους έτσι ώστε να εμφανίζονται σταθερά. Στο αριστερό άκρο της ευθείας γραμμής (που διακρίνεται αμυδρά στην εικόνα 1) βρίσκεται το σώμα με τη μεγαλύτερη μάζα και στο δεξί άκρο το δεύτερο μεγάλο σώμα, με μάζα όμως μικρότερη από την πρώτη. Στη συγκεκριμένη τροχιά, το μικροσκοπικό σώμα κινείται ακανόνιστα, ανάμεσα στα δύο μεγαλύτερα σώματα, για ένα μεγάλο χρονικό διάστημα, αποκτά μεγάλη ταχύτητα και τελικά ξεφεύγει προς τα δεξιά, δίχως επιστροφή. Αν χρησιμοποιήσουμε μια διαφορετική αρχική θέση του αστεροειδούς, αυτός παραμένει για πάντα, άλλες φορές κοντά στο μεγάλο άστρο και άλλες κοντά στο μεσαίο. Μια απειροελάχιστη αλλαγή στην αρχική θέση ή ταχύτητα του αστεροειδούς μας δίνει σαν αποτέλεσμα μια εντελώς διαφορετική τροχιά. Ως συνέπεια είναι αδύνατο να προβλεφθεί η τροχιά του αστεροειδούς, παρότι το φαινόμενο είναι πλήρως ντετερμινιστικό και οι νόμοι που το διέπουν έχουν διατυπωθεί και μάλιστα με μαθηματικό τρόπο. Ο Poincare, στη μαθηματική ανάλυση που έκανε, απέδειξε ότι δεν μπορεί να προβλεφθεί η τροχιά οποιουδήποτε ουράνιου σώματος που δέχεται την επίδραση δύο η περισσοτέρων άλλων σωμάτων (Peterson, 1993), μολονότι αυτή είναι ντετερμινιστικά προκαθορισμένη και περιγράφεται πλήρως από μαθηματικές εξισώσεις. Το πρόβλημα των τριών σωμάτων, η πρόβλεψη της τροχιάς τους δηλαδή, ήταν και παραμένει άλυτο. Ο Poincare αποκάλυψε το χάος στο Ηλιακό σύστημα και μαζί ανακάλυψε τη θεμελιωδώς μη προβλέψιμη εξέλιξη που μπορεί να προκύψει από ένα μη γραμμικό σύστημα
. Είχε κατανοήσει πως πολύ μικρές επιδράσεις μπορούν να μεγεθυνθούν μέσω της ανάδρασης. Γι' αυτό και διατύπωσε την άποψη ότι μια ελάχιστη αιτία που διαφεύγει της προσοχής μπορεί να προκαλέσει ένα σημαντικό αποτέλεσμα. Το σύστημα αυτό, κατά συνέπεια, διαθέτει την ιδιότητα που πολύ αργότερα ονομάστηκε ευαισθησία στις αρχικές συνθήκες, ιδιότητα που πρώτος ο Poincare συνέλαβε και μάλιστα χωρίς τη χρήση ηλεκτρονικών υπολογιστών, οι οποίοι δεν είχαν κατασκευαστεί την εποχή εκείνη. Χρειάστηκε όμως να περάσουν περίπου 80 χρόνια για να γίνει κατανοητή πλήρως από την επιστημονική κοινότητα η σπουδαιότητα αυτής της ανακάλυψης. Η καθυστέρηση στην κατανόηση και αξιοποίηση από την επιστημονική κοινότητα της ανακάλυψης, ευτυχώς μόνο για μια δεκαετία αυτή τη φορά, επαναλήφθηκε και στον επόμενο μεγάλο σταθμό της ανάπτυξης της επιστήμης του χάους, την ανακάλυψη του πρώτου χαοτικού ελκυστή και της χαοτικής κίνησης από το μετεωρολόγο Edward Lorenz, τη δεκαετία του 1960 στο ΜΙΤ.

6. Η Ανακάλυψη Αιτιοκρατικού Χάους από τον Edward Lorenz
Πρώτος ανακάλυψε την αδυναμία για μακροπρόθεσμη πρόβλεψη στα ντετερμινιστικά συστήματα διαφορικών εξισώσεων που μοντελοποιούσαν την εξέλιξη του καιρού, ο μετεωρολόγος Edward Lorenz. Το 1963, δημοσιεύτηκε ένα άρθρο του με τίτλο «Ντετερμινιστική, μη Περιοδική Ροή» (Deterministic, non Periodic Flow), σε ένα όχι τόσο σημαντικό μετεωρολογικό περιοδικό, το Journal of Atmospheric Sciences. Το περιοδικό αυτό δε διαβαζόταν από μαθηματικούς ή φυσικούς και έτσι η έρευνα στην επιστήμη του χάους καθυστέρησε περισσότερο από μια δεκαετία, ώσπου να γίνουν κατανοητές πλήρως οι συνέπειες της ανακάλυψης του άρθρου αυτού (Peitgen et al, 1992).

Ο Lorenz είχε δημιουργήσει ένα μοντέλο για να προσομοιώσει την εξέλιξη του καιρού, σε ένα πρωτόγονο ηλεκτρονικό υπολογιστή εκείνης της εποχής. Μετά από αρκετές δοκιμές είχε καταλήξει σε ένα σύστημα 12 διαφορικών εξισώσεων που εξέφραζαν τις σχέσεις ανάμεσα στις μεταβλητές από τις οποίες εξαρτάται η εξέλιξη του καιρού, όπως η θερμοκρασία, η πίεση, η ταχύτητα του ανέμου κ.α. Χρησιμοποιώντας την αριθμητική μέθοδο επίλυσης του συστήματος, κάθε ένα λεπτό εργασίας ο υπολογιστής τύπωνε μια σειρά αριθμούς, οι οποίοι αντιστοιχούσαν στην εξέλιξη του καιρού μιας ολόκληρης ημέρας. Η εξέλιξη του καιρού, με τον τρόπο αυτό, ήταν ντετερμινιστικά προδιαγεγραμμένη από τις διαφορικές εξισώσεις και την αρχική συνθήκη. Όποιος μπορούσε να καταλάβει τις σελίδες εκείνες θα μπορούσε να δει, για παράδειγμα, ένα (ψηφιακό) δυτικό άνεμο να στρέφεται από το νότο προς το βορρά ή ένα (ψηφιακό) κυκλώνα να περιστρέφεται αργά γύρω από μια ιδεατή υδρόγειο (Gleick,1987). Η πρόγνωση του καιρού περίμενε δύο αιώνες για να δημιουργηθεί μια μηχανή που θα μπορούσε να επαναλαμβάνει συνεχώς εκατομμύρια υπολογισμούς και να τους ολοκληρώνει σε εύλογο χρονικό διάστημα.
Κάποια μέρα ο Lorenz, θέλοντας να εκτυπώσει μια ακολουθία της εξέλιξης του καιρού που να έχει μεγαλύτερο μήκος, αντί να αρχίσει από την αρχή άρχισε από τη μέση των υπολογισμών της προηγούμενης μέρας. Πληκτρολόγησε τους αριθμούς κατευθείαν από την προηγούμενη τυπωμένη σελίδα και πήγε να πιει έναν καφέ, ώσπου να τελειώσει ο υπολογιστής τις εκτυπώσεις του. Όταν γύρισε, μια ώρα αργότερα, είδε κάτι απρόσμενο, κάτι που έριχνε το σπόρο μιας νέας επιστήμης (Gleick,1987). Η καινούργια εκτέλεση, που κανονικά έπρεπε να είναι ίδια με την παλιά, διέφερε από κάποιο σημείο και μετά εντελώς, ώστε ο (ψηφιακός) καιρός έπειτα από λίγους μήνες είχε χάσει κάθε ομοιότητα με αυτόν που είχε υπολογίσει ο υπολογιστής την προηγούμενη μέρα (εικόνα 2). 
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Εικόνα 2: Στην εικόνα φαίνεται μια εκτύπωση που πήρε ο Lorenz το 1961. Από το ίδιο σχεδόν σημείο εκκίνησης ο Lorenz είδε τον καιρό που έδινε ο υπολογιστής να δημιουργεί σχήματα που εξελίσσονταν όλο και πιο διαφορετικά μέχρι που κάθε ομοιότητα εξαφανίστηκε (Gleick,1987).
Η απόκλιση των αποτελεσμάτων οφειλόταν στο γεγονός ότι τα νούμερα που ξανα-εισήγαγε "με το χέρι" ο Lorenz είχαν μικρότερη ακρίβεια (λιγότερα δεκαδικά ψηφία) από εκείνα που εσωτερικά αποθήκευε ο υπολογιστής. Για την ιστορία, αναφέρουμε πως αντί να βάλει τον αριθμό 0.506127 με έξι δεκαδικά ψηφία, τον οποίο είχε στη μνήμη ο υπολογιστής την προηγούμενη μέρα, αυτός πληκτρολόγησε τον αριθμό 0.506. Ο Lorenz είχε πληκτρολογήσει τον αριθμό στρογγυλεμένο, υποθέτοντας ότι η διαφορά του ενός χιλιοστού δε θα είχε συνέπειες. Το συμπέρασμα ήταν ότι, στο συγκεκριμένο μοντέλο, και η ελάχιστη ακόμη έλλειψη ακρίβειας είναι καθοριστική, κάτι που αργότερα αποκαλύφθηκε ότι είναι γενικό χαρακτηριστικό μιας ολόκληρης κλάσης συστημάτων, των λεγόμενων χαοτικών. 
Στη συνέχεια ο Lorenz απλοποίησε το μοντέλο του, κατασκευάζοντας ένα σύστημα διαφορικών εξισώσεων που να ανήκει στο χώρο των τριών διαστάσεων και όχι των δώδεκα. Μολονότι τρισδιάστατο διατηρεί την πολύπλοκη συμπεριφορά του αρχικού με τις δώδεκα εξισώσεις, γεγονός που οφείλεται στη μη γραμμικότητά του. Το κλασικό μοντέλο, που συνήθως αποκαλείται σύστημα των εξισώσεων του Lorenz και αναλύεται στο άρθρο του 1963, είναι το εξής:

dx/dt=10(y-x)

dy/dt=xz+28x-y

dz/dt=xy-(8/3)z
Παρατηρούμε ότι αποτελείται από τρεις διαφορικές εξισώσεις που περιέχουν δύο μη γραμμικούς όρους (τους xz και xy) και μοντελοποιούσαν ρεύματα μεταφοράς θερμότητας μέσα σε ένα ρευστό. Στην εικόνα 3 παρουσιάζεται ένα μέρος της λύσης του συστήματος αυτού για μια δεδομένη αρχική συνθήκη, όπως δημοσιεύτηκε στο άρθρο του 1963 και στην εικόνα 4 παρουσιάζεται ένα μέρος της τροχιάς της λύσης, που σήμερα ονομάζεται Ελκυστής του Lorenz. 
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Εικόνα 3: Προβολή στο επίπεδο yz και στο επίπεδο xy του ελκυστή του Lorenz, όπως εμφανίστηκαν στο ιστορικό πλέον άρθρο “Deterministic, non periodic flow” το 1963!
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Εικόνα 4: Ο Ελκυστής του Lorenz. Κάθε τροχιά, παρότι κινείται μέσα σε μια φραγμένη περιοχή του χώρου, συνεχίζει την κίνησή της επ’ άπειρον (δεν τερματίζει ποτέ!) δημιουργώντας βρόγχους και δεν τέμνει ποτέ τον εαυτό της, άρα κανένα τμήμα της δεν επαναλαμβάνεται. Εμφανίζει δηλαδή ένα είδος άπειρης πολυπλοκότητας.
Η παραπάνω εικόνα αυτή έγινε το σύμβολο της επιστήμης του χάους. Αποκαλύπτει τη δομή που ήταν κρυμμένη μέσα σε μια άτακτη ροή δεδομένων. Η τροχιά αυτή προσδιορίζεται με τη μέθοδο της αριθμητικής επίλυσης και αποτελεί μέρος του ελκυστή του Lorenz. Είναι η απεικόνιση μιας λύσης του συστήματος των διαφορικών εξισώσεων με τις τρεις μεταβλητές, για μια δεδομένη αρχική συνθήκη. Κάθε στιγμή οι τρεις μεταβλητές προσδιορίζουν τη θέση ενός σημείου στον τρισδιάστατο χώρο. Καθώς το σύστημα μεταβάλλεται, η κίνηση του σημείου παριστάνει την εξέλιξη του συστήματος στο χρόνο. Η τροχιά του σημείου έχει σχεδιαστεί για ένα περιορισμένο χρονικό διάστημα και μοιάζει με πεταλούδα ή ως ένα είδος διπλής έλικας. Ολόκληρος ο ελκυστής είναι αδύνατο να σχεδιαστεί, μιας και οποιαδήποτε τροχιά είναι άπειρη, δηλαδή δεν τερματίζει κάπου, σε ένα σημείο ή σε μια περιοδική κίνηση. Παρότι οι τροχιές κινούνται επ’ άπειρον στο χώρο των τριών διαστάσεων, παραμένουν παγιδευμένες σε μια πεπερασμένη περιοχή και "κουλουριάζονται" χωρίς ποτέ να τέμνουν η μία την άλλη ή να κλείνουν, να επαναλαμβάνονται δηλαδή περιοδικά. Η κίνηση αυτή συνεχίζει να δημιουργεί βρόγχους επ’ άπειρον μέσα σε μια φραγμένη περιοχή του χώρου αλλά κανένα τμήμα της δεν επαναλαμβάνεται και δεν τέμνει ποτέ τον εαυτό της, εμφανίζει δηλαδή ένα είδος άπειρης πολυπλοκότητας. Για παράδειγμα περιστρέφεται δύο φορές αριστερά, μετά τρεις δεξιά, μετά δέκα αριστερά, μία δεξιά κλπ. Η ακολουθία των αριθμών αυτών που παράγονται από κάθε τροχιά δεν επαναλαμβάνεται ποτέ, πρόκειται για καθαρή αταξία αλλά ταυτόχρονα αποτελεί και ένα νέο είδος τάξης.
Όλες οι τροχιές, μετά από αρκετό χρόνο, συγκεντρώνονται τελικά σε μια περιοχή που αποτελεί τον ελκυστή του συστήματος. Δεν πρόκειται όμως για κανονικό ελκυστή, ο οποίος να ανήκει σε οποιοδήποτε είδος από αυτά που περιγράφηκαν σε προηγούμενη παράγραφο. Το γεωμετρικό αυτό σύνολο δεν έχει καμιά από τις συνήθεις ιδιότητες και αργότερα το είδος αυτού του ελκυστή ονομάστηκε από τους David Ruelle και Floris Takens παράξενος ελκυστής (strange attractor) και είναι μορφοκλασματικό σύνολο ή αλλιώς σύνολο φράκταλ, όπως θα αναλυθεί στην παράγραφο 8. Εκτός από την απείρως πολύπλοκη αυτή γεωμετρική δομή όμως, ο ελκυστής του Lorenz επιδεικνύει και την ιδιότητα της ευαισθησίας στις αρχικές συνθήκες ή αλλιώς το φαινόμενο της πεταλούδας.

7. Το Φαινόμενο της Πεταλούδας

Αν χρησιμοποιήσουμε την ίδια «σχεδόν» αρχική συνθήκη, αν για παράδειγμα μετακινήσουμε το αρχικό σημείο της τροχιάς της λύσης του διαφορικού συστήματος του Lorenz κατά ένα εκατομμυριοστό, τότε η καινούργια τροχιά που θα προκύψει, μετά από ένα αρχικό χρονικό όριο που θα ακολουθεί την παλιά, θα εξελιχθεί εντελώς διαφορετικά από την προηγούμενη. Η τροχιά αυτή αναπαριστά την εξέλιξη του καιρού, κατά συνέπεια η παραμικρή απόκλιση, της τάξης του εκατομμυριοστού ή και μικρότερη, αφαιρεί τη δυνατότητα πρόβλεψης, παρότι το σύστημα είναι απολύτως ντετερμινιστικό. Στο φαινόμενο αυτό δόθηκε η ονομασία φαινόμενο της πεταλούδας (butterfly effect)
 και αργότερα ο πιο τεχνικός όρος ευαίσθητη εξάρτηση από τις αρχικές συνθήκες (sensitivity to initial conditions)
. Σύμφωνα με μια από τις διατυπώσεις, λέγεται ότι "αν μια πεταλούδα κινήσει τα φτερά της στον Αμαζόνιο, μπορεί να φέρει βροχή στην Κίνα". Διαφορετικές παραλλαγές εκφράζουν ουσιαστικά την ίδια ιδέα: μια απειροελάχιστη μεταβολή στη ροή των γεγονότων οδηγεί, μετά από την πάροδο αρκετού χρόνου, σε μια εξέλιξη της ιστορίας του συστήματος δραματικά διαφορετική από εκείνη που θα λάμβανε χώρα αν δεν είχε συμβεί η μεταβολή αυτή.
Το φαινόμενο της πεταλούδας δεν ήταν εντελώς καινούρια έννοια, αλλά είχε τη θέση της στη λαϊκή παράδοση:

Για ένα καρφί, χάθηκε το πέταλο

Για ένα πέταλο, χάθηκε το άλογο

Για ένα άλογο, χάθηκε ο καβαλάρης

Για έναν καβαλάρη, χάθηκε η μάχη

Για μια μάχη, χάθηκε η αυτοκρατορία! (Gleick, 1987)
Μερικές φορές, το φαινόμενο της πεταλούδας παρερμηνεύεται στην κοινή αντίληψη. Για παράδειγμα, η ιδέα ότι κάτι τόσο ασήμαντο όσο μια πεταλούδα μπορεί να "προκαλέσει" έναν τυφώνα ή να τον αποτρέψει έχει θεωρηθεί από κάποιους ως επιχείρημα υπέρ της άποψης ότι ένα "ασήμαντο" άτομο, μια "περιθωριακή" ιδέα ή ένα φαινομενικά άσχετο γεγονός μπορούν να παίξουν έναν καθοριστικό ρόλο στην εξέλιξη της Ιστορίας. Ωστόσο, η ουσία της συμπεριφοράς ενός χαοτικού συστήματος είναι ότι, στην πράξη το σύστημα είναι απρόβλεπτο σε "βάθος χρόνου". Συνεπώς, ενώ πράγματι ένα ασήμαντο γεγονός μπορεί να αλλάξει άρδην την πορεία της ιστορίας, δεν είμαστε σε θέση να ξέρουμε ποια θα ήταν η εξέλιξη του συστήματος χωρίς το γεγονός και άρα δεν μπορούμε να σχεδιάσουμε τις ενέργειές μας ώστε να πετύχουμε ένα επιθυμητό σημαντικό αποτέλεσμα μακροπρόθεσμα. Μπορούμε να προγραμματίζουμε αποτελεσματικά μόνο μέσα στα όρια ενός χρονικού ορίζοντα προβλεψιμότητας, που για τα χαοτικά συστήματα μπορεί να προσδιοριστεί με βάση το χαρακτηριστικό του χρόνο του συστήματος. Η γνώση ότι ένα ασήμαντο γεγονός οδήγησε σε κάτι "μεγάλο" μπορεί, μερικές φορές, να αποκτηθεί εκ των υστέρων, αν και πολλές φορές, ακόμη κι τότε, αυτό δεν είναι δυνατό. 

8. Σύνολα Φράκταλ

Όπως αναφέρθηκε προηγουμένως, ο ελκυστής του Lorenz είναι ένα σύνολο φράκταλ. Ο όρος φράκταλ προτάθηκε από τον Benoît Mandelbrot το 1975 και προέρχεται από τη λατινική λέξη fractus, που σημαίνει "σπασμένος", "κατακερματισμένος". Στα ελληνικά αποδόθηκε με τον όρο μορφοκλασματικό σύνολο ή μορφοκλασματική καμπύλη από τον Σ. Πνευματικό και τον Ι. Νίκολη. Με τον όρο φράκταλ ονομάζεται ένα γεωμετρικό σχήμα που επαναλαμβάνεται αυτούσιο σε άπειρο βαθμό μεγέθυνσης και συχνά αναφέρεται ως απείρως πολύπλοκο, όπως για παράδειγμα η νιφάδα του Κoch.

Για την κατασκευή μιας νιφάδας του Koch θεωρούμε ένα ισόπλευρο τρίγωνο με πλευρά ίση με 1. Κάθε πλευρά του τριγώνου χωρίζεται σε τρία ίσα μέρη και το μεσαίο αντικαθιστάται από τις δύο πλευρές ενός νέου ισοπλεύρου τριγώνου, το οποίο έχει μέγεθος ίσο με το ένα τρίτο του αρχικού. Στη συνέχεια η διαδικασία αυτή επαναλαμβάνεται για έναν άπειρο αριθμό επαναλήψεων (εικόνα 5).
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Εικόνα 5: Τα τέσσερα πρώτα βήματα της κατασκευής της νιφάδας του Κoch.
Το μήκος του "συνόρου", της περιμέτρου της νιφάδας είναι ίσο με 
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, δηλαδή είναι άπειρο. Εντούτοις, το εμβαδό παραμένει μικρότερο από το εμβαδό του περιγεγραμμένου στο αρχικό τρίγωνο κύκλου, δηλαδή μια άπειρη σε μήκος γραμμή περιβάλλει μια περιοχή πεπερασμένου εμβαδού. Ένα σύνολο φράκταλ παρουσιάζεται ως "μαγική εικόνα" που, όσες φορές και να μεγεθυνθεί οποιοδήποτε τμήμα του, θα συνεχίζει να παρουσιάζει ένα εξίσου περίπλοκο σχέδιο, με μερική ή ολική επανάληψη του αρχικού. Χαρακτηριστικό επομένως των φράκταλ είναι η ιδιότητα της αυτο-ομοιότητας (self-similarity) σε κάποιες δομές τους, η οποία εμφανίζεται σε διαφορετικά επίπεδα μεγέθυνσης. Αυτοόμοιο είναι ένα αντικείμενο του οποίου τα μέρη από τα οποία αποτελείται μοιάζουν με το σύνολο. Αυτή η επανάληψη των ακανόνιστων λεπτομερειών ή σχηματισμών συμβαίνει προοδευτικά σε μικρότερες κλίμακες και, στην περίπτωση καθαρά αφηρημένων οντοτήτων, είναι δυνατόν να συνεχίσουν απεριόριστα έτσι ώστε κάθε τμήμα της, όταν μεγεθυνθεί, να μοιάζει βασικά με το συνολικό αντικείμενο.
Αυτή η εμφάνιση ανωμαλιών σε σχέση με τα συμβατικά γεωμετρικά σχήματα, κάνει αδύνατο τον ορισμό τους με τη βοήθεια της κλασσικής ευκλείδειας γεωμετρίας. Αν μεγεθύνουμε κάποιο αντικείμενο, το οποίο μπορεί να οριστεί στα πλαίσια της ευκλείδειας γεωμετρίας, για παράδειγμα ένα τμήμα ενός κύκλου, αυτό, μετά από αλλεπάλληλες μεγεθύνσεις, θα εμφανίζεται ως ευθύγραμμο τμήμα. Η συμβατική ιδέα της καμπυλότητας, η οποία αντιπροσωπεύει το αντίστροφο της ακτίνας ενός προσεγγίζοντος κύκλου, δεν μπορεί οριστεί στα φράκταλ, επειδή αυτή εξαφανίζεται κατά τη μεγέθυνση. Αντίθετα, σε ένα σχήμα φράκταλ, θα εμφανίζονται κατόπιν μεγεθύνσεων λεπτομέρειες που δεν είναι ορατές σε μικρότερη κλίμακα μεγέθυνσης και η πολυπλοκότητα παραμένει η ίδια (εικόνα 5).
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Εικόνα 6: Η καμπύλη του Κoch. Αν μεγεθύνουμε το τμήμα της καμπύλης που βρίσκεται μέσα στο ορθογώνιο, θα πάρουμε πάλι την ίδια την καμπύλη, και αυτό μπορεί να επαναληφθεί άπειρες φορές.
Φράκταλ απαντώνται και στη φύση, όπως για παράδειγμα οι νιφάδες του χιονιού, τα φύλλα των φυτών, οι διακλαδώσεις των αιμοφόρων αγγείων, τα σύννεφα κ.α. Στα πραγματικά αυτά αντικείμενα δεν υπάρχει άπειρη λεπτομέρεια στη μεγέθυνση, όπως συμβαίνει με τα φράκταλ που προκύπτουν από μαθηματικές σχέσεις. Κατ’ αναλογία δεν απαντώνται ακριβώς στη φύση και τα γεωμετρικά στερεά, όπως ο κύβος, η σφαίρα κλπ. 
8. Χάος: Μια Νέα Επιστήμη

Η Επιστήμη των Δυναμικών Συστημάτων και του Χάους μελετά τη συμπεριφορά ορισμένων μη γραμμικών δυναμικών συστημάτων, τα οποία κάτω από ορισμένες συνθήκες παρουσιάζουν ευαίσθητη εξάρτηση από τις αρχικές συνθήκες. Η ευαισθησία αυτή έχει ως αποτέλεσμα την φαινομενική τυχαιότητα της παρατηρούμενης συμπεριφοράς των συστημάτων, παρόλο που τα συστήματα αυτά είναι αιτιοκρατικά (ντετερμινιστικά), με την έννοια ότι είναι καλώς ορισμένοι οι νόμοι εξέλιξής τους και δεν περιέχουν τυχαίες παραμέτρους, ενώ είναι μη προβλέψιμα. Στα συστήματα αυτού του είδους περιλαμβάνονται η ατμόσφαιρα, το ηλιακό σύστημα, οι τεκτονικές πλάκες, τα οικονομικά συστήματα, η εξέλιξη (μεταβολή) των πληθυσμών κα. Παραδείγματα τέτοιων φαινομένων απαντώνται πολλά ακόμη και στην καθημερινή ζωή. Ο καπνός του τσιγάρου που στροβιλίζεται σε πολύπλοκες και απρόβλεπτες δίνες, τα κύματα που σκάζουν πάνω σε μια ακτή, το μελάνι που διαχέεται μέσα σε ένα ποτήρι νερού, η εξέλιξη των τιμών των μετοχών στο χρηματιστήριο, ο χρόνος ανάμεσα στους διαδοχικούς χτύπους της καρδιάς, η ροή του νερού μέσα στους σωλήνες ή του αίματος στα αγγεία  είναι κάποια ενδεικτικά παραδείγματα στα οποία εμφανίζεται το χάος (Μπούντης, 1996). Παρόμοιες εκδηλώσεις χαοτικής συμπεριφοράς εμφανίζονται στο σύνολο των επιστημονικών κλάδων, αρκεί να υπάρχει ένας μη γραμμικός όρος στις εξισώσεις που μοντελοποιούν το φαινόμενο.
Με την επιστήμη του χάους ο ντετερμινισμός επεκτάθηκε και κατάφερε να μοντελοποιήσει φαινόμενα που προηγούμενα θεωρούνταν τυχαία ή ακανόνιστα. Αποδείχθηκε ότι σε φαινόμενα που προγενέστερα η επιστήμη θεωρούσε ότι υπάρχει χάος, δηλαδή έλλειψη τάξης, απουσία νόμων και μη προβλεψιμότητα, στην πραγματικότητα υπάρχει (ντετερμινιστικό) χάος, δηλαδή απόλυτη αιτιοκρατία και υπακοή σε νόμους, αλλά ταυτόχρονα ευαισθησία στις αρχικές συνθήκες και άρα μη προβλεψιμότητα. Ακόμα κι αν σε ολόκληρο το σύμπαν κυριαρχεί ένας απόλυτος ντετερμινισμός, θα μπορούσε, σύμφωνα με τα πορίσματα της επιστήμης του χάους, αυτό να είναι μη προβλέψιμο.
Όπως αναλύθηκε και προηγούμενα, η έλλειψη προβλεψιμότητας δεν οφείλεται σε ανεπάρκεια της μαθηματικής περιγραφής των φαινομένων ή σε ελλιπή γνώση των φυσικών νόμων που τα διέπουν, αλλά απορρέει κατά κύριο λόγο από το γεγονός ότι τα περισσότερα φυσικά φαινόμενα περιγράφονται από εξισώσεις που είναι μη γραμμικές και περιέχουν πολλές μεταβλητές που εξαρτώνται η μία από την άλλη με ιδιαίτερα περίπλοκο τρόπο. Τέτοια μη γραμμικά συστήματα διαθέτουν, για πολλές τιμές των παραμέτρων τους, μεγάλες περιοχές στις οποίες η κίνηση εξαρτάται εξαιρετικά ευαίσθητα από την επιλογή των αρχικών συνθηκών. Τα συστήματα αυτά ονομάζονται χαοτικά και μολονότι υπάρχει αδυναμία μακροπρόθεσμης πρόβλεψής της εξέλιξης των φαινομένων αυτών στο χρόνο, έχουν αναπτυχθεί τα τελευταία χρόνια μια σειρά από ερευνητικά εργαλεία και έννοιες για τη μελέτη τους, όπως οι εκθέτες Lyapunov, η εντροπία, ο λευκός ή έγχρωμος θόρυβος, μέθοδοι που αφαιρούν το «θόρυβο» από τις χρονοσειρές εμπειρικών δεδομένων κ.α., τα οποία, μεταξύ άλλων, επιτρέπουν τον προσδιορισμό του είδους της χαοτικής συμπεριφοράς, την ποσοτικοποίηση της ιδιότητας της ευαισθησίας στις αρχικές συνθήκες καθώς και την πραγματοποίηση βραχυπρόθεσμων προβλέψεων, με τον προσδιορισμό του μεγέθους του ορίζοντα προβλεψιμότητας και του ελέγχου του μεγέθους τους λάθους που εμπεριέχει αυτή η βραχυπρόθεσμη πρόβλεψη. Τα εργαλεία αυτά επιτρέπουν την πραγματοποίηση βραχυπρόθεσμων προβλέψεων ή ακόμη κάποιες φορές και μεσοπρόθεσμων, στις περιπτώσεις όπου η ευαισθησία στις αρχικές συνθήκες δεν είναι πολύ ισχυρή. Οι προβλέψεις αυτές δεν είναι απόλυτα ακριβείς, όμως μπορούμε να εξασφαλίσουμε ότι το μέγεθος του λάθους δεν υπερβαίνει ένα όριο, το όποιο τίθεται πριν την πραγματοποίηση της πρόβλεψης. Όσο μεγαλύτερο είναι το μέγεθος του λάθους, τόσο μεγαλύτερος είναι και ο ορίζοντας προβλεψιμότητας και αντίστροφα, αν επιθυμούμε το λάθος να είναι πολύ μικρό τότε μικραίνει και ο χρόνος για τον οποίο είναι δυνατό να προβλεφθεί η εξέλιξη του χαοτικού συστήματος. 

Προκειμένου να προσδιορίσουμε την τροχιά ενός αιτιοκρατικού (ντετερμινιστικού) συστήματος, αρκεί να ξέρουμε την αρχική του θέση. Σε δύο διαφορετικές αρχικές θέσεις αντιστοιχούν δύο διαφορετικές τροχιές. Τα χαοτικά συστήματα ενισχύουν τις αρχικές αποκλίσεις, έστω κι αν αυτές είναι απειροελάχιστα μικρές. Χαρακτηριστικός χρόνος (characteristic time) ενός χαοτικού συστήματος είναι ο χρόνος όπου ένα πολύ μικρό λάθος σε κάποια μεταβλητή γίνεται δέκα φορές μεγαλύτερο (Ekeland, 1995). Στα χαοτικά συστήματα, εξαιτίας του ντετερμινιστικού τους χαρακτήρα, αν η απόσταση ανάμεσα σε δύο τροχιές είναι d, κάποια χρονική στιγμή γίνεται 10d μετά την παρέλευση ενός χρόνου Τ, ο οποίος είναι σταθερός για το σύστημα, όταν αυτό έχει εισέλθει στον ελκυστή του (όχι δηλαδή κατά τον αρχικό χρόνο δράσης) και ονομάζεται χαρακτηριστικός χρόνος του συστήματος. Στη συνέχεια η απόκλιση μεγαλώνει, μετά δηλαδή από την παρέλευση χρόνου ίσου με 2Τ, το μέγεθος της απόκλισης ισούται με 100d, μετά από 3Τ με 1000d, μετά από 4Τ με 10000d, μετά 5Τ με 1000000d και ούτω καθ’ εξής. Υπάρχουν κάθε φορά τόσα μηδενικά όσα και οι μονάδες του παρελθόντος χρόνου. Η ενίσχυση των αποκλίσεων βέβαια δεν μπορεί να συνεχιστεί επ’ άπειρο. Διαφορετικά, μετά από χρονική διάρκεια ίση με σαράντα φορές επί τον χαρακτηριστικό χρόνο, θα έχουμε διατρέξει την τεσσαρακοστή δύναμη του 10 και θα έχουμε βγει έξω από τα όρια του γνωστού σύμπαντος. Μετά την παρέλευση κάποιου χρονικού διαστήματος το φαινόμενο αυτό, της ενίσχυσης της απόκλισης, παύει να υφίσταται. Τότε η αρχική απειροελάχιστη απόκλιση έχει ίδιο μέγεθος με τις τροχιές και καθιστά οποιαδήποτε πρόβλεψη άνευ νοήματος.
Όσον αφορά στα φυσικά συστήματα είναι αδύνατο να τους δώσουμε την ίδια ακριβώς θέση, θα υπάρχει πάντοτε μια απόκλιση, τουλάχιστον ίση με το πάχος ενός ατόμου της ύλης. Η πρώτη διατύπωση αυτού του γεγονότος έγινε από τον Ηράκλειτο, όταν είπε ότι δε μπορούμε να διασχίσουμε δύο φορές τον ίδιο ακριβώς ποταμό. Φυσικά την εποχή εκείνη δεν ήταν δυνατό να γίνουν κατανοητές οι συνέπειες αυτού του γεγονότος, δηλαδή ότι απόκλιση ίση με το πλάτος ενός ατόμου μπορεί μετά την παρέλευση δεκαπλάσιου χρόνου από τον χαρακτηριστικό σε ένα χαοτικό σύστημα γίνεται απόκλιση ενός μέτρου (Ekeland, 1995). Με τον τρόπο αυτό μπορεί να προκύψουν, στα πλαίσια ντετερμινιστικών συστημάτων, μακροσκοπικά φαινόμενα τα οποία αποδίδονται στην τύχη, μιας και τα αίτιά τους φαίνονται ακατανόητα.

Η έννοια του χαρακτηριστικού χρόνου σχετίζεται με τον εκθέτη Lyapunov, ο οποίος μετρά την αύξηση του λάθους σε κάθε στοιχειώδη χρονική στιγμή, δηλαδή σε κάθε επανάληψη του συστήματος. Αν για παράδειγμα ο εκθέτης Lyapunov ισούται με 2, έπειτα από μια επανάληψη η απόσταση ανάμεσα σε δύο τροχιές του συστήματος (το λάθος της μέτρησης) διπλασιάζεται, έπειτα από δύο επαναλήψεις τετραπλασιάζεται, έπειτα από τρεις οκταπλασιάζεται, έπειτα από δέκα επαναλήψεις το λάθος έχει γίνει 
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 φορές μεγαλύτερο. Κατά συνέπεια, το ζήτημα της πρόβλεψης από «υπολογίζοντας ακριβείς τιμές» μετατρέπεται σε «ελέγχοντας το μέγεθος του λάθους σε μη ακριβείς τιμές» (Katerelos & Koulouris, 2004).
Εκτός από τη μοντελοποίηση φυσικών ή κοινωνικών φαινομένων, με τα εργαλεία της επιστήμης του χάους είναι δυνατό να μελετηθεί οποιαδήποτε χρονοσειρά από εμπειρικά δεδομένα, όπως ο δείκτης τιμών ενός χρηματιστηρίου είτε το χρονικό διάστημα μεταξύ δύο χτύπων της καρδιάς και με μεθόδους της θεωρίας να διερευνήσει αν αυτή η χρονοσειρά προκύπτει από μια στοχαστική ή ντετερμινιστική διαδικασία. Στη δεύτερη περίπτωση πρόκειται συνήθως για ένα χαμηλοδιάστατο χάος που εμπεριέχει ένα ποσοστό θορύβου, ο οποίος με κατάλληλες τεχνικές μπορεί να αφαιρεθεί και στη συνέχεια να πραγματοποιηθούν βραχυπρόθεσμες προβλέψεις. Η επιστήμη αυτή αποτελεί ένα νέο κλάδο των μαθηματικών με εφαρμογές σε όλες τις άλλες επιστήμες, κάπως όμως ιδιόμορφο, διότι στην συντριπτική πλειοψηφία των περιπτώσεων δεν έχουν δοθεί μαθηματικές αποδείξεις.
Η σύντομη αυτή εισαγωγή στην επιστήμη του χάους απέχει πολύ από το να είναι πλήρης, ακόμη και να κάνει μια απλή αναφορά στην έκταση και το βάθος των φαινομένων που είναι δυνατό να ερμηνεύσει και να βρει εφαρμογή. Αποσκοπεί απλώς να δώσει μια γεύση στον μη μυημένο για την ιστορική πορεία την ανακάλυψής της καθώς και την επιστημολογική διάσταση των πορισμάτων της.
Abstract
For prehistoric people natural phenomena and the world appeared as "chaos", meaning unpredictable, because of the ignorance of natural laws. However, the success of mathematics in explanation and prediction created the picture of a universe that functions in absolute order, as the mechanism of a precision clock; consequently the problem of prediction of phenomena is attributed in the difficulty of recording the relative data and "provisional" ignorance of laws. This deterministic credo accepted the first hit by Heisenberg’s uncertainty principle; however came back with the conviction of scientists that from almost the same causes follow almost the same results. In the end of the 19th century, Poincare first discovered what we now call deterministic chaos, proving that the problem of the three bodies is unsolvable. Then, in 1963, the meteorologist Edward Lorenz discovered the weakness of long-term weather forecast in deterministic systems of differential equations. The science of dynamical systems and chaos studies the behavior of non linear dynamical systems, which under certain conditions presents sensitive dependence to initial conditions, thus, although deterministic, they are unpredictable.
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� Πως είναι δυνατή η ύπαρξη χάους στο ηλιακό σύστημα, στο οποίο, παρόλα αυτά, η Νευτώνεια φυσική επιτρέπει τόσο ακριβείς προβλέψεις; Η απάντηση είναι ότι ο χαρακτηριστικός χρόνος του χαοτικού αυτού συστήματος, ο χρόνος δηλαδή που μπορούμε να πραγματοποιούμε «βραχυπρόθεσμες» προβλέψεις με κάποια ελεγχόμενη ακρίβεια (όπου δηλαδή οποιοδήποτε απειροελάχιστα μικρό λάθος γίνεται «μόνο» δέκα φορές μεγαλύτερο) είναι περίπου 20 εκατομμύρια χρόνια, χρόνος μικρός όσον αφορά στην ηλικία του σύμπαντος αλλά μεγάλος όσον αφορά τα ανθρώπινα δεδομένα. Άρα, παρότι το σύστημα είναι χαοτικό, είναι ασφαλείς οι προβλέψεις για τα επόμενα 20 εκατομμύρια χρόνια, είναι όμως αδύνατες για χρονικά διαστήματα μεγαλύτερα. Η έννοια του χαρακτηριστικού χρόνου θα αναλυθεί στη συνέχεια της εργασίας.


� Ο Lorenz αρχικά χρησιμοποίησε την εικόνα ενός γλάρου. Το μόνιμο όνομα φαίνεται πως προήλθε από τον τίτλο του άρθρου του Lorenz «Predictability: Does the Flap of a Butterfly’s Wings in Brazil Set Off a Tornado in Texas?», που στάλθηκε στο ετήσιο συνέδριο της Αμερικανικής Ένωσης για την Πρόοδο της Επιστήμης στην Ουάσιγκτον, στις 29 Δεκεμβρίου 1979 (Gleick, 1987).


� Ο όρος χάος επικράτησε από το όνομα ενός άρθρου του James York “Period 3 implies chaos” (Li & Yorke, 1975).
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