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Πρόλογος

Το παρόν ϐιβλίο έχει ως στόχο να παρουσιάσει τις ϐασικές εισαγωγικές έννοιες της Ευ-
κλείδειας Γεωµετρίας του Λυκείου, απαλλαγµένες όµως από την υπερβολική πολλές
ϕορές αυστηρότητα µε την οποία παρουσιάζονται στα σχολικά ϐιβλία. Την ίδια αυτή αυ-
στηρότητα δεν την συναντάµε για παράδειγµα στην ΄Αλγεβρα και αυτή είναι ίσως αρκετές
ϕορές που απωθεί το µέσο µαθητή από το αντικείµενο της Γεωµετρίας.

Παρουσιάζονται τα ϐασικά σηµεία της ϑεωρίας µε αποδείξεις όπου κρίνεται διδακτι-
κά πρόσφορο. ∆εν ακολουθείται η συνηθισµένη στα σχολικά ϐιβλία διάταξη της ύλης.
Για παράδειγµα η αναφορά στις παράλληλες ευθείες και τις ιδιότητές τους γίνεται πριν
τα κριτήρια ισότητας τριγώνων. Στο τελευταίο κεφάλαιο γίνεται µια αναφορά στους γε-
ωµετρικούς τόπους. Οι ασκήσεις που υπάρχουν σε κάθε ενότητα ανταποκρίνονται στις
απαιτήσεις σηµερινού µέσου µαθητή του Λυκείου, πλην µερικών που σηµειώνονται µε
F οι οποίες είναι δυσκολότερες, κατάλληλες για µαθητές µε αυξηµένο ενδιαφέρον για
την Ευκλείδεια Γεωµετρία. Τα ϑεωρήµατα, τα παραδείγµατα, οι ασκήσεις καθώς και τα
σχήµατα έχουν ενιαία αρίθµηση σε όλο το εύρος των σηµειώσεων.

Για τις σηµειώσεις αυτές χρησιµοποιήθηκε το περιβάλλον LaTEX µε κειµενογράφο
Texmaker σε συνδυασµό µε το Miktex και για το κείµενο η γραµµατοσειρά kerkis (Βλ.
http://myria.math.aegean.gr/kerkis/) . Για τα σχήµατα χρησιµοποιήθηκαν τα λογι-
σµικά Isoptikon και Geogebra. ΄Ολα τα παραπάνω λογισµικά διανέµονται δωρεάν µέσω
του διαδικτύου.

Απαγορεύεται η χρήση όλου ή µέρους του περιεχοµένου των σηµειώσεων αυτών για
εµπορικούς σκοπούς.

Ανέστης Τσοµίδης

Μάρτιος 2016
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Κεφάλαιο 1

Τα ϐασικά γεωµετρικά σχήµατα

1.1 Ευθύγραµµα τµήµατα και γωνίες

Η µελέτη της Γεωµετρίας ξεκινά από τις λεγόµενες αρχικές έννοιες, δηλαδή έννοιες
που δεν επιδέχονται ορισµό, όπως οι έννοιες σηµείο, ευθεία, επίπεδο.

΄Εστω µια ευθεία xy και ένα σηµείο της Α. Το σηµείο αυτό χωρίζει την ευθεία σε δύο
µέρη Ax, Ay που το καθένα λέγεται ηµιευθεία µε αρχή το Α.

΄Εστω Α, Β δύο σηµεία µιας ευθείας. Ονοµάζουµε ευθύγραµµο τµήµα µε άκρα τα
Α, Β το σχήµα που απότελείται από τα Α, Β και τα σηµεία της ευθείας που ϐρίσκονται
µεταξύ των Α, Β. Θα το συµβολίζουµε µε ΑΒ ή ΒΑ. ΄Ενα ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ που τα
άκρα του ταυτίζονται ονοµάζεται µηδενικό.

Σε κάθε ευθύγραµο τµήµα ΑΒ αντιστοιχίζουµε έναν αριθµό που λέγεται µήκος του
και συµβολίζεται (AB) ή και ΑΒ. Αν δύο τµήµατα έχουν το ίδιο µήκος είναι ίσα, αλλιώς
είναι άνισα. Το (AB) λέγεται και απόσταση των σηµείων Α, Β. Γενικά το µήκος ενός
τµήµατος είναι ϑετικός αριθµός εκτός της περίπτωσης του µηδενικού τµήµατος που έχει
µήκος 0.

Μέσο ενός ευθυγράµµου τµήµατος ΑΒ είναι το εσωτερικό του σηµείο Μ τέτοιο ώστε
AM = MB.

Η ευθεία πάνω στην οποία ϐρίσκεται µια ηµιευθεία ή ένα ευθύγραµµο τµήµα λέγεται
ϕορέας της ηµιευθείας ή του τµήµατος. ∆ύο ηµιευθείες ϑα λέγονται αντικείµενες αν
έχουν τον ίδιο ϕορέα και το µόνο κοινό σηµείο τους είναι η αρχή τους.

Κάθε ευθεία ε ενός επιπέδου χωρίζει το επίπεδο αυτό σε δύο µέρη. Καθένα από τα
µέρη αυτά µαζί µε τα σηµεία της ε λέγεται ηµιεπίπεδο. Αν Α είναι σηµείο του επιπέδου
που δεν ανήκει στην ε, τότε το ηµιεπίπεδο που περιέχει το Α συµβολίζεται (ε,Α).

΄Εστω δύο ηµιευθείες ενός επιπέδου οι οποίες έχουν κοινή αρχή και δεν έχουν τον
ίδιο ϕορέα Οx, Οy. Αν Α, Β είναι σηµεία των ηµιευθειών Οx, Οy αντίστοιχα, ονοµάζουµε
κυρτή γωνία(ή απλά γωνία) µε κορυφή Ο και πλευρές Οx, Οy την τοµή των ηµιεπιπέδων
(Οx,Β) και (Οy,Α). Θα τη συµβολίζουµε xÒΟy ή AÒΟB ή ÒΟ. Το σχήµα που αποτελείται
από τα σηµεία του επιπέδου που δεν ανήκουν στην κυρτή γωνία xÒΟy µαζί µε τα σηµεία
των ηµιευθειών Οx, Οy, λέγεται µη κυρτή γωνία µε κορυφή Ο και πλευρές Οx, Οy.
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(Σχ. 1α)
Στην περίπτωση που οι Οx, Οy ταυτίζονται τότε η κυρτή γωνία λέγεται µηδενική

γωνία ενώ η µη κυρτή πλήρης γωνία. (Σχ. 1β)
Αν οι ηµιευθείες Οx, Οy είναι αντικείµενες τότε καθένα από τα δύο ηµιεπίπεδα που

ορίζει η ευθεία xy, λέγεται ευθεία γωνία. (Σχ. 1γ)
Σε κάθε κυρτή ή µη κυρτή γωνία ω̂ αντιστοιχίζουµε έναν αριθµό που ονοµάζεται

µέτρο της και συµβολίζεται (ω̂) ή ω̂. Αν δύο γωνίες έχουν ίσα µέτρα είναι ίσες, αλλιώς
ϑα είναι άνισες. Ως µονάδα µέτρησης συνήθως χρησιµοποιείται η µοίρα. Μια πλήρης
γωνία έχει µέτρο 360◦, ενώ µια ευθεία γωνία 180◦. Επίσης µια κυρτή γωνία ϑα έχει µέτρο
που ϑα ανήκει στο διάστηµα [0◦, 180◦].

∆ιχοτόµος µιας γωνίας λέγεται η ηµιευθεία που έχει αρχή την κορυφή της γωνίας,
ϐρίσκεται στο εσωτερικό της και τη χωρίζει σε δύο ίσες γωνίες.

Θεωρούµε µια ευθεία γωνία και τη διχοτόµο της. Καθεµιά από τις ίσες γωνίες που
προκύπτουν λέγεται ορθή γωνία και έχει µέτρο 90◦. Οι ϕορείς των πλευρών µιας ορθής
γωνίας ονοµάζονται κάθετες ευθείες µεταξύ τους. Αν οι ε1, ε2 είναι κάθετες γράφουµε
ε1 ⊥ ε2 (Σχ. 2α). Μια κυρτή γωνία ϑα λέγεται οξεία αν είναι µικρότερη από την ορθή
(Σχ. 2β) και αµβλεία αν είναι µεγαλύτερη από την ορθή (Σχ. 2γ).
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∆ύο γωνίες λέγονται συµπληρωµατικές αν έχουν άθροισµα µια ορθή γωνία (90◦) και
παραπληρωµατικές αν έχουν άθροισµα µια ευθεία γωνία (180◦).

∆ύο γωνίες λέγονται εφεξής αν έχουν κοινή κορυφή, µία κοινή πλευρά και τις µη
κοινές πλευρές εκατέρωθεν της κοινής (Σχ. 3α).

∆ύο λέγονται κατακορυφήν αν έχουν κοινή κορυφή και οι πλευρές της µιας είναι
προεκτάσεις των πλευρών της άλλης (Σχ. 3β).

Θεώρηµα 1. Οι κατακορυφήν γωνίες είναι ίσες.
Απόδειξη. Αφήνεται ως άσκηση.

Θεώρηµα 2. Οι διχοτόµοι δύο εφεξής και παραπληρωµατικών γωνιών είναι κάθετες.
Απόδειξη. Αφήνεται ως άσκηση.

΄Εστω ένα σηµείο Ο. Ονοµάζουµε συµµετρικό του σηµείου A ως προς Ο το µονα-
δικό σηµείο A′ που προκύπτει αν προεκτείνουµε το τµήµα ΑΟ και στην προέκταση να
πάρουµε τµήµα OA′

= OA. Τότε το Ο είναι το µέσο του τµήµατος AA′. Τα σηµεία A
και A′ λέγονται συµµετρικά σηµεία ως προς κέντρο συµµετρίας το σηµείο Ο. (Σχ. 4α).

΄Εστω µια ευθεία ε. Ονοµάζουµε συµµετρικό του σηµείου A ως προς την ε το
µοναδικό σηµείο A′ που προκύπτει αν ϕέρουµε το κάθετο τµήµα ΑΜ από το A στην
ε και στην προέκτασή του πάρουµε τµήµα MA

′
= MA. Τότε το Μ είναι το µέσο του

τµήµατος AA′ και η ευθεία ε ονοµάζεται µεσοκάθετη του AA
′. Τα σηµεία A και A′

λέγονται συµµετρικά σηµεία ως προς άξονα συµµετρίας την ε (Σχ. 4β). Ακόµη το µήκος
του τµήµατος ΑΜ ονοµάζεται απόσταση του σηµείου Α από την ευθεία ε.



10 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΤΑ ΒΑΣΙΚΑ ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΑ ΣΧΗΜΑΤΑ

1.2 Κύκλος και πολύγωνα

Θεωρούµε ένα σταθερό σηµείο Ο και ένα επίσης σταθερό ϑετικό αριθµό ϱ. Ονοµάζουµε
κύκλο µε κέντρο Ο και ακτίνα ϱ το σύνολο των σηµείων του επιπέδου που έχουν την
ιδιότητα να απέχουν από το Ο απόσταση ίση µε ϱ. Θα τον συµβολίζουµε (Ο, ϱ). ∆ύο
κύκλοι µε ίσες ακτίνες λέγονται ίσοι. ΄Ενα σηµείο Μ του επιπέδου ϑα λέγεται εσωτερικό

του κύκλου (Ο, ϱ) αν ΜΟ < ρ. Αν ΜΟ > ρ το Μ λέγεται εξωτερικό του κύκλου (Ο, ϱ).
Θεωρούµε ένα κύκλο και δύο σηµεία του Α, Β. Η ευθεία ΑΒ χωρίζει τον κύκλο σε

δύο µέρη καθένα από τα οποία λέγεται τόξο µε άκρα τα Α, Β. Από τα τόξα αυτά αυτό
που δεν ϐρίσκεται στο ηµιεπίπεδο που ορίζει η ευθεία ΑΒ µε το κέντρο του κύκλου,
λέγεται κυρτογώνιο (µικρό), ενώ το άλλο µη κυρτογώνιο (µεγάλο). Συνήθως συµβολί-
Ϲουµε το κυρτογώνιο τόξο µε άκρα τα Α, Β µε÷ΑΒ, ενώ για το αντίστοιχο µη κυρτογώνιο
χρησιµοποιούµε και ένα τρίτο σηµείο π.χ. ùΑΓΒ (Σχ. 5α).

Μία γωνία xÒΟy µε κορυφή το κέντρο Ο ενός κύκλου λέγεται επίκεντρη. Το τόξο÷ΑΒ
του κύκλου που περιέχεται στη γωνία xÒΟy λέγεται αντίστοιχο τόξο της. Λέµε ακόµη ότι
η επίκεντρη γωνία xÒΟy ϐαίνει στο τόξο÷ΑΒ (Σχ. 5β).

Ως µέτρο του τόξου÷ΑΒ λαµβάνουµε το µέτρο της αντίστοιχης επίκεντρης γωνίας xÒΟy και
το συµβολίζουµε (÷ΑΒ) ή απλά ÷ΑΒ. ΄Ενα τόξο µέτρου 180◦ λέγεται ηµικύκλιο, ένα τόξο
µέτρου 90◦ λέγεται τεταρτοκύκλιο, ενώ ένας κύκλος ϑεωρούµενος ως τόξο έχει µέτρο
360◦.

∆ύο τόξα είναι συγκρίσιµα µόνο αν ανήκουν στον ίδιο κύκλο ή σε ίσους κύκλους. ∆ύο
τέτοια τόξα ϑα είναι ίσα αν έχουν ίσες αντίστοιχες επίκεντρες γωνίες ή ίσα µέτρα, αλλιώς
ϑα είναι άνισα. Μέσο ενός τόξου÷ΑΒ ονοµάζεται ένα εσωτερικό του σηµείο Μ τέτοιο ώστε
øΑΜ = øΜΒ.

΄Εστω κύκλος (O, r). Το ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ όπου Α, Β είναι δύο σηµεία του
κύκλου, ονοµάζεται χορδή του κύκλου (ή των τόξων µε άκρα τα Α, Β). Κάθε χορδή που
διέρχεται από το κέντρο του κύκλου λέγεται διάµετρος του κύκλου και είναι ίση µε 2r.
∆ύο σηµεία Γ, ∆ του κύκλου λέγονται αντιδιαµετρικά αν το τµήµα Γ∆ είναι διάµετρος
του κύκλου. Ακόµη το κάθετο ευθύγραµµο τµήµα από το κέντρο του κύκλου σε µια
χορδή ΑΒ του κύκλου λέγεται απόστηµα της χορδής (Σχ. 6).
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Θεωρούµε τα σηµεία A1, A2, · · · , An που έχουν καθορισµένη σειρά και ανά τρία
διαδοχικά δεν είναι συνευθειακά. Πολύγωνο A1A2 · · ·An, όπου n ≥ 3, ονοµάζουµε το
σχήµα που αποτελείται από τα ευθύγραµµα τµήµατα A1A2 ,A2A3, · · · , An−1An, AnA1

µε την ιδιότητα δύο οποιαδήποτε µη διαδοχικά τµήµατα να µην έχουν κοινό σηµείο. Τα
σηµεία A1, A2, · · · , An λέγονται κορυφές του πολυγώνου ενώ τα τµήµατα A1A2 ,A2A3,
· · · , An−1An, AnA1 λέγονται πλευρές του πολυγώνου. ΄Ενα πολύγωνο µε 3 κορυφές
λέγεται τρίγωνο, µε 4 τετράπλευρο, µε 5 πεντάγωνο κ.λ.π. ΄Ενα πολύγωνο λέγεται κυρτό
όταν ο ϕορέας οποιασδήποτε πλευράς του αφήνει όλες τις άλλες κορυφές του προς το
ίδιο µέρος του, αλλιώς λέγεται µη κυρτό (Σχ. 7α και 7β). Με τον όρο πολύγωνο χωρίς
άλλη διευκρίνιση εννοούµε κυρτό πολύγωνο.

Γωνία (εσωτερική) ενός πολυγώνου είναι κάθε γωνία που σχηµατίζεται από δύο δια-
δοχικές πλευρές του. Εξωτερική γωνία ενός πολυγώνου λέγεται κάθε γωνία που είναι
εφεξής και παραπληρωµατική µιας εσωτερικής γωνίας του. Κάθε τµήµα που έχει άκρα
δύο µη διαδοχικές κορυφές ενός πολυγώνου λέγεται διαγώνιος του πολυγώνου (Σχ.
7γ). Περίµετρος ενός πολυγώνου ονοµάζεται το άθροισµα των µηκών των πλευρών του.
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1.3 Στοιχεία και είδη τριγώνων

Θεωρούµε ένα τρίγωνο ΑΒΓ. Θα συµβολίζουµε µε α, ϐ, γ τις πλευρές του ΒΓ, ΑΓ, ΑΒ
αντίστοιχα και µε τ την ηµιπερίµετρο του τριγώνου, δηλαδή

τ =
α + β + γ

2
.

΄Ενα τρίγωνο εξεταζόµενο ως προς τις πλευρές του ονοµάζεται σκαληνό αν έχει όλες τις
πλευρές του άνισες , ισοσκελές αν έχει δύο πλευρές του ίσες και ισόπλευρο αν έχει
όλες τις πλευρές του ίσες (Σχ. 8). ΄Ενα ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΒ = ΑΓ λέµε ότι έχει
ϐάση την ΒΓ και κορυφή το Α.

΄Ενα τρίγωνο εξεταζόµενο ως προς τις γωνίες του ονοµάζεται οξυγώνιο αν όλες οι γωνίες
του είναι οξείες , ορθογώνιο αν έχει µία γωνία ορθή και αµβλυγώνιο αν έχει µία γωνία
αµβλεία (Σχ. 9). Η πλευρά ενός ορθογωνίου τριγώνου που ϐρίσκεται απέναντι από την
ορθή γωνία ονοµάζεται υποτείνουσα.

Ονοµάζουµε διχοτόµο µιας γωνίας ενός τριγώνου το ευθύγραµµο τµήµα της δι-
χοτόµου της γωνίας, από την κορυφή της µέχρι την απέναντι πλευρά. ∆ιάµεσο ενός
τριγώνου ονοµάζουµε το ευθύγραµµο τµήµα που ενώνει µια κορυφή µε το µέσο της
απέναντι πλευράς. ΄Υψος ενός τριγώνου ονοµάζουµε το ευθύγραµµο τµήµα που άγεται
από µια κορυφή του, καταλήγει στο ϕορέα της απέναντι πλευράς του και είναι κάθετο
στον ϕορέα αυτόν (Σχ. 10). Θα συµβολίζουµε µε δα, µα και υα τη διχοτόµο, τη διάµεσο
και το ύψος αντίστοιχα, που καταλήγουν στην πλευρά α.
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Οι πλευρές και οι γωνίες ενός τριγώνου ονοµάζονται κύρια στοιχεία του, ενώ οι διχοτό-
µοι, οι διάµεσοι και τα ύψη δευτερεύοντα στοιχεία του.

Ασκήσεις για λύση

1. Θεωρούµε µια ευθεία και δύο σηµεία της Α, Β. Στην προέκταση του τµήµατος ΑΒ
(προς το µέρος του Β) παίρνουµε σηµείο Γ.
α) Ποια ευθύγραµµα τµήµατα ορίζονται µε άκρα τα Α, Β, Γ ;
ϐ) Ποιες ηµιευθείες ορίζονται µε αρχή το Α ή το Β ή το Γ και ποιες από αυτές είναι
αντικείµενες ;

2. Αν τα σηµεία Α, Β, Γ είναι συνευθειακά και ΑΒ = 10, ΒΓ = 14 και ΓΑ = 4, ποιο από
τα σηµεία Α, Β, Γ ϐρίσκεται µεταξύ των άλλων δύο;

3. Θεωρούµε τρία σηµεία Α, Β, Γ µιας ευθείας ε. Αν ΑΒ = 8 και ΑΓ = 10, να ϐρείτε τις
πιθανές τιµές του µήκους του τµήµατος ΒΓ.

4. Θεωρούµε 4 σηµεία Α, Β, Γ, ∆. Να εξετάσετε αν υπάρχει περίπτωση τα σηµεία αυτά
να ορίζουν 5 ευθείες ακριβώς, µε δεδοµένο ότι κάθε ευθεία πρέπει να διέρχεται από 2
τουλάχιστον από τα σηµεία Α, Β, Γ, ∆.

5. Αν οι γωνίες ω̂, ϕ̂ είναι παραπληρωµατικές και οι γωνίες ϑ̂, ϕ̂ είναι συµπληρωµατικές
να υπολογίσετε τη διαφορά ω̂ − ϑ̂.

6. Η παραπληρωµατική µιας γωνίας ω̂ είναι πενταπλάσια της συµπληρωµατικής της ω̂.
Να υπολογίσετε την ω̂.

7. Θεωρούµε τρεις ευθείες που διέρχονται από το ίδιο σηµείο. Ονοµάζουµε ω̂, ϕ̂, ϑ̂ τρεις
από τις γωνίες που σχηµατίζονται, οι οποίες ανά δύο δεν είναι εφεξής. Να υπολογίσετε
το άθροισµα ω̂ + ϕ̂+ ϑ̂.

8. Θεωρούµε τις εφεξής γωνίες xÒΟy = 30◦ και yÒΟz = 70◦. Αν Οt είναι η διχοτόµος της
γωνίας xÒΟz, να υπολογίσετε τη γωνία yÒΟt.
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9. Θεωρούµε κύκλο και δύο διαµέτρους του ΑΒ, Γ∆ τέτοιες ώστε öΓΒ = 2öΑΓ. Να ϐρείτε
τα µέτρα των τόξων öΑΓ, öΓΒ,÷Β∆ και ö∆Α καθώς και των αντίστοιχων επικέντρων γωνιών.

10. Θεωρούµε δύο κύκλους (Ο,R) και (Ο,r) µε R > r και την επίκεντρη γωνία xÒΟy =
30◦, η οποία έχει αντίστοιχα τόξα στους δύο κύκλους τα ÷ΑΒ, öΓ∆. Να ϐρείτε τα µέτρα
αυτών των δύο τόξων και να εξετάσετε αν αυτά είναι ίσα.

11. Θεωρούµε δύο χορδές ΑΒ, Γ∆ ενός κύκλου µε κέντρο Ο, οι οποίες έχουν µοναδικό
κοινό σηµείο Κ, εσωτερικό του κύκλου, το οποίο δεν ταυτίζεται µε το Ο. Ονοµάζουµε cK1,cK2 ένα Ϲεύγος κατακορυφήν γωνιών µε κορυφή το Κ. Να εξετάσετε αν τα αντίστοιχα τόξα
τους είναι ίσα.

12. ΄Εστω κύκλος µε κέντρο Ο και διάµετρο ΑΒ. Θεωρούµε τυχαίο σηµείο Γ του κύκλου
διαφορετικό από τα Α, Β. Αν Ο∆, ΟΕ είναι οι διχοτόµοι των γωνιών B ÒOΓ και AÒOΓ
αντιστοίχως (∆, Ε σηµεία του κύκλου), αποδείξτε ότι το τόξο ö∆Ε είναι τεταρτοκύκλιο.

13. ΄Ενα τετράπλευρο έχει πλευρές x, x + 1, x + 2, x + 2 και περίµετρο 17. Να ϐρείτε
τα µήκη των πλευρών του.

14. Σχεδιάστε ένα κυρτό πεντάγωνο και ένα µη κυρτό πεντάγωνο.

15. Σε τρίγωνο ΑΒΓ η ÒBεξ είναι πενταπλάσια της ÒB. Να υπολογίσετε τη γωνία ÒB.

16. Να χαρακτηρίσετε καθεµία από τις προτάσεις που ακολουθούν ως σωστή ή λανθα-
σµένη.
α) Με δa συµβολίζουµε τη διάµεσο τριγώνου ΑΒΓ προς την πλευρά ΒΓ.
ϐ) Κάθε ισόπλευρο τρίγωνο είναι και ισοσκελές.
γ) Η περίµετρος ενός τριγώνου ΑΒΓ συµβολίζεται µε τ .
δ) Το ύψος υa ενός τριγώνου ΑΒΓ είναι κάθετο στην πλευρά ΑΒ.

17. F ∆ίνονται n ≥ 3 σηµεία τα οποία ανά τρία δεν είναι συνευθειακά . Αποδείξτε ότι
το πλήθος των ευθειών που ορίζουν τα σηµεία αυτά λαµβανόµενα ανά δύο είναι ίσο µε

n(n− 1)

2
.

18. F Σε ένα πολύγωνο µε n πλευρές να δείξετε ότι το πλήθος των διαγωνίων του είναι
ίσο µε

n(n− 3)

2
.



Κεφάλαιο 2

Παράλληλες ευθείες

2.1 Τέµνουσες παράλληλων ευθειών

∆ύο διαφορετικές ευθείες λέγονται τεµνόµενες αν έχουν ένα µόνο κοινό σηµείο και πα-
ϱάλληλες αν δεν έχουν κοινό σηµείο. Αν δύο ευθείες ε1, ε2 είναι παράλληλες γράφουµε
ε1 ‖ ε2.

Ας ϑεωρήσουµε δύο ευθείες ε1 και ε2 του επιπέδου, οι οποίες τέµνονται από µια
τρίτη ευθεία ε3. Παρατηρούµε ότι σχηµατίζονται οκτώ γωνίες. Οι γωνίες που ϐρίσκονται
µεταξύ των ε1 και ε2 λέγονται εντός, ενώ οι υπόλοιπες γωνίες λέγονται εκτός. ∆ύο
γωνίες που ϐρίσκονται προς το ίδιο µέρος της τέµνουσας ε3 λέγονται επί τα αυτά µέρη,
ενώ δύο γωνίες που ϐρίσκονται εκατέρωθεν της ε3 λέγονται εναλλάξ.

΄Ετσι, µε συνδυασµό και των δύο χαρακτηρισµών µπορούµε να ονοµάσουµε οποιαδή-
ποτε από τις οκτώ γωνίες που σχηµατίζονται. Για παράδειγµα οι γωνίες β̂, θ̂ ονοµάζονται
εντός εναλλάξ, οι β̂, ω̂ εντός και επί τα αυτά µέρη ενώ οι θ̂, α̂ εντός εκτός και επί τα αυτά
µέρη (Σχ. 11).

15
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∆εχόµαστε αξιωµατικά 1 ότι αν δύο παράλληλες ευθείες τέµνονται από τρίτη, σχηµα-
τίζουν τις εντός εκτός και επί τα αυτά γωνίες ίσες.

΄Αµεσα προκύπτει από το προηγούµενο αξίωµα ότι αν δοθούν δύο παράλληλες ευ-
ϑείες και µια τέµνουσα, που δεν είναι κάθετη προς αυτές, τότε από τις 8 γωνίες που
σχηµατίζονται οι 4 οξείες είναι ίσες και οι 4 αµβλείες επίσης ίσες. Μια οξεία και µια
αµβλεία όµως είναι παραπληρωµατικές. Για παράδειγµα:

• Οι εντός εκτός και επί τα αυτά µέρη γωνίες είναι ίσες.

• Οι εντός εναλλάξ γωνίες είναι ίσες.

• Οι εντός και επί τα αυτά µέρη γωνίες είναι παραπληρωµατικές.

Παράδειγµα 1. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και διχοτόµος του Α∆. Από την κορυφή Β ϕέρνουµε
ευθεία παράλληλη στην Α∆ που τέµνει την προέκταση της ΓΑ στο Ε. Αποδείξτε ότι

ÒE = E ÒBA .

Λύση. Επειδή A∆ ‖ BE έχουµε (Σχ. 12) :

• ÒB1 = ÒA1, ως εντός εναλλάξ.

• ÒE = ÒA2, ως εντός εκτός και επί τα
αυτά.

Επειδή ÒA1 = ÒA2 έπεται ότι ÒB1 = ÒE, δηλα-
δή ÒE = E ÒBA .

2.2 ΄Αθροισµα γωνιών τριγώνου

Θεώρηµα 3. Το άθροισµα των γωνιών κάθε τριγώνου είναι ίσο µε 180◦.
Απόδειξη. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ και ϕέρνουµε από την κορυφή Α ευθεία ε παράλληλη
στην ΒΓ (Σχ. 13).

1Το αξίωµα αυτό είναι ισοδύναµο µε το Ευκλείδειο Αίτηµα (Βλέπε ιστορικό σηµείωµα στο κεφάλαιο 4
του [3]). Στο [3] επιλέγεται άλλο αξίωµα ως ισοδύναµο του Ευκλείδειου Αιτήµατος.
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Τότε ω̂ = ÒB και ϕ̂ = bΓ, ως εντός εναλλάξ των παραλλήλων ε και ΒΓ µε τέµνουσες ΑΒ, ΑΓ
αντίστοιχα. Εποµένως ÒA+ ÒB + bΓ = ÒA+ ω̂ + ϕ̂ = 180◦.

΄Αµεσα προκύπτει από το προηγούµενο ϑεώρηµα ότι :

• Κάθε εξωτερική γωνία ενός τριγώνου είναι ίση µε το άθροισµα των δύο απέναντι
εσωτερικών γωνιών του τριγώνου. (Αποδείξτε το.)

• Το άθροισµα των γωνιών ενός τετραπλεύρου είναι ίσο µε 360◦. (Αποδείξτε το.)

Θεώρηµα 4. Θεωρούµε δύο γωνίες µε πλευρές µία προς µία παράλληλες ή µία προς
µία κάθετες.
α) Αν και οι δύο γωνίες είναι οξείες ή αµβλείες τότε είναι ίσες.
ϐ) Αν η µία γωνία είναι οξεία και η άλλη αµβλεία τότε είναι παραπληρωµατικές.
Απόδειξη. Βλέπε [3].

Για παράδειγµα στα σχήµατα 14α, 14β έχουµε γωνίες µε πλευρές παράλληλες ή
κάθετες αντίστοιχα και ισχύουν οι σχέσεις

ϕ̂ = ω̂ και ϕ̂+ θ̂ = 180◦.

Παράδειγµα 2. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε ÒB− ÒΓ = 20◦ και σηµείο ∆ της πλευράς ΑΓ τέτοιο
ώστε AÒB∆ = A Ò∆B.
α) Υπολογίστε τη γωνία ∆ÒBΓ .
ϐ) Αποδείξτε ότι

ÒΓ = 80◦ −
ÒA
2
.

Λύση. α) Επειδή ÒB1 = Ò∆1 (Σχ. 15) έχουµε

∆ÒBΓ = ÒB2 = ÒB − ÒB1 = ÒB − Ò∆1 = ÒB − (ÒB2 + ÒΓ ).
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΄Αρα έχουµε ÒB2 = ÒB − ÒΓ − ÒB2 και επειδή ÒB − ÒΓ = 20◦ προκύπτει ότι 2ÒB2 = 20◦ οπότε

ÒB2 = 10◦.

ϐ) ΄Εχουµε διαδοχικά

ÒA+ ÒB + ÒΓ = 180◦ ⇔ ÒA+ 20◦ + ÒΓ + ÒΓ = 180◦ ⇔ ÒΓ = 80◦ −
ÒA
2
.

2.3 Κριτήρια παραλληλίας

Θεώρηµα 5. Αν δύο ευθείες τεµνόµενες από τρίτη σχηµατίζουν δύο εντός εναλλάξ γωνίες
ίσες, τότε είναι παράλληλες.
Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι ϕ̂ = ω̂ και ότι οι ευθείες ε1 και ε2 δεν είναι παράλληλες (Σχ.
16).

Τότε ϑα τέµνονται σε σηµείο Γ και η ϕ̂ είναι εξωτερική γωνία του τριγώνου ΑΒΓ, οπότε
ϑα έχουµε

ϕ̂ = ÒΓ + ω̂ ⇒ ϕ̂ > ω̂

που είναι άτοπο. ΄Αρα ε1 ‖ ε2.
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΄Αµεσα προκύπτει από το προηγούµενο ϑεώρηµα ότι για να δείξουµε ότι δύο ευθείες
είναι παράλληλες αρκεί να δείξουµε ένα από τα παρακάτω2:

• Οι εντός εναλλάξ γωνίες είναι ίσες.

• Οι εντός εκτός και επί τα αυτά µέρη γωνίες είναι ίσες.

• Οι εντός και επί τα αυτά µέρη γωνίες είναι παραπληρωµατικές.

• Είναι παράλληλες προς τρίτη ευθεία.

• Είναι κάθετες προς τρίτη ευθεία.

Ασκήσεις για λύση

19. ∆ίνεται γωνία xÒOy = 50◦ και σηµείο ∆ της διχοτόµου της. Αν η παράλληλη από το
∆ προς την Ox τέµνει την Oy στο Ε, να υπολογίσετε τις γωνίες του τριγώνου Ο∆Ε.

20. Θεωρούµε δύο σηµεία Α, Β µιας ευθεία ε και ϕέρνουµε τις ηµιευθείες Ax, By µε
Ax ‖ By, προς το ίδιο µέρος της ε. Η διχοτόµος της γωνίας B ÒAx τέµνει την By στο Γ
και η γωνία AÒBΓ είναι ίση µε 70◦. Να ϐρείτε το µέτρο της γωνίας AÒΓB.

21. Θεωρούµε δύο παράλληλες ευθείες x′x, y′y και παίρνουµε πάνω σ’ αυτές σηµεία Α,
Β αντίστοιχα και σηµείο Η µεταξύ των παραλλήλων έτσι ώστε να είναι H ÒAx = 40◦ και
H ÒBy = 30◦. Να υπολογίσετε τη γωνία AcHB.

22. ΄Εστω τρίγωνο ΑΒΓ µε ÒA = 2ÒB και ÒΓεξ = 100◦ + ÒB. Να υπολογίσετε τις γωνίες του
τριγώνου.

23. Σε τρίγωνο ΑΒΓ έχουµε ÒA = 3ÒΓ και ÒB = 2ÒΓ . Να ϐρείτε το είδος του τριγώνου ΑΒΓ
ως προς τις γωνίες του.

24. Εξετάστε αν είναι δυνατόν οι διχοτόµοι δύο γωνιών ενός τριγώνου να τέµνονται κά-
ϑετα.

25. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ µε ÒB = ÒΓ και ÒB = 4ÒA. Αν Ι είναι το σηµείο τοµής των
διχοτόµων των γωνιών ÒB και ÒΓ , να υπολογίσετε τη γωνία B bIΓ .

26. Από σηµείο ∆ της πλευράς ΒΓ τριγώνου ΑΒΓ µε ÒB = ÒΓ , ϕέρνουµε την ∆Ε κάθετη
στην ΑΓ. Αποδείξτε ότι ÒA = 2EÒ∆Γ .

27. Σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι ÒAεξ = 90◦ +
1

2
ÒB. Να αποδείξετε ότι ÒA = ÒΓ .

2για τα τρία πρώτα δεδοµένου ότι τέµνονται από τρίτη ευθεία
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28. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ µε ÒB > ÒΓ . Αποδείξτε ότι η γωνία που σχηµατίζει το ύψος

µε τη διχοτόµο που αντιστοιχούν στην πλευρά ΒΓ, είναι ίση µε
1

2

�ÒB − ÒΓ �.
29. Αν Α∆, ΒΕ, ΓΖ είναι οι διχοτόµοι των γωνιών του τριγώνου ΑΒΓ, να δείξετε ότι
A Ò∆B +B ÒEΓ + Γ ÒZA = 270◦.

30. Οι διχοτόµοι των γωνιών ÒA, ÒB τετραπλεύρου ΑΒΓ∆, τέµνονται στο σηµείο Ε. Να
αποδείξετε ότι ÒΓ + Ò∆ = 2AÒEB.

31. Θεωρούµε κυρτό πολύγωνο µε ν κορυφές. Αποδείξτε ότι :
α) Το άθροισµα των εσωτερικών γωνιών του είναι (ν − 2)180◦.
ϐ) Το άθροισµα των εξωτερικών γωνιών του είναι 360◦.

32. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ µε ÒA = 90◦. Φέρνουµε το ύψος Α∆ και παίρνουµε στο
εσωτερικό του τριγώνου Α∆Γ σηµείο Ε. Από το Ε ϕέρνουµε τα τµήµατα EZ ⊥ A∆ και
EH ⊥ AΓ . Αποδείξτε ότι οι γωνίες ÒB και Z ÒEH είναι παραπληρωµατικές.

33. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ και τα ύψη του Α∆, ΒΕ. Από την κορυφή Α ϕέρνουµε
ευθύγραµµο τµήµα ΑΖ παράλληλο στην ΒΓ και από το Ζ ηµιευθεία Zx ‖ AΓ . Αποδείξτε
ότι B ÒA∆ = AÒZx ή B ÒA∆+ AÒZx = 180◦.

34. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ µε ÒB = ÒΓ . Αποδείξτε ότι η διχοτόµος δ της εξωτερικής
γωνίας ÒA είναι παράλληλη προς την ΒΓ.

35. Θεωρούµε ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ και τις ηµιευθείες Ax, By τέτοιες ώστε να ϐρί-
σκονται και οι δύο στο ίδιο ηµιεπίπεδο της ευθείας ΑΒ. Αν οι µη κυρτές γωνίες ÒA και ÒB
είναι 290◦ και 250◦ αντίστοιχα, να δείξετε ότι Ax ‖ By.

36. Για τα δεδοµένα του σχήµατος 17 να δείξετε ότι οι ευθείες ε1 και ε2 είναι παράλληλες.

37. Στο σχήµα 18 δίνονται οι σχέσεις ÒA1 = ÒA2, ÒB1 = ÒB2 και AH ⊥ BH. Να δείξετε ότι
οι ευθείες ε1 και ε2 είναι παράλληλες.



Κεφάλαιο 3

Τρίγωνα

3.1 Ισότητα τριγώνων

∆ύο τρίγωνα λέµε ότι είναι ίσα αν έχουν τις πλευρές τους ίσες µία προς µία και τις απέ-
ναντι των ίσων πλευρών γωνίες ίσες. ∆ύο ίσα τρίγωνα ΑΒΓ, ∆ΕΖ µπορούν να συµπέσουν
µε κατάλληλη τοποθέτηση του ενός επί του άλλου και γράφουµε

4
ΑΒΓ=

4
∆ΕΖ ή απλά ΑΒΓ = ∆ΕΖ.

Ακολουθούν τα κριτήρια ισότητας τριγώνων τα οποία µας ϐοηθούν να αποδείξουµε την
ισότητα δύο τριγώνων χωρίς να είµαστε αναγκασµένοι να εξετάσουµε προηγουµένως,
σύµφωνα µε τον ορισµό, την ισότητα όλων των αντίστοιχων Ϲευγών πλευρών και γωνιών
των δύο τριγώνων. Μας αρκούν, όπως ϕαίνεται στο ϑεώρηµα που ακολουθεί, τρία κα-
τάλληλα Ϲεύγη ίσων κύριων στοιχείων των δύο τριγώνων.

Θεώρηµα 6. ∆ύο τρίγωνα είναι ίσα αν ισχύει µία από τις παρακάτω προτάσεις:
α) ΄Εχουν τις πλευρές τους ίσες µία προς µία.
ϐ) ΄Εχουν δύο πλευρές ίσες µία προς µία και τις περιεχόµενες σε αυτές γωνίες ίσες.1

γ) ΄Εχουν µία πλευρά και τις προσκείµενες σε αυτή γωνίες ίσες µία προς µία.2

Απόδειξη. Βλέπε [3].

Ακολουθεί µια σχηµατική παράσταση των κριτηρίων ισότητας τριγώνων.

1Για ορθογώνια τρίγωνα οι ίσες γωνίες (ορθές) δεν είναι απαραίτητο να είναι περιεχόµενες των πλευρών
που είναι µία προς µία ίσες. Ακριβέστερα, δύο ορθογώνια τρίγωνα είναι ίσα αν έχουν την υποτείνουσα και
µια κάθετη πλευρά ίσες µία προς µία.

2Επειδή το άθροισµα των γωνιών ενός τριγώνου είναι 180◦, δεν είναι τελικά απαραίτητο να έχουµε τις
προσκείµενες γωνίες ίσες µία προς µία. Ακριβέστερα, αν σε δύο τρίγωνα η µία πλευρά, η απέναντί της
γωνία και µία προσκείµενη σε αυτήν γωνία του ενός είναι αντίστοιχα ίσες µε µία πλευρά, την απέναντί της
γωνία και µία προσκείµενη σε αυτήν γωνία του άλλου, τότε τα τρίγωνα είναι ίσα.

21
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Παρατηρούµε ότι δεν υπάρχει κριτήριο ισότητας που να µην περιλαµβάνει την ισότητα
µιας τουλάχιστον πλευράς των τριγώνων.

Παράδειγµα 3. Θεωρούµε οξυγώνιο σκαληνό τρίγωνο ΑΒΓ. Εκτός αυτού σχεδιάζουµε
τα ορθογώνια και ισοσκελή τρίγωνα Α∆Γ και ΑΒΕ µε υποτείνουσες τις Γ∆, ΒΕ αντίστοιχα.
Αποδείξτε ότι τα τρίγωνα ΑΒ∆ και ΑΓΕ είναι ίσα.
Λύση. Τα τρίγωνα ΑΒ∆ και ΑΓΕ έχουν (Σχ. 20)

ΑΒ = ΑΕ από την υπόθεση,
Α∆ = ΑΓ από την υπόθεση,

B ÒA∆ = E ÒAΓ αφού είναι ίσες µε 90◦ +B ÒAΓ.

Εποµένως είναι ίσα (ΠΓΠ).
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Παράδειγµα 4. Θεωρούµε τετράπλευρο ΟΑΜΒ τέτοιο ώστε η διαγώνιός του ΟΜ να δι-
χοτοµεί τις γωνίες του ÒΟ και ÒΜ. Αποδείξτε ότι τα τρίγωνα ΟΑΒ και ΜΑΒ είναι ισοσκελή.
Λύση. Θα δείξουµε ότι ΟΑ = ΟΒ, ΜΑ = ΜΒ. Αν δείξουµε ότι τα τρίγωνα ΟΑΜ, ΟΒΜ
είναι ίσα τότε το Ϲητούµενο προκύπτει άµεσα. Τα τρίγωνα ΟΑΜ, ΟΒΜ έχουν (Σχ. 21)

ΟΜ = ΟΜ ως κοινή πλευρά,
ÒΟ1 = ÒΟ2 αφού ΟΜ διχοτόµος της ÒΟ,
ÒΜ1 = ÒΜ2 αφού ΟΜ διχοτόµος της ÒΜ.

Εποµένως είναι ίσα (ΓΠΓ).

Παράδειγµα 5. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε ÒA = 90◦ και η διχοτόµος του Β∆. Από το ∆
ϕέρουµε ∆E ⊥ BΓ , που τέµνει την ΑΒ στο Ζ. Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΒΓΖ είναι
ισοσκελές.
Λύση. Από τα δεδοµένα προκύπτει το παρακάτω σχήµα.

Θα δείξουµε ότι BΓ = BZ. Παρατηρούµε ότι τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΒΖΕ έχουν κοινή
τη γωνία ÒB και είναι ορθογώνια. Αναζητούµε λοιπόν και την ισότητα δύο οµώνυµων
πλευρών, οπότε ϑα προκύψει η ισότητα των τριγώνων.
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Τα τρίγωνα ΑΒ∆ και ΕΒ∆ έχουν

ÒA = ÒE ως ορθές,
ÒB1 = ÒB2 αφού η Β∆ είναι διχοτόµος,
Β∆ = Β∆ ως κοινή πλευρά.

΄Αρα τα τρίγωνα ΑΒ∆ και ΕΒ∆ είναι ίσα και συνεπώς ϑα είναι AB = BE.
Για τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΒΖΕ έχουµε

ÒA = ÒE ως ορθές,
ÒB = ÒB ως κοινή γωνία,

ΑΒ = ΒΕ (προηγούµενο συµπέρασµα).

΄Αρα τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΒΖΕ είναι ίσα και συνεπώς ϑα είναι BΓ = BZ.

Παράδειγµα 6. ΄Ενα σηµείο Α που ϐρίσκεται εκτός κύκλου κέντρου Ο, απέχει εξίσου
από δύο σηµεία Β, Γ του κύκλου. Να δείξετε ότι η διχοτόµος της γωνίας B ÒAΓ διέρχεται
από το Ο.
Λύση. Φέρνουµε την ΑΟ και ϑα δείξουµε ότι αυτή είναι η διχοτόµος της γωνίας B ÒAΓ ,
δηλαδή ϑα δείξουµε ότι ÒA1 = ÒA2 (Σχ. 23).

Τα τρίγωνα ΑΟΒ και ΑΟΓ έχουν

ΑΒ = ΑΓ από την υπόθεση,
ΟΒ = ΟΓ ως ακτίνες του ίδιου κύκλου,
ΟΑ = ΟΑ ως κοινή πλευρά.

Εποµένως είναι ίσα (ΠΠΠ) οπότε προκύπτει ÒA1 = ÒA2.
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3.2 Εφαρµογές της ισότητας τριγώνων

Θεώρηµα 7. α) Αν ένα τρίγωνο είναι ισοσκελές τότε οι προσκείµενες στη ϐάση γωνίες
του είναι ίσες.
ϐ) Αν ένα τρίγωνο έχει δύο γωνίες του ίσες τότε είναι ισοσκελές.
Απόδειξη. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ και ϕέρνουµε τη διχοτόµο Α∆ (Σχ. 24).

α) Υποθέτουµε ότι AB = AΓ . Τα τρίγωνα ΑΒ∆ και Α∆Γ
είναι ίσα διότι έχουν AB = AΓ (από την υπόθεση),ÒA1 = ÒA2 (αφού Α∆ διχοτόµος) και Α∆ κοινή πλευρά.
Εποµένως ÒB = ÒΓ .
ϐ) Υποθέτουµε ότι ÒB = ÒΓ . Τα τρίγωνα ΑΒ∆ και Α∆Γ είναι
ίσα διότι έχουν ÒA1 = ÒA2 (αφού Α∆ διχοτόµος), Α∆ κοινή
πλευρά και A Ò∆B = A Ò∆Γ αφού

A Ò∆B = 180◦ − ÒA1 − ÒB = 180◦ − ÒA2 − ÒΓ = A Ò∆Γ.
Εποµένως AB = AΓ .

Θεώρηµα 8. ΄Εστω τρίγωνο ΑΒΓ και ∆ σηµείο της πλευράς ΒΓ. Θεωρούµε τις παρακάτω
προτάσεις:
α) Το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές µε ϐάση ΒΓ (δηλ. ΑΒ = ΑΓ).
ϐ) Το Α∆ είναι διχοτόµος.
γ) Το Α∆ είναι διάµεσος.
δ) Το Α∆ είναι ύψος.
Αν αληθεύουν δύο από τις παραπάνω προτάσεις τότε αληθεύουν και οι άλλες δύο.
Απόδειξη. Βλέπε [5].

Θεώρηµα 9. ΄Ενα σηµείο ισαπέχει από τα άκρα ενός ευθυγράµµου τµήµατος αν και
µόνο αν ϐρίσκεται στην µεσοκάθετο του τµήµατος.
Απόδειξη. ΄Εστω ΑΒ ένα ευθύγραµµο τµήµα και Η το µέσο του (Σχ. 25).

΄Εστω σηµείο Μ µε την ιδιότητα MA = MB. Θα
δείξουµε ότι η ευθεία ΜΗ είναι η µεσοκάθετος του ΑΒ.
Πράγµατι, το τρίγωνο ΜΑΒ είναι ισοσκελές και το ΜΗ
διάµεσος άρα ϑα είναι και ύψος. Συνεπώς η ευθεία ΜΗ
είναι η µεσοκάθετος του ΑΒ.
΄Εστω ε η µεσοκάθετη του ΑΒ και Μ σηµείο αυτής. Θα
δείξουµε ότι MA = MB. Πράγµατι, στο τρίγωνο ΜΑΒ το
ΜΗ είναι διάµεσος και ύψος, οπότε το ΜΑΒ ϑα είναι
ισοσκελές µε κορυφή το Μ, δηλαδή MA = MB.
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Θεώρηµα 10. ΄Ενα σηµείο µιας γωνίας ισαπέχει από τις πλευρές της αν και µόνο αν
ϐρίσκεται στην διχοτόµο της.
Απόδειξη. Θεωρούµε γωνία xÒOy, ένα σηµείο της Μ και συµβολίζουµε µε ΜΑ, ΜΒ τις
αποστάσεις του Μ από τις πλευρές της γωνίας (Σχ. 26).

Υποθέτουµε ότιMA = MB και ϑα δείξουµε ότι η ΟΜ είναι η διχοτόµος της xÒOy, δηλαδή
ϑα δείξουµε ότι ÒO1 = ÒO2. Τα τρίγωνα ΜΟΑ, ΜΟΒ έχουν την ΟΜ κοινή, ÒA = ÒB = 90◦

και MA = MB. ΄Αρα είναι ίσα, οπότε ÒO1 = ÒO2.
Υποθέτουµε τώρα ότι το Μ ανήκει στη διχοτόµο Οδ της xÒOy και ϑα δείξουµε ότι MA =
MB. Τα τρίγωνα ΜΟΑ, ΜΟΒ έχουν την ΟΜ κοινή, ÒA = ÒB = 90◦ και ÒO1 = ÒO2. ΄Αρα
είναι ίσα, οπότε MA = MB.

Θεώρηµα 11. ∆ύο χορδές ενός κύκλου είναι ίσες αν και µόνο αν τα αποστήµατά τους
είναι ίσα.
Απόδειξη. Θεωρούµε κύκλο (O, ρ) και τις χορδές του ΑΒ, Γ∆ µε αντίστοιχα αποστήµατα
ΟΚ, ΟΛ (Σχ. 27).
Υποθέτουµε πρώτα ότι ΑΒ = Γ∆ και ϑα δείξουµε ότι ΟΚ
= ΟΛ. Τα τρίγωνα ΑΟΚ και ΓΟΛ έχουν cK = ÒΛ = 90◦ και
OA = OΓ = ρ. Στα ισοσκελή τρίγωνα ΑΟΒ, ΓΟ∆ τα ΟΚ,
ΟΛ είναι ύψη οπότε ϑα είναι και διάµεσοι, συνεπώς
AK = ΓΛ ως µισά ίσων τµηµάτων. Συµπεραίνουµε
λοιπόν ότι τα τρίγωνα ΑΟΚ και ΓΟΛ είναι ίσα, οπότε ΟΚ
= ΟΛ.
Υποθέτουµε τώρα ότι ΟΚ = ΟΛ και ϑα δείξουµε ότι ΑΒ =
Γ∆. Τα τρίγωνα ΑΟΚ και ΓΟΛ είναι ίσα αφούcK = ÒΛ = 90◦, OA = OΓ = ρ και ΟΚ = ΟΛ. Συνεπώς
AK = ΓΛ, οπότε ΑΒ = Γ∆.
Θεώρηµα 12. α) Αν δύο τόξα ενός κύκλου (ή ίσων κύκλων) είναι ίσα, τότε οι αντίστοιχες
χορδές τους είναι ίσες.
ϐ) Αν δύο χορδές ενός κύκλου (ή ίσων κύκλων) είναι ίσες, τότε τα αντίστοιχα τόξα τους
είναι ίσα, µε την προϋπόθεση ότι αυτά είναι και τα δύο κυρτογώνια ή και τα δύο µη
κυρτογώνια.
Απόδειξη. Βλέπε [3].
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Παράδειγµα 7. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ µε AB = AΓ και ονοµάζουµε ∆ το σηµείο το-
µής των διχοτόµων των γωνιών ÒB και ÒΓ του τριγώνου. Αποδείξτε ότι :
α) Το τρίγωνο Β∆Γ είναι ισοσκελές.
ϐ) Η ευθεία Α∆ είναι µεσοκάθετος του τµήµατος ΒΓ.

Λύση. (Σχ. 28)
α) Επειδή AB = AΓ ϑα είναι ÒB = ÒΓ . Οι
Β∆, Γ∆ είναι διχοτόµοι των γωνιών ÒB και ÒΓ
οπότε ÒB1 = ÒΓ1 ως µισά ίσων γωνιών.
΄Επεται ότι το τρίγωνο Β∆Γ είναι ισοσκελές
µε ∆B = ∆Γ .
ϐ) Τα τρίγωνα ΑΒ∆ και Α∆Γ είναι ίσα αφού
AB = AΓ , ∆B = ∆Γ και η Α∆ είναι κοινή
πλευρά. ΄Αρα B ÒA∆ = ∆ÒAΓ , δηλαδή η Α∆
είναι διχοτόµος της γωνίας ÒA. Επειδή
AB = AΓ η διχοτόµος Α∆ ϑα είναι κάθετη
στη ΒΓ και ϑα διέρχεται από το µέσο της,
δηλαδή ϑα είναι µεσοκάθετος του ΒΓ.

Παράδειγµα 8. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ µε AB = AΓ και Κ, Λ τα µέσα των ΑΒ, ΑΓ
αντίστοιχα. Οι εξωτερικές διχοτόµοι 3 των γωνιών του ÒB, bΓ τέµνονται στο ∆. Αποδείξτε ότι
το τρίγωνο ∆ΚΛ είναι ισοσκελές.

Λύση. (Σχ. 29)
Οι γωνίες ÒB3, bΓ3 είναι ίσες ως
προσκείµενες στη ϐάση του ισοσκελούς
τριγώνου ΑΒΓ. Οι αντίστοιχες
εξωτερικές ϑα είναι επίσης ίσες ως
παραπληρωµατικές ίσων γωνιών και
συνεπώς ÒB2 = bΓ2 ως µισά ίσων γωνιών.
Τα τρίγωνα ΚΒ∆, ΛΓ∆ έχουν KB = ΛΓ
(ως µισά ίσων τµηµάτων),
K ÒB∆ = ΛÒΓ∆ (ως αθροίσµατα ίσων
γωνιών) και B∆ = Γ∆ (αφού ÒB2 = ÒΓ2).
Εποµένως τα τρίγωνα ΚΒ∆, ΛΓ∆ είναι
ίσα, οπότε K∆ = Λ∆, δηλαδή το
τρίγωνο ∆ΚΛ είναι ισοσκελές.

3Ονοµάζουµε εξωτερική διχοτόµο µιας γωνίας ενός τριγώνου την διχοτόµο της αντίστοιχης εξωτερικής
γωνίας του.



28 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. ΤΡΙΓΩΝΑ

Παράδειγµα 9. Θεωρούµε ευθύγραµµο τµήµα ΚΛ και το µέσο του Μ. Γράφουµε µε
κέντρα τα Κ, Λ δύο ίσους κύκλους ακτίνας ρ < KΛ/2. Από το Μ ϕέρνουµε ευθεία ε που
τέµνει τους κύκλους στα σηµεία Α, Β και Γ, ∆ αντίστοιχα. Να δείξετε ότι AB = Γ∆.
Λύση. Επειδή τα τµήµατα ΑΒ και Γ∆ είναι χορδές ίσων κύκλων, για να είναι ΑΒ = Γ∆
αρκεί τα αποστήµατά τους ΚΕ και ΛΖ, αντίστοιχα, να είναι ίσα (Σχ. 30).

Τα τρίγωνα ΚΕΜ και ΛΖΜ έχουν

ΚΜ = ΜΛ αφού το Μ είναι µέσο του ΚΛ,
ÓM1 = ÓM2 ως κατακορυφήν,
ÒE = ÒZ ως ορθές.

΄Αρα τα τρίγωνα ΚΕΜ και ΛΖΜ είναι ίσα, οπότε KE = ΛZ.

3.3 Ανισοτικές σχέσεις στο τρίγωνο

Θεώρηµα 13. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ.
α) Κάθε εξωτερική γωνία του τριγώνου ΑΒΓ είναι µεγαλύτερη από καθεµία από τις απέ-
ναντι γωνίες του τριγώνου.
ϐ) Απέναντι από άνισες πλευρές ϐρίσκονται όµοια άνισες γωνίες και αντίστροφα.
γ) Κάθε πλευρά τριγώνου είναι µικρότερη από το άθροισµα των δύο άλλων και µεγαλύ-
τερη από την απόλυτη τιµή της διαφοράς τους (τριγωνική ανισότητα). 4

Απόδειξη. Το (α) είναι προφανές αφού κάθε εξωτερική γωνία ενός τριγώνου είναι ίση µε
το άθροισµα των απέναντι εσωτερικών γωνιών. Για τα (ϐ) και (γ) ϐλέπε [3].

4 ΄Αµεσα συµπεραίνουµε ότι κάθε ευθύγραµµο τµήµα είναι µικρότερο από το άθροισµα των πλευρών
οποιασδήποτε τεθλασµένης γραµµής που έχει τα ίδια άκρα. Επιβεβαιώνεται η κοινή αλήθεια ότι η συντο-
µότερη οδός ανάµεσα σε δύο σηµεία είναι η ευθεία.
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Θεώρηµα 14. Θεωρούµε τρεις ϑετικούς αριθµούς α, ϐ, γ. Αν ο µεγαλύτερος από τους
α, ϐ, γ είναι µικρότερος από το άθροισµα των άλλων δύο τότε υπάρχει τρίγωνο µε µήκη
πλευρών α, ϐ, γ.
Απόδειξη. Βλέπε [1].

Παράδειγµα 10. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ µε ÒA > 90◦ και σηµεία ∆, Ε στις πλευρές ΑΒ,
ΑΓ αντίστοιχα. Αποδείξτε ότι

B∆+∆E + EΓ < BE + Γ∆.

Λύση. Από την τριγωνική ανισότητα στο τρίγωνο Α∆Ε (Σχ. 32) προκύπτει

∆E < A∆+ AE.

Εποµένως
B∆+∆E + EΓ < B∆+ A∆+ AE + EΓ = AB + AΓ.

Αρκεί λοιπόν να δείξουµε ότι

AB + AΓ < BE + Γ∆.

Η γωνία ÒA ως αµβλεία είναι η µεγαλύτερη στα τρίγωνα ΑΒΕ και Α∆Γ οπότε

AÒEB < ÒA⇒ AB < BE (1)

και
A Ò∆Γ < ÒA⇒ AΓ < Γ∆. (2)

Με πρόσθεση κατά µέλη των (1) και (2) προκύπτει το Ϲητούµενο.
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3.4 Σχετικές ϑέσεις ευθείας - κύκλου και δύο κύκλων

Θεωρούµε έναν κύκλο (O,R) µια ευθεία ε και την απόσταση d του κέντρου Ο από την ε.
Οι σχετικές ϑέσεις του κύκλου (O,R) και της ευθείας ε είναι οι εξής: (να κάνετε σχήµα
για κάθε περίπτωση)
α) Αν d > R τότε η ε και ο (O,R) δεν έχουν κοινά σηµεία και η ε λέγεται εξωτερική του
(O,R).
ϐ) Αν d = R τότε η ε και ο (O,R) έχουν ένα κοινό σηµείο και η ε λέγεται εφαπτόµενη του
(O,R). Το κοινό σηµείο λέγεται σηµείο επαφής και µάλιστα η ακτίνα που καταλήγει
στο σηµείο επαφής είναι κάθετη στην εφαπτοµένη.
γ) Αν d < R τότε η ε και ο (O,R) έχουν δύο κοινά σηµεία και η ε λέγεται τέµνουσα του
(O,R).

΄Εστω κύκλος (O,R) και Ρ ένα εξωτερικό σηµείο του. Η ευθεία ΟΡ ονοµάζεται δια-
κεντρική ευθεία του Ρ.

Θεώρηµα 15. Θεωρούµε κύκλο (O,R) και ένα εξωτερικό σηµείο του Ρ. Τότε:
α) Τα εφαπτόµενα τµήµατα του κύκλου που άγονται από το Ρ είναι ίσα µεταξύ τους.
ϐ) Η διακεντρική ευθεία διχοτοµεί τη γωνία των εφαπτοµένων τµηµάτων και τη γωνία των
ακτίνων που καταλήγουν στα σηµεία επαφής.

Απόδειξη. Αν Α, Β είναι τα
σηµεία επαφής τότε (Σχ.
33) τα τρίγωνα ΑΟΡ και
ΒΟΡ είναι ίσα αφού έχουνÒA = ÒB = 90◦, ΟΡ κοινή
και OA = OB = R. ΄Αρα
PA = PB, ÒP1 = ÒP2 καιÒO1 = ÒO2.

Θεωρούµε τώρα δύο διαφορετικούς κύκλους (K,R) και (Λ, ρ) µε R ≥ ρ. Το ευ-
ϑύγραµµο τµήµα ΚΛ ονοµάζεται διάκεντρος. ΄Εστω KΛ = d. Οι σχετικές ϑέσεις των
κύκλων (K,R) και (Λ, ρ) είναι οι εξής: (να κάνετε σχήµα για κάθε περίπτωση)
α) Αν d > R+ ρ τότε οι κύκλοι δεν έχουν κοινά σηµεία και καθένας είναι εξωτερικός

του άλλου.
ϐ) Αν d = R+ρ τότε οι κύκλοι έχουν ένα κοινό σηµείο (σηµείο επαφής) και εφάπτονται

εξωτερικά. Το σηµείο επαφής είναι σηµείο της διακέντρου.
γ) Αν R − ρ < d < R + ρ τότε οι κύκλοι έχουν δύο κοινά σηµεία και τέµνονται. Το
ευθύγραµµο τµήµα που ενώνει τα κοινά σηµεία λέγεται κοινή χορδή των δύο κύκλων.
δ) Αν d = R−ρ τότε οι κύκλοι έχουν ένα κοινό σηµείο (σηµείο επαφής) και εφάπτονται

εσωτερικά. Το σηµείο επαφής είναι σηµείο της διακέντρου.
ε) Αν d < R − ρ τότε οι κύκλοι δεν έχουν κοινά σηµεία και ο ένας είναι εσωτερικός

του άλλου.
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Θεώρηµα 16. Η διάκεντρος δύο τεµνόµενων κύκλων είναι µεσοκάθετος της κοινής χορ-
δής τους.

Απόδειξη. ΄Εστω οι κύκλοι (K,R)
και (Λ, ρ) και Α, Β τα σηµεία
τοµής τους (Σχ. 34). Επειδή
KA = KB = R, το σηµείο Κ είναι
σηµείο της µεσοκαθέτου του ΑΒ.
΄Οµοια επειδή ΛA = ΛB = ρ
προκύπτει ότι και το Λ είναι
σηµείο της µεσοκαθέτου του ΑΒ.
΄Αρα η ΚΛ είναι µεσοκάθετος της
κοινής χορδής ΑΒ των κύκλων.

Μία ευθεία µπορεί να εφάπτεται συγχρόνως σε δύο κύκλους. Αν τους αφήνει προς το
ίδιο µέρος της λέγεται κοινή εξωτερική εφαπτοµένη ενώ αν έχει τους κύκλους στους
οποίους εφάπτεται εκατέρωθεν αυτής λέγεται κοινή εσωτερική εφαπτοµένη.

Παράδειγµα 11. ΄Ενας κύκλος κέντρου Κ είναι εξωτερικός ενός άλλου κύκλου κέντρου
Λ. Μια κοινή εξωτερική εφαπτοµένη και µια κοινή εσωτερική εφαπτοµένη των δύο κύ-
κλων τέµνονται στο Ρ. Να αποδείξετε ότι K ÒPΛ = 90◦.
Λύση. Από τα δεδοµένα προκύπτει το σχήµα που ακολουθεί.

Τα ΡΑ, ΡΓ είναι εφαπτόµενα τµήµατα στον κύκλο κέντρου Κ οπότε AÒPK = K ÒPΓ .
Επίσης τα ΡΒ, Ρ∆ είναι εφαπτόµενα τµήµατα στον κύκλο κέντρου Λ οπότε∆ÒPΛ = ΛÒPB.
Συνεπώς οι ΡΚ, ΡΛ είναι κάθετες ως διχοτόµοι εφεξής και παραπληρωµατικών γωνιών.
Επιπλέον ερώτηµα: Βρείτε τη σχέση µεταξύ των τµηµάτων ΡΑ, ΡΒ, Γ∆.
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Ασκήσεις για λύση

38. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και Μ το µέσο της ΑΓ. Στην προέκταση της ΒΜ παίρνουµε
τµήµα ΜΚ = ΒΜ. Αποδείξτε ότι
α) ΑΚ = ΒΓ ϐ) τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΚΓ είναι ίσα.

39. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΒ = ΑΓ. Στις προεκτάσεις των ίσων πλευρών του και προς
τα µέρη των Β, Γ παίρνουµε τµήµατα Β∆ = ΓΕ. Αν ΑΚ είναι η διχοτόµος του ΑΒΓ να
δείξετε ότι το τρίγωνο Κ∆Ε είναι ισοσκελές.

40. Στις πλευρές ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ ισοπλεύρου τριγώνου ΑΒΓ, παίρνουµε σηµεία ∆, Ε, Ζ
αντιστοίχως, ώστε Α∆ = ΒΕ = ΓΖ. Αποδείξτε ότι το τρίγωνο ∆ΕΖ είναι ισόπλευρο.

41. ∆ίνεται ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ και σηµείο Ο που δεν ανήκει στο ϕορέα του ΑΒ. Αν
Α′, Β′ τα συµµετρικά των Α, Β αντίστοιχα ως προς το Ο, να δείξετε ότι Α′Β′ =ΑΒ.

42. ∆ίνεται ευθεία ε και σηµεία Α, Β στο ίδιο ηµιεπίπεδο που ορίζεται από την ε. Θε-
ωρούµε τα συµµετρικά Α′, Β′ των Α, Β αντίστοιχα ως προς την ευθεία ε. Να δείξετε ότι
Α′Β′ =ΑΒ.

43. Τα τρίγωνα ABΓ και A′
B

′
Γ

′ έχουν α = α
′, β = β

′ και µα = µα′ . Να δείξετε ότι
είναι ίσα.

44. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΒ = ΑΓ. Στις προεκτάσεις των ίσων πλευρών του και προς
τα µέρη των Β, Γ παίρνουµε τµήµατα Β∆ = ΓΕ. Αποδείξτε ότι
α) Γ∆ = ΒΕ ϐ) ∆ÒΓE = E ÒB∆.

45. Στις προεκτάσεις των πλευρών ΑΒ, ΑΓ τριγώνου ΑΒΓ προς το µέρος του Α, παίρνουµε
τµήµατα AB

′
= AB και AΓ ′

= AΓ αντιστοίχως. Αν Μ είναι το µέσο της ΒΓ και η
διάµεσος ΑΜ, προεκτεινόµενη προς το µέρος του Α, τέµνει το τµήµα B

′
Γ

′ στο M ′, να
δείξετε ότι
α) τα τρίγωνα ABΓ , AB′

Γ
′ είναι ίσα ϐ) B′

M
′
= M

′
Γ

′.

46. Θεωρούµε γωνία xÒOy. Στην Ox παίρνουµε τα σηµεία A, A′ και στην Oy τα σηµεία
B, B′ έτσι ώστε OA = OB και OA′

= OB
′. Αν Μ είναι σηµείο της διχοτόµου της γωνίας

xÒOy, να δείξετε ότι
α) OAM = OBM ϐ) OA′

M = OB
′
M γ)AÓMA

′
= BÓMB

′.

47. Προεκτείνουµε τις πλευρές ΑΒ, ΑΓ τριγώνου ΑΒΓ, προς τα µέρη των Β, Γ κατά
τµήµατα Β∆ = ΑΒ και ΓΕ = ΑΓ αντίστοιχα. Από τα ∆, Ε ϕέρνουµε κάθετες στην ΒΓ που
την τέµνουν στα Κ, Λ αντίστοιχα. ∆είξτε ότι ∆Κ = ΕΛ.
Υπόδειξη. Να ϕέρετε το ύψος ΑΗ.

48. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε β > γ και διχοτόµο Α∆. Φέρνουµε από το Β κάθετη στην Α∆
που την τέµνει στο Ε και την ΑΓ στο Ζ. Αποδείξτε ότι
α) ΑΒ = ΑΖ ϐ) ΓΖ = β − γ γ) Β∆ = ∆Ζ.
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49. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΒ = ΑΓ. Στις προεκτάσεις της ΒΓ προς τα Β, Γ παίρνουµε
τα ίσα τµήµατα Β∆, ΓΕ αντίστοιχα. Να δείξετε ότι το τρίγωνο Α∆Ε είναι ισοσκελές.

50. Αποδείξτε ότι τα µέσα των πλευρών ισοσκελούς τριγώνου ορίζουν ισοσκελές τρίγωνο.

51. ΄Εστω τρίγωνο ΑΒΓ και Ο σηµείο στο εσωτερικό του τριγώνου. Οι ΒΟ και ΓΟ τέµνουν
τις ΑΓ και ΑΒ στα σηµεία Λ και Μ αντίστοιχα, έτσι ώστε ΒΟ = ΓΟ και ΟΛ = ΟΜ. Να
αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές.

52. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε AB < AΓ , η διχοτόµος Α∆ και Μ εσωτερικό σηµείο του
τµήµατος ∆Γ. Από το Μ ϕέρνουµε παράλληλη προς την Α∆, που τέµνει τις ΑΒ, ΑΓ στα
σηµεία Ε, Ζ αντίστοιχα. Αποδείξτε ότι BE + ΓZ = AB + AΓ .

53. Σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι AB = x, BΓ = x + 1 και AΓ = x + 2. Αν η διχοτόµος Α∆
είναι κάθετη στη διάµεσο ΒΜ, να ϐρείτε τα µήκη των πλευρών του τριγώνου ΑΒΓ.

54. Θεωρούµε αµβλεία γωνία xÒOy και τα σηµεία Α, Β στις πλευρές της Ox, Oy αντίστοι-
χα, ώστε ΟΑ = ΟΒ. Στα σηµεία Α, Β ϕέρνουµε κάθετες στις Ox, Oy οι οποίες τέµνονται
στο Γ. Αποδείξτε ότι
α) η ΟΓ είναι διχοτόµος της γωνίας AÒOB.
ϐ) η ΟΓ είναι µεσοκάθετος του τµήµατος ΑΒ.

55. Θεωρούµε τετράπλευρο ΑΒΓ∆ µε ΑΒ = ΒΓ και Γ∆ = ∆Α. Να δείξετε ότι :
α) Η διαγώνιος Β∆ διχοτοµεί τις γωνίες ÒB και Ò∆ του ΑΒΓ∆.
ϐ) Η Β∆ είναι µεσοκάθετος του ΑΓ.

56. Θεωρούµε ευθεία ε και δύο σηµεία Α, Β που δεν ανήκουν στην ε. Να προσδιορίσετε
σηµείο Ρ της ε που να ισαπέχει από τα Α, Β.

57. Θεωρούµε γωνία xÒOy και ευθεία ε που τέµνει τις πλευρές της στα σηµεία Α, Β. Να
προσδιορίσετε σηµείο Ρ του τµήµατος ΑΒ που να ισαπέχει από τις Ox και Oy.

58. Θεωρούµε δύο οµόκεντρους κύκλους µε άνισες ακτίνες και ευθεία ε που τους τέµνει
κατά σειρά στα σηµεία Γ, Α, Β, ∆. Αποδείξτε ότι ΑΓ = Β∆.

59. ΄Εστω κύκλος κέντρου Ο και τόξο του ÷ΑΒ µικρότερο του ηµικυκλίου. Ονοµάζουµε
Λ το µέσο του÷ΑΒ και ΟΗ, ΟΘ τα αποστήµατα των χορδών ΑΛ, ΛΒ αντίστοιχα. Αποδείξτε
ότι
α) το τρίγωνο ΟΗΘ είναι ισοσκελές
ϐ) η ΟΛ είναι µεσοκάθετος του ΗΘ.

60. Θεωρούµε κύκλο, τα σηµεία του Α, Β, Γ και ονοµάζουµε ∆ το µέσο του τµήµατος
ΑΓ. ∆ίνεται ότι AÒB∆ = ∆ÒBΓ = 35◦. Αποδείξτε ότι÷ΑΒ = öΒΓ.

61. Θεωρούµε κύκλο κέντρου Κ και από σηµείο Ρ εκτός του κύκλου ϕέρνουµε δύο
ευθείες ε1, ε2 οι οποίες τέµνουν τον κύκλο στα Α, Β και Γ, ∆ αντίστοιχα έτσι ώστε να
ισχύουν PA < PB, PΓ < P∆ και PB = P∆. Φέρνουµε και τα αποστήµατα ΚΕ, ΚΖ
των χορδών ΑΒ, Γ∆ αντίστοιχα. Αποδείξτε ότι :
α) Τα τρίγωνα ΚΒΡ και Κ∆Ρ είναι ίσα. ϐ) ΑΒ = Γ∆.
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62. Αν οι πλευρές ενός ισοσκελούς τριγώνου είναι 4, 9, x να υπολογίσετε την περίµετρό
του.

63. Για ποιες τιµές του x υπάρχει τρίγωνο µε πλευρές x, x+ 1, x+ 2 ;

64. Θεωρούµε κυρτό τετράπλευρο ΑΒΓ∆. Αποδείξτε ότι AΓ +B∆ > AB + Γ∆.

65. Θεωρούµε ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ και τη µεσοκάθετο αυτού ε. Στο ηµιεπίπεδο
(ε, B) παίρνουµε σηµείο Μ (το Μ δεν ανήκει στην ε). Αποδείξτε ότι MA > MB.

66. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ και σηµείο ∆ της πλευράς ΒΓ. Αποδείξτε ότι A∆ < τ .

67. Σε τρίγωνο ΑΒΓ παίρνουµε ένα εσωτερικό σηµείο του Μ. Να δείξετε ότι

τ < MA+MB +MΓ .

68. Θεωρούµε κυρτό τετράπλευρο ΑΒΓ∆ µε µεγαλύτερη πλευρά την ΑΒ και µικρότερη
την Γ∆. Αποδείξτε ότι η γωνία ÒA είναι µικρότερη της γωνίας ÒΓ .

69. Θεωρούµε ισοσκελές ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µε υποτείνουσα ΒΓ και Η εσωτερικό
σηµείο της πλευράς ΑΓ. Να δείξετε ότι BΓ > BH > AΓ .

70. Θεωρούµε κύκλο µε κέντρο Ο και ένα σηµείο Γ µιας χορδής του ΑΒ. Αποδείξτε ότι

O ÒAΓ < OÒΓA .
71. Αποδείξτε ότι σε κάθε αµβλυγώνιο τρίγωνο, το ύψος προς την µεγαλύτερη πλευρά
είναι µικρότερο της µεγαλύτερης πλευράς.

72. Θεωρούµε σηµείο Α εκτός ευθείας ε και σηµείο ∆ στην ε τέτοιο ώστε A∆ ⊥ ε. Πάνω
στην ε και εκατέρωθεν του ∆ παίρνουµε τα σηµεία Β και Γ έτσι ώστε B∆ > ∆Γ . Να
δείξετε ότι

A∆ < AΓ < AB .

73. Αν ∆ είναι ένα εσωτερικό σηµείο ενός τριγώνου ΑΒΓ να δείξετε ότι ισχύουν οι ανισό-
τητες Ò∆ > ÒA και ∆B +∆Γ < AB + AΓ .

74. Από σηµείο Α εκτός κύκλου ϕέρνουµε τα εφαπτόµενα τµήµατα ΑΒ, ΑΓ. Με δεδοµένο
ότι AB = 7x+ 16 και AΓ = 5x+ 24, να ϐρείτε τα µήκη των ΑΒ, ΑΓ.

75. Από σηµείο Ρ εκτός κύκλου κέντρου Κ, ϕέρνουµε τα εφαπτόµενα τµήµατα ΡΑ, ΡΒ.
Αποδείξτε ότι η ΡΚ είναι µεσοκάθετος της χορδής ΑΒ.

76. Από εξωτερικό σηµείο Α κύκλου (O,R) ϕέρνουµε τα εφαπτόµενα τµήµατα ΑΖ και
ΑΕ. Μία τρίτη εφαπτόµενη στο σηµείο ∆ του κύκλου τέµνει τα τµήµατα ΑΖ και ΑΕ
στα σηµεία Β, Γ αντίστοιχα. Συµβολίζουµε µε τ την ηµιπερίµετρο του τριγώνου ΑΒΓ.
Αποδείξτε ότι

AE + AZ = 2τ και AE = AZ = τ.
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77. Προεκτείνουµε τη διάµετρο ΑΒ ενός κύκλου (O,R) προς το µέρος του Α κατά τµήµα
ΑΜ και από το Μ ϕέρνουµε τέµνουσα ΜΓ∆ του κύκλου ώστε MΓ = R. Αποδείξτε ότι
∆ÒOB = 3Γ ÒOM .

78. Από εξωτερικό σηµείο Ρ κύκλου (O,R) ϕέρνουµε τα εφαπτόµενα τµήµατα ΡΑ και
ΡΒ. ΄Εστω Μ εσωτερικό σηµείο του τµήµατος ΟΡ. Να δείξετε ότι :
α) Τα τρίγωνα ΜΑΡ και ΜΒΡ είναι ίσα.
ϐ) Οι γωνίες O ÒAM και OÒBM είναι ίσες.

79. Θεωρούµε τους οµόκεντρους κύκλους (O,R) και (O, ρ) µε ρ < R. Οι χορδές Γ∆ και
ΕΖ του (O,R) εφάπτονται του (O, ρ) στα Α, Β αντίστοιχα. Οι προεκτάσεις των χορδών
Γ∆ και ΕΖ τέµνονται εκτός του (O,R) στο σηµείο Η έτσι ώστε Γ∆ < ΓΗ και ΕΖ < ΕΗ. Να
δείξετε ότι Γ∆ = ΕΖ και Η∆ = ΗΖ.

80. ∆ύο κύκλοι εφάπτονται εξωτερικά στο Α. Μία ευθεία ε εφάπτεται και στους δύο
κύκλους στα Β, Γ. Να αποδειχθεί ότι:
α) Η εφαπτόµενη Ϲ του ενός κύκλου στο Α είναι και εφαπτόµενη του άλλου.
ϐ) Η ευθεία Ϲ διχοτοµεί το τµήµα ΒΓ.

81. Αποδείξτε ότι αν δύο τεµνόµενοι κύκλοι (K,R) και (Λ, ρ) είναι ίσοι, δηλαδή έχουν
R = ρ, τότε η κοινή χορδή είναι µεσοκάθετος της διακέντρου.

82. Αποδείξτε ότι αν τρεις ίσοι κύκλοι εφάπτονται εξωτερικά ανά δύο, τότε τα σηµεία
επαφής είναι κορυφές ισοπλεύρου τριγώνου.

83. ∆ύο κύκλοι εφάπτονται εξωτερικά στο Α. Μια ευθεία εφάπτεται των κύκλων στα
σηµεία Β, Γ. Αποδείξτε ότι BA ⊥ AΓ .

84. Θεωρούµε τετράπλευρο ΑΒΓ∆ και κύκλο εντός του τετραπλεύρου ο οποίος εφάπτεται
στις πλευρές ΑΒ, ΒΓ, Γ∆, ∆Α στα σηµεία Κ, Λ, Μ, Ν αντίστοιχα.
α) Αποδείξτε ότι AB + Γ∆ = BΓ + A∆.
ϐ) Με δεδοµένο ότι AB = 50, BΓ = 40, ∆A = 24, µετρήθηκε η διαγώνιος ΑΓ και
ϐρέθηκε ίση µε 39. ΄Ηταν σωστή η µέτρηση;

85. Θεωρούµε τετράπλευρο ΑΒΓ∆ και κύκλο κέντρου Κ εντός του τετραπλεύρου ο οποίος
εφάπτεται στις πλευρές του. Να δείξετε ότι

AcKB +∆cKΓ = 180◦.

86. F ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε β > γ. Η διχοτόµος της γωνίας ÒA και η µεσοκάθετος της
ΒΓ τέµνονται σε σηµείο Ρ εκτός του τριγώνου ΑΒΓ µε AÒBP > 90◦. Να δείξετε ότι

AÒBP + AÒΓP = 180◦.

87. F Θεωρούµε ευθύγραµµο τµήµα ΑΓ, σηµείο Β στο εσωτερικό του και τα ισόπλευρα
τρίγωνα ΑΒ∆, ΒΓΕ προς το ίδιο µέρος του τµήµατος ΑΓ. Οι ΑΕ, Γ∆ τέµνονται στο Η.
α) Να δείξετε ότι τα τρίγωνα ΑΒΕ και ΒΓ∆ είναι ίσα.
ϐ) Να δείξετε ότι AcH∆ = 60◦.
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88. F ∆ύο ορθογώνια τρίγωνα έχουν ίσες περιµέτρους και µία κάθετη πλευρά του ενός
ίση µε µία κάθετη πλευρά του άλλου. Αποδείξτε ότι είναι ίσα.

89. F α) Θεωρούµε δύο τρίγωνα ABΓ και A′B′Γ ′ µε β = β′, γ = γ′ και ÒΓ = cΓ ′. Να
δείξετε ότι ÒB =ÓB′ ή ÒB +ÓB′ = 180◦.

ϐ) ∆ύο οξυγώνια τρίγωνα έχουν δύο πλευρές και µία µη περιεχόµενη γωνία του ενός
αντίστοιχα ίσες µε δύο πλευρές και µία µη περιεχόµενη γωνία του άλλου. Να εξετάσετε
αν είναι ίσα.

90. F Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ µε ÒB = 120◦ και τις διχοτόµους Α∆, ΒΕ, ΓΖ των γωνιών
του.
α) Να δείξετε ότι το Ζ ισαπέχει από τις ευθείες ΕΑ και ΕΒ ενώ το ∆ ισαπέχει από τις
ευθείες ΕΒ και ΕΓ.
ϐ) Να δείξετε ότι η γωνία ∆ÒEZ είναι ορθή.

91. F Θεωρούµε τετράπλευρο ΑΒΓ∆ τέτοιο ώστε A Ò∆B = 20◦, B Ò∆Γ = 60◦, BÒΓA = 30◦,
AÒΓ∆ = 50◦. Υπολογίστε τη γωνία AÒBΓ .

92. F Σε κάποιο δίκτυο κεραιών κινητής τηλεφωνίας κάθε κεραία συνδέεται ασύρµατα
µόνο µε την πιο κοντινή κεραία. Αποδείξτε ότι κάθε κεραία του δικτύου αυτού συνδέεται
ασύρµατα το πολύ µε έξι άλλες κεραίες.



Κεφάλαιο 4

Παραλληλόγραµµα και τραπέζια

4.1 Παραλληλόγραµµα

Παραλληλόγραµµο λέγεται το τετράπλευρο που έχει τις απέναντι πλευρές του παράλ-
ληλες.

Θεώρηµα 17. Σε κάθε παραλληλόγραµµο ισχύουν οι παρακάτω ιδιότητες :
α) Οι απέναντι πλευρές του είναι ίσες.
ϐ) Οι απέναντι γωνίες του είναι ίσες.
γ) Οι διαγώνιοί του διχοτοµούνται.

Απόδειξη. α,β) Συγκρίνουµε τα τρίγωνα
ΑΒΓ, Α∆Γ (Σχ. 36). Αυτά έχουν

• ÒA1 = ÒΓ2, ως εντός εναλλάξ.

• ÒA2 = ÒΓ1, ως εντός εναλλάξ.

• AΓ = AΓ , κοινή πλευρά.

΄Αρα τα τρίγωνα είναι ίσα και συνεπώς AB = Γ∆, A∆ = BΓ , ÒB = Ò∆ αλλά και ÒA = ÒΓ
ως αθροίσµατα ίσων γωνιών.

γ) Συγκρίνουµε τα τρίγωνα ΑΚΒ, ∆ΚΓ (Σχ.
37). Αυτά έχουν

• ÒA1 = ÒΓ1, ως εντός εναλλάξ.

• ÒB1 = Ò∆1, ως εντός εναλλάξ.

• AB = Γ∆, από το (α).

΄Αρα τα τρίγωνα είναι ίσα και συνεπώς AK = KΓ και BK = K∆, δηλαδή οι διαγώνιοι
διχοτοµούνται.

37
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Το σηµείο τοµής των διαγωνίων παραλληλογράµµου είναι κέντρο συµµετρίας του και
για το λόγο αυτό λέγεται κέντρο του παραλληλογράµµου. Απόσταση δύο παράλληλων
ευθειών ονοµάζουµε το µήκος οποιουδήποτε τµήµατος ΑΒ, µε το Α στη µία ευθεία και
το Β στην άλλη, που είναι κάθετο στις ευθείες αυτές. Κάθε ευθύγραµµο τµήµα που έχει
τα άκρα του στις ευθείες των απέναντι πλευρών παραλληλογράµµου και είναι κάθετο
σε αυτές λέγεται ύψος του παραλληλογράµµου, ενώ οι απέναντι πλευρές του λέγονται
ϐάσεις ως προς αυτό το ύψος.

Θεώρηµα 18. ΄Ενα τετράπλευρο είναι παραλληλόγραµµο αν ισχύει µια από τις παρα-
κάτω προτάσεις :
α) Οι απέναντι πλευρές ανά δύο είναι ίσες.
ϐ) ∆ύο απέναντι πλευρές του είναι ίσες και παράλληλες.
γ) Οι απέναντι γωνίες ανά δύο είναι ίσες.
δ) Οι διαγώνιοί του διχοτοµούνται.
Απόδειξη. Θεωρούµε τετράπλευρο ΑΒΓ∆ του οποίου οι διαγώνιοι τέµνονται στο Κ. Σε
κάθε περίπτωση ϑα δείξουµε ότι οι απέναντι πλευρές του είναι παράλληλες.

α) ΄Εστω AB = Γ∆ και A∆ = BΓ . Τα τρίγωνα ΑΒ∆ και ΒΓ∆ είναι ίσα διότι AB = Γ∆,
A∆ = BΓ και Β∆ κοινή πλευρά. Εποµένως AÒB∆ = B Ò∆Γ , άρα AB ‖ Γ∆ και A Ò∆B =
∆ÒBΓ , άρα A∆ ‖ BΓ .
ϐ) ΄Εστω AB ‖= Γ∆. Τα τρίγωνα ΑΒ∆ και ΒΓ∆ είναι ίσα διότι έχουν AB = Γ∆ (από την
υπόθεση), AÒB∆ = B Ò∆Γ (ως εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΑΒ και Γ∆) και B∆ = B∆
(κοινή πλευρά). Εποµένως A Ò∆B = ∆ÒBΓ , άρα A∆ ‖ BΓ .
γ) ΄Εστω ÒA = ÒΓ και ÒB = Ò∆. ΄Εχουµε

ÒA+ ÒB + ÒΓ + Ò∆ = 360◦ ⇔ 2ÒA+ 2ÒB = 360◦ ⇔ ÒA+ ÒB = 180◦.

Εποµένως A∆ ‖ BΓ . Ακόµη από τις σχέσεις ÒA = ÒΓ , ÒA + ÒB = 180◦ έπεται ότι ÒΓ + ÒB =
180◦, άρα AB ‖ Γ∆.
δ) ΄Εστω ότι AK = KΓ , BK = K∆. Τα τρίγωνα ΑΚΒ, ∆ΚΓ είναι ίσα διότι έχουν
AK = KΓ , BK = K∆ καιAcKB = ∆cKΓ (ως κατακορυφήν). ΕποµένωςAÒB∆ = B Ò∆Γ ,
άραAB ‖ Γ∆. Ακόµη τα τρίγωνα ΑΚ∆, ΒΚΓ είναι ίσα διότι έχουνAK = KΓ , BK = K∆
και AcK∆ = BcKΓ (ως κατακορυφήν). Εποµένως A Ò∆B = ∆ÒBΓ , άρα A∆ ‖ BΓ .
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Παράδειγµα 12. Θεωρούµε παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ µε AB = 2A∆ και Μ το µέσο της
Γ∆. Αποδείξτε ότι AM ⊥MB.
Λύση. Επειδή οι απέναντι πλευρές παραλληλογράµµου είναι ίσες η δοθείσα σχέση
AB = 2A∆ µας δίνει A∆ = ∆M , MΓ = ΓB. ΄Ετσι τα τρίγωνα Α∆Μ, ΜΓΒ είναι
ισοσκελή, οπότε ÒA2 = ÓM2, ÒB1 = ÓM1.

Το άθροισµα των γωνιών κάθε τριγώνου είναι ίσο µε 180◦ οπότε

ÒA2 + ÓM2 + Ò∆ = 180◦ ⇒ 2ÓM2 + Ò∆ = 180◦ ⇒ ÓM2 =
180◦ − Ò∆

2
και

ÒB1 + ÓM1 + ÒΓ = 180◦ ⇒ 2ÓM1 + ÒΓ = 180◦ ⇒ ÓM1 =
180◦ − ÒΓ

2
.

΄Οµως A∆ ‖ BΓ , άρα ÒΓ + Ò∆ = 180◦, εποµένως

ÓM1 + ÓM2 =
180◦ − ÒΓ

2
+

180◦ − Ò∆
2

=
360◦ − (ÒΓ + Ò∆)

2
=

180◦

2
= 90◦.

Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι ÓM3 = 180◦ − 90◦ = 90◦, δηλαδή AM ⊥MB.

Παράδειγµα 13. Θεωρούµε παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ και τις προβολές Ε, Ζ των κορυ-
ϕών Α, Γ αντίστοιχα, στη διαγώνιο Β∆. Αν το Ε δεν ταυτίζεται µε το Ζ, να δείξετε ότι το
τετράπλευρο ΑΕΓΖ είναι παραλληλόγραµµο.
Λύση. Αρκεί να δείξουµε ότι ΑΕ, ΓΖ είναι ίσες και παράλληλες.
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Οι ΑΕ, ΓΖ είναι κάθετες στην ίδια ευθεία άρα είναι παράλληλες µεταξύ τους. Ακόµη
τα τρίγωνα Α∆Ε, ΒΓΖ είναι ίσα αφού είναι ορθογώνια, A∆ = BΓ (ως απέναντι πλευρές
παραλληλογράµµου) καιA Ò∆E = Z ÒBΓ ως εντός εναλλάξ (A∆ ‖ BΓ ως απέναντι πλευρές
παραλληλογράµµου). Εποµένως AE = ΓZ. Συνεπώς το ΑΕΓΖ είναι παραλληλόγραµµο.

4.2 Είδη παραλληλογράµµων

΄Ενα παραλληλόγραµµο µε µια γωνία ορθή ονοµάζεται ορθογώνιο. Προφανώς όλες οι
γωνίες ενός ορθογωνίου είναι ορθές (δικαιολογήστε το).
΄Ενα παραλληλόγραµµο που έχει δύο διαδοχικές πλευρές ίσες ονοµάζεται ϱόµβος. Προ-
ϕανώς όλες οι πλευρές ενός ϱόµβου είναι ίσες (δικαιολογήστε το).
΄Ενα παραλληλόγραµµο που είναι ορθογώνιο και ϱόµβος ονοµάζεται τετράγωνο. Επο-
µένως κάθε τετράγωνο έχει όλες τις γωνίες του ορθές και όλες τις πλευρές του ίσες.

Θεώρηµα 19. ΄Εστω το παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆.
α) Αν το ΑΒΓ∆ είναι ορθογώνιο τότε οι διαγώνιοι ΑΓ, Β∆ είναι ίσες.
ϐ) Αν οι διαγώνιοι ΑΓ, Β∆ είναι ίσες τότε το ΑΒΓ∆ είναι ορθογώνιο.
Απόδειξη. α) Τα τρίγωνα Α∆Γ, Β∆Γ είναι ίσα (Σχ. 42) αφού A∆ = BΓ (ως απέναντι
πλευρές παραλληλογράµµου),A Ò∆Γ = BÒΓ∆ = 90◦ (αφού το ΑΒΓ∆ είναι ορθογώνιο) και
∆Γ κοινή. ΄Αρα AΓ = B∆.

ϐ) Τα τρίγωνα Α∆Γ, Β∆Γ είναι ίσα (Σχ. 42) αφού A∆ = BΓ (ως απέναντι πλευρές παραλ-
ληλογράµµου), AΓ = B∆ και ∆Γ κοινή. ΄Αρα A Ò∆Γ = BÒΓ∆. Επειδή A∆ ‖ BΓ ϑα είναι
A Ò∆Γ + BÒΓ∆ = 180◦. Εποµένως A Ò∆Γ = BÒΓ∆ = 90◦, δηλαδή το παραλληλόγραµµο
ΑΒΓ∆ είναι ορθογώνιο.
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Θεώρηµα 20. Οι διαγώνιοι ενός ϱόµβου τέµνονται κάθετα και διχοτοµούν τις γωνίες
του.
Απόδειξη. Βλέπε [3].

Θεώρηµα 21. ΄Ενα τετράπλευρο είναι ϱόµβος αν ισχύει µία από τις παρακάτω προτάσεις:
α) Είναι παραλληλόγραµµο και οι διαγώνιοί του τέµνονται κάθετα.
ϐ) Είναι παραλληλόγραµµο και µία διαγώνιός του διχοτοµεί µια γωνία του.
Απόδειξη. Βλέπε [3].

Παράδειγµα 14. Θεωρούµε παραλληλόγραµµο µε όλα τα ύψη του ίσα. Αποδείξτε ότι
είναι ϱόµβος.
Απόδειξη. ΄Εστω το παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆. Φέρνουµε τα ύψη του ΑΕ, ΓΖ (Σχ. 43).

Τα τρίγωνα Α∆Ε, Γ∆Ζ είναι ίσα διότι είναι ορθογώνια, έχουν τη γωνία Ò∆ κοινή και AE =
ΓZ. ΄Αρα A∆ = Γ∆. Το παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ έχει δύο διαδοχικές πλευρές ίσες,
άρα είναι ϱόµβος.

Παράδειγµα 15. Θεωρούµε παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ µε B∆ = 2AΓ και κέντρο Κ.
΄Εστω Μ, Ν τα µέσα των ΒΚ, ∆Κ αντίστοιχα. Αποδείξτε ότι το ΑΜΓΝ είναι ορθογώνιο.
Απόδειξη. Το Κ είναι το κέντρο του παραλληλογράµµου ΑΒΓ∆ οπότε οι διαγώνιοί του ΑΓ,
Β∆ διχοτοµούνται (Σχ. 44).

Εποµένως οι διαγώνιοι του τετραπλεύρου ΑΜΓΝ διχοτοµούνται αφού AK = KΓ και
MK = KN ως µισά ίσων τµηµάτων. Επειδή B∆ = 2AΓ έχουµε

MN = MK +KN =
BK

2
+
K∆

2
=
BK +K∆

2
=
B∆

2
= AΓ.

Συνεπώς το ΑΜΓΝ είναι παραλληλόγραµµο µε ίσες διαγωνίους, δηλαδή ορθογώνιο.
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Παράδειγµα 16. ΄Εστω τετράγωνο ΑΒΓ∆. Στις πλευρές ΑΒ, ΒΓ, Γ∆, ∆Α παίρνουµε σηµεία
Κ, Λ, Μ, Ν αντίστοιχα, τέτοια ώστε AK = BΛ = ΓM = ∆N . Αποδείξτε ότι το ΚΛΜΝ
είναι τετράγωνο.
Απόδειξη. Τα τρίγωνα ΑΚΝ, ΚΒΛ, ΛΓΜ, Μ∆Ν (Σχ. 45) είναι ίσα (ΠΓΠ).

΄Αρα οι πλευρές του ΚΛΜΝ είναι ίσες µεταξύ τους και ακόµη cK1 = cN1. Το ΚΛΜΝ έχει τις
απέναντι πλευρές ίσες άρα είναι παραλληλόγραµµο και επειδή έχει και δύο διαδοχικές
πλευρές ίσες είναι και ϱόµβος. Ακόµη

cK3 = 180◦ −
�cK1 + cK2

�
= 180◦ −

�cN1 + cK2

�
= 180◦ −

�
180◦ − ÒA� = ÒA = 90◦.

΄Ετσι το ΚΛΜΝ έχει και µια γωνία ορθή, οπότε είναι τετράγωνο.

4.3 Εφαρµογές των παραλληλογράµµων

Θεώρηµα 22. Το ευθύγραµµο τµήµα που ενώνει τα µέσα δύο πλευρών τριγώνου, είναι
παράλληλο προς την τρίτη πλευρά και ίσο µε το µισό της.
Απόδειξη. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ και ∆, Ε τα µέσα των ΑΒ, ΑΓ αντίστοιχα. Θα αποδεί-

ξουµε ότι ∆E ‖ BΓ και ∆E =
1

2
BΓ .

Προεκτείνουµε την ∆Ε κατά τµήµα
EZ = ∆E. Το τετράπλευρο ΑΖΓ∆ είναι
παραλληλόγραµµο αφού οι διαγώνιοί του
διχοτοµούνται. Εποµένως
ΓZ =‖ A∆⇒ ΓZ =‖ B∆ . ΄Αρα το ∆ΖΓΒ
είναι παραλληλόγραµµο και προκύπτει
∆Z ‖ BΓ ⇒ ∆E ‖ BΓ και

∆Z = BΓ ⇒ 2∆E = BΓ ⇒ ∆E =
BΓ

2
.
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Θεώρηµα 23. Αν από το µέσο µιας πλευράς ενός τριγώνου ϕέρουµε ευθεία παράλληλη
προς µια άλλη πλευρά του, τότε η ευθεία αυτή διέρχεται από το µέσο της τρίτης πλευράς
του τριγώνου.
Απόδειξη. Βλέπε [3].

Ακόµη αν τρεις τουλάχιστον παράλληλες ευθείες ορίζουν ίσα τµήµατα σε µια ευθεία,
τότε ϑα ορίζουν ίσα τµήµατα και σε κάθε κάθε άλλη ευθεία που τις τέµνει.

Θεωρούµε δύο παράλληλες ευθείες ε1, ε2. Ονοµάζουµε µεσοπαράλληλη των ε1, ε2
το σύνολο των σηµείων του επιπέδου που ισαπέχουν από τις ε1, ε2. Η µεσοπαράλληλη
των ε1, ε2 είναι µια ευθεία ε παράλληλη στις ε1, ε2 η οποία διέρχεται από το µέσο κάθε
τµήµατος που έχει τα άκρα του πάνω στις ε1, ε2.

Θεώρηµα 24. Η διάµεσος ορθογωνίου τριγώνου που ϕέρνουµε από την κορυφή της
ορθής γωνίας είναι ίση µε το µισό της υποτείνουσας.
Απόδειξη. Θεωρούµε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µε υποτείνουσα ΒΓ και διάµεσο ΑΜ. Θα
δείξουµε ότι AM = BΓ/2 (Σχ. 47).

Προεκτείνουµε τη διάµεσο ΑΜ κατά τµήµα
MZ = AM . Τότε το τετράπλευρο ΑΒΖΓ
είναι ορθογώνιο αφού οι διαγώνιοί του
διχοτοµούνται και έχει και µια γωνία ορθή.
Αρα οι διαγώνιοι ΑΖ, ΒΓ είναι ίσες, οπότε
προκύπτει 2AM = BΓ ή

AM =
BΓ

2
.

Θεώρηµα 25. Αν η διάµεσος ενός τριγώνου είναι ίση µε το µισό της πλευράς στην οποία
αντιστοιχεί, τότε το τρίγωνο είναι ορθογώνιο µε υποτείνουσα την πλευρά αυτή.
Απόδειξη. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ και τη διάµεσό του ΑΜ µε AM = BΓ/2 (Σχ. 47). Θα
δείξουµε ότι ÒA = 90◦.
Προεκτείνουµε τη διάµεσο ΑΜ κατά τµήµα MZ = AM . Τότε AZ = 2AM = BΓ .
Συνεπώς το τετράπλευρο ΑΒΖΓ είναι ορθογώνιο αφού οι διαγώνιοί του διχοτοµούνται και
είναι ίσες. ΄Αρα ÒA = 90◦.

Θεώρηµα 26. Αν σε ορθογώνιο τρίγωνο µια γωνία του είναι ίση µε 30◦, τότε η απέναντι
πλευρά του είναι ίση µε το µισό της υποτείνουσας και αντιστρόφως.
Απόδειξη. Θεωρούµε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µε υποτείνουσα ΒΓ. Θα δείξουµε ότι

ÒΓ = 30◦ ⇔ AB =
BΓ

2
.

Επειδή για οξείες γωνίες ω, ϕ ισχύει ω = ϕ⇔ ηµω = ηµϕ έχουµε:

ÒΓ = 30◦ ⇔ ηµÒΓ = ηµ30◦ ⇔ AB

BΓ
=

1

2
⇔ AB =

BΓ

2
.
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Παράδειγµα 17. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ µε AB < AΓ , τη διχοτόµο Α∆ και το µέσο Μ
της ΒΓ. Η κάθετη από το Β στην Α∆ την τέµνει στο Ε.
α) Αποδείξτε ότι EM ‖ AΓ .

ϐ) Αποδείξτε ότι EM =
AΓ − AB

2
.

γ) Αν ÒA = 80◦ να υπολογίσετε τη γωνία B ÒEM .
Λύση. ΄Εστω Η το σηµείο τοµής της ευθείας ΒΕ και της πλευράς ΑΓ (Σχ. 48).

Επειδή η ΑΕ είναι διχοτόµος και ύψος διάµεσος στο τρίγωνο ΑΒΗ, έπεται ότι ϑα είναι
και διάµεσος και ακόµη AB = AH. Επειδή Ε, Μ είναι τα µέσα των ΒΗ, ΒΓ προκύπτει

EM ‖ HΓ ⇒ EM ‖ AΓ

και
EM =

HΓ

2
=
AΓ − AH

2
=
AΓ − AB

2
.

Για το (γ) ερώτηµα παρατηρούµε ότι ∆ÒEM = ∆ÒAΓ (εντός εκτός και επί τα αυτά), άρα

∆ÒEM =
80◦

2
= 40◦ και B ÒEM = 90◦ + 40◦ = 130◦.

Παράδειγµα 18. ∆ίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µε υποτείνουσα ΒΓ και ύψος Α∆. ΄Εστω
Ε,Ζ,Μ τα µέσα των ΑΒ, ΑΓ, ΕΖ αντίστοιχα.
α) Αποδείξτε ότι η γωνία E Ò∆Z είναι ορθή.

ϐ) Αποδείξτε ότι ∆M =
BΓ

4
.

γ) Αν ÒΓ = 30◦ να συγκρίνετε τα τµήµατα ∆B, ∆M .
Λύση. α) Οι ∆Ζ, ∆Ε είναι διάµεσοι στα ορθογώνια τρίγωνα Α∆Γ, Α∆Β αντίστοιχα άρα

∆Z =
AΓ

2
= ZA⇒ Z ÒA∆ = Z Ò∆A

και
∆E =

AB

2
= EA⇒ E ÒA∆ = E Ò∆A.
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Εποµένως
E Ò∆Z = Z Ò∆A+ E Ò∆A = Z ÒA∆+ E ÒA∆ = 90◦.

ϐ) Επειδή η ∆Μ είναι διάµεσος στο ορθογώνιο τρίγωνο Ζ∆Ε προκύπτει

∆M =
ZE

2
.

Αφού Ζ, Ε είναι τα µέσα των ΑΓ, ΑΒ ϑα έχουµε

ZE =
BΓ

2
.

Από τις δύο τελευταίες σχέσεις έπεται ότι

∆M =
BΓ

4
.

γ) Παρατηρούµε ότι B ÒA∆ = ÒΓ διότι είναι οξείες γωνίες µε πλευρές κάθετες µία προς
µία. ΄Εχουµε

ÒΓ = 30◦ ⇒ AB =
BΓ

2
και

B ÒA∆ = 30◦ ⇒ ∆B =
AB

2
.

Εποµένως

∆B =
1

2
· 1

2
BΓ =

1

4
BΓ.

Λόγω του ερωτήµατος (ϐ) έχουµε ∆B = ∆M .
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4.4 Τραπέζια

Τραπέζιο λέγεται το κυρτό τετράπλευρο που έχει µόνο δύο πλευρές παράλληλες. Οι
παράλληλες πλευρές λέγονται ϐάσεις του τραπεζίου. Κάθε ευθύγραµµο τµήµα κάθετο
στις ϐάσεις του τραπεζίου µε τα άκρα του πάνω στους ϕορείς των ϐάσεων λέγεται ύψος

του τραπεζίου. Το ευθύγραµµο τµήµα που συνδέει τα µέσα των µη παράλληλων πλευρών
του τραπεζίου λέγεται διάµεσος αυτού. Στο σχήµα 50 οι ΑΒ, Γ∆ είναι οι ϐάσεις του
τραπεζίου, το ΑΗ είναι ύψος του και το ΕΖ διάµεσός του.

Θεώρηµα 27. Σε κάθε τραπέζιο:
α) Τα µέσα των µη παράλληλων πλευρών και τα µέσα των διαγωνίων είναι συνευθειακά
σηµεία και η ευθεία που διέρχεται από αυτά είναι παράλληλη στις ϐάσεις του τραπεζίου.
ϐ) Η διάµεσος του τραπεζίου είναι ίση µε το ηµιάθροισµα των ϐάσεών του.
γ) Το τµήµα που συνδέει τα µέσα των διαγωνίων του τραπεζίου είναι ίσο µε την ηµιδια-
ϕορά των ϐάσεών του.
Απόδειξη. Βλέπε [3].

Συνεπώς για ένα τραπέζιο ΑΒΓ∆ µε AB ‖ Γ∆, AB < Γ∆, διάµεσο ΕΖ και µέσα
διαγωνίων Κ, Λ (Σχ. 51) ισχύουν οι σχέσεις :

• EZ ‖ AB, Γ∆

• EZ =
AB + Γ∆

2

• KΛ =
Γ∆− AB

2

΄Ενα τραπέζιο του οποίου οι µη παράλληλες πλευρές είναι ίσες ονοµάζεται ισοσκελές.

Θεώρηµα 28. Αν ένα τραπέζιο είναι ισοσκελές τότε ισχύουν οι παρακάτω προτάσεις:
α) Οι γωνίες που πρόσκεινται σε καθεµία ϐάση είναι ίσες.
ϐ) Οι διαγώνιοί του είναι ίσες.
Απόδειξη. Θεωρούµε ισοσκελές τραπέζιο ΑΒΓ∆ µε ϐάσεις ΑΒ, Γ∆ και Α∆ = ΒΓ (Σχ. 52)
και ϕέρνουµε τα ύψη του ΑΕ, ΒΖ.
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α) Τα τρίγωνα Α∆Ε και ΒΓΖ είναι ίσα αφού είναι ορθογώνια, Α∆ = ΒΓ (υπόθεση) και ΑΕ
= ΒΖ (ύψη του τραπεζίου). ΄Αρα Ò∆ = ÒΓ . Ακόµη επειδή ΑΒ ‖ Γ∆, έπεται ότι

ÒA = 180◦ − Ò∆ = 180◦ − ÒΓ = ÒB .

ϐ) Τα τρίγωνα Α∆Γ και Β∆Γ είναι ίσα αφού έχουν τη ∆Γ κοινή πλευρά, Α∆ = ΒΓ (υπόθεση)
και Ò∆ = ÒΓ (από το (α)). ΄Αρα ΑΓ = Β∆.

Θεώρηµα 29. Αν για ένα τραπέζιο αληθεύει µία από τις παρακάτω προτάσεις (α), (ϐ)
τότε αυτό είναι ισοσκελές.
α) Οι γωνίες που πρόσκεινται σε µια ϐάση είναι ίσες.
ϐ) Οι διαγώνιοί του είναι ίσες.
Απόδειξη. Βλέπε [6].

Παράδειγµα 19. ∆ίνεται τραπέζιο ΑΒΓ∆ µε ϐάσεις ΑΒ, Γ∆ και Γ∆ = 3
2
AB. Τα µέσα των

ΑΒ, ΒΓ, ∆Ε είναι τα Ε, Ζ, Η αντίστοιχα και η ΗΖ τέµνει τις ∆Β, ΓΕ στα Κ, Λ αντίστοιχα.
α) Αποδείξτε ότι το ΑΒΖΗ είναι παραλληλόγραµµο.
ϐ) Αποδείξτε ότι το ΑΕΛΚ είναι παραλληλόγραµµο.
Απόδειξη. α) Στο τραπέζιο ΕΒΓ∆ το ΗΖ είναι διάµεσος άρα

HZ ‖ EB ⇒ HZ ‖ AB και HZ =
EB + Γ∆

2
=

1
2
AB + 3

2
AB

2
= AB

οπότε αφού το ΑΒΖΗ έχει δύο απέναντι πλευρές ίσες και παράλληλες είναι παραλληλό-
γραµµο.
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ϐ) Στο τραπέζιο ΕΒΓ∆ το ΗΖ είναι διάµεσος άρα τα Κ, Λ είναι τα µέσα των ∆Β, ΕΓ.
Εποµένως

KΛ ‖ EB ⇒ KΛ ‖ AE και KΛ =
∆Γ − EB

2
=

3
2
AB − 1

2
AB

2
=

1

2
AB = AE.

Συνεπώς αφού το ΑΕΛΚ έχει δύο απέναντι πλευρές ίσες και παράλληλες, είναι παραλ-
ληλόγραµµο.

4.5 Αξιοσηµείωτα σηµεία τριγώνου

Αποδεικνύεται ότι για κάθε τρίγωνο (Βλέπε [3]):
α) Υπάρχει κύκλος που διέρχεται από τις τρεις κορυφές του. Ο κύκλος αυτός λέγεται
περιγεγραµµένος κύκλος του τριγώνου και έχει κέντρο το σηµείο τοµής των µεσοκα-
ϑέτων των πλευρών του τριγώνου, το οποίο ονοµάζεται περίκεντρο. Στο σχήµα 54 το Κ
είναι το περίκεντρο του τριγώνου ΑΒΓ.

ϐ) Υπάρχει κύκλος που ϐρίσκεται στο εσωτερικό του τριγώνου και εφάπτεται των πλευρών
του. Ο κύκλος αυτός ονοµάζεται εγγεγραµµένος κύκλος του τριγώνου και έχει κέντρο
το σηµείο τοµής των διχοτόµων των γωνιών του τριγώνου, το οποίο ονοµάζεται έγκεντρο.
Στο σχήµα 55 το Ι είναι το έγκεντρο του τριγώνου ΑΒΓ.



4.5. ΑΞΙΟΣΗΜΕΙΩΤΑ ΣΗΜΕΙΑ ΤΡΙΓΩΝΟΥ 49

γ) Οι διχοτόµοι δύο εξωτερικών γωνιών ενός τριγώνου και η ηµιευθεία που διχοτοµεί την
τρίτη γωνία του τριγώνου διέρχονται από το ίδιο σηµείο, το οποίο είναι κέντρο κύκλου που
εφάπτεται στη µία πλευρά του τριγώνου και στις προεκτάσεις των άλλων δύο πλευρών.
Ο κύκλος αυτός ονοµάζεται παρεγγεγραµµένος και το κέντρο του παράκεντρο. Είναι
ϕανερό ότι για κάθε τρίγωνο υπάρχουν τρεις παραγγεγραµµένοι κύκλοι. Στο σχήµα 56
το Λ είναι το παράκεντρο του τριγώνου ΑΒΓ που αντιστοιχεί στην εσωτερική διχοτόµο της
γωνίας ÒA.
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Ακόµη αποδεικνύεται ότι (Βλέπε [3]):
i) Οι διάµεσοι ενός τριγώνου διέρχονται από το ίδιο σηµείο Θ, του οποίου η απόσταση
από κάθε κορυφή ισούται µε τα 2/3 του µήκους της αντίστοιχης διαµέσου. Το σηµείο
Θ ονοµάζεται ϐαρύκεντρο ή κέντρο ϐάρους του τριγώνου. Στο σχήµα 57 το Θ είναι το
ϐαρύκεντρο του τριγώνου ΑΒΓ και ισχύουν οι σχέσεις :

AΘ =
2

3
A∆ , Θ∆ =

1

3
A∆ , AΘ = 2 ·Θ∆ .

ii) Οι ϕορείς των υψών ενός τριγώνου διέρχονται από το ίδιο σηµείο Η. Το Η ονοµάζεται
ορθόκεντρο του τριγώνου. Στο σχήµα 58 το Η είναι το ορθόκεντρο του τριγώνου ΑΒΓ.

Το ορθόκεντρο ενός τριγώνου δεν είναι πάντα εσωτερικό σηµείο του. Για παράδειγµα
σχεδιάστε ένα αµβλυγώνιο τρίγωνο και διαπιστώστε ότι το ορθόκεντρο του ϐρίσκεται
εκτός του τριγώνου.
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Ασκήσεις για λύση

93. Να υπολογίσετε τις γωνίες του παραλληλογράµµου ΑΒΓ∆ αν ισχύει ÒA = 3 Ò∆.

94. Θεωρούµε το παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ µε AB = 2y + 8, BΓ = 4x − 1, Γ∆ = 4y,
∆A = 3x, όπου x, y ϑετικοί ακέραιοι. Να υπολογίσετε την περίµετρο του ΑΒΓ∆.

95. Θεωρούµε παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ µε Ò∆ = 110◦. Από το Β ϕέρνουµε κάθετη στην
Α∆ που την τέµνει στο Μ. Υπολογίστε τη γωνία AÒBM .

96. Σε παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ η διχοτόµος της γωνίας ÒA τέµνει την πλευρά Γ∆ στο Ε
και την προέκταση της ΒΓ στο Ζ. Βρείτε στο σχήµα τρία ισοσκελή τρίγωνα δικαιολογώντας
την απάντησή σας.

97. Θεωρούµε παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ µε Ò∆ = 60◦ και σηµεία Ε, Ζ, Η στις πλευρές
ΑΒ, Γ∆, ∆Α αντίστοιχα, έτσι ώστε AE = AH, HE = EZ και H ÒZ∆ = 30◦. Να δείξετε ότι
το τρίγωνο ΗΕΖ είναι ισόπλευρο. Υπολογίστε τη γωνία H ÒEZ.

98. Θεωρούµε παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆. Εξωτερικά του ΑΒΓ∆ σχεδιάζουµε τα ισόπλευρα
τρίγωνα ΑΒΕ, ΒΓΖ. Αποδείξτε ότι το τρίγωνο ∆ΕΖ είναι ισόπλευρο.

99. Θεωρούµε παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆. Προεκτείνουµε τη διαγώνιο ΑΓ προς τα µέρη
των Α, Γ κατά τµήµατα ΑΕ, ΓΖ αντίστοιχα, µε AE = ΓZ. Να δείξετε ότι το ∆ΕΒΖ είναι
παραλληλόγραµµο.

100. ΄Εστω τετράπλευρο ΑΒΓ∆ µε ÒA = 180◦ − Ò∆ και AB =
1√

6−
√

5
, Γ∆ =

√
6 +
√

5.

Αποδείξτε ότι το ΑΒΓ∆ είναι παραλληλόγραµµο.

101. Θεωρούµε παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ µε κέντρο Κ. Προεκτείνουµε την πλευρά ΑΒ
(προς το µέρος του Β) κατά τµήµα ΒΕ και την πλευρά Γ∆ (προς το µέρος του ∆) κατά
τµήµα ∆Ζ έτσι ώστε BE = ∆Z. Αποδείξτε ότι:
α) Το ΒΕ∆Ζ είναι παραλληλόγραµµο.
ϐ) Η ΖΕ διέρχεται από το Κ.
γ) Η ΑΚ είναι διάµεσος του τριγώνου ΑΖΕ.

102. Θεωρούµε παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ και Ε το µέσο της Α∆. Φέρνουµε ευθεία κάθετη
στην ΕΒ στο σηµείο Ε, η οποία τέµνει την πλευρά Γ∆ στο Ζ και την προέκταση της ΒΑ
(προς το µέρος του Α) στο Η. Αποδείξτε ότι:
α) Τα τρίγωνα Ε∆Ζ και ΕΑΗ είναι ίσα.
ϐ) BZ = ∆Z +∆Γ .

103. Θεωρούµε παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ µε ΑΒ = 2ΒΓ. Προεκτείνουµε την πλευρά Α∆
(προς το µέρος του ∆) κατά τµήµα ∆Ε = Α∆. Ονοµάζουµε Η το σηµείο τοµής των ΒΕ και
∆Γ. Να δείξετε ότι :
α) Η ΒΕ διχοτοµεί τη γωνία AÒBΓ .
ϐ) Η ΓΗ είναι διάµεσος του τριγώνου ΒΓΕ.
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104. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ µε ΒΓ = 2ΑΒ και ονοµάζουµε Μ το µέσο της ΒΓ. Φέρνουµε
τη διάµεσο Α∆ του τριγώνου ΑΒΜ και την προεκτείνουµε κατά τµήµα ∆Ε = Α∆. Να δείξετε
ότι :
α) Το ΑΒΕΜ είναι παραλληλόγραµµο.
ϐ) Το τρίγωνο ΜΓΕ είναι ισοσκελές.

105. Χαρακτηρίστε ως σωστή ή λανθασµένη καθεµία από τις παρακάτω προτάσεις:
α) Σε κάθε ϱόµβο οι διαγώνιοι τέµνονται κάθετα.
ϐ) Αν ένα τετράπλευρο έχει κάθετες διαγωνίους τότε είναι ϱόµβος.
γ) ∆ύο διαδοχικές γωνίες ενός ϱόµβου είναι ίσες.
δ) Αν ένα τετράπλευρο έχει ίσες διαγωνίους τότε είναι ορθογώνιο.
ε) Οι διαγώνιοι ενός ϱόµβου διχοτοµούν τις γωνίες του.
ς) Οι διαγώνιοι ενός ορθογωνίου διχοτοµούν τις γωνίες του.
Ϲ) Κάθε τετράγωνο είναι ϱόµβος.
η) Αν σε παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ ισχύει ÒA+ ÒB + ÒΓ = 270◦ τότε είναι ορθογώνιο.
ϑ) Αν ένας ϱόµβος έχει δύο απέναντι γωνίες του παραπληρωµατικές τότε είναι τετράγωνο.

106. Θεωρούµε ορθογώνιο ΑΒΓ∆ και σηµείο Ε της πλευράς Γ∆. Σχεδιάζουµε εξωτερικά
του ΑΒΓ∆ το ορθογώνιο ΓΗΘΕ. Αν AB = 3, BH = 5 να υπολογίσετε την περίµετρο του
πολυγώνου ΑΒΗΘΕ∆.

107. Σε ορθογώνιο ΑΒΓ∆ µε κέντρο Κ η γωνία AcKB είναι ίση µε 130◦. Αν ∆H ⊥ AΓ
και η διχοτόµος της γωνίας H Ò∆K τέµνει την πλευρά ΑΒ στο Μ, να δείξετε ότι το τρίγωνο
Α∆Μ είναι ισοσκελές.

108. Σε τετράγωνο ΑΒΓ∆ παίρνουµε σηµεία Ε, Ζ, Η, Θ στις πλευρές ΑΒ, ΒΓ, Γ∆, ∆Α
αντίστοιχα, έτσι ώστε AE = ΓZ = ΓH = ΘA. Αποδείξτε ότι το ΕΖΗΘ είναι ορθογώνιο.

109. Θεωρούµε ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΒ = ΑΓ. Αν Β′, Γ′ είναι τα συµµετρικά των
Β, Γ αντίστοιχα ως προς το Α, να δείξετε ότι το τετράπλευρο ΒΓΒ′Γ′ είναι ορθογώνιο.

110. Σε ϱόµβο ΑΒΓ∆ έχουµε AB = 2x− 5, BΓ = x + 1, όπου x ϑετικός ακέραιος. Να
ϐρείτε την περίµετρο του ϱόµβου.

111. Θεωρούµε οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΒ < ΑΓ και το ύψος του Α∆. Αν Ζ είναι
σηµείο του τµήµατος ∆Γ τέτοιο ώστε Β∆ = ∆Ζ και Ε το συµµετρικό του Α ως προς ∆, να
δείξετε ότι :
α) Το τετράπλευρο ΑΒΕΖ είναι ϱόµβος.
ϐ) Το τρίγωνο ΒΕΖ είναι ισοσκελές.

112. Θεωρούµε κύκλο µε κέντρο Ο και ακτίνα ΟΑ. Φέρνουµε τη µεσοκάθετο του τµή-
µατος ΟΑ που τέµνει τον κύκλο στα σηµεία Β, Γ.
α) Να δείξετε ότι το τετράπλευρο ΟΒΑΓ είναι ϱόµβος.
ϐ) Να υπολογίσετε τις γωνίες του ϱόµβου ΟΒΑΓ.
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113. Θεωρούµε ορθογώνιο ΑΒΓ∆ και τα µέσα Ε, Ζ των πλευρών ΑΒ, Γ∆ αντίστοιχα. Τα
τµήµατα ΑΖ, ∆Ε τέµνονται στο Η και τα τµήµατα ΓΕ, ΒΖ τέµνονται στο Θ.
α) Να δείξετε ότι το τετράπλευρο ΕΘΖΗ είναι ϱόµβος.
ϐ) Βρείτε µια επιπλέον συνθήκη ώστε το ΕΘΖΗ να είναι τετράγωνο.

114. ΄Εστω τετράγωνο ΑΒΓ∆ και τα ισόπλευρα τρίγωνα ΒΓΕ, ∆ΓΖ εκτός αυτού. Αποδείξτε
ότι το τρίγωνο ΑΖΕ είναι ισόπλευρο.

115. Θεωρούµε τετράγωνο ΑΒΓ∆. Στις προεκτάσεις των πλευρών ΒΑ, ΓΒ (προς τα µέρη
των Α, Β) παίρνουµε τµήµατα ΑΕ, ΒΖ αντίστοιχα, µε AE = BZ. Αποδείξτε ότι οι ευθείες
ΑΖ, ∆Ε είναι κάθετες.

116. Θεωρούµε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µε υποτείνουσα ΒΓ. Εκτός αυτού σχεδιάζουµε
τα τετράγωνα ΑΒ∆Ε, ΑΓΖΗ. Αποδείξτε ότι το άθροισµα των αποστάσεων των ∆, Ζ από την
ευθεία ΒΓ είναι ίσο µε την υποτείνουσα ΒΓ.

117. ΄Εστω τετράγωνο ΑΒΓ∆. Σχεδιάζουµε εντός αυτού το ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΕ και
εκτός αυτού το ισόπλευρο τρίγωνο ΒΓΖ. Αποδείξτε ότι τα σηµεία ∆, Ε, Ζ είναι συνευθεια-
κά.

118. Θεωρούµε τετράγωνο ΑΒΓ∆. Σχεδιάζουµε εκτός αυτού τα ισόπλευρα τρίγωνα ΑΒΕ,
ΒΓΖ, Γ∆Η, ∆ΑΘ. Αποδείξτε ότι το τετράπλευρο ΕΖΗΘ είναι τετράγωνο.

119. ΄Εστω τρίγωνο ΑΒΓ µε περίµετρο 22 και Κ, Λ, Μ τα µέσα των πλευρών του. Να
υπολογίσετε την περίµετρο του τριγώνου ΚΛΜ.

120. ΄Εστω τετράπλευρο ΑΒΓ∆ µε ίσες και κάθετες διαγωνίους. Να δείξετε ότι το τετρά-
πλευρο µε κορυφές τα µέσα των πλευρών του ΑΒΓ∆ είναι τετράγωνο.

121. Σε ένα χάρτη µιας περιοχής τρεις τοποθεσίες παριστάνονται µε τα µη συνευθειακά
σηµεία Α, Μ, Τ και οι δρόµοι που τις συνδέουν µε τα ευθύγραµµα τµήµατα ΑΜ, ΜΤ,
ΑΤ. Στα µέσα Β, ∆, Γ των τριών δρόµων ΑΜ, ΜΤ, ΑΤ αντίστοιχα, υπάρχουν υπάρχουν
διασταυρώσεις που έχουν ως αποτέλεσµα τους δρόµους ΒΓ, Γ∆ στον χάρτη. ∆ύο δροµείς,
ο Αλέξανδρος και ο Βαγγέλης είναι το ίδιο γρήγοροι και έχουν την ίδια ϕυσική κατάστα-
ση. Ο Βαγγέλης ακολουθεί την διαδροµή A → B → Γ → ∆ → T , ενώ ο Αλέξανδρος
τη διαδροµή A → M → T . Αν ξεκινήσουν ταυτόχρονα από το Α ποιος ϑα ϕτάσει πιο
γρήγορα στο τέρµα Τ;

122. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ, Ε το µέσο της διαµέσου ΒΚ και σηµείο ∆ της ΒΓ τέτοιο
ώστε BΓ = 4B∆. Αποδείξτε ότι AB ‖ ∆E και AB = 4∆E.

123. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ, Μ το µέσο της ΑΓ και σηµείο Κ της πλευράς ΒΓ έτσι ώστε
KÓMΓ = ÒA. Αποδείξτε ότι το Κ είναι το µέσο της ΒΓ.

124. ΄Εστω ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µε υποτείνουσα ΒΓ. Σχεδιάζουµε εξωτερικά του ΑΒΓ
ισοσκελές τρίγωνο Α∆Γ µε ϐάση ΑΓ. Από το ∆ ϕέρνουµε παράλληλη ευθεία ε προς την
ΑΒ. Αποδείξτε ότι η ε διέρχεται από το µέσο της ΒΓ.
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125. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ και τη διάµεσό του ΑΜ. Η διάµεσος Β∆ του τριγώνου ΑΒΜ
προεκτεινόµενη τέµνει την ΑΓ στο Ε. Από το Μ ϕέρνουµε παράλληλη προς την ΒΕ που
τέµνει την ΑΓ στο Ζ. Αποδείξτε ότι:
α) AE = EZ = ZΓ .
ϐ) BE = 4∆E.

126. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ και τη διάµεσό του ΑΜ. Ονοµάζουµε ∆, Ε, Ζ τα µέσα των
τµηµάτων ΒΜ, ΑΜ, ΑΓ αντίστοιχα.
α) Να δείξετε ότι το τετράπλευρο Μ∆ΕΖ είναι παραλληλόγραµµο.
ϐ) Αν ΒΓ = 2·ΑΒ, να δείξετε ότι το τετράπλευρο Μ∆ΕΖ είναι ϱόµβος.
γ) Αν ÒB = 90◦, να δείξετε ότι το τετράπλευρο Μ∆ΕΖ είναι ορθογώνιο.

127. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ και σηµείο ∆ της πλευράς ΒΓ. Φέρνουµε κάθετες από το ∆
προς τις ΑΓ, ΑΒ που τις τέµνουν στα Ε, Ζ αντίστοιχα. Αν Η, Θ είναι τα µέσα των Β∆, Γ∆
αντίστοιχα, να δείξετε ότι

ZH + EΘ =
1

2
BΓ.

128. ∆ίνεται τετράπλευρο ΑΒΓ∆ µε ÒB = Ò∆ = 90◦ και το µέσο Μ της ΑΓ. Αν τα σηµεία
Β, Μ, ∆ δεν είναι συνευθειακά, να δείξετε ότι το τρίγωνο ΜΒ∆ είναι ισοσκελές.

129. Θεωρούµε ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ µε ϐάση ΒΓ. Ονοµάζουµε ∆, Ε τα συµµετρικά
του Β ως προς τα Α, Γ αντίστοιχα. Αν ΑΓ = 5 και ΒΓ = 6, να υπολογίσετε την περίµετρο
του τριγώνου Β∆Ε.

130. Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µε υποτείνουσα ΒΓ και ÒB = 30◦, ϕέρνουµε το ύψος Α∆.
Αποδείξτε ότι BΓ = 4Γ∆.

131. ΄Εστω ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µε υποτείνουσα ΒΓ και ÒΓ = 30◦. Εκτός αυτού
σχεδιάζουµε το ισόπλευρο τρίγωνο ΒΓ∆. Η προέκταση της ∆Β τέµνει την προέκταση της
ΓΑ στο Ε. Αποδείξτε ότι:

α) AB ‖ Γ∆ ϐ) AE = AΓ γ) BΓ +BE = 4AB

132. Θεωρούµε ισοσκελές τραπέζιο µε ϐάσεις ΑΒ = 10, Γ∆ = 20. Αν ÒΓ = 45◦, να
υπολογίσετε το ύψος του τραπεζίου.

133. Θεωρούµε ισοσκελές τραπέζιο µε ϐάσεις ΑΒ και Γ∆ και ονοµάζουµε Μ, Ν τα µέσα
των Α∆, ΒΓ αντίστοιχα. Φέρνουµε το ύψος ΑΕ. Αν ΕΜ = 4 και ΜΝ = 10, να υπολογίσετε
την περίµετρο του ΑΒΓ∆.

134. Θεωρούµε ισοσκελές τραπέζιο µε ϐάσεις ΑΒ, Γ∆ και AB = 3Γ∆. Αν Κ, Λ είναι τα
µέσα των ΑΓ, Β∆ αντίστοιχα, να δείξετε ότι ΚΛΓ∆ είναι ορθογώνιο.

135. ΄Εστω παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ και Μ το µέσο της ΑΒ. Θεωρούµε σηµεία Ε, Ζ στις
πλευρές Α∆, ΒΓ αντίστοιχα έτσι ώστε EM ⊥MZ. Αποδείξτε ότι EZ = AE +BZ.
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136. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε AB < AΓ . Φέρνουµε το ύψος ΑΗ και το προεκτείνουµε
κατά τµήµα H∆ = AH. Φέρνουµε και τη διάµεσο ΑΜ και την προεκτείνουµε κατά
τµήµα MN = AM . Αποδείξτε ότι το ΒΓΝ∆ είναι ισοσκελές τραπέζιο.

137. Θεωρούµε τραπέζιο του οποίου τα µέσα των πλευρών του είναι κορυφές ϱόµβου.
Αποδείξτε ότι το τραπέζιο είναι ισοσκελές.

138. Θεωρούµε ορθογώνιο τρίγωνο µε υποτείνουσα ΒΓ και σηµείο ∆ στο εσωτερικό του
τµήµατος ΑΒ. Ονοµάζουµε Κ, Λ, Μ τα µέσα των Γ∆, ∆Β, ΒΓ αντίστοιχα. Αποδείξτε ότι :
α) Το τετράπλευρο ΚΜΛΑ είναι ισοσκελές τραπέζιο.
ϐ) Για τη διάµεσο ΗΘ του τραπεζίου ΚΜΛΑ ισχύει HΘ = AB/2.

139. Θεωρούµε παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ και µια ευθεία ε που διέρχεται από την κο-
ϱυφή Γ και έχει προς το ίδιο µέρος της τις κορυφές Α, Β, ∆. Αποδείξτε ότι η απόσταση
της κορυφής Α από την ε είναι ίση µε το άθροισµα των αποστάσεων των κορυφών Β και
∆ από την ε. (Υπόδειξη : Να ϕέρετε την κάθετη από το κέντρο Κ του παραλληλογράµµου
προς την ε.)

140. ΄Εστω τρίγωνο ΑΒΓ. Προεκτείνουµε τις πλευρές ΑΒ, ΑΓ (προς τα µέρη των Β, Γ
αντίστοιχα) κατά τµήµατα B∆ = ΓE = BΓ . Οι µεσοκάθετοι των τµηµάτων Γ∆, ΒΕ
τέµνονται στο Ι. Αποδείξτε ότι η ΑΙ διχοτοµεί τη γωνία ÒA.

141. Τρεις κύκλοι µε κέντρα Κ, Λ, Μ εφάπτονται εξωτερικά στα Α, Β, Γ. Να δείξετε ότι ο
περιγεγραµµένος κύκλος του τριγώνου ΑΒΓ είναι εγγεγραµµένος στο τρίγωνο ΚΛΜ.

142. Θεωρούµε παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆, Μ το µέσο της Γ∆, Λ το µέσο της Β∆. Η ΑΜ
τέµνει την Β∆ στο Κ. Αποδείξτε ότι B∆ = 6ΛK.

143. Θεωρούµε οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ και τα ύψη του Α∆, ΒΕ. Αν Κ είναι το σηµείο
τοµής των Α∆, ΒΕ να προσδιορίσετε το ορθόκεντρο του τριγώνου ΑΚΒ.

144. F Θεωρούµε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µε υποτείνουσα ΒΓ και τη διάµεσό του ΑΜ.
Σε σηµείο Κ του τµήµατος ΜΓ ϕέρνουµε κάθετη σ᾿ αυτό που τέµνει την πλευρά ΑΓ στο
Ζ και την προέκταση της ΒΑ (προς το µέρος του Α) στο Ε. Ακόµη ϕέρνουµε κάθετη στην
ΑΜ στο Α που τέµνει το τµήµα ΕΖ στο Ν. Να δείξετε ότι EN = NZ.

145. F Αποδείξτε ότι οι προβολές της κορυφής Α του τριγώνου ΑΒΓ, στις εσωτερικές και
εξωτερικές διχοτόµους των γωνιών ÒB, bΓ είναι συνευθειακά σηµεία.

146. F Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ µε κέντρο ϐάρους Κ και ευθεία ε που δεν τέµνει το
τρίγωνο. Αν A′, B′, Γ ′, K ′ είναι οι προβολές των Α, Β, Γ, Κ αντίστοιχα στην ευθεία ε, να
δείξετε ότι

AA
′
+BB

′
+ ΓΓ

′
= 3KK

′
.

147. F Θεωρούµε τετράπλευρο ΑΒΓ∆. Οι ευθείες που διέρχονται από τα µέσα των
απέναντι πλευρών του τετραπλεύρου τέµνονται στο Κ. Αν A′, B′, K ′ είναι οι προβολές
των Α, Β, Κ στην ευθεία Γ∆, να δείξετε ότι

AA
′
+BB

′
= 4KK

′
.
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Κεφάλαιο 5

Εγγεγραµµένα σχήµατα

5.1 Κύκλος και γωνίες

Μία γωνία της οποίας η κορυφή είναι σηµείο ενός κύκλου και οι πλευρές της τέµνουν
τον κύκλο λέγεται εγγεγραµµένη γωνία του κύκλου. Το τόξο που περιέχεται στην εγγε-
γραµµένη γωνία λέγεται αντίστοιχο τόξο της ή αλλιώς λέµε ότι η γωνία ϐαίνει στο τόξο
αυτό.

Μία γωνία της οποίας η κορυφή είναι σηµείο ενός κύκλου, η µία της πλευρά τέ-
µνει τον κύκλο και η άλλη είναι εφαπτόµενη του κύκλου, λέγεται γωνία χορδής και

εφαπτοµένης.

Θεώρηµα 30. Κάθε εγγεγραµµένη γωνία ισούται µε το µισό της επίκεντρης που ϐαίνει
στο ίδιο τόξο.
Απόδειξη. Βλέπε [3].

Θεώρηµα 31. Η γωνία που σχηµατίζεται από µια χορδή κύκλου και την εφαπτοµένη
στο άκρο της χορδής ισούται µε την εγγεγραµµένη που ϐαίνει στο τόξο της χορδής.
Απόδειξη. Βλέπε [3].

΄Ετσι για το σχήµα 59 ϑα έχουµε

ÒΓ = AÒBx και ÒΓ =
cK
2
.

Αν λοιπόν ÒΓ = AÒBx = a, τότε

øAB = cK = 2a .

57
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Ακόµη έχουµε τα παρακάτω συµπεράσµατα:

• Κάθε εγγεγραµµένη γωνία που ϐαίνει σε ηµικύκλιο είναι ορθή.

• Οι εγγεγραµµένες γωνίες που ϐαίνουν στο ίδιο τόξο ή σε ίσα τόξα, του ίδιου κύκλου
ή ίσων κύκλων, είναι ίσες.

• Τα τόξα που περιέχονται µεταξύ δύο παράλληλων χορδών ενός κύκλου είναι ί-
σα. Αντίστροφα, αν δύο τόξα κύκλου που περιέχονται µεταξύ δύο µη τεµνόµενων
χορδών είναι ίσα, τότε οι χορδές είναι παράλληλες. (Αποδείξτε τα παραπάνω.)

Για την περίπτωση που δύο χορδές ή οι προεκτάσεις τους τέµνονται έχουµε τις παρακάτω
σχέσεις:

bω =
øAB +øΓ∆

2
(Σχ. 60α)

και

bω =
øAB −øΓ∆

2
(Σχ. 60β)

Παράδειγµα 20. ∆ύο κύκλοι εφάπτονται εξωτερικά στο Α. ∆ύο ευθείες που διέρχονται
από το Α τέµνουν τον ένα κύκλο στα Β, Γ και τον άλλο στα ∆, Ε. Αποδείξτε ότι BΓ ‖ ∆E.
Απόδειξη. Φέρνουµε την κοινή εφαπτοµένη των κύκλων στο Α (Σχ. 61).



5.2. ΕΓΓΡΑΨΙΜΑ ΤΕΤΡΑΠΛΕΥΡΑ 59

Επειδή η ÒA1 είναι γωνία χορδής και εφαπτοµένης και η ÒB εγγεγραµµένη που ϐαίνει στο
τόξο της χορδής αυτής, προκύπτει ÒB = ÒA1.

Επειδή η ÒA2 είναι γωνία χορδής και εφαπτοµένης και η ÒE εγγεγραµµένη που ϐαίνει στο
τόξο της χορδής αυτής, προκύπτει ÒE = ÒA2.

Ακόµη ÒA1 = ÒA2 ως κατακορυφήν, συνεπώς

ÒB = ÒE ⇒ BΓ ‖ ∆E.

5.2 Εγγράψιµα τετράπλευρα

΄Ενα τετράπλευρο λέγεται εγγεγραµµένο σε κύκλο αν οι κορυφές του είναι σηµεία του
κύκλου. Ο κύκλος αυτός, ονοµάζεται περιγεγραµµένος κύκλος του τετραπλεύρου.
Ερώτηµα: Ποιο είναι το κέντρο αυτού του κύκλου;

Θεώρηµα 32. ΄Ενα τετράπλευρο που είναι εγγεγραµµένο σε κύκλο έχει τις εξής ιδιότητες:
α) Οι απέναντι γωνίες του είναι παραπληρωµατικές.
ϐ) Κάθε πλευρά ϕαίνεται από τις απέναντι κορυφές υπό ίσες γωνίες.
γ) Κάθε εξωτερική γωνία του ισούται µε την απέναντι εσωτερική γωνία.
Απόδειξη. Θεωρούµε τετράπλευρο ΑΒΓ∆ εγγεγραµµένο σε κύκλο (Σχ. 62).
α) Η γωνία B ÒA∆ ϐαίνει στο τόξο úBΓ∆, ενώ η BÒΓ∆ ϐαίνει στο τόξο úBA∆. Εποµένως

B ÒA∆+BÒΓ∆ =
úBΓ∆

2
+
úBA∆

2
=

360◦

2
= 180◦.

ϐ) Η πλευρά Γ∆ έχει απέναντι
κορυφές τις Α, Β. Οι γωνίες ∆ÒAΓ ,
∆ÒBΓ είναι εγγεγραµµένες που
ϐαίνουν στο ίδιο τόξο, άρα είναι
ίσες.
γ) ΄Εχουµε

ÒΓεξ = 180◦ −BÒΓ∆ .

Λόγω του (α)

B ÒA∆ = 180◦ −BÒΓ∆
εποµένως ÒΓεξ = B ÒA∆.

΄Ενα τετράπλευρο λέγεται εγγράψιµο όταν µπορεί να γραφεί κύκλος που να διέρχεται
και από τις τέσσερις κορυφές του.
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Θεώρηµα 33. ΄Ενα τετράπλευρο είναι εγγράψιµο σε κύκλο αν ισχύει µία από τις παρα-
κάτω προτάσεις:
α) ∆ύο απέναντι γωνίες του είναι παραπληρωµατικές.
ϐ) Μία πλευρά του ϕαίνεται από τις απέναντι κορυφές υπό ίσες γωνίες.
γ) Μία εξωτερική γωνία του ισούται µε την απέναντι εσωτερική γωνία του τετραπλεύρου.
Απόδειξη. Βλέπε [3].

Παράδειγµα 21. ΄Ενας κύκλος C1 διέρχεται από τις κορυφές Β, Γ ενός τριγώνου ΑΒΓ
και τέµνει τις πλευρές ΑΒ, ΑΓ στα σηµεία ∆, Ε αντίστοιχα. Θεωρούµε την εφαπτοµένη ε
του περιγεγραµµένου κύκλου C2 του ΑΒΓ, στο σηµείο του Α. Να δείξετε ότι ∆E ‖ ε.
Απόδειξη. Η ÒA1 είναι γωνία χορδής και εφαπτοµένης και η ÒB είναι εγγεγραµµένη που
ϐαίνει στο τόξο της χορδής αυτής, οπότε

ÒA1 = ÒB.
Το τετράπλευρο Β∆ΕΓ είναι εγγεγραµµένο στον κύκλο C1, η ÒE1 εξωτερική του τετρα-
πλεύρου αυτού και η ÒB απέναντι εσωτερική της ÒE1, άρα

ÒE1 = ÒB.

Συνεπώς ÒA1 = ÒE1 ⇒ ∆E ‖ ε.
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Ασκήσεις για λύση

148. Σε κύκλο ϑεωρούµε τα διαδοχικά σηµεία Α, Β, Γ, ∆ τέτοια ώστε η οξεία γωνία της
χορδής ΑΒ µε την εφαπτοµένη του κύκλου στο Β να είναι 60◦ καιøΓ∆ = 60◦,ø∆A = 100◦.
Υπολογίστε τη γωνία Γ ÒAB.

149. Σε κύκλο ϑεωρούµε τα διαδοχικά σηµεία Α, Β, Γ, ∆ τέτοια ώστε øAB = 120◦,øΓ∆ = 60◦.
α) Αποδείξτε ότι οι ευθείες ΑΓ, Β∆ τέµνονται κάθετα.
ϐ) Αν Κ είναι σηµείο του κύκλου και Ρ είναι το σηµείο τοµής των ευθειών Α∆, ΒΓ να
δείξετε ότι ∆cKΓ = AÒPB.

150. Θεωρούµε κύκλο κέντρου Κ, το µέσο Μ του κυρτογώνιου τόξου του øBΓ και Α
σηµείο του µη κυρτογώνιου τόξου µε άκρα τα Β, Γ. Αν Γ ÒAB = 50◦, να υπολογίσετε τις
γωνίες των τριγώνων ΚΒΓ και ΜΒΓ.

151. Τα διαδοχικά σηµεία Α, Γ, Β, ∆ ενός κύκλου είναι τέτοια ώστε AB ⊥ Γ∆ καιøAΓ = 85◦, Γ Ò∆B = 40◦. Υπολογίστε τα µέτρα των τόξων øBΓ , øB∆, øA∆.

152. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ µε ÒA = 70◦ και τα σηµεία επαφής ∆, Ε, Ζ του εγγεγραµ-
µένου κύκλου µε τις πλευρές ΒΓ, ΓΑ, ΑΒ αντίστοιχα. Υπολογίστε τη γωνία Z Ò∆E.

153. Θεωρούµε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µε υποτείνουσα ΒΓ και τον κύκλο µε διάµετρο
ΑΓ, ο οποίος τέµνει την υποτείνουσα στο ∆. Φέρνουµε την εφαπτοµένη του κύκλου στο
∆, η οποία τέµνει την πλευρά ΑΒ στο Μ.
α) Υπολογίστε τη γωνία A Ò∆Γ .
ϐ) Αποδείξτε ότι ÒB = M Ò∆B.
γ) Αποδείξτε ότι το Μ είναι το µέσο της πλευράς ΑΒ.

154. Θεωρούµε τραπέζιο ΑΒΓ∆ µε ϐάσεις ΑΒ, Γ∆ και τα µέσα Κ, Λ των Α∆, ΒΓ αντίστοιχα.
Αν το ΑΒΛΚ είναι εγγράψιµο, να δείξετε ότι και το ΑΒΓ∆ είναι εγγράψιµο.

155. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και ϕέρνουµε τα ύψη του ΑΚ, ΒΛ που τέµνονται στο Η. Αν
στην ΑΓ πάρουµε τµήµα ΛΜ έτσι ώστε το Λ να είναι το µέσο του ΑΜ, να δείξετε ότι:
α) Η ΗΛ είναι διχοτόµος στο τρίγωνο ΗΑΜ.
ϐ) Το ΒΗΜΓ είναι εγγράψιµο.

156. Από τυχαίο σηµείο Θ στο ύψος Α∆ ενός τριγώνου ΑΒΓ ϕέρνουµε ΘE ⊥ AB και
ΘZ ⊥ AΓ . Να δείξετε ότι :
α) Οι γωνίες AÒZE και AÒΘE είναι ίσες.
ϐ) Το τετράπλευρο ΒΕΖΓ είναι εγγράψιµο.

157. Θεωρούµε ηµικύκλιο διαµέτρου ΑΒ και δύο χορδές του ΑΓ και Β∆ που τέµνονται
στο Ε. Από το Ε ϕέρνουµε το τµήµα ΕΖ κάθετο στην ΑΒ (το Ζ σηµείο της ΑΒ). Αποδείξτε
ότι :
α) Τα τετράπλευρα ∆ΕΖΑ και ΒΖΕΓ είναι εγγράψιµα.
ϐ) Η ΖΕ διχοτοµεί τη γωνία Γ ÒZ∆.
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158. Θεωρούµε οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ και εκτός αυτού τα ισόπλευρα τρίγωνα Α∆Ε και
ΑΕΓ. ΄Εστω Ζ το σηµείο τοµής των ΒΕ και Γ∆. Αποδείξτε ότι :
α) Τα τρίγωνα Α∆Γ και ΑΒΕ είναι ίσα.
ϐ) Τα τετράπλευρα ΑΖΒ∆ και ΑΖΓΕ είναι εγγράψιµα.

159. ΄Εστω ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µε υποτείνουσα ΒΓ και ÒB > ÒΓ . Φέρνουµε τη διάµεσο
Α∆ και την κάθετη ευθεία ε στην Α∆, η οποία διέρχεται από το Β. Ονοµάζουµε Ε το σηµείο
τοµής της ε µε την Α∆ και ϑεωρούµε σηµείο Ζ στην ε, µε την ιδιότητα το Ε να είναι το
µέσο του ΒΖ.
α) Αποδείξτε ότι ΓZ ⊥ ZB.
ϐ) Αποδείξτε ότι το ΓΖΑΒ είναι εγγράψιµο.
γ) Αποδείξτε ότι το τρίγωνο Ζ∆Α είναι ισοσκελές.
δ) Να προσδιορίσετε το κέντρο του περιγεγραµµένου κύκλου του ΓΖΑΒ.

160. F Στην υποτείνουσα ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ παίρνουµε σηµείο ∆ και γράφουµε
τους περιγεγραµµένους κύκλους των τριγώνων Α∆Β και Α∆Γ. Οι εφαπτόµενες των κύκλων
στα σηµεία Β, Γ τέµνονται στο Ε. Αποδείξτε ότι το ΑΒΕΓ είναι εγγράψιµο.

161. F Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ και τα σηµεία Μ, Ν, Ρ των πλευρών ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ αντίστοι-
χα. Αποδείξτε ότι οι περιγεγραµµένοι κύκλοι των τριγώνων ΑΜΡ, ΒΜΝ, ΓΝΡ διέρχονται
από το ίδιο σηµείο.

162. F Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ. Κατασκευάζουµε εξωτερικά αυτού, τα ισόπλευρα τρί-
γωνα ΑΒΡ, ΑΓΝ, ΒΓΜ. Αποδείξτε ότι οι ευθείες ΑΜ, ΒΝ και ΓΡ διέρχονται από το ίδιο
σηµείο.

163. F Αποδείξτε ότι οι προβολές κάθε σηµείου του περιγεγραµµένου κύκλου ενός
τριγώνου, πάνω στις πλευρές του, είναι συνευθειακά σηµεία. (Ευθεία Simson)

164. F Να δείξετε ότι σε κάθε τρίγωνο τα µέσα των πλευρών του, τα ίχνη των υψών
του και τα µέσα των τµηµάτων που ορίζονται από το ορθόκεντρο και τις κορυφές του,
ϐρίσκονται στον ίδιο κύκλο. (Κύκλος των 9 σηµείων ή κύκλος του Euler)



Κεφάλαιο 6

Γεωµετρικοί τόποι

6.1 Βασικοί γεωµετρικοί τόποι

Ονοµάζουµε γεωµετρικό τόπο το σύνολο όλων των σηµείων που έχουν µια κοινή χα-
ϱακτηριστική ιδιότητα. Με ϐάση αυτόν τον ορισµό (Σχ. 64):

α) Ο κύκλος είναι ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων του επιπέδου που έχουν την ιδιότητα
να απέχουν µια ορισµένη σταθερή απόσταση από ένα σταθερό σηµείο.

63



64 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΟΙ ΤΟΠΟΙ

ϐ) Η µεσοκάθετος ενός ευθυγράµµου τµήµατος είναι ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων
του επιπέδου που έχουν την ιδιότητα να ισαπέχουν από τα άκρα του τµήµατος.
γ) Η διχοτόµος µιας γωνίας είναι ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων της γωνίας που
έχουν την ιδιότητα να ισαπέχουν από τις πλευρές της γωνίας.
δ) Η µεσοπαράλληλη δύο παράλληλων ευθειών ε1, ε2 είναι ο γεωµετρικός τόπος των
σηµείων του επιπέδου που έχουν την ιδιότητα να ισαπέχουν από τις ε1, ε2.

6.2 Εύρεση γεωµετρικών τόπων

Για την εύρεση ενός γεωµετρικού τόπου σηµείων µε χαρακτηριστική ιδιότητα Ι ακολου-
ϑούµε την εξής πορεία :

• Θεωρούµε τυχαίο σηµείο Μ µε την ιδιότητα Ι και δείχνουµε ότι ϐρίσκεται σε κάποιο
σχήµα Σ.

• Θεωρούµε τυχαίο σηµείο Μ του σχήµατος Σ και δείχνουµε ότι αυτό έχει την ιδιότητα
Ι.

Τότε ο Ϲητούµενος γεωµετρικός τόπος είναι το σχήµα Σ.

Παράδειγµα 22. ∆ίνεται ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ. Να ϐρείτε το γεωµετρικό τόπο των
σηµείων Μ του επιπέδου για τα οποία το τρίγωνο ΑΜΒ είναι ορθογώνιο στο Μ.
Λύση. (Σχ. 65)

΄Εστω Κ το µέσο του ΑΒ. Τότε αφού το ΑΜΒ είναι ορθογώνιο στο Μ ϑα ισχύει MK =
AB

2
= AK = KB. Συνεπώς το Μ ανήκει στον κύκλο µε διάµετρο ΑΒ, χωρίς τα Α, Β

αφού τότε δεν ορίζεται το τρίγωνο ΑΒΜ.
΄Εστω τυχαίο σηµείο Μ του κύκλου διαµέτρου ΑΒ που δεν ταυτίζεται µε το Α ή το Β. Τότε
το τρίγωνο ΑΜΒ είναι ορθογώνιο στο Μ διότι η γωνία AÓMB είναι εγγεγραµµένη που
ϐαίνει σε ηµικύκλιο.
΄Επεται ότι ο Ϲητούµενος γεωµετρικός τόπος είναι ο κύκλος διαµέτρου ΑΒ χωρίς τα Α, Β.
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Παράδειγµα 23. ∆ίνεται ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ. Να ϐρείτε το γεωµετρικό τόπο των
σηµείων Μ του επιπέδου τα οποία είναι κέντρα κύκλων που έχουν χορδή την ΑΒ.
Λύση. (Σχ. 66)

Θεωρούµε σηµείο Μ το οποίο είναι κέντρο κύκλου που έχει χορδή την ΑΒ. Τότε ϑα ισχύει
MA = MB, οπότε το Μ ανήκει στη µεσοκάθετο του ΑΒ.
΄Εστω τώρα τυχαίο σηµείο Μ της µεσοκαθέτου του ΑΒ. Τότε το Μ ισαπέχει από τα Α, Β
δηλαδή το Μ είναι κέντρο του κύκλου (M,MA) οποίος έχει χορδή την ΑΒ.
Συµπεραίνουµε ότι ο Ϲητούµενος γεωµετρικός τόπος είναι η µεσοκάθετος του ΑΒ.

Παράδειγµα 24. Θεωρούµε δύο ευθείες x′x, y′y οι οποίες τέµνονται στο Ο. Να ϐρείτε το
γεωµετρικό τόπο των σηµείων Μ του επιπέδου τα οποία ισαπέχουν από τις δύο ευθείες.
Λύση. (Σχ. 67)
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Θεωρούµε σηµείο Μ του επιπέδου το οποίο ισαπέχει από τις ευθείες x′x, y′y. Τότε το
Μ ϑα ανήκει σε µία από τις γωνίες xÒOy, yÒOx′, x′ÒOy′ και y′ÒOx, συνεπώς ϑα ανήκει στη
διχοτόµο της αντίστοιχης γωνίας. Οι διχοτόµοι των τεσσάρων διαδοχικών γωνιών xÒOy,
yÒOx′, x′ÒOy′ και y′ÒOx, σχηµατίζουν ένα Ϲεύγος κάθετων ευθειών, όπου ανήκει τελικά το
Μ.
΄Εστω τυχαίο σηµείο Μ που ανήκει στο Ϲεύγος των ευθειών που σχηµατίζουν οι διχοτόµοι
των γωνιών xÒOy, yÒOx′, x′ÒOy′ και y′ÒOx. Τότε το Μ, αφού ανήκει στη διχοτόµο κάποιας
γωνίας ϑα ισαπέχει από τις πλευρές της, εποµένως ϑα ισαπέχει από τις ευθείες x′x, y′y.
Συµπεραίνουµε ότι ο Ϲητούµενος γεωµετρικός τόπος είναι οι ϕορείς των διχοτόµων των
γωνιών xÒOy, yÒOx′, x′ÒOy′ και y′ÒOx.
Παράδειγµα 25. Θεωρούµε δύο παράλληλες ευθείες ε1 και ε2 των οποίων η απόσταση
είναι d. ΄Εστω ακόµη ένα ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ κάθετο στις παραπάνω ευθείες µε το
Α να ανήκει στην ε1 και το Β στην ε2. Να ϐρείτε το γεωµετρικό τόπο των σηµείων Μ του
επιπέδου τα οποία ισαπέχουν από τις ε1 και ε2 απέχουν από το µέσο Κ του ΑΒ απόσταση
µικρότερη ή ίση του d/2.
Λύση. (Σχ. 68)

Θεωρούµε σηµείο Μ που ισαπέχει από τις ε1, ε2 και απέχει από το Κ απόσταση µικρότερη
ή ίση του d/2. Τότε το Μ ϑα ανήκει ταυτόχρονα στη µεσοπαράλληλη των ε1, ε2 και στον
κυκλικό δίσκο µε κέντρο Κ και ακτίνα KA = d/2. ΄Αρα το Μ ϑα ανήκει στο ευθύγραµµο
τµήµα Γ∆, όπου Γ, ∆ τα σηµεία τοµής της µεσοπαράλληλης µε τον κύκλο (K, d/2).
΄Εστω τυχαίο σηµείο Μ του τµήµατος Γ∆. Τότε το Μ αφού ανήκει στη µεσοπαράλληλη
των ε1, ε2 ϑα ισαπέχει απ᾿ αυτές και αφού ανήκει στον κυκλικό δίσκο µε κέντρο Κ και
ακτίνα d/2 ϑα απέχει από το Κ απόσταση µικρότερη ή ίση του d/2.
΄Αρα ο Ϲητούµενος γεωµετρικός τόπος είναι το ευθύγραµµο τµήµα Γ∆.

Παράδειγµα 26. ΄Εστω κύκλος µε κέντρο Κ και ακτίνα ρ. Να ϐρείτε το γεωµετρικό τόπο
των σηµείων Μ του επιπέδου τα οποία είναι µέσα των ακτίνων του παραπάνω κύκλου.
Λύση. (Σχ. 69)
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Θεωρούµε σηµείο Μ το οποίο είναι µέσο ακτίνας ΚΑ του κύκλου (O, ρ). ΤότεKM = ρ/2,
οπότε το Μ ανήκει στον κύκλο µε κέντρο Κ και ακτίνα ρ/2.
΄Εστω τώρα τυχαίο σηµείο Μ του κύκλου (K, ρ/2). Τότε το Μ είναι µέσο ακτίνας KA = ρ
του κύκλου (K, ρ).
Συµπεραίνουµε ότι ο Ϲητούµενος γεωµετρικός τόπος είναι ο κύκλος (K, ρ/2).

Παράδειγµα 27. Θεωρούµε δύο ίσους κύκλους (καθένας εξωτερικός του άλλου) µε κέν-
τρα Κ, Λ και ακτίνες ίσες µε ρ. Να ϐρείτε το γεωµετρικό τόπο των σηµείων Μ του επιπέδου
για τα οποία τα εφαπτόµενα τµήµατα από το Μ προς τους κύκλους είναι ίσα.
Λύση. (Σχ. 70)
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΄Εστω σηµείο Μ του επιπέδου τέτοιο ώστε τα εφαπτόµενα τµήµατα ΜΑ, ΜΒ προς τους
κύκλους να είναι ίσα. Τότε τα τρίγωνα ΜΑΚ και ΜΒΛ είναι ίσα αφού έχουν :

• MA = MB από την υπόθεση.

• KA = KB αφού οι κύκλοι έχουν ίσες ακτίνες.

• M ÒAK = M ÒBΛ = 90◦ αφού η εφαπτόµενη κύκλου είναι κάθετη στην ακτίνα στο
σηµείο επαφής.

Συνεπώς MK = MΛ, οπότε το Μ ανήκει στη µεσοκάθετο του τµήµατος ΚΛ.
΄Εστω τώρα τυχαίο σηµείο Μ της µεσοκαθέτου του ΚΛ. Φέρνουµε τα εφαπτόµενα τµήµατα
ΜΑ και ΜΒ προς τους κύκλους. Τότε τα τρίγωνα ΜΑΚ και ΜΒΛ είναι ίσα αφού έχουν :

• MK = MΛ αφού το Μ ανήκει στη µεσοκάθετο του ΚΛ.

• KA = KB αφού οι κύκλοι έχουν ίσες ακτίνες.

• M ÒAK = M ÒBΛ = 90◦ αφού η εφαπτόµενη κύκλου είναι κάθετη στην ακτίνα στο
σηµείο επαφής.

Συνεπώς MA = MB, δηλαδή τα εφαπτόµενα τµήµατα είναι ίσα.
΄Επεται ότι ο Ϲητούµενος γεωµετρικός τόπος είναι η µεσοκάθετος του τµήµατος ΚΛ.

Παράδειγµα 28. Θεωρούµε κύκλο (O, ρ) και την ορθή γωνία xÒOy. Να ϐρείτε το γεωµε-
τρικό τόπο των σηµείων Μ του επιπέδου τα οποία ϐρίσκονται στο εσωτερικό της γωνίας
xÒOy και απέχουν από το Ο απόσταση µεγαλύτερη του ρ.
Λύση. (Σχ. 71)
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΄Εστω σηµείο Μ εσωτερικό της γωνίας xÒOy που απέχει από το Ο απόσταση µεγαλύτερη
του ρ. Τότε ϑα ϐρίσκεται εκτός του κύκλου (O, ρ) και ταυτόχρονα εντός της γωνίας xÒOy
δηλαδή στο γραµµοσκιασµένο χωρίο X .
΄Εστω τυχαίο σηµείο Μ του X . Τότε προφανώς το Μ ϐρίσκεται εντός της γωνίας xÒOy και
απέχει από το Ο απόσταση µεγαλύτερη του ρ.
Συµπεραίνουµε ότι ο Ϲητούµενος γεωµετρικός τόπος είναι το χωρίο X .

Ασκήσεις για λύση

165. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Να ϐρείτε το γεωµετρικό τόπο των σηµείων Μ του επιπέδου τα
οποία είναι µέσα ευθυγράµµων τµηµάτων που συνδέουν το Α µε τα σηµεία της πλευράς
ΒΓ.

166. Θεωρούµε ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ µήκους a > 0. Να ϐρείτε το γεωµετρικό τόπο
των σηµείων Μ του επιπέδου για τα οποία το τρίγωνο ΜΑΒ έχει διάµεσο MK = β > 0.

167. Θεωρούµε κύκλο µε κέντρο Ο και σηµείο Σ εντός του κύκλου διαφορετικό από το
Ο. Να ϐρείτε το γεωµετρικό τόπο των σηµείων Μ του επιπέδου που είναι µέσα χορδών
του κύκλου που διέρχονται από το Σ.

168. ∆ίνεται ευθεία ε. Να ϐρείτε το γεωµετρικό τόπο των σηµείων Μ του επιπέδου τα
οποία απέχουν από την ε απόσταση d > 0.

169. ∆ίνεται γωνία xÒOy. Να ϐρείτε το γεωµετρικό τόπο των σηµείων Μ του επιπέδου τα
οποία ϐρίσκονται εντός της γωνίας xÒOy και ισχύει d(M,Ox) ≥ d(M,Oy).

170. Μία σκάλα ΑΒ είναι τοποθετηµένη κατακόρυφα σ᾿ ένα τοίχο. Το κάτω άκρο της
σκάλας Α γλιστράει και τελικά η σκάλα πέφτει στο έδαφος. Να ϐρείτε το γεωµετρικό
τόπο του µέσου Μ της σκάλας.

171. Θεωρούµε κύκλο (K, ρ) και σηµείο Α εκτός αυτού. Να ϐρείτε το γεωµετρικό τόπο
των σηµείων Μ του επιπέδου τα οποία είναι µέσα των ευθυγράµµων τµηµάτων που
συνδέουν το Α µε τα σηµεία του κύκλου.

172. Θεωρούµε κύκλο (K, ρ). Να ϐρείτε το γεωµετρικό τόπο των σηµείων Μ του επι-
πέδου που είναι κέντρα κύκλων οι οποίοι εφάπτονται εξωτερικά του (K, ρ) και έχουν
ακτίνα µήκους a > 0.

173. Θεωρούµε κύκλο (K, ρ) και την εφαπτοµένη του σ᾿ ένα συγκεκριµένο σηµείο του
Α. Από τυχαίο σηµείο Β της εφαπτοµένης ϕέρνουµε άλλη εφαπτοµένη ΒΓ του κύκλου.
Να ϐρείτε το γεωµετρικό τόπο των σηµείων Μ του επιπέδου που αποτελούν τα περίκεντρα
των τριγώνων ΑΒΓ.

174. ΄Εστω ένα ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ µήκους a > 0. Να ϐρείτε το γεωµετρικό τόπο
των σηµείων Μ του επιπέδου για τα οποία ισχύουν (MA) ≥ (MB) και (MB) ≤ (AB).
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