Χρυσή τομή

3.1 Εισαγωγή

Ίσως όλοι έχουμε την εντύπωση πως αυτό που λέγεται λόγος χρυσής τομής, είναι μία έμπνευση των αρχαίων Ελλήνων την οποία εκμεταλλεύτηκαν για να κατασκευάσουν κτίσματα ή να δημιουργήσουν μορφές με τέτοιες αναλογίες που προκαλούν έντονα την αίσθηση της αρμονίας και του ωραίου. Ένα ιδιαίτερα γνωστό κτίσμα της αρχαιότητας φημισμένο για την αρμονία των αναλογιών του είναι ο Παρθενώνας. Αν και αρκετά ασαφής για την ουσία της χρυσής τομής,  η εντύπωση αυτή είναι σχεδόν σωστή. 

Χρειάζεται να αφιερώσουμε λίγο χρόνο ώστε να καταλάβουμε τι είναι ακριβώς αυτό που πρώτοι οι αρχαίοι Έλληνες ονόμασαν χρυσή τομή. Ίσως τότε διαπιστώσουμε πως και οι Αιγύπτιοι χρησιμοποίησαν αυτή την αναλογία για την κατασκευή της πυραμίδας της Γκίζας, αλλά κυρίως πως είναι μία αναλογία που πεισματικά τηρείται στη φύση και επομένως δεν αποτελεί κατασκεύασμα της ανθρώπινης φαντασίας. Αν η ανθρωπότητα δικαίως συνδέει το όνομα χρυσή τομή με τον Παρθενώνα και τους αρχαίους Έλληνες είναι γιατί αυτοί πρώτοι την μελέτησαν και εμπλούτισαν την γεωμετρία με άφθονες εφαρμογές της. 

Σ’ αυτό το κεφάλαιο θα επιχειρήσουμε να δούμε τον γεωμετρικό ορισμό της χρυσής τομής, πως γίνεται η κατασκευή της, ποια γεωμετρικά αντικείμενα συνδέονται με αυτήν, αλλά κυρίως πού συναντάται στη φύση και την αρχιτεκτονική. 

3.2 Γεωμετρικοί ορισμοί και παρατηρήσεις

Οι όροι λόγος χρυσής τομής, και χρυσή αναλογία αναφέρονται σχεδόν χωρίς καμία διάκριση ακόμα και από μαθηματικούς. Αν θέλουμε όμως να ακριβολογούμε και να χρησιμοποιούμε σωστά τις έννοιες, θα πρέπει να δούμε πώς αυτές εισάγονται μέσα από τα αυθεντικά προβλήματα. 

3.2.1 Η χρυσή αναλογία, το χρυσό ορθογώνιο και ο αριθμός 
Πρόβλημα 1. Ζητάμε να κατασκευάσουμε ένα χρυσό ορθογώνιο, δηλαδή ένα ορθογώνιο στο οποίο ο λόγος της μεγάλης του πλευράς προς τη μικρή να είναι ίσος με τον λόγο τη μικρής προς την διαφορά των πλευρών. 
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Βήμα 1.
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Βήμα 2. 
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Βήμα 3. 
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Βήμα 4.
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Βήμα 5 (Χρυσό ορθογώνιο)


Σχήμα 1

Κατασκευή: Αν υποθέσουμε ότι μας έχει δοθεί το μήκος της μικρής πλευράς του ορθογωνίου.  Ξεκινάμε την κατασκευή με ένα τετράγωνο πλευράς ίσης με την δοθείσα μικρή πλευρά του χρυσού ορθογωνίου το οποίο το διαιρούμε φέρνοντας την διάμεσό του (Βήματα 1 και 2 στο σχήμα 1) Με κέντρο το μέσο της μίας πλευράς και ακτίνα την διαγώνιο του μισού τετραγώνου διαγράφουμε τόξο που τέμνει την προέκταση της πλευράς του τετραγώνου σε ένα σημείο (Βήματα 3 και 4). Αυτό το σημείο ορίζει το άλλο άκρο της μεγάλης πλευράς του χρυσού ορθογωνίου (Βήμα 5). 
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Σχήμα 2


Επαλήθευση: Αν και δεν είναι στους στόχους αυτής της περιβαλλοντικής να διερευνήσουμε ποιοι λόγοι μας οδήγησαν στην συγκεκριμένη κατασκευή, καλό είναι να δούμε ότι το ορθογώνιο που κατασκευάσαμε είναι πράγματι χρυσό δηλαδή αποτελεί λύση του προβλήματος 1. Για να απλουστεύσουμε την επαλήθευση αυτή, ας υποθέσουμε ότι η μικρή πλευρά του (άρα και η πλευρά του τετραγώνου) έχει μήκος 1. Τότε, παρακολουθώντας την κατασκευή, βλέπουμε στο Βήμα 2 ότι η μισή πλευρά του τετραγώνου πρέπει να είναι 1/2 ενώ από το Πυθαγόρειο Θεώρημα παίρνουμε πως η διαγώνιος του μισού τετραγώνου άρα και η ακτίνα του κύκλου (Βήματα 3 και 4) είναι (5/ 2. Άρα η μεγάλη πλευρά του χρυσού ορθογωνίου είναι 1/2 + (5/ 2 ( 1,618... (δες σχήμα 2). Η συνθήκη  λοιπόν που θα πρέπει να επαληθεύουν οι διαστάσεις του ορθογωνίου ώστε πράγματι να είναι χρυσό, σύμφωνα με το πρόβλημα 1 είναι (δεδομένου ότι η διαφορά των πλευρών του είναι (5/ 2 – 1/2): 
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που είναι απλό να δούμε ότι ισχύει. 

	



Παρθενώνας: Χαρακτηριστικό παράδειγμα

Αρχιτεκτονικής όπου συναντάται ο λόγος 

χρυσής τομής στις αναλογίες των πλευρών του.




Επειδή προφανώς τα χρυσά ορθογώνια είναι όμοια μεταξύ τους, πάντα ο λόγος της μεγάλης πλευράς προς την μικρή πλευρά, θα είναι ο αριθμός ((5 + 1)/2 που διεθνώς συμβολίζεται με το ελληνικό γράμμα  [image: image8.png]


, το αρχικό του ονόματος του Φειδία, δημιουργός των γλυπτών του Παρθενώνα. Η πρόσοψη του Παρθενώνα όπως φαίνεται και από την φωτογραφία δίπλα, μπορεί νοητά να εγγραφεί σε ένα χρυσό ορθογώνιο που σημαίνει ότι ο λόγος των διαστάσεών του είναι ο αριθμός [image: image9.png]


. Ο αριθμός αυτός ονομάζεται λόγος χρυσής τομής. 

3.2.2 Διαίρεση τμήματος σε λόγο χρυσής τομής.

Το επόμενο πρόβλημα δικαιολογεί την εμφάνιση της λέξης «τομή» στην ορολογία μας, αφού μας ζητείται να διαιρέσουμε ένα τμήμα σε συγκεκριμένο λόγο. 

Πρόβλημα 2. Βρείτε σημείο G που διαιρεί δοσμένο ευθύγραμμο τμήμα ΑB με τέτοιο τρόπο ώστε ο λόγος του τμήματος προς το μεγάλο κομμάτι να είναι ίσος με το λόγο του μεγάλου κομματιού προς το μικρό. Δηλαδή, 
	ΑB

AG
	=
	AG

GB


Πριν προχωρήσουμε στην κατασκευή, να παρατηρήσουμε ότι το πρόβλημα αυτό είναι σε πλήρη αναλογία με το προηγούμενο πρόβλημα. Ουσιαστικά, η κατασκευαστική λύση του προβλήματος 2 θα ήταν και λύση και στο πρόβλημα 1, με τη διαφορά ότι θα ξεκινούσαμε με γνωστή την μεγάλη πλευρά του χρυσού ορθογωνίου, και θα ζητούσαμε κατασκευή της μικρής πλευράς. 

Κατασκευή: Για να κατανοήσουμε την κατασκευή, καλό είναι όπως και πριν να απλουστεύσουμε το πρόβλημα: Αν θεωρήσουμε ότι το μήκος του ΑΒ είναι 1, τότε ουσιαστικά αυτό που κατασκευάζουμε (το AG), είναι ένα τμήμα μήκους ((5 ( 1)/2, που είναι απλό να δούμε πως είναι λύση της ζητούμενης αναλογίας του προβλήματος 2. Ας παρακολουθήσουμε λοιπόν την κατασκευή του ((5 ( 1)/2 βήμα προς βήμα: 

Βήμα 1ο : Στο άκρο Β γράφουμε κάθετο ευθύγραμμο τμήμα μήκους ίσο με το μισό του αρχικού μας τμήματος ΑΒ. Έτσι σχηματίζεται ένα ορθογώνιο τρίγωνο.

Βήμα 2ο : Η υποτείνουσα έχει μήκος (5/ 2. Από αυτήν αφαιρούμε τμήμα μήκους 1/2.

Βήμα 3ο : Το υπόλοιπο τμήμα της υποτείνουσας (το AV) είναι ίσο με το ζητούμενο τμήμα AG που έχει προφανώς μήκος ((5 ( 1)/2.
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	Βήμα 1
	Βήμα 2
	Βήμα 3

	Σχήμα 3


Η παραπάνω κατασκευή συζητείται και στο βιβλίο της Γεωμετρίας του Λυκείου σαν ενδιάμεσο βήμα για την κατασκευή κανονικού δεκαγώνου.

Υπάρχουν αρκετά γεωμετρικά σχήματα που συνδέονται άμεσα με τη χρυσή τομή, όπως είναι το κανονικό δεκάγωνο ή το κανονικό πεντάγωνο. Θα συζητήσουμε γι’ αυτά στην συνέχεια και θα κάνουμε και ορισμένες ιστορικές αναφορές για την ιστορία τους όπου χρειάζεται.

3.2.3 Γεωμετρικά σχήματα που συνδέονται με τη χρυσή τομή

3.2.3.1 Τα χρυσά τρίγωνα: Υπάρχουν δύο χρυσά τρίγωνα, και τα δύο ισοσκελή, ένα αμβλυγώνιο και ένα οξυγώνιο. Στο αμβλυγώνιο, ο λόγος της βάσης του προς την πλευρά του είναι ίσος με το λόγο χρυσής τομής, ενώ στο οξυγώνιο ισχύει το αντίστροφο: ο λόγος της πλευράς του προς την βάση του είναι ίσος με το λόγο χρυσής τομής. 

Τα δύο τρίγωνα συνδέονται μεταξύ τους γιατί διαιρώντας ανάλογα την βάση ή την πλευρά σε λόγο χρυσής τομής προκύπτουν δύο μικρότερα χρυσά τρίγωνα ένα αμβλυγώνιο και ένα οξυγώνιο. Αυτό είναι πιο κατανοητό αν σκεφτούμε ότι το αμβλυγώνιο έχει γωνίες 36ο, 36ο και 108ο ενώ το οξυγώνιο έχει γωνίες 72ο, 72ο και 36ο. Στο κεφάλαιο των πλακοστρώσεων θα δούμε την σημασία των τριγώνων αυτών στις πλακοστρώσεις Penrose. 
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	Τα δύο χρυσά τρίγωνα. Αριστερά το αμβλυγώνιο,

δεξιά το οξυγώνιο.

	Σχήμα 4
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	Σχήμα 5


 3.2.3.2 Το κανονικό δεκάγωνο και το κανονικό πεντάγωνο: Μια και η γωνιά της κορυφής του οξυγωνίου χρυσού τριγώνου είναι 36ο, είναι φανερό ότι το κανονικό δεκάγωνο θα διαιρείται από τις ακτίνες του σε δέκα χρυσά τρίγωνα. Αλλά και στο κανονικό πεντάγωνο μπορούμε να ανιχνεύσουμε τα δύο χρυσά τρίγωνα όπως φαίνεται στο σχήμα 5.
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Πεντάλφα σε διακόσμηση τάφου.


 Αν απομονώσουμε τις διαγώ-νιους του πενταγώνου, τότε παίρνουμε ένα σχήμα που θυμίζει αστέρι με πέντε ακτίνες. Το σχήμα αυτό λέγεται πεντάλφα γιατί μπορεί να θεωρηθεί ότι κατασκευάζεται με πέντε Α. Η πεντάλφα ήταν το έμβλημα των Πυθαγορείων και ο τρόπος κατασκευής της υπήρξε ένα καλά φρουρούμενο μυστικό που προκαλούσε τον φθόνο στους ανταγωνιστές. Λέγεται πως ο Ιπποκράτης ο Χίος εκδιώχθηκε από την σχολή των Πυθαγορείων γιατί αποκάλυψε την κατασκευή της. 

Απλές προσεγγιστικές κατασκευές κανονικών πενταγώνων

Αν δεν απαιτούμε μεγάλη ακρίβεια στην κατασκευή ενός κανονικού πενταγώνου, μπορούμε να επιτύχουμε ικανοποιητικές προσεγγίσεις με διάφορους τρόπους. Εδώ θα προτείνουμε δύο που θα τους βρείτε αρκετά έξυπνους:
1. Χρησιμοποιώντας αριθμούς Fibonacci. Είδαμε στο προηγούμενο κεφάλαιο ότι ο λόγος δύο διαδοχικών αριθμών Fibonacci προσεγγίζει ικανοποιητικά τον λόγο χρυσής τομής. Μπορούμε λοιπόν να χρησιμοποιούμε διαδοχικούς αριθμούς Fibonacci για να κατασκευάζουμε σχεδόν χρυσά τρίγωνα, και κατ’ επέκταση σχεδόν κανονικά πεντάγωνα όπως φαίνεται και στο σχήμα 6. Φυσικά, όσο μεγαλύτερα ζευγάρια διαδοχικών αριθμών Fibonacci επιλέξουμε, τόσο και καλύτερη θα είναι η προσέγγισή μας.

2. Παίρνοντας μία λωρίδα χαρτί και φτιάχνοντας έναν κόμπο :  Οι οδηγίες εδώ είναι ακόμα πιο απλές και αν είμαστε αρκετά επιδέξιοι, το αποτέλεσμα θα είναι ένα πραγματικά κανονικό πεντάγωνο. Αν διπλώσουμε το περίσσευμα της λωρίδας δεξιά όπως φαίνεται στο βήμα 4, τότε θα μπορούμε να διακρίνουμε στο φως και μία σχηματιζόμενη πεντάλφα (βήμα 5)
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Σχήμα 6
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3.2.3.3 Δωδεκάεδρο, Εικοσάεδρο: Ανάμεσα στα πέντε Πλατωνικά στερεά, υπάρχουν και δύο που συνδέονται με το κανονικό πεντάγωνο και την χρυσή τομή. Είναι το κανονικό δωδεκάεδρο που οι έδρες του είναι κανονικά πεντάγωνα, και το δυϊκό του, το κανονικό εικοσάεδρο που ανά πέντε ισόπλευρα τρίγωνα ενώνονται για να σχηματίσουν ένα σχεδόν σφαιρικό πολύεδρο.

	



Leonardo da Vinci: Εικοσάεδρο
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	Κανονικό δωδεκάεδρο
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	Κανονικό εικοσάεδρο

	Σχήμα 7
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(GREAT DODECAHEDRON.

THE FOUR KEPLER-POINSOT SOLIDS.




Ακόμα, όπως φαίνεται και στην προηγούμενη φωτογραφία, υπάρχουν και άλλα είδη αστερόμορφων δωδεκάεδρων και εικοσάεδρων που μελέτησαν οι Kepler – Poinsot. 

3.2.3.4 Χρυσές σπείρες: Ολοκληρώνουμε την περιήγησή μας στις εφαρμογές της χρυσής τομής στη γεωμετρία με την παρουσίαση δύο χρυσών σπειρών. Η μία βασίζεται σε διαδοχικά χρυσά ορθογώνια που το ένα περιέχει το άλλο και η άλλη σε διαδοχικά χρυσά οξυγώνια τρίγωνα, που και εδώ, το ένα περιέχει το άλλο. 
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Βήμα 1
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Βήμα 2
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Βήμα 3
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Βήμα 4

	Πρώτη χρυσή σπείρα: Κατασκευή από χρυσό ορθογώνιο.
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Βήμα 1
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Βήμα 2
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Βήμα 3
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Βήμα 4
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Βήμα 5
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Βήμα 6
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Βήμα 7
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Βήμα 8

	Δεύτερη χρυσή σπείρα: Κατασκευή από χρυσό οξυγώνιο τρίγωνο.

Σχήμα 8


Κατασκευή της πρώτης χρυσής σπείρας: Η σπείρα αυτή μας θυμίζει αρκετά την  σπείρα του Fibonacci. Και πραγματικά, οι δύο σπείρες είναι περίπου ίδιες. Θα δούμε όμως, ότι υπάρχει μια ουσιαστική διαφορά στην κατασκευή της χρυσής σπείρας. Τώρα ξεκινάμε από ένα χρυσό ορθογώνιο, και προχωράμε προς τα μέσα, «κόβοντας» τετράγωνα,  πορεία δηλαδή ακριβώς αντίστροφη από αυτή που είχαμε στην κατασκευή της σπείρας του Fibonacci. (Αν θυμόμαστε, ξεκινούσαμε από ένα τετράγωνο, και το επεκτείναμε προς τα έξω σχηματίζοντας διαδοχικά ορθογώνια.) Αλλά ας δούμε την κατασκευή βήμα προς βήμα:

Βήμα 1ο: Ξεκινάμε με ένα χρυσό ορθογώνιο.  Φέρνουμε μια κάθετη γραμμή για να το χωρίσουμε σε τετράγωνο και ένα μικρότερο χρυσό ορθογώνιο.

Βήμα 2ο: Το μικρότερο ορθογώνιο που σχηματίστηκε από το βήμα 1, το χωρίζουμε και αυτό με τον ίδιο τρόπο σε ένα τετράγωνο και ένα ακόμα πιο μικρό χρυσό ορθογώνιο. 

Βήμα 3ο: Επαναλαμβάνουμε τα προηγούμενα βήματα αρκετές φορές, ώστε να πάρουμε έναν σχηματισμό με πολλά διαδοχικά τετράγωνα που μικραίνουν συνεχώς, στο εσωτερικό του χρυσού ορθογωνίου. 

Βήμα 4ο: Τέλος διαγράφουμε τεταρτοκύκλια στα τετράγωνα που σχηματίστηκαν. Το αποτέλεσμα είναι μία χρυσή σπείρα που με μεγάλη ικανοποίηση διαπιστώνουμε ότι προσεγγίζει ακόμα καλύτερα την σπείρα στο κέλυφος του ναυτίλου, από ότι η σπείρα του Fibonacci.(δες προηγούμενο κεφάλαιο). 

Κατασκευή της δεύτερης χρυσής σπείρας: Η διαδικασία είναι ανάλογη με την προηγούμενη κατασκευή. Σχεδόν ή μόνη διαφορά είναι ότι ξεκινάμε με ένα χρυσό οξυγώνιο τρίγωνο το οποίο το διαιρούμε συνεχώς σε άλλα μικρότερα χρυσά τρίγωνα (ένα οξυγώνιο και ένα αμβλυγώνιο – Βήματα 1 έως 7) 

Ας παρατηρήσουμε ότι στο βήμα 1 ή διαίρεση του χρυσού τριγώνου σε δύο μικρότερα χρυσά τρίγωνα γίνεται απλώς με το να πάρουμε τμήμα στην μία πλευρά του, αρχίζοντας από την κορυφή, που είναι ίσο με τη βάση του τριγώνου. 

Η διαίρεση αυτή επαναλαμβάνεται στα επόμενα βήματα, σε κάθε νέο σχηματιζόμενο οξυγώνιο χρυσό τρίγωνο έως ότου καταλήξουμε στην κατασκευή που φαίνεται στο βήμα 7

Στο βήμα 8 διαγράφουμε τόξα κύκλων με κέντρα τις κορυφές των χρυσών οξυγωνίων τριγώνων, και ακτίνα μία πλευρά τους. Έτσι, οι βάσεις των χρυσών τριγώνων είναι χορδές στα τόξα που διαγράφουμε. 

3.3 Η χρυσή τομή στην Τέχνη και την Αρχιτεκτονική.

Ίσως αυτή η παράγραφος θα έπρεπε να αποτελέσει ξεχωριστό κεφάλαιο γιατί πραγματικά από τα αρχαία χρόνια συναντάμε εφαρμογές της χρυσής τομής στην τέχνη και την αρχιτεκτονική. Και όταν λέμε τέχνη, δεν εννοούμε μόνο την ζωγραφική, αλλά θα μας προκαλέσει μεγάλη έκπληξη το γεγονός ότι αναγνωρίζουμε τον λόγο χρυσής τομής σε μουσικά έργα μεγάλων συνθετών, όπως του Μότσαρτ ή του Μπετόβεν. Σε μερικά Πανεπιστήμια της Αμερικής όπου έχουν ερευνήσει και την δομή ποιημάτων, ανακάλυψαν και εκεί την χρυσή αναλογία
Φαίνεται πως η χρυσή τομή δημιουργεί την αίσθηση του ωραίου, γι’ αυτό και όχι μόνο η φύση αλλά και εμείς στην καθημερινή μας ζωή την προτιμάμε. Δεν πρέπει να μας φανεί καθόλου περίεργο που τα φύλλα φωτοτυπικού Α4 ή οι πιο πολλές ευχητήριες κάρτες είναι χρυσά ορθογώνια. 

3.3.1 Η χρυσή τομή στην Αρχιτεκτονική
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Χρυσή σπείρα σε αρχαίο ελληνικό 

κιονόκρανο.  


Είδαμε στις προηγούμενες σελίδες πώς η πρόσοψη του Παρθενώνα είναι ένα χρυσό ορθογώνιο και πως συναντάμε χρυσές σπείρες στα αρχαία ελληνικά κιονόκρανα. Θα δώσουμε μερικά παραδείγματα ακόμα, ξεκινώντας από την μεγάλη πυραμίδα, την πυραμίδα του Χέοπα στην Αίγυπτο. 

Οι αρχαίοι Αιγύπτιοι ήταν οι πρώτοι που χρησιμοποίησαν τα Μαθηματικά στην τέχνη. Είναι σχεδόν βέβαιο ότι απέδιδαν μαγικές ιδιότητες στην χρυσή τομή – χρυσό λόγο και τους έκαναν χρήση στο χτίσιμο των μεγάλων πυραμίδων. Εάν τμήσουμε κάθετα την μεγάλη πυραμίδα της Γκίζας, θα πάρουμε  ένα ορθογώνιο τρίγωνο, το ονομαζόμενο Αιγυπτιακό Τρίγωνο. Ο λόγος του ύψους της παράπλευρης επιφάνειας της πυραμίδας (υποτείνουσα του τριγώνου) προς την απόσταση της πλευράς από το κέντρο (μισή πλευρά της βάσης ) είναι 1,61804… που διαφέρει από τον αριθμό [image: image30.png]


 στο πέμπτο δεκαδικό ψηφίο. Αυτό σημαίνει ότι αν η πλευρά της βάσης είναι 2 μονάδες μήκους, τότε το ύψος ενός από τα τέσσερα τρίγωνα που απαρτίζουν την παράπλευρη επιφάνεια της πυραμίδας είναι [image: image31.png]


, ενώ το ύψος της πυραμίδας είναι ([image: image32.png]


, όπως φαίνεται και στο παρακάτω σχεδιάγραμμα. 
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	Πυραμίδα της Γκίζας.

	

	



Καθεδρικός Chartres


Φυσικά η επιρροή του λόγου χρυσής τομής ήταν τεράστια σε όλο τον αρχαίο ελλαδικό χώρο. Οι αρχαίοι Έλληνες κατασκεύαζαν σχεδόν όλα τους τα κτίσματα αλλά και τις διακοσμήσεις τους, με τον κανόνα της χρυσής τομής. Ίσως ο Παρθενώνας είναι το πιο χαρακτηριστικό και αρμονικό παράδειγμα. Αν επιστρέψουμε στις αρχικές σελίδες του παρόντος κεφαλαίου, θα δούμε ότι όχι μόνο μπορούμε να εγγράψουμε τον Παρθενώνα σε ένα χρυσό ορθογώνιο, αλλά και αν επιχειρήσουμε να το χωρίσουμε σε τετράγωνα και άλλα μικρότερα χρυσά ορθογώνια, όπως ακριβώς κάναμε και για την πρώτη χρυσή σπείρα, θα διαπιστώναμε ότι και άλλα τμήματά του είναι τοποθετημένα έτσι ώστε να πληρούνται πολλές χρυσές αναλογίες. 

Και στον Μεσαίωνα, οι αρχιτεκτονικές τάσεις ήταν και πάλι η τήρηση των χρυσών αναλογιών τόσο στις εξωτερικές διαρρυθμίσεις των κτιρίων όσο και στις εσωτερικές διακοσμήσεις τους. 

3.3.2 Η χρυσή τομή στη γλυπτική και ζωγραφική 

Αναφέραμε και στην εισαγωγή πως ο συμβολισμός του λόγου χρυσής τομής με το γράμμα [image: image36.png]


 έγινε προς τιμήν του αρχαίου Έλληνα γλύπτη Φειδία, ο οποίος έκανε χρήση του λόγου αυτού στα γλυπτά του. Θα δούμε και στην επόμενη παράγραφο ότι χρυσές αναλογίες συναντάμε ακόμα και στις αναλογίες του ανθρώπινου σώματος.

	



Καρυάτιδες: Ερεχθείο – Ακρόπολη 


Κατά τον Μεσαίωνα, ενώ το ενδιαφέρον για τη χρυσή τομή ήταν αμείωτο στην αρχιτεκτονική, στη ζωγραφική και τις άλλες τέχνες έμοιαζε πως χάθηκε. Τον 16ο αιώνα ο Luca Pacioli (1445-1514) γεωμέτρης και φίλος ενός μεγάλου αναγεννησιακού ζωγράφου, «ξαναανακά-λυψε» την χρυσή τομή. Το βιβλίο του, όπου μελετούσε τον αριθμό [image: image38.png]


, εικονογραφήθηκε από τον γνωστό καλλιτέχνη Leonardo da Vinci. Ο Leonardo για αρκετό καιρό έδειξε ένα διακαές ενδιαφέρον για τα μαθηματικά στην τέχνη και την φύση και επιδόθηκε σε συστηματικές μελέτες. Μελέτησε τις αναλογίες του ανθρωπίνου σώματος και ειδικότερα τις αναλογίες στο ανθρώπινο πρόσωπο. 

	Eργα Leonardo da Vinci (1451-1519)
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Mona Lisa
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Μελέτη αναλογιών σώματος κατά τον

Vitruvious
	



Άγιος Ιερώνυμος
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Μελέτη αναλογιών

προσώπου γέρου


Κατά την Αναγέννηση οι καλλιτέχνες άρχισαν να επιστρέφουν στα κλασσικά θέματα της αρχαιότητας για τις εμπνεύσεις τους και τις τεχνικές τους. Θα μπορούσαμε για παράδειγμα να αναφέρουμε τους Michelangelo (1475-1564) και Raphael (1483-1530) οι οποίοι επανέφεραν στις συνθέσεις τους την χρυσή τομή. Ο ομφαλός διαιρεί το σώμα του Δαβίδ του Michelangelo σε λόγο χρυσής τομής.

	Michelangelo (1475-1564)
	 Raphael (1483-1530)

	



Δαβίδ
	



Η Αγία Οικογένεια
	





 
Σταύρωση


	Seurat (1859-1891)
	Salvador Dali (1904-1989)

	



Λουόμενοι
	



Ο Μυστικός Δείπνος


Η πιο πρόσφατη αναζήτηση για μία «γραμματική» στην τέχνη οδήγησε μοιραία τους σύγχρονους καλλιτέχνες στην χρήση της χρυσής τομής. Η Παρέλαση του Γάλλου νέο-ιμπρεσιονιστή καλλιτέχνη Seurat (1859 – 1891), που χαρακτηρίζεται από το γνωστό του στυλ με τις άπειρες κουκκίδες, περιέχει πλήθος παραδειγμάτων χρυσών αναλογιών. Σύμφωνα με έναν εμπειρογνώμονα τέχνης, ο Seurat «επιτέθηκε σε κάθε καμβά του με τη χρυσή αναλογία». Τα χρυσά ορθογώνια είναι πολύ εμφανή στους Λουόμενούς του. Ο Μυστικός Δείπνος του Salvador Dali (1904-1989) πλαισιώνεται από ένα χρυσό ορθογώνιο. Χρυσοί λόγοι χρησιμοποιήθηκαν για να καθορίσουν την θέση κάθε φιγούρας ενώ ο θόλος του δωματίου σχηματίζεται από τις έδρες κανονικού δωδεκάεδρου που όπως είδαμε είναι ένα από τα στερεά που συνδέεται άμεσα με την χρυσή τομή.

3.3.3 Μουσική

 Να αναφέρουμε τέλος πως και η μουσική δεν έμεινε ανεπηρέαστη από την χρυσή τομή. Αγνοούμε όμως αν αυτό έγινε συνειδητά ή ασυνείδητα. Παρατηρούμε και εδώ στα έργα των μεγάλων συνθετών όπως του Μότσαρτ ή του Μπετόβεν να υπάρχει μία διαίρεση των συνθέσεων σε λόγους χρυσής τομής. 

Για να το κατανοήσουμε αυτό καλύτερα, ας δούμε ένα παράδειγμα από την Πέμπτη συμφωνία του Μπετόβεν: Το περίφημο μοτίβο της διαιρεί την πρώτη πράξη, όπως φαίνεται και από το παρακάτω σχεδιάγραμμα, σε λόγο χρυσής τομής. Τα μέτρα που αναφέρονται είναι μουσικά μέτρα.

	Μοτίβο
5 μέτρα
	372 μέτρα
	Μοτίβο

5 μέτρα
	228 μέτρα
	Μοτίβο
5 μέτρα

	X
	 
	Y


Βλέπουμε την πρώτη πράξη να αποτελείται από το μοτίβο (5 μέτρα), ένα μουσικό τμήμα 372 μέτρα, ξανά το μοτίβο, ένα τμήμα 228 μέτρα και ολοκληρώνεται με το μοτίβο. Αν θέλουμε να υπολογίσουμε τον λόγο του Χ μουσικού τμήματος προς το Υ, θα έχουμε: 

1. X = 372 + μοτίβο = 372 + 5 = 377

2. Y = 228 + μοτίβο = 228 + 5 = 233

3. Χ/Υ = 233 / 377 = 1.618  (που είναι ο λόγος χρυσής τομής.)

3.4 Η χρυσή τομή στο ανθρώπινο σώμα και τη φύση

Φυσικά και πάλι ελάχιστα θα θίξουμε αυτό το θέμα, μια και ο λόγος χρυσής τομής συναντάται σχεδόν παντού στη φύση. Στο κεφάλαιο για τους αριθμούς Fibonacci είχαμε παρατηρήσει ότι οι αριθμοί αυτοί εμφανίζονται συχνά στη φύση, τόσο στο φυτικό όσο και στο ζωικό βασίλειο. Επομένως, αφού οι αριθμοί Fibonacci συνδέονται άμεσα με το λόγο χρυσής τομής, περιμένουμε ότι και αυτός θα εμφανίζεται με τη σειρά του στη φύση. Έτσι πραγματικά, οι σπείρες στα ανθύλλια των λουλουδιών, ή σπείρες στα σαλιγκάρια, είναι χρυσές σπείρες στις περισσότερες περιπτώσεις. Αυτό συμβαίνει γιατί τα πάντα αυξάνονται με έναν ρυθμό ίσο με [image: image48.png]


. Σ’ αυτή την παράγραφο θα προσπαθήσουμε να δώσουμε κυρίως εικόνες όπου εμφανίζεται ο λόγος χρυσής τομής, με κάποια από τις γεωμετρικές εκδοχές που έχουμε ήδη αναφέρει.

3.4.1 Χρυσές αναλογίες σε φυτά και ζώα

Στο σώμα εντόμων, ζώων αλλά και σε πολλά λουλούδια, ιδιαίτερα αυτά με πέντε πέταλα, μπορούμε να διακρίνουμε λόγους χρυσής τομής. Στις επόμενες εικόνες φαίνονται κάποια από τα χιλιάδες παραδείγματα.
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3.4.2 Χρυσές αναλογίες στο ανθρώπινο σώμα

Στην παράγραφο για την τέχνη, αναφέραμε ότι πολλοί καλλιτέχνες, κυρίως ζωγράφοι της Αναγέννησης, μελέτησαν τις αναλογίες στο ανθρώπινο σώμα. Τα συμπεράσματά τους ήταν ιδιαίτερα εντυπωσιακά για την σχέση των αναλογιών στο σώμα μας και την χρυσή τομή.

	



	Ο αρχιτέκτονας Le Corbusier (1887-1965) κατασκεύασε μια κλίμακα αναλογιών που ονόμασε Le Modulor, η οποία βασίζεται στο ανθρώπινο σώμα. Σύμφωνα με αυτή, ο ομφαλός διαιρεί το ανθρώπινο σώμα σε λόγο χρυσής τομής. 
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διαίρεση του χεριού σε λόγο χρυσής τομής

από τον καρπό
	Προχωρώντας σε λεπτομε-ρέστερα σημεία του ανθρωπίνου σώματος μπορούμε να παρα-τηρήσουμε και άλλες διαιρέσεις σε χρυσό λόγο. Για παράδειγμα ο καρπός διαιρεί το χέρι από τον αγκώνα και κάτω σε λόγο χρυσής τομής, ενώ αν παρα-τηρήσουμε τις φάλαγγες του δείκτη μας, φαίνεται πως καθεμιά βρίσκεται σε χρυσή αναλογία με την επόμενή της. (παρατηρήστε τους αριθμούς Fibonacci στις μετρήσεις)
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φάλαγγες δείκτη χεριού
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	Η χρυσή αναλογία, όπως φαίνεται και στις διπλανές φωτογραφίες, εμφανίζεται στις αναλογίες των δοντιών μας, του αυτιού μας αλλά και σε πολλές άλλες λεπτομέρειες του προσώπου μας όπως είναι τα χείλη, τα μάτια ή ακόμα και η μύτη. 

Προσέξετε ιδιαιτέρως την χρυσή σπείρα που εμφανίζεται στο εικονιζόμενο αυτί.
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	Το σχεδιάγραμμα δίπλα είναι ένα καρδιογράφημα σε στιγμή ηρεμίας. Για τους γιατρούς είναι μία ιδιαίτερα ικανοποιητική ένδειξη όταν το διάστημα μεταξύ δύο οξέων επαρμάτων R διαιρείται σε λόγο χρυσής τομής από ένα έπαρμα Τ. (το κόκκινο βέλος στο διάγραμμα)


3.5 Επίλογος

Ο πιο άρρητος αριθμός από τους άρρητους !

Οι αρχαίοι Έλληνες είχαν κάποια σχετική δυσκολία στο να χειριστούν τους άρρητους αριθμούς. Γι’ αυτό και το Πυθαγόρειο Θεώρημα αποτελεί σταθμό στη μαθηματική σκέψη. Ονόμαζαν λοιπόν τους ρητούς αριθμούς (τα κλάσματα φυσικών) σύμμετρα μεγέθη, ενώ τους άρρητους όταν πλέον τους αποδέχτηκαν τους ονόμασαν ασύμμετρα μεγέθη. 

Μία πρώτη διαπίστωση που μπορεί να κάνει και ένας μαθητής Γυμνασίου, είναι ότι μπορούμε να προσεγγίσουμε τους άρρητους με ρητούς αρκετά ικανοποιητικά. Άλλωστε και οι υπολογιστικές μηχανές χρησιμοποιούν μόνο ρητούς, αφού η οθόνη τους περιέχει πεπερασμένα δεκαδικά ψηφία. 

Υπάρχει όμως ένα θεώρημα της θεωρίας αριθμών, το θεώρημα του Hurwitz, που εξηγεί πόσο «καλά» μπορούν οι ρητοί να προσεγγίσουν έναν άρρητο. Και εκεί υπάρχει ένας περιορισμός: Η συγκεκριμένη προσέγγιση δεν μπορεί να γίνει καλύτερη για τον αριθμό [image: image62.png]


. Με άλλα λόγια, ο αριθμός [image: image63.png]


 προσεγγίζεται κατά τον χειρότερο τρόπο από τους ρητούς, είναι δηλαδή «ο πιο άρρητος από τους άρρητους»!

Είναι πραγματικά τόσο έντονη η παρουσία της χρυσής τομής στη φύση που πρώτος ο Leonardo da Vinci της απέδωσε τον όρο θεία αναλογία. Θα επαναλάβουμε και εδώ το ερώτημα που θέσαμε και στο κεφάλαιο για τους αριθμούς Fibonacci: Γιατί η φύση δείχνει τέτοια προτίμηση σ’ αυτή την αναλογία; Ποιοι είναι αυτοί οι φυσικοί νόμοι που επιβάλλουν να καθορίζεται ο ρυθμός ανάπτυξης κάθε οργανισμού από τον λόγο χρυσής τομής; Γιατί αυτός ο «τόσο άρρητος» αριθμός, εμφανίζεται ξανά και ξανά στην φύση και μάλιστα είναι ο παράγοντας που καθορίζει την αρμονία και την ομορφιά στον κόσμο μας;
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