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ɄȺɅȽȺɉɃɀȺɁȷ 

ȾŮűɎɚŬɘɞ 1
ɞ
: ȹɘŬɜɨůɛŬŰŬ 

ü ȺɜɧŰɖŰŬ  I: ȼ ɏɜɜɞɘŬ Űɞɡ ŭɘŬɜɨůɛŬŰɞɠ ůŮɚ. 4 

¶ ɆŰɞɘɢŮɑŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰɞɠ ůŮɚ. 4 

¶ ɄɟɎɝŮɘɠ ɛŮ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ ůŮɚ. 9 

¶ ȿɡɛɏɜŬ ˊŬɟŬŭŮɑɔɛŬŰŬ ůŮɚ. 15 

ü ȺɜɧŰɖŰŬ  ȽȽ: ɆɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ůŰɞ ŮˊɑˊŮŭɞ ůŮɚ. 20 

¶ ɆɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ŭɘŬɜɨůɛŬŰɞɠ ůŮɚ. 21 

¶ ɀɏŰɟɞ ŭɘŬɜɨůɛŬŰɞɠ ůŮɚ. 25 

¶ ȿɡɛɏɜŬ ˊŬɟŬŭŮɑɔɛŬŰŬ ůŮɚ. 27 

ü ȺɜɧŰɖŰŬ  ȽȽȽ: ȺůɤŰŮɟɘəɧ ɔɘɜɧɛŮɜɞ ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ ůŮɚ. 33 

¶ ȷɜŬɚɡŰɘəɐ ɏəűɟŬůɖ ŮůɤŰŮɟɘəɞɨ ɔɘɜɞɛɏɜɞɡ ůŮɚ. 34 

¶ Ʉɟɞɓɞɚɐ ŭɘŬɜɨůɛŬŰɞɠ ůŮ ŭɘɎɜɡůɛŬ ůŮɚ. 35 

¶ ȿɡɛɏɜŬ ˊŬɟŬŭŮɑɔɛŬŰŬ ůŮɚ. 36 

ü ȺɟɤŰɐůŮɘɠ əŬŰŬɜɧɖůɖɠ 1ɞɡ
 əŮűŬɚŬɑɞɡ ůŮɚ. 45 

ü ȷůəɐůŮɘɠ ůŮɚ. 50 

ü ūɨɚɚɞ ŮɟɔŬůɑŬɠ ůŮɚ. 58 

ü ɇɞ ɗɏɛŬ ůŮɚ. 61 

ȾŮűɎɚŬɘɞ 2
ɞ
: ȺɡɗŮɑŬ 

ü ȺɜɧŰɖŰŬ  Ƚ: Ⱥɝɑůɤůɖ ŮɡɗŮɑŬɠ ůŮɚ. 62 

¶ Ⱥɝɑůɤůɖ ɔɟŬɛɛɐɠ ůŮɚ. 62 

¶ ɆɡɜɗɐəŮɠ ˊŬɟŬɚɚɖɚɑŬɠ-əŬɗŮŰɧŰɖŰŬɠ ŮɡɗŮɘɩɜ ůŮɚ. 64 

¶ ɀɞɟűɏɠ Ůɝɑůɤůɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ ůŮɚ. 65 

¶ ȿɡɛɏɜŬ ˊŬɟŬŭŮɑɔɛŬŰŬ ůŮɚ. 68 

ü ȺɜɧŰɖŰŬ  ȽȽ: ũŮɜɘəɐ ɛɞɟűɐ Ůɝɑůɤůɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ ůŮɚ. 78 

¶ ȹɘɎɜɡůɛŬ ˊŬɟɎɚɚɖɚɞ ɐ əɎɗŮŰɞ ůô ŮɡɗŮɑŬ ůŮɚ. 79 

¶ ũɤɜɑŬ ŭɨɞ ɛɖ-ˊŬɟŬɚɚɐɚɤɜ ŮɡɗŮɘɩɜ ůŮɚ. 79 

¶ ȿɡɛɏɜŬ ˊŬɟŬŭŮɑɔɛŬŰŬ ůŮɚ. 81 

ü ȺɜɧŰɖŰŬ  ȽȽȽ: ȷˊɧůŰŬůɖ ůɖɛŮɑɞɡ Ŭˊɧ ŮɡɗŮɑŬ-ȺɛɓŬŭɧɜ Űɟɘɔɩɜɞɡ ůŮɚ. 85 

¶ ȿɡɛɏɜŬ ˊŬɟŬŭŮɑɔɛŬŰŬ ůŮɚ. 88 

ü ȺɟɤŰɐůŮɘɠ əŬŰŬɜɧɖůɖɠ 2ɞɡ
 əŮűŬɚŬɑɞɡ ůŮɚ. 95 

ü ȷůəɐůŮɘɠ ůŮɚ. 97 

ü ūɨɚɚɞ ŮɟɔŬůɑŬɠ ůŮɚ. 104 
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ü ɇɞ ɗɏɛŬ ůŮɚ. 107 

ȾŮűɎɚŬɘɞ 3
ɞ
: Ⱦɤɜɘəɏɠ Űɞɛɏɠ 

ü ȺɜɧŰɖŰŬ  Ƚ: Ƀ əɨəɚɞɠ ůŮɚ.108 

¶ Ⱥɝɑůɤůɖ əɨəɚɞɡ ůŮɚ. 108 

¶ ɄŬɟŬɛŮŰɟɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɨəɚɞɡ ůŮɚ. 108 

¶ ȺűŬˊŰɞɛɏɜɖ əɨəɚɞɡ ůŮɚ. 109 

¶ ȼ Ůɝɑůɤůɖ 
2 2 0x y x y+ +A +B +G=  ůŮɚ. 110 

¶ ȿɡɛɏɜŬ ˊŬɟŬŭŮɑɔɛŬŰŬ ůŮɚ. 112 

ü ȺɜɧŰɖŰŬ  ȽȽ: ȼ ˊŬɟŬɓɞɚɐ ůŮɚ. 128 

¶ Ⱥɝɑůɤůɖ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ ůŮɚ. 128 

¶ ȽŭɘɧŰɖŰŮɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ ůŮɚ. 130 

¶ ȺűŬˊŰɞɛɏɜɖ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ ůŮɚ. 131 

¶ ȷɜŬəɚŬůŰɘəɐ ɘŭɘɧŰɖŰŬ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ ůŮɚ. 133 

¶ ȿɡɛɏɜŬ ˊŬɟŬŭŮɑɔɛŬŰŬ ůŮɚ. 135 

ü ȺɜɧŰɖŰŬ  ȽȽȽ: ȼ ɏɚɚŮɘɣɖ ůŮɚ. 146 

¶ Ⱥɝɑůɤůɖ ɏɚɚŮɘɣɖɠ ůŮɚ. 146 

¶ ȽŭɘɧŰɖŰŮɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ ůŮɚ. 149 

¶ ȺəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬ ɏɚɚŮɘɣɖɠ ůŮɚ. 151 

¶ ɄŬɟŬɛŮŰɟɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ ůŮɚ. 153 

¶ ȺűŬˊŰɞɛɏɜɖ ɏɚɚŮɘɣɖɠ ůŮɚ. 153 

¶ ȷɜŬəɚŬůŰɘəɐ ɘŭɘɧŰɖŰŬ ɏɚɚŮɘɣɖɠ ůŮɚ. 154 

¶ ȿɡɛɏɜŬ ˊŬɟŬŭŮɑɔɛŬŰŬ ůŮɚ. 156 

ü ȺɜɧŰɖŰŬ  ȽV: ȼ ɡˊŮɟɓɞɚɐ ůŮɚ. 172 

¶ Ⱥɝɑůɤůɖ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ůŮɚ. 172 

¶ ȽŭɘɧŰɖŰŮɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ůŮɚ. 175 

¶ ȷůɨɛˊŰɤŰŮɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ůŮɚ. 177 

¶ ȺəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ůŮɚ. 179 

¶ ȺűŬˊŰɞɛɏɜɖ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ůŮɚ. 181 

¶ ȷɜŬəɚŬůŰɘəɐ ɘŭɘɧŰɖŰŬ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ůŮɚ. 182 

¶ ȿɡɛɏɜŬ ˊŬɟŬŭŮɑɔɛŬŰŬ ůŮɚ. 183 

ü ȺɜɧŰɖŰŬ  V: ȼ Ůɝɑůɤůɖ 
2 2 0x y x yA +B +G +D +E= ůŮɚ. 198  

¶ ɀŮŰŬűɞɟɎ Ŭɝɧɜɤɜ ůŮɚ. 198 

¶ ȼ Ůɝɑůɤůɖ 
2 2 0x y x yA +B +G +D +E= ůŮɚ. 199 
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¶ ɆɢŮŰɘəɐ ɗɏůɖ ŮɡɗŮɑŬ əŬɘ əɤɜɘəɐɠ ůŮɚ. 199 

¶ ȿɡɛɏɜŬ ˊŬɟŬŭŮɑɔɛŬŰŬ ůŮɚ. 201 

ü ȺɟɤŰɐůŮɘɠ əŬŰŬɜɧɖůɖɠ 3ɞɡ
 əŮűŬɚŬɑɞɡ ůŮɚ. 208 

ü ȷůəɐůŮɘɠ ůŮɚ. 213 

ü ũŮɜɘəɏɠ ŮˊŬɜŬɚɖˊŰɘəɏɠ ŬůəɐůŮɘɠ ůŮɚ. 234 

ü ūɨɚɚɞ ŮɟɔŬůɑŬɠ ůŮɚ. 241 

ü ɇɞ ɗɏɛŬ ůŮɚ. 243 

ȾŮűɎɚŬɘɞ 4
ɞ
: ŪŮɤɟɑŬ Ŭɟɘɗɛɩɜ 

ü ȺɜɧŰɖŰŬ  Ƚ: ȼ ɛŬɗɖɛŬŰɘəɐ ŮˊŬɔɤɔɐ ůŮɚ. 244 

¶ ȿɡɛɏɜŬ ˊŬɟŬŭŮɑɔɛŬŰŬ ůŮɚ. 249 

ü ɇɞ ɗɏɛŬ  ůŮɚ. 256 

ȸɘɓɚɘɞɔɟŬűɑŬ ůŮɚ. 257 
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ȾȺūȷȿȷȽɃ 1
Ƀ
 : ȹȽȷɁɈɆɀȷɇȷ 

ȺɁɃɇȼɇȷ  Ƚ: ȼ ɏɜɜɞɘŬ Űɞɡ ŭɘŬɜɨůɛŬŰɞɠ 

ȹɘɎɜɡůɛŬ ɞɜɞɛɎɕŮŰŬɘ əɎɗŮ ˊɟɞůŬɜŬŰɞɚɘůɛɏɜɞ ŮɡɗɨɔɟŬɛɛɞ ŰɛɐɛŬ, ŭɖɚŬŭɐ ŮɑɜŬɘ ɏɜŬ 

ŮɡɗɨɔɟŬɛɛɞ ŰɛɐɛŬ ɛŮ ŭɘŬŰŮŰŬɔɛɏɜŬ ɎəɟŬ. ɇɞ ˊɟɩŰɞ Ɏəɟɞ ɞɜɞɛɎɕŮŰŬɘ Ŭɟɢɐ ɐ ůɖɛŮɑɞ 

ŮűŬɟɛɞɔɐɠ əŬɘ Űɞ ŭŮɨŰŮɟɞ Ɏəɟɞ Űɏɚɞɠ ɐ ˊɏɟŬɠ Űɞɡ ŭɘŬɜɨůɛŬŰɞɠ. ɇɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ ɛŮ Ŭɟɢɐ Űɞ 

ůɖɛŮɑɞ ȷ əŬɘ Űɏɚɞɠ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ȸ ůɡɛɓɞɚɑɕŮŰŬɘ ɛŮ AB, ɏŰůɘ ɩůŰŮ ɜŬ ŭɘŬəɟɑɜŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ  

ŮɡɗɨɔɟŬɛɛɞ ŰɛɐɛŬ ȷȸ. 

ü ȷɜ ɖ Ŭɟɢɐ əŬɘ Űɞ Űɏɚɞɠ Ůɜɧɠ ŭɘŬɜɨůɛŬŰɞɠ ůɡɛˊɑˊŰɞɡɜ, ŰɧŰŮ Űɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ ɞɜɞɛɎɕŮŰŬɘ 

ɛɖŭŮɜɘəɧ əŬɘ ůɡɛɓɞɚɑɕŮŰŬɘ ɛŮ 0. Ʉ.ɢ Űɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ AA ŮɑɜŬɘ Űɞ ɛɖŭŮɜɘəɧ ŭɘɎɜɡůɛŬ. 

ȹɖɚŬŭɐ 0AA=. 

 

ũɘŬ Űɞ ůɡɛɓɞɚɘůɛɧ Ůɜɧɠ ŭɘŬɜɨůɛŬŰɞɠ ůɡɢɜɎ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɛŮ ŰŬ ɛɘəɟɎ ɔɟɎɛɛŬŰŬ Űɞɡ 

Ůɚɚɖɜɘəɞɨ ɐ Űɞɡ ɚŬŰɘɜɘəɞɨ ŬɚűŬɓɐŰɞɡ, ɧˊɤɠ: , , , ,u v wa b é. 

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                         

                                                                                                                                                                 

                                                                    

 

ɆŰɞɘɢŮɑŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰɞɠ 

ü ɀɏŰɟɞ Ůɜɧɠ ŭɘŬɜɨůɛŬŰɞɠ AB ɞɜɞɛɎɕŮŰŬɘ ɖ ŬˊɧůŰŬůɖ Űɤɜ Ɏəɟɤɜ Űɞɡ, ŭɖɚŬŭɐ Űɞ ɛɐəɞɠ 

Űɞɡ ŮɡɗɡɔɟɎɛɛɞɡ ŰɛɐɛŬŰɞɠ ȷȸ əŬɘ ůɡɛɓɞɚɑɕŮŰŬɘ ɛŮ AA. ȯɟŬ AB=d(ȷ,ȸ)=(ȷȸ). 

ũɘŬ əɎɗŮ  ɛɖ-ɛɖŭŮɜɘəɧ ŭɘɎɜɡůɛŬ AB ŮɑɜŬɘ AB>0, Ůɜɩ ɔɘŬ Űɞ ɛɖŭŮɜɘəɧ ŭɘɎɜɡůɛŬ AA 

ɘůɢɨŮɘ ɧŰɘ AA=0. ɆɡɜŮˊɩɠ ɘůɢɨŮɘ ɧŰɘ a²0, ɔɘŬ əɎɗŮ ŭɘɎɜɡůɛŬ a.  

ȷɜ a=1, ŰɧŰŮ Űɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ aɞɜɞɛɎɕŮŰŬɘ ɛɞɜŬŭɘŬɑɞ. 

ü ūɞɟɏŬɠ Ůɜɧɠ ɛɖ-ɛɖŭŮɜɘəɞɨ ŭɘŬɜɨůɛŬŰɞɠ AB ɚɏɔŮŰŬɘ ɖ ŮɡɗŮɑŬ ˊɞɡ ɞɟɑɕŮŰŬɘ Ŭˊô ŰŬ 

ůɖɛŮɑŬ ȷ əŬɘ ȸ, ŭɖɚŬŭɐ ɖ ŮɡɗŮɑŬ ˊɎɜɤ ůŰɖɜ ɞˊɞɑŬ ɓɟɑůəŮŰŬɘ Űɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ. 

u   a  

ȷ ȸ 
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ɋɠ űɞɟɏŬ Űɞɡ ɛɖŭŮɜɘəɞɨ ŭɘŬɜɨůɛŬŰɞɠ AA ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɗŮɤɟɐůɞɡɛŮ ɞˊɞɘŬŭɐˊɞŰŮ ŮɡɗŮɑŬ 

ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ ȷ. 

                                                                                          

                              

                                                 

 

ȷɜ ɞ űɞɟɏŬɠ Ůɜɧɠ ŭɘŬɜɨůɛŬŰɞɠ u  ŮɑɜŬɘ ˊŬɟɎɚɚɖɚɞɠ ˊɟɞɠ ɛɘŬ ŮɡɗŮɑŬ (Ů) ɐ ŰŬɡŰɑɕŮŰŬɘ ɛô ŬɡŰɐ, 

ŰɧŰŮ ɚɏɛŮ ɧŰɘ Űɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ u  ŮɑɜŬɘ ˊŬɟɎɚɚɖɚɞ ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬ (Ů) əŬɘ ɔɟɎűɞɡɛŮ u//(Ů). 

ɆɡɔɔɟŬɛɛɘəɎ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ 

ȹɨɞ ɛɖ-ɛɖŭŮɜɘəɎ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ AB əŬɘ GD ɞɜɞɛɎɕɞɜŰŬɘ ˊŬɟɎɚɚɖɚŬ ɐ ůɡɔɔɟŬɛɛɘəɎ ɧŰŬɜ 

ɏɢɞɡɜ əɞɘɜɧ űɞɟɏŬ ɐ ˊŬɟɎɚɚɖɚɞɡɠ űɞɟŮɑɠ. ɆŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ŬɡŰɐ ɚɏɛŮ ɧŰɘ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ 

ɏɢɞɡɜ Űɖɜ ɑŭɘŬ ŭɘŮɨɗɡɜůɖ əŬɘ ɔɟɎűɞɡɛŮ / /AB GD. 
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Ů1 
Ů2 
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ȷ ȸ 
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ü ȹɨɞ ɛɖ-ɛɖŭŮɜɘəɎ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ AB əŬɘ GDɚɏɔɞɜŰŬɘ ɞɛɧɟɟɞˊŬ ɧŰŬɜ: 

Ŭ) ɏɢɞɡɜ Űɞɜ ɑŭɘɞ űɞɟɏŬ əŬɘ ɛɑŬ Ŭˊô Űɘɠ ɖɛɘŮɡɗŮɑŮɠ ȷȸ əŬɘ ũȹ ˊŮɟɘɏɢŮɘ Űɖɜ Ɏɚɚɖ 

 

                   .                         .                                         

ɓ) ɏɢɞɡɜ ˊŬɟɎɚɚɖɚɞɡɠ űɞɟŮɑɠ əŬɘ ɖ ŮɡɗŮɑŬ  ȷũ ˊɞɡ ŮɜɩɜŮɘ Űɘɠ ŭɨɞ Ŭɟɢɏɠ ŬűɐɜŮɘ ŰŬ ˊɏɟŬŰŬ ȸ 

əŬɘ ȹ Űɤɜ ŭɨɞ ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ ůŰɞ ɑŭɘɞ ɖɛɘŮˊɑˊŮŭɞ.        

                                      Ů 

                               ȷ.              ȸ 

             ũ.              ȹ 

 

ũɘŬ ɜŬ ŭɖɚɩůɞɡɛŮ ɧŰɘ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ AB əŬɘ GD ŮɑɜŬɘ ɞɛɧɟɟɞˊŬ ɔɟɎűɞɡɛŮ AB¬¬GD. 

ɇŬ ɞɛɧɟɟɞˊŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ ɏɢɞɡɜ Űɖɜ ɑŭɘŬ ŭɘŮɨɗɡɜůɖ əŬɘ Űɖɜ ɑŭɘŬ űɞɟɎ, ɏɢɞɡɜ ŭɖɚŬŭɐ Űɖɜ ɑŭɘŬ 

əŬŰŮɨɗɡɜůɖ. 

ü ȹɨɞ ɛɖ-ɛɖŭŮɜɘəɎ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ AB əŬɘ GD ɗŬ ɚɏɔɞɜŰŬɘ ŬɜŰɑɟɟɞˊŬ ɧŰŬɜ ɏɢɞɡɜ Űɞɜ ɑŭɘɞ 

űɞɟɏŬ ɐ ˊŬɟɎɚɚɖɚɞɡɠ űɞɟŮɑɠ əŬɘ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ɞɛɧɟɟɞˊŬ. 

 

                                                                            

 

                       Ů 

                                          

 

                                    

 

ũɘŬ ɜŬ ŭɖɚɩůɞɡɛŮ ɧŰɘ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ AB əŬɘ GD ŮɑɜŬɘ ŬɜŰɑɟɟɞˊŬ ɔɟɎűɞɡɛŮ AB¬®GD. 

  ȷ 

  

ȸ  

ũ  ȹ  

ȷ ȸ ũ ȹ 
Ů 

    
ȷ ȸ ũ ȹ 

Ů 
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ɇŬ ŬɜŰɑɟɟɞˊŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ ɏɢɞɡɜ Űɖɜ ɑŭɘŬ ŭɘŮɨɗɡɜůɖ əɘ ŬɜŰɑɗŮŰɖ űɞɟɎ, ɏɢɞɡɜ ŭɖɚŬŭɐ 

ŬɜŰɑɗŮŰŮɠ əŬŰŮɡɗɨɜůŮɘɠ. 

ȹŮɢɧɛŬůŰŮ ɧŰɘ Űɞ ɛɖŭŮɜɘəɧ ŭɘɎɜɡůɛŬ ŮɑɜŬɘ ɞɛɧɟɟɞˊɞ əɘ ŬɜŰɑɟɟɞˊɞ ˊɟɞɠ ɞˊɞɘɞŭɐˊɞŰŮ 

ŭɘɎɜɡůɛŬ. 

ȽůɧŰɖŰŬ ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ 

ȰůŰɤ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ , 0a b̧ . ŪŬ ɚɏɛŮ ɧŰɘ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ aəŬɘ b ŮɑɜŬɘ ɑůŬ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ 

əŬɘ ɗŬ ɔɟɎűɞɡɛŮ a=b, Ŭɜ əŬɘ ɛɧɜɞ Ŭɜ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ ŮɑɜŬɘ ɞɛɧɟɟɞˊŬ əɘ ɏɢɞɡɜ ɑůŬ ɛɏŰɟŬ. 

ȽůɢɨŮɘ ŭɖɚŬŭɐ ɧŰɘ: a=b

a b

kai

a b

ë
¬¬

îî
Ú ì
î
=îí

. 

ȼ ɘůɧŰɖŰŬ ŭɨɞ ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ AB əŬɘ GD ŭɑɜŮɘ Űɖɜ ŮɘəɧɜŬ Ůɜɧɠ ˊŬɟŬɚɚɖɚɞɔɟɎɛɛɞɡ. 

 

                                           

                                  

                       

   

/ /

( ) ( )

kai

AB GDë
î

AB=GDÚ Úì
îAB = GDí

ȷȸȹũ ˊŬɟŬɚɚɖɚɧɔɟŬɛɛɞ. 

ȷˊô Űɖɜ ɘůɧŰɖŰŬ AB=GD ˊɟɞəɨˊŰɞɡɜ ɞɘ ɘůɞŭɡɜŬɛɑŮɠ: 

1. AB=GDÚAG=BD      

2. AB=GDÚDB=GA 

3. AB=GDÚDG=BA 

 

Ⱥˊɑůɖɠ ɘůɢɨɞɡɜ ŰŬ Ůɝɐɠ: 

 ȷ ȸ 

ũ ȹ   
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1. AB=AGÚB¹G(ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȸ əŬɘ ũ ŰŬɡŰɑɕɞɜŰŬɘ) 

2. 0AB= ÚA¹B (ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ əŬɘ ȸ ŰŬɡŰɑɕɞɜŰŬɘ) 

3. ɀ ɛɏůɞ Űɞɡ ŮɡɗɡɔɟɎɛɛɞɡ ŰɛɐɛŬŰɞɠ ȷȸÚAM=MB 

ȷɜŰɑɗŮŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ 

ȰůŰɤ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ , 0a b̧ . ŪŬ ɚɏɛŮ ɧŰɘ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ aəŬɘ b ŮɑɜŬɘ ŬɜŰɑɗŮŰŬ ɛŮŰŬɝɨ 

Űɞɡɠ əŬɘ ɗŬ ɔɟɎűɞɡɛŮ a b=-, Ŭɜ əŬɘ ɛɧɜɞ Ŭɜ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ ŮɑɜŬɘ ŬɜŰɑɟɟɞˊŬ əɘ ɏɢɞɡɜ ɑůŬ 

ɛɏŰɟŬ.  

ȽůɢɨŮɘ ŭɖɚŬŭɐ ɧŰɘ:

a b

a b kai

a b

ë
¬®

îî
=- Úì

î
=îí

. 

ɇɞ ŬɜŰɑɗŮŰɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ Űɞɡ AB ŮɑɜŬɘ ˊɟɞűŬɜɩɠ Űɞ -AB, ŮɑɜŬɘ ɧɛɤɠ əŬɘ Űɞ BA. ȯɟŬ ɘůɢɨŮɘ 

ɧŰɘ: -AB=BA. 

ɇɞ ŬɜŰɑɗŮŰɞ Űɞɡ ɛɖŭŮɜɘəɞɨ ŭɘŬɜɨůɛŬŰɞɠ ŮɑɜŬɘ Űɞ ɑŭɘɞ Űɞ ɛɖŭŮɜɘəɧ ŭɘɎɜɡůɛŬ. ȹɖɚŬŭɐ: -0 0= . 

ũɤɜɑŬ ŭɨɞ ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ 

ȰůŰɤ ,a b ŭɨɞ ɛɖ-ɛɖŭŮɜɘəɎ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ əŬɘ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ Ƀ, ȷ, ȸ Űɞɡ Ůˊɘˊɏŭɞɡ ŰɏŰɞɘŬ, ɩůŰŮ: 

aOA= əŬɘ bOB=. ɃɜɞɛɎɕɞɡɛŮ ɔɤɜɑŬ Űɤɜ ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ aəŬɘ b Űɖɜ əɡɟŰɐ ɔɤɜɑŬ 

Ø

AOB, ɖ ɞˊɞɑŬ ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɖ Űɖɠ Ůəɚɞɔɐɠ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ Ƀ əŬɗɩɠ əŬɘ Űɖɠ ůŮɘɟɎɠ ˊɞɡ 

ɗŮɤɟɞɨɛŮ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ aəŬɘ b. ȼ ɔɤɜɑŬ 
Ø

AOB ůɡɛɓɞɚɑɕŮŰŬɘ ɛŮ ( ),a b
Ø

ɐ ( ),b a
Ø

, Ůɜɩ 

ˊɞɚɚɏɠ űɞɟɏɠ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɛŮ ɔɘŬ Űɞ ůɡɛɓɞɚɘůɛɧ Űɖɠ ɏɜŬ ɛɘəɟɧ ɔɟɎɛɛŬ Űɞɡ Ůɚɚɖɜɘəɞɨ 

ŬɚűŬɓɐŰɞɡ ˊ.ɢ ű, ɗ, ɤ. 

                                                                          

                                                                  

 

Ƀ 

ȷ 

ȸ 

  ɗ 

a  
b  a  

b  
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ȰůŰɤ ɚɞɘˊɧɜ ɗ=( ),a b
Ø

. ɇɧŰŮ ɘůɢɨɞɡɜ ŰŬ Ůɝɐɠ: 

1. 0¢ɗ¢́  

2. a b¬¬ Úɗ=0 

3. a b¬® Úɗ=ˊ 

ɇŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ aəŬɘ b ɗŬ ɞɜɞɛɎɕɞɜŰŬɘ əɎɗŮŰŬ ɐ ɞɟɗɞɔɩɜɘŬ əŬɘ ɗŬ ɔɟɎűɞɡɛŮ a b^ , Ŭɜ 

əŬɘ ɛɧɜɞ Ŭɜ ɗ=
2

p
. ȯɟŬ a b^ Úɗ=

2

p
. 

ȷɜ 0a=  ɐ 0b= , ŰɧŰŮ ɤɠ ɔɤɜɑŬ Űɤɜ ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ aəŬɘ b ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɗŮɤɟɐůɞɡɛŮ 

ɞˊɞɘŬŭɐˊɞŰŮ ɔɤɜɑŬ ɗ ɛŮ 0¢ɗ¢́ .  

ɇɞ ɛɖŭŮɜɘəɧ ŭɘɎɜɡůɛŬ ɗŮɤɟŮɑŰŬɘ əɎɗŮŰɞ ůŮ ɞˊɞɘɞŭɐˊɞŰŮ ŭɘɎɜɡůɛŬ. 

ɄɅȷɂȺȽɆ ɀȺ ȹȽȷɁɈɆɀȷɇȷ 

1. ɄɟɧůɗŮůɖ ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ 

ȹɘŬŭɞɢɘəɎ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ 

ȰůŰɤ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ aəŬɘ b əŬɘ ůɖɛŮɑŬ Ƀ, ȷ, ȸ ŰɏŰɞɘŬ, ɩůŰŮ aOA=əŬɘ bAB=.  

ȽůɢɨŮɘ ɧŰɘ: a b+ =OA+AB=OB. ɇɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ OB ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɞ Űɖɠ Ůˊɘɚɞɔɐɠ Űɞɡ 

ůɖɛŮɑɞɡ Ƀ əɘ ɞɜɞɛɎɕŮŰŬɘ ɎɗɟɞɘůɛŬ ɐ ůɡɜɘůŰŬɛɏɜɖ Űɤɜ ŭɘŬŭɞɢɘəɩɜ ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ OA əŬɘ 

AB.  

                                          

 

                               

              

 

 

 

. 

. 

Ƀ 

ȷ ȸ 

a  b  

a  

b  

a b+   
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ɆɨɛűɤɜŬ ɛŮ ŰŬ ˊŬɟŬˊɎɜɤ, ɔɘŬ ɞˊɞɘŬŭɐˊɞŰŮ ůɖɛŮɑŬ ȷ, ȸ, ũ ɘůɢɨŮɘ ɧŰɘ: AB+BG=AG

(ŭɘŬɜɡůɛŬŰɘəɐ ůɢɏůɖ Űɞɡ Chasles). 

ũŮɜɘəɧŰŮɟŬ ɘůɢɨŮɘ, ɔɘŬ ɞˊɞɘŬŭɐˊɞŰŮ ůɖɛŮɑŬ ȷ1, ȷ2,é.., ȷɜ (ɜ²3), ɧŰɘ:

1 2 2 3 1 1...... n n n-AA +A A + +A A =AA(ɔŮɜɘəŮɡɛɏɜɖ ŭɘŬɜɡůɛŬŰɘəɐ ůɢɏůɖ Űɞɡ Chasles). 

ȾŬɜɧɜŬɠ Űɞɡ ˊŬɟŬɚɚɖɚɞɔɟɎɛɛɞɡ 

ȰůŰɤ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ aəŬɘ b əŬɘ ůɖɛŮɑŬ Ƀ, ȷ, ȸ ŰɏŰɞɘŬ, ɩůŰŮ aOA=əŬɘ bOB=.  

ɆɢŮŭɘɎɕɞɡɛŮ Űɞ ˊŬɟŬɚɚɖɚɧɔɟŬɛɛɞ ɛŮ ˊɚŮɡɟɏɠ Ƀȷ əɘ Ƀȸ. ȼ ŭɘŬɔɩɜɘɞɠ Ƀũ Űɞɡ 

ˊŬɟŬɚɚɖɚɞɔɟɎɛɛɞɡ Ƀȷũȸ ŬɜŰɘůŰɞɘɢŮɑ ůŰɞ ɎɗɟɞɘůɛŬ Űɤɜ ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ aəŬɘ b. 

                                      

 

                               

                                      

              

                                                 

 

ȽŭɘɧŰɖŰŮɠ ˊɟɧůɗŮůɖɠ ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ 

ũɘŬ ɞˊɞɘŬŭɐˊɞŰŮ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ ,a bəŬɘ g ɘůɢɨɞɡɜ: 

1. a b b a+ = +                      (ŬɜŰɘɛŮŰŬɗŮŰɘəɐ) 

2. ( ) ( )a b g a b g+ + = + +   (ˊɟɞůŮŰŬɘɟɘůŰɘəɐ) 

3. 0a a+ = 

4. ( ) 0a a+ - = 

ȷˊô ŰŬ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ůɡɛˊŮɟŬɑɜɞɡɛŮ ɧŰɘ Űɞ ɎɗɟɞɘůɛŬ ˊɞɚɚɩɜ ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ ŭŮ ɛŮŰŬɓɎɚɚŮŰŬɘ Ŭɜ 

ŬɚɚɎɝɞɡɛŮ Űɖ ůŮɘɟɎ Űɤɜ ˊɟɞůɗŮŰɏɤɜ ɐ ŬɜŰɘəŬŰŬůŰɐůɞɡɛŮ ŭɨɞ ɐ ˊŮɟɘůůɧŰŮɟɞɡɠ ˊɟɞůɗŮŰɏɞɡɠ 

ɛŮ Űɞ ɎɗɟɞɘůɛɎ Űɞɡɠ. 

 

a  

b  

  Ƀ 

ȷ 

ȸ 

ũ a  

b  

a b+   
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2. ȷűŬɑɟŮůɖ ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ 

ȰůŰɤ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ  aəŬɘ b. ɇɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ ( )a b+ -  ɞɜɞɛɎɕɞɡɛŮ ŭɘŬűɞɟɎ Űɞɡ 

ŭɘŬɜɨůɛŬŰɞɠ b Ŭˊô Űɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ aəŬɘ Űɞ ůɡɛɓɞɚɑɕɞɡɛŮ ɛŮ a b- . 

ȹɖɚŬŭɐ a b- = ( )a b+ - . 

ȰůŰɤ ůɖɛŮɑŬ Ƀ, ȷ, ȸ ŰɏŰɞɘŬ, ɩůŰŮ aOA= əŬɘ bOB=. ȰůŰɤ Ůˊɑůɖɠ ůɖɛŮɑɞ ũ ŰɏŰɞɘɞ, 

ɩůŰŮ bOG=- əŬɘ ȹ ɖ ŰɏŰŬɟŰɖ əɞɟɡűɐ Űɞɡ ˊŬɟŬɚɚɖɚɞɔɟɎɛɛɞɡ ɛŮ ˊɚŮɡɟɏɠ Űɘɠ Ƀȷ əŬɘ Ƀũ. 

                                         

  

 

                                           

                        

                                 

            

                   

 

ȷˊô Űɞ ˊŬɟŬɚɚɖɚɧɔɟŬɛɛɞ Ƀȸȷȹ ˊɟɞəɨˊŰŮɘ ɧŰɘ a bBA=OD= -. ȹɖɚŬŭɐ ˊɟɞəɨˊŰŮɘ ɧŰɘ: 

a b- =OA-OB=BA. 

ȯɚɚŮɠ ɘŭɘɧŰɖŰŮɠ 

1. x xa b a b+ = + Ú = 

2. x xa b b a+ = Ú = - 

3. ( )a a- - = 

4. ( )( )( )a b a b a b- + = - + - =- - 

              

a  
b  

  Ƀ ȷ 

ȸ 

ũ ȹ 

a  

b  

b-   a b-   

a b-   
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ɀɏŰɟɞ ŬɗɟɞɑůɛŬŰɞɠ-ŭɘŬűɞɟɎɠ ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ 

ũɘŬ ɞˊɞɘŬŭɐˊɞŰŮ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ aəŬɘ b ɘůɢɨŮɘ ɧŰɘ: a b a b a b- ¢ + ¢ +. 

ȺɘŭɘəɧŰŮɟŬ ɘůɢɨɞɡɜ: a b a b a b+ = + Ú ¬¬ əŬɘ a b a b a b+ = - Ú ¬®. 

ȷɜ ůŰɖ ɗɏůɖ Űɞɡ ŭɘŬɜɨůɛŬŰɞɠ b ɗɏůɤ Űɞ b-  ɏɢɤ: a b a b a b- - ¢ - ¢ + -Ú  

Ú a b a b a b- ¢ - ¢ +. 

ȺɘŭɘəɧŰŮɟŬ ɘůɢɨɞɡɜ: a b a b a b- = + Ú ¬® əŬɘ a b a b a b- = - Ú ¬¬. 

ɄŬɟŬŰɐɟɖůɖ 

ũɘŬ ɞˊɞɘŬŭɐˊɞŰŮ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ 
1 2, ,..., na a aɘůɢɨŮɘ ɧŰɘ: 

1 2 1 2... ...n na a a a a a+ + + ¢ + + +. 

ȹɘŬɜɡůɛŬŰɘəɐ ŬəŰɑɜŬ-ɆɖɛŮɑɞ ŬɜŬűɞɟɎɠ 

ȰůŰɤ Ƀ ɏɜŬ ůŰŬɗŮɟɧ ůɖɛŮɑɞ Űɞɡ ɢɩɟɞɡ. ɆŮ əɎɗŮ ůɖɛŮɑɞ ɀ Űɞɡ Ůˊɘˊɏŭɞɡ ŬɜŰɘůŰɞɘɢɑɕŮŰŬɘ 

ɛɞɜŬŭɘəɧ ŭɘɎɜɡůɛŬ ɛŮ Ŭɟɢɐ Űɞ ůɖɛŮɑɞ Ƀ, ŰɞOM. 

ȷɜŰɑůŰɟɞűŬ, əɎɗŮ ŭɘɎɜɡůɛŬ OM ɞɟɑɕŮɘ ɛŮ Űɞ ˊɏɟŬɠ Űɞɡ Űɖ ɗɏůɖ Ůɜɧɠ əŬɘ ɛɧɜɞ ůɖɛŮɑɞɡ ɀ 

Űɞɡ ɢɩɟɞɡ. 

ɇɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ OM ɞɜɞɛɎɕŮŰŬɘ ŭɘŬɜɡůɛŬŰɘəɐ ŬəŰɑɜŬ ɐ ŭɘɎɜɡůɛŬ ɗɏůɖɠ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ ɀ.  

ɇɞ ůŰŬɗŮɟɧ ůɖɛŮɑɞ Ƀ ɞɜɞɛɎɕŮŰŬɘ ůɖɛŮɑɞ ŬɜŬűɞɟɎɠ ɐ Ŭɟɢɐ Űɤɜ ŭɘŬɜɡůɛŬŰɘəɩɜ ŬəŰɑɜɤɜ. 

ɋɠ ɔɜɤůŰɧ ɘůɢɨŮɘ ɧŰɘ:OA+AB=OB ɞˊɧŰŮ AB=OB-OA, ŭɖɚŬŭɐ Űɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ AB 

ɔɟɎűŮŰŬɘ ɤɠ ŭɘŬűɞɟɎ Űɖɠ ŭɘŬɜɡůɛŬŰɘəɐɠ ŬəŰɑɜŬɠ Űɞɡ Űɏɚɞɡɠ ɛŮɑɞɜ Űɖ ŭɘŬɜɡůɛŬŰɘəɐ ŬəŰɑɜŬ 

Űɖɠ Ŭɟɢɐɠ Űɞɡ. 

                              . 

                  

            

 

ȯɟŬ ɘůɢɨŮɘ ɧŰɘ:,AB=OB-OA KL=OL-OKəŰɚ. 

ɋɠ ůɖɛŮɑɞ ŬɜŬűɞɟɎɠ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɗŮɤɟɖɗŮɑ ɞˊɞɘɞŭɐˊɞŰŮ ůɖɛŮɑɞ Űɞɡ ɢɩɟɞɡ. 

ȷ 

Ƀ ȸ   
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3. ɄɞɚɚŬˊɚŬůɘŬůɛɧɠ Ŭɟɘɗɛɞɨ ɛŮ ŭɘɎɜɡůɛŬ 

ȰůŰɤ Űɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ 0a¸  əŬɘ ɞ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɧɠ Ŭɟɘɗɛɧɠ ɚ0̧. ɃɜɞɛɎɕɞɡɛŮ ɔɘɜɧɛŮɜɞ Űɞɡ ɚ ɛŮ 

Űɞ a əŬɘ ůɡɛɓɞɚɑɕɞɡɛŮ ɛŮ l aÖ  ɐ la Űɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ Űɞ ɞˊɞɑɞ: 

× ŮɑɜŬɘ ɞɛɧɟɟɞˊɞ Űɞɡ a Ŭɜ ɚ>0 

× ŮɑɜŬɘ ŬɜŰɑɟɟɞˊɞ Űɞɡ a Ŭɜ ɚ<0 

× ɏɢŮɘ ɛɏŰɟɞ l a l aÖ = Ö 

ɆŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ 0a=  ɐ ɚ=0, ŰɧŰŮ ɞɟɑɕɞɡɛŮ ɧŰɘ 0l aÖ = 

               

       

                                              

             

    

Ʉɟɞůɞɢɐ 

ɇɞ ůɨɛɓɞɚɞ a lÖ  ŭŮɜ ɏɢŮɘ ɜɧɖɛŬ əŬɘ ŭŮɜ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘŮɑŰŬɘ. 

ȸŬůɘəɏɠ ɘŭɘɧŰɖŰŮɠ 

ũɘŬ ɞˊɞɘŬŭɐˊɞŰŮ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ aəŬɘ b əŬɘ ɔɘŬ əɎɗŮ ɚ, ɛÍ , ɘůɢɨɞɡɜ: 

1. ( )l a b la lb+ = +                   (ŬɟɘɗɛɖŰɘəɧɠ əɞɘɜɧɠ ˊŬɟɎɔɞɜŰŬɠ) 

2. ( )l m a la ma+ = +                   (ŭɘŬɜɡůɛŬŰɘəɧɠ əɞɘɜɧɠ ˊŬɟɎɔɞɜŰŬɠ) 

3. ( )( )l ma lm a=  

4. 1a a=  

ȷˊô Űɘɠ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ɘŭɘɧŰɖŰŮɠ ˊɟɞəɨˊŰɞɡɜ əŬɘ ɞɘ Ůɝɐɠ 

1. 0 0 0ɐla l a= Ú = = 

2. ( ) ( ) ( )l a la l a- =- = - 

a  3a  
2a-   
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3. ( )1a a- =- 

4. ( )l a b la lb- = -  

5. ȷɜ la lb=  əŬɘ ɚ0̧, ŰɧŰŮ a b=       (ŭɘŬɔɟŬűɐ ŬɟɘɗɛɖŰɘəɞɨ ˊŬɟɎɔɞɜŰŬ) 

6. ȷɜ la ma=  əŬɘ 0a¸ , ŰɧŰŮ ɚ=ɛ        (ŭɘŬɔɟŬűɐ ŭɘŬɜɡůɛŬŰɘəɞɨ ˊŬɟɎɔɞɜŰŬ) 

ũɟŬɛɛɘəɧɠ ůɡɜŭɡŬůɛɧɠ ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ 

ȰɜŬ ŭɘɎɜɡůɛŬ v  ɗŬ ɚɏɛŮ ɧŰɘ ŮɑɜŬɘ ɔɟŬɛɛɘəɧɠ ůɡɜŭɡŬůɛɧɠ Űɤɜ ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ 
1 2, ,..., na a a 

Ŭɜ əŬɘ ɛɧɜɞ Ŭɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ɚ1, ɚ2, é, ɚɜÍ ŰɏŰɞɘŬ, ɩůŰŮ: 
1 1 2 2 ...v n nla l a l a= + + + . 

Ʉ.ɢ Ŭɜ 2 3 6v a b g= - +, ŰɧŰŮ Űɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ v  ŬˊɞŰŮɚŮɑ ɔɟŬɛɛɘəɧ ůɡɜŭɡŬůɛɧ Űɤɜ 

ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ ,a bəŬɘ g. 

Ɇɡɜɗɐəɖ ˊŬɟŬɚɚɖɚɑŬɠ ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ 

ȰůŰɤ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ ,a b, ɛŮ 0b¸ . ɇɧŰŮ ɘůɢɨŮɘ ɖ ɘůɞŭɡɜŬɛɑŬ:/ / ,a b a lb lÚ = Í . 

Ƀ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɧɠ Ŭɟɘɗɛɧɠ ɚ ŮɑɜŬɘ ɛɞɜŬŭɘəɧɠ ůŮ əɎɗŮ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ. 

ɉɟɐůɘɛɖ ˊɟɧŰŬůɖ 

ȷɜ  ,a b ɛɖ-ůɡɔɔɟŬɛɛɘəɎ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ əŬɘ ɚ, ɛ Í , ŰɧŰŮ ɘůɢɨŮɘ ɖ ɘůɞŭɡɜŬɛɑŬ: 

0 0la mb l m+ = Ú = =. 

ȷˊɧŭŮɘɝɖ 

ȷɜ ɚ=ɛ=0, ŰɧŰŮ ɖ ˊɟɧŰŬůɖ ŮɑɜŬɘ ˊɟɞűŬɜɐɠ. 

ȰůŰɤ 0la mb+ = əŬɘ ɚ0̧. ɇɧŰŮ / /
m

la mb a b a b
l

=- Ý =- Ý . ȯŰɞˊɞ, ŭɘɧŰɘ ŰŬ 

ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ a əŬɘ b ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ůɡɔɔɟŬɛɛɘəɎ. ȳɛɞɘŬ Ŭɜ ɛ0̧. ȯɟŬ ɚ=ɛ=0. 

ȹɘŬɜɡůɛŬŰɘəɐ ŬəŰɑɜŬ ɛɏůɞɡ ŰɛɐɛŬŰɞɠ 

ȰůŰɤ ŭɘɎɜɡůɛŬ ABəŬɘ ůɖɛŮɑɞ ŬɜŬűɞɟɎɠ Ƀ. ȰůŰɤ ɀ Űɞ ɛɏůɞ Űɞɡ ŮɡɗɡɔɟɎɛɛɞɡ ŰɛɐɛŬŰɞɠ 

ȷȸ. ɇɧŰŮ ɏɢɞɡɛŮ: OM=OA+AM əŬɘ OM=OB+BM. ɀŮ ˊɟɧůɗŮůɖ əŬŰɎ ɛɏɚɖ 

ɏɢɞɡɛŮ: 2 2
2

OA+OB
OM=OA+OB+AM+BMÝ OM=OA+OBÝOM=,Ŭűɞɨ 

0AM+BM= ɤɠ ŬɜŰɑɗŮŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ. 
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ȿɡɛɏɜŬ ˊŬɟŬŭŮɑɔɛŬŰŬ 

1. ŪŮɤɟɞɨɛŮ Űɟɑɔɤɜɞ 
D

ABGəŬɘ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ AM=BG əŬɘ BN=AG. ɁŬ ŭŮɘɢɗŮɑ 

ɧŰɘ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ũ ŮɑɜŬɘ Űɞ ɛɏůɞ Űɞɡ ŮɡɗɡɔɟɎɛɛɞɡ ŰɛɐɛŬŰɞɠ ɀɁ. 

ȿɨůɖ 

 

                           

 

 

          
               
 

        

                                                      

ȺˊŮɘŭɐ AM=BGÝȷȸũɀ ˊŬɟŬɚɚɖɚɧɔɟŬɛɛɞÝAB=MG (1) 

ȺˊŮɘŭɐ BN=AGÝȷȸɁũ ˊŬɟŬɚɚɖɚɧɔɟŬɛɛɞÝAB=GN (2) 

ȷˊô Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ (1) əŬɘ (2) ɏɢɞɡɛŮ:MG=GN, ɎɟŬ ũ ɛɏůɞ Űɞɡ ŮɡɗɡɔɟɎɛɛɞɡ ŰɛɐɛŬŰɞɠ ɀɁ. 

2. ŪŮɤɟɞɨɛŮ ŰŬ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɎ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ əŬɘ ŬɜɎ ŭɨɞ ɛɖ-ůɡɜŮɡɗŮɘŬəɎ ůɖɛŮɑŬ ȷ, ȸ, ũ, 

əŬɘ ȹ. ɁŬ ŭŮɘɢɗŮɑ ɧŰɘ ɔɘŬ ɞˊɞɘɞŭɐˊɞŰŮ ůɖɛŮɑɞ ɀ Űɞɡ Ůˊɘˊɏŭɞɡ ɘůɢɨŮɘ ɖ ɘůɞŭɡɜŬɛɑŬ: 

ȷȸũȹ ˊŬɟŬɚɚɖɚɧɔɟŬɛɛɞÝMA+MG=MB+MD. 

ȿɨůɖ 

ȷȸũȹ ˊŬɟŬɚɚɖɚɧɔɟŬɛɛɞÚAB=DGÚMB-MA=MG-MDÚ

ÚMA+MG=MB+MD. 

         

                                                               

  
    ȹ ũ 

Ƀ 

ȷ 

ȸ 

ɀ     

 
   ɀ 

ȷ ȸ 
    

Ɂ 

ȸ ũ 

ȷ ɀ 
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3. ŪŮɤɟɞɨɛŮ ˊŬɟŬɚɚɖɚɧɔɟŬɛɛɞ ȷȸũȹ əŬɘ ůŰɘɠ ˊɚŮɡɟɏɠ Űɞɡ ȷȸ, ȸũ, ũȹ, ȹȷ ůɖɛŮɑŬ 

Ⱦ, ȿ, ɀ, Ɂ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ ŰɏŰɞɘŬ, ɩůŰŮ: AK =MG əŬɘ AN=LG. ɁŬ ŭŮɘɢɗŮɑ ɧŰɘ ŰŬ 

ŮɡɗɨɔɟŬɛɛŬ ŰɛɐɛŬŰŬ Ⱦɀ əŬɘ Ɂȿ ɏɢɞɡɜ əɞɘɜɧ ɛɏůɞ. 

ȿɨůɖ 

 

 

 

 

 

 

ȺˊŮɘŭɐ AK =MG əŬɘ AN=LG, ɏɢɞɡɛŮ: AK-AN=MG-LGÝNK=MG+GLÝ  

ÝNK=MLÝɀɁȾȿ ́ŬɟŬɚɚɖɚɧɔɟŬɛɛɞ, ɎɟŬ ɞɘ ŭɘŬɔɩɜɘɞɑ Űɞɡ Ⱦɀ əŬɘ Ɂȿ 

ŭɘɢɞŰɞɛɞɨɜŰŬɘ. 

4. ȷɜ ɔɘŬ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ, ȸ, ũ, ȹ əŬɘ ɀ ɘůɢɨŮɘ ɧŰɘ GM+BD=BA-DG, ɜŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ  

ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ əŬɘ ɀ ŰŬɡŰɑɕɞɜŰŬɘ. 

ȿɨůɖ 

ȰůŰɤ ůɖɛŮɑɞ ŬɜŬűɞɟɎɠ Ƀ. ɇɧŰŮ: 

( )GM+BD=BA-DGÝOM-OG+OD-OB=OA-OB- OG-ODÝ  

ÝOM- OG+ OD- OB=OA- OB- OG+ ODÝOM=OAÝȷ, ɀ ŰŬɡŰɑɕɞɜŰŬɘ. 

5. ȹɑɜŮŰŬɘ Űɟɑɔɤɜɞ 
D

ABG. 

Ŭ) ɁŬ ˊɟɞůŭɘɞɟɘůŰŮɑ ɖ ɗɏůɖ ůɖɛŮɑɞɡ Ⱦ Űɞɡ Ůˊɘˊɏŭɞɡ, Ŭɜ ɘůɢɨŮɘ 0KA-KB+KG=. 

ɓ) ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧ Űɧˊɞ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ ɀ Űɞɡ Ůˊɘˊɏŭɞɡ, ɔɘŬ ŰŬ ɞˊɞɑŬ Űɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ 

MA-MB+MG ŮɑɜŬɘ ˊŬɟɎɚɚɖɚɞ ůŰɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ BG. 

ȿɨůɖ 

Ŭ)  ȺɑɜŬɘ 0 0KA-KB+KG= ÝBA+KG= ÝKG=-BAÝKG=AB, ɞˊɧŰŮ ɖ ɗɏůɖ 

Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ Ⱦ ŮɑɜŬɘ ɖ ŰɏŰŬɟŰɖ əɞɟɡűɐ Űɞɡ ˊŬɟŬɚɚɖɚɞɔɟɎɛɛɞɡ ȷȸũȾ, ɧˊɞɡ ȷ, ȸ, ũ ɞɘ 

əɞɟɡűɏɠ Űɞɡ Űɟɘɔɩɜɞɡ 
D

ABG. 

 

ȷ Ⱦ ȸ 

ũ 

ȿ 

ȹ ɀ 

Ɂ 
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ɓ) ɄŬɑɟɜɞɜŰŬɠ ɤɠ ůɖɛŮɑɞ ŬɜŬűɞɟɎɠ Űɞ Ⱦ ɏɢɞɡɛŮ:  

( )( )( )MA-MB+MG= KA-KM - KB-KM + KG-KM =KA- KM-KB+ KM+KG-KM

=( ) 0KA-KB+KG +MK= +MK=MK 

ȯɟŬ / / / /MA-MB+MG BGÝMK BG, ɞˊɧŰŮ ɞ ɕɖŰɞɨɛŮɜɞɠ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧɠ Űɧˊɞɠ Űɤɜ 

ůɖɛŮɑɤɜ ɀ Űɞɡ Ůˊɘˊɏŭɞɡ ŮɑɜŬɘ ɖ ŮɡɗŮɑŬ (Ů), ˊɞɡ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ Ⱦ əɘ ŮɑɜŬɘ 

ˊŬɟɎɚɚɖɚɖ ůŰɖ ȸũ. 

6. ɆŮ Űɟɑɔɤɜɞ 
D

ABG ɜŬ ŭŮɘɢɗŮɑ ɖ ɘůɞŭɡɜŬɛɑŬ: ɀ=ɛɏůɞ ȸũ( )
1

2
ÚAM= AB+AG. 

(ȸŬůɘəɐ Ɏůəɖůɖ) 

ȿɨůɖ 

( )
1

2
2

AM= AB+AG Ú AM=AB+AGÚAM+AM=AB+AGÚ 

Ú AB+BM+ AG+GM= AB+ AGÚBM=-GMÚBM=MGÚ ɀ=ɛɏůɞ ȸũ. 

7. ȷɜ ȷȹ, ȸȺ, ũȻ ŮɑɜŬɘ ŭɘɎɛŮůɞɘ Űɟɘɔɩɜɞɡ 
D

ABG, ɜŬ ŭŮɘɢɗŮɑ ɧŰɘ: 

Ŭ) 0AD+BE+GZ= 

ɓ) OA+OB+OG=OD+OE+OZ, ɔɘŬ ɞˊɞɘɞŭɐˊɞŰŮ ůɖɛŮɑɞ Ƀ Űɞɡ Ůˊɘˊɏŭɞɡ. 

(ȸŬůɘəɐ Ɏůəɖůɖ) 

ȿɨůɖ 

 

 

 

 

ȷ 

ȸ ũ 

Ⱦ Ů 
  

ȷ 
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Ŭ)  ȷˊɧ ȯůəɖůɖ 6 ɏɢɞɡɛŮ:

( ) ( ) ( )
1 1 1

2 2 2
AD+BE+GZ= AB+AG + BA+BG + GA+GB = 

1

2
= AB+ AG+ BA+ BG+ GA+ GB( ) 1

0 0
2
= Ö =. 

ɓ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

2 2 2
OD+OE+OZ= OB+OG + OA+OG + OA+OB = 

( ) ( )
1 1

2 2 2
2 2
= OB+OG+OA+OG+OA+OB = OA+ OB+ OG = 

1

2
= 2Ö ( )OA+OB+OG =OA+OB+OG. 

8. ȹɑɜɞɜŰŬɘ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ, ȸ, ũ əŬɘ ɀ, ɔɘŬ ŰŬ ɞˊɞɑŬ ɘůɢɨŮɘ:2 3 0MA+MB- MG=. 

ɁŬ ŭŮɘɢɗŮɑ ɧŰɘ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ, ȸ əŬɘ ũ ŮɑɜŬɘ ůɡɜŮɡɗŮɘŬəɎ. 

ȿɨůɖ 

( )( )2 3 0 2 2 0 2 0MA+MB- MG= Ý MA+MB- MG-MG= Ý MA-MG + MB-MG = Ý

 

2 0 2 / /Ý GA+GB= ÝGB=- GAÝGA GB əɘ ŮˊŮɘŭɐ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ GA əŬɘ GB 

ɏɢɞɡɜ əɞɘɜɧ Ɏəɟɞ Űɞ ũ, ŰɧŰŮ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ, ȸ əŬɘ ũ ŮɑɜŬɘ ůɡɜŮɡɗŮɘŬəɎ. 

9. ȹɑɜɞɜŰŬɘ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ 3 6a b gMA= + +, 2 6a b gMB= + + əŬɘ  

3 9 4a b gMG= + -, ɧˊɞɡ , ,a b g ɛɖ-ɛɖŭŮɜɘəɎ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ Űɞɡ Ůˊɘˊɏŭɞɡ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ 

ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ, ȸ əŬɘ ũ ŮɑɜŬɘ ůɡɜŮɡɗŮɘŬəɎ. 

ȿɨůɖ 

( )( )2 6 3 6 2 6 3 6a b g a b g a b g a b gAB=MB-MA= + + - + + = + + - - - = 

3 5a b g= + - (1) 

( )( )3 9 4 3 6 3 9 4 3 6a b g a b g a b g a b gAG=MG-MA= + - - + + = + - - - - = 
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( )2 6 10 2 3 5a b g a b g= + - = + - (2) 

ȷˊɧ (1) əŬɘ (2) ŮɑɜŬɘ:2 / /AG= ABÝAB AG əɘ ŮˊŮɘŭɐ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ AB əɘ AG ɏɢɞɡɜ 

əɞɘɜɧ Ɏəɟɞ Űɞ ȷ, ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ, ȸ əŬɘ ũ ŮɑɜŬɘ ůɡɜŮɡɗŮɘŬəɎ. 

 

10. ȹɑɜɞɜŰŬɘ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ, ȸ əŬɘ ũ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɔɘŬ ɞˊɞɘɞŭɐˊɞŰŮ ůɖɛŮɑɞ ɀ Űɞɡ 

Ů́ ɘɏ́ŭɞɡ, Űɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ 4 7 3u= MA- MB+ MG ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɧ (ŭɖɚŬŭɐ ŭŮɜ ŮɝŬɟŰɎŰŬɘ Ŭˊô 

Űɖ ɗɏůɖ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ ɀ). 

ȿɨůɖ 

( ) ( )4 7 3 4 4 3 3 4 3u= MA- MB+ MG= MA- MB- MB+ MG= MA-MB + MG-MB =

4 3= BA+ BG 

ɇɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ 4 3BA+ BG ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɞ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ ɀ, ɎɟŬ Űɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ u  ŮɑɜŬɘ 

ůŰŬɗŮɟɧ.  
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ȺɁɃɇȼɇȷ  II: ɆɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ůŰɞ ŮˊɑˊŮŭɞ 

ȯɝɞɜŬɠ-ɇŮŰɛɖɛɏɜɖ ůɖɛŮɑɞɡ 

ȰůŰɤ ŮɡɗŮɑŬ xȭx Ɏ́ɜɤ ůŰɖɜ ɞˊɞɑŬ ɏɢɞɡɛŮ ɞɟɑůŮɘ ŰɡɢŬɑɞ ůɖɛŮɑɞ Ƀ. Ⱥˊɑ Űɖɠ ɖɛɘŮɡɗŮɑŬɠ Ƀx 

ɞɟɑɕɞɡɛŮ ůɖɛŮɑɞ Ƚ ŰɏŰɞɘɞ, ɩůŰŮ OI=1. ɇɧŰŮ ɏɢɞɡɛŮ ɞɟɑůŮɘ ɏɜŬɜ ɎɝɞɜŬ ɛŮ Ŭɟɢɐ Űɞ ůɖɛŮɑɞ Ƀ 

əŬɘ ɛɞɜŬŭɘŬɑɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ Űɞ iOI=. ɇɞɜ ɎɝɞɜŬ ŬɡŰɧ ůɡɛɓɞɚɑɕɞɡɛŮ ɛŮ xȳx ɐ xȭx. 

              

                                                                                

ü ȼ ŮɡɗŮɑŬ xȭx ɞɜɞɛɎɕŮŰŬɘ űɞɟɏŬɠ Űɞɡ ɎɝɞɜŬ xȳx. 

ü ȼ ɖɛɘŮɡɗŮɑŬ Ƀx ɞɜɞɛɎɕŮŰŬɘ ɗŮŰɘəɧɠ ɖɛɘɎɝɞɜŬɠ Ůɜɩ ɖ ɖɛɘŮɡɗŮɑŬ Ƀxȭ ŬɟɜɖŰɘəɧɠ 

ɖɛɘɎɝɞɜŬɠ. 

ȰůŰɤ ɀ ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ Űɞɡ ɎɝɞɜŬ xȭx. ȺˊŮɘŭɐ / /iOM  ŰɧŰŮ, ɤɠ ɔɜɤůŰɧ, ɗŬ ɡˊɎɟɢŮɘ ɛɞɜŬŭɘəɧɠ 

ˊɟŬɔɛŬŰɘəɧɠ Ŭɟɘɗɛɧɠ x ŰɏŰɞɘɞɠ, ɩůŰŮ x iOM= Ö.  

ȷɜŰɑůŰɟɞűŬ, ɔɘŬ əɎɗŮ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɧ Ŭɟɘɗɛɧ x, ɡˊɎɟɢŮɘ ɛɞɜŬŭɘəɧ ůɖɛŮɑɞ ɀ Űɞɡ ɎɝɞɜŬ ŰɏŰɞɘɞ, 

ɩůŰŮ x iOM= Ö. 

Ƀ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɧɠ Ŭɟɘɗɛɧɠ x ɞɜɞɛɎɕŮŰŬɘ ŰŮŰɛɖɛɏɜɖ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ ɀ 

ȾŬɟŰŮůɘŬɜɧ ŮˊɑˊŮŭɞ-ɆɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ůɖɛŮɑɞɡ 

ɄɎɜɤ ůô ɏɜŬ ŮˊɑˊŮŭɞ ůɢŮŭɘɎɕɞɡɛŮ ŭɨɞ əɎɗŮŰɞɡɠ ɎɝɞɜŮɠ xȭx əŬɘ yȭy, ɛŮ əɞɘɜɐ Ŭɟɢɐ Űɞ ůɖɛŮɑɞ 

Ƀ əŬɘ ɛɞɜŬŭɘŬɑŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ ŰŬ i  əŬɘ  j  ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ. ɇɧŰŮ ɚɏɛŮ ɧŰɘ ɏɢɞɡɛŮ ɏɜŬ 

ɞɟɗɞəŬɜɞɜɘəɧ ůɨůŰɖɛŬ Ŭɝɧɜɤɜ ůŰɞ ŮˊɑˊŮŭɞ ɐ ɏɜŬ ůɨůŰɖɛŬ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ ůŰɞ ŮˊɑˊŮŭɞ ɐ 

ɏɜŬ əŬɟŰŮůɘŬɜɧ ŮˊɑˊŮŭɞ əŬɘ Űɞ ůɡɛɓɞɚɑɕɞɡɛŮ ɛŮ Ƀxy. 

                                           

                                                                      

                                           

                                                                                                  

                                           

M(x, y) 

M1 

M2 

Ƀ 

y 

yȭ 

x xȭ i   

j   

    
i   xȭ x 

Ƀ Ƚ M(x) 
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ȰůŰɤ ŰɡɢŬɑɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ Űɞɡ Ůˊɘˊɏŭɞɡ əŬɘ ɀ1, ɀ2 ɞɘ ˊɟɞɓɞɚɏɠ Űɞɡ ɀ ůŰɞɡɠ ɎɝɞɜŮɠ xȭx əŬɘ yȭy 

ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ. ȷɜ x ŮɑɜŬɘ ɖ ŰŮŰɛɖɛɏɜɖ Űɞɡ ɀ1 ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx əŬɘ y ɖ ŰŮŰɛɖɛɏɜɖ Űɞɡ ɀ2 

ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ yȭy, ŰɧŰŮ ɞ x ɚɏɔŮŰŬɘ ŰŮŰɛɖɛɏɜɖ Űɞɡ ɀ əŬɘ ɞ y ŰŮŰŬɔɛɏɜɖ Űɞɡ ɀ. ȼ 

ŰŮŰɛɖɛɏɜɖ əŬɘ ɖ ŰŮŰŬɔɛɏɜɖ ŬˊɞŰŮɚɞɨɜ Űɘɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɞɡ ɀ. ȰŰůɘ ůŮ əɎɗŮ ůɖɛŮɑɞ ɀ Űɞɡ 

Ůˊɘˊɏŭɞɡ ŬɜŰɘůŰɞɘɢŮɑ ɏɜŬ ɕŮɨɔɞɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ (x, y). 

ȷɜŰɑůŰɟɞűŬ, ůŮ əɎɗŮ ɕŮɨɔɞɠ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɩɜ Ŭɟɘɗɛɩɜ (x, y) ŬɜŰɘůŰɞɘɢŮɑ ɛɞɜŬŭɘəɧ ůɖɛŮɑɞ Űɞɡ 

Ůˊɘˊɏŭɞɡ, Űɞ ɞˊɞɑɞ ɓɟɑůəŮŰŬɘ ɤɠ Ůɝɐɠ: ˊɎɜɤ ůŰɞɡɠ ɎɝɞɜŮɠ  xȭx əŬɘ yȭy ˊŬɑɟɜɞɡɛŮ ůɖɛŮɑŬ 

ɀ1(x) əŬɘ ɀ2(y) ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ, Ŭˊô ŰŬ ɞˊɞɑŬ űɏɟɜɞɡɛŮ ˊŬɟɎɚɚɖɚŮɠ ůŰɞɡɠ ɎɝɞɜŮɠ yȭy əŬɘ xȭx 

ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ. ɇɞ ůɖɛŮɑɞ Űɞɛɐɠ Űɞɡɠ ɀ ŮɑɜŬɘ Űɞ ɕɖŰɞɨɛŮɜɞ. 

ȰɜŬ ůɖɛŮɑɞ ɀ ɛŮ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ (x, y) ůɡɛɓɞɚɑɕŮŰŬɘ ɛŮ ɀ(x, y) ɐ ŬˊɚɎ ɛŮ (x, y). 

ü Ƀ ɎɝɞɜŬɠ xȭx ɞɜɞɛɎɕŮŰŬɘ ɎɝɞɜŬɠ Űɤɜ ŰŮŰɛɖɛɏɜɤɜ. 

ü Ƀ ɎɝɞɜŬɠ yȭy ɞɜɞɛɎɕŮŰŬɘ ɎɝɞɜŬɠ Űɤɜ ŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ. 

ü ȾɎɗŮ ůɖɛŮɑɞ ȷ Űɞɡ ɎɝɞɜŬ xȭx ɏɢŮɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ (x, 0). 

ü ȾɎɗŮ ůɖɛŮɑɞ ȸ Űɞɡ ɎɝɞɜŬ yȭy ɏɢŮɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ (0, y). 

ɆɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ŭɘŬɜɨůɛŬŰɞɠ 

ȰůŰɤ Ƀxy ɏɜŬ ůɨůŰɖɛŬ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ ůŰɞ ŮˊɑˊŮŭɞ əŬɘ a ɏɜŬ ŭɘɎɜɡůɛŬ Űɞɡ Ůˊɘˊɏŭɞɡ. ɀŮ 

Ŭɟɢɐ Űɞ ůɖɛŮɑɞ Ƀ ůɢŮŭɘɎɕɞɡɛŮ Űɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ aOA=. ȷɜ ȷ1, ȷ2 ɞɘ ˊɟɞɓɞɚɏɠ Űɞɡ ȷ ůŰɞɡɠ 

ɎɝɞɜŮɠ xȭx əŬɘ yȭy ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ, ɏɢɞɡɛŮ:1 2OA=OA +OA (1). 
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ȷɜ (x, y) ɞɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ ȷ, ŰɧŰŮ ɘůɢɨŮɘ 1 x iOA = Ö əŬɘ  2 y iOA = Ö. 

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ɖ ůɢɏůɖ (1) ɔɟɎűŮŰŬɘ: x i y j x i y jaOA= Ö + Ö Ý = Ö + Ö.  

ȷˊɞŭŮɑɢɗɖəŮ ɚɞɘˊɧɜ ɧŰɘ Űɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ a ŬˊɞŰŮɚŮɑ ɔɟŬɛɛɘəɧ ůɡɜŭɡŬůɛɧ Űɤɜ ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ i  

əŬɘ j . 

ɄɟɧŰŬůɖ 

ȾɎɗŮ ŭɘɎɜɡůɛŬ a Űɞɡ Ůˊɘˊɏŭɞɡ ɔɟɎűŮŰŬɘ əŬŰɎ ɛɞɜŬŭɘəɧ Űɟɧˊɞ ůŰɖ ɛɞɟűɐ x i y ja= Ö + Ö. 

ȷˊɧŭŮɘɝɖ 

ȰůŰɤ ŭɘɎɜɡůɛŬ a Űɞɡ Ůˊɘˊɏŭɞɡ ŰɏŰɞɘɞ, ɩůŰŮ x i y ja= Ö + Ö. ȰůŰɤ Ůˊɑůɖɠ ɧŰɘ ɘůɢɨŮɘ əŬɘ  

' 'x i y ja= Ö + Ö. ɇɧŰŮ ɗŬ ŮɑɜŬɘ: ' ' ' 'x i y j x i y j x i x i y j y jÖ + Ö = Ö + Ö Ý Ö - Ö = Ö - Ö Ý 

( ) ( )' 'x x i y y jÝ - Ö = - Ö. 

ȷɜ 
' ' 0x x x x¸ Ý - ,̧ ɞˊɧŰŮ 

'

'
/ /

y y
i j i j

x x

-
= Ö Ý
-

. ȯŰɞˊɞ, ŭɘɧŰɘ i j^ , ůɡɜŮˊɩɠ x=xȭ. 

ɇɧŰŮ ɏɢɞɡɛŮ ( )
0

' ' '0 0
j

y y j y y y y
¸

- Ö = Ý - = Ý =. 

ȯɟŬ əɎɗŮ ŭɘɎɜɡůɛŬ a Űɞɡ Ůˊɘˊɏŭɞɡ ɔɟɎűŮŰŬɘ əŬŰɎ ɛɞɜŬŭɘəɧ Űɟɧˊɞ ůŰɖ ɛɞɟűɐ 

x i y ja= Ö + Ö. 

ɇŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ x iÖ əŬɘ y jÖ ɚɏɔɞɜŰŬɘ ůɡɜɘůŰɩůŮɠ Űɞɡ ŭɘŬɜɨůɛŬŰɞɠ  a əŬŰɎ Űɖ ŭɘŮɨɗɡɜůɖ 

Űɤɜ i  əŬɘ  j  ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ. 

ü Ƀɘ Ŭɟɘɗɛɞɑ x, y ɚɏɔɞɜŰŬɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɞɡ ŭɘŬɜɨůɛŬŰɞɠ  a ůŰɞ ůɨůŰɖɛŬ Ƀxy.  

ü Ƀ Ŭɟɘɗɛɧɠ x ɚɏɔŮŰŬɘ ŰŮŰɛɖɛɏɜɖ Űɞɡ ŭɘŬɜɨůɛŬŰɞɠ  a. 

ü Ƀ Ŭɟɘɗɛɧɠ y ɚɏɔŮŰŬɘ ŰŮŰŬɔɛɏɜɖ Űɞɡ ŭɘŬɜɨůɛŬŰɞɠ  a. 

ü ȾɎɗŮ ŭɘɎɜɡůɛŬ x i y ja= Ö + Ö ɗŬ ůɡɛɓɞɚɑɕŮŰŬɘ  ( ),x ya= . 

ü ȺɑɜŬɘ ( )1,0i =  əŬɘ ( )0,1j = . 
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ȽůɧŰɖŰŬ ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ 

ȰůŰɤ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ ( )1 1,x ya=  əŬɘ ( )2 2,x yb= . ȽůɢɨŮɘ ɖ ɘůɞŭɡɜŬɛɑŬ: 

1 2x xa b= Ú =  əŬɘ 1 2y y= . 

ɆɡɜŮˊɩɠ Ŭɜ ( ),x ya= , ŰɧŰŮ: 0 0xa= Ú = əŬɘ 0y= . 

ɆɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ɔɟŬɛɛɘəɞɨ ůɡɜŭɡŬůɛɞɨ ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ 

ȰůŰɤ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ ( )1 1,x ya=  əŬɘ ( )2 2,x yb= . ɇɧŰŮ ɘůɢɨɞɡɜ ŰŬ Ůɝɐɠ: 

ü ( )( ) ( )1 1 2 2 1 2 1 2, , ,x y x y x x y ya b+ = + = + + 

ü ( ) ( )1 1 1 1, ,x y x yl a l l lÖ = =  

ü ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2 1 2 1 2, , , , ,x y x y x y x y x x y yl a m b l m l l m m l m l mÖ + Ö = + = + = + +

 

ɆɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ɛɏůɞɡ ŮɡɗɡɔɟɎɛɛɞɡ ŰɛɐɛŬŰɞɠ 

ȷɠ ɗŮɤɟɐůɞɡɛŮ ŭɨɞ ůɖɛŮɑŬ ȷ(x1, y1) əŬɘ ȸ(x2, y2) Űɞɡ əŬɟŰŮůɘŬɜɞɨ Ůˊɘˊɏŭɞɡ əɘ Ŭɠ 

ɡˊɞɗɏůɞɡɛŮ ɧŰɘ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(x, y) ŮɑɜŬɘ Űɞ ɛɏůɞ Űɞɡ ŮɡɗɡɔɟɎɛɛɞɡ ŰɛɐɛŬŰɞɠ ȷȸ. 

                                                          

                                                                                                       

                                                                                                  

 

                                                                                            

 

                              

                                       

    

ȷ(x1, y1) 

ɀ(x, y) 

ȸ(x2, y2) 

O x  xȭ 

 yȭ 

y 
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  ȺɑɜŬɘ :

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 2 1 2

1 1 1
, , , , ,

2 2 2
x y x y x y x y x x y yOM= OA+OB Ý = + Ý = + + Ýè øê ú    

 ( ) 1 2 1 2, ,
2 2

x x y y
x y

+ +å õ
Ý =æ ö

ç ÷
 . 

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ 1 2

2

x x
x

+
=  əŬɘ 1 2

2

y y
y

+
= . 

ɆɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ŭɘŬɜɨůɛŬŰɞɠ ɛŮ ɔɜɤůŰɎ ɎəɟŬ 

ȷɠ ɗŮɤɟɐůɞɡɛŮ ŭɨɞ ůɖɛŮɑŬ ȷ(x1, y1) əŬɘ ȸ(x2, y2) Űɞɡ əŬɟŰŮůɘŬɜɞɨ Ůˊɘˊɏŭɞɡ əɘ Ŭɠ 

ɡˊɞɗɏůɞɡɛŮ ɧŰɘ (x, y) ŮɑɜŬɘ ɞɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɞɡ ŭɘŬɜɨůɛŬŰɞɠ AB. 

                          

                                                

                                                                        

                                                                              

              

            

ɇɧŰŮ ŮɑɜŬɘ: ( ) ( )( )2 2 1 1, , ,x y x y x yOB=OA+ABÝAB=OB-OAÝ = - Ý 

( )( )2 1 2 1 2 1, ,x y x x y y x x xÝ = - - Ý = - əŬɘ 2 1y y y= - . 

ȯɟŬ ( )2 1 2 1,x x y yAB= - -, ŭɖɚŬŭɐ: 

ü ŰŮŰɛɖɛɏɜɖ AB=ŰŮŰɛɖɛɏɜɖ Űɞɡ ȸ-ŰŮŰɛɖɛɏɜɖ Űɞɡ ȷ 

ü ŰŮŰŬɔɛɏɜɖ AB= ŰŮŰŬɔɛɏɜɖ Űɞɡ ȸ-ŰŮŰŬɔɛɏɜɖ Űɞɡ ȷ. 

 

 

 

 

 

 

ȷ(x1, y1) 

ȸ(x2, y2) 

O x 

y 

xȭ 

yȭ 
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ɀɏŰɟɞ ŭɘŬɜɨůɛŬŰɞɠ 

ȰůŰɤ ( , )x ya= ɏɜŬ ŭɘɎɜɡůɛŬ Űɞɡ əŬɟŰŮůɘŬɜɞɨ Ůˊɘˊɏŭɞɡ əŬɘ ůɖɛŮɑɞ ȷ ɛŮ ŭɘŬɜɡůɛŬŰɘəɐ 

ŬəŰɑɜŬ aOA=. ȷɜ ȷ1 əɘ ȷ2 ŮɑɜŬɘ ɞɘ ˊɟɞɓɞɚɏɠ Űɞɡ ȷ ůŰɞɡɠ ɎɝɞɜŮɠ xȭx əŬɘ yȭy ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ, 

ŰɧŰŮ ɗŬ ɘůɢɨŮɘ: (Ƀȷ1)= x  əŬɘ (Ƀȷ2)= y . 

                                     y  

                                   A2                             ȷ(x, y) 

 

      xȭ                            Ƀ                         A1                    x 

 

                                      y 

ȰŰůɘ ɗŬ ɏɢɞɡɛŮ: ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 22 2 2 2 2 2

1 1 1 2 x y x ya = OA + AA = OA + OA = + = +, ɞˊɧŰŮ: 

2 2x ya= + . 

ȷɠ ɗŮɤɟɐůɞɡɛŮ ŭɨɞ ůɖɛŮɑŬ ȷ(x1, y1) əŬɘ ȸ(x2, y2) Űɞɡ əŬɟŰŮůɘŬɜɞɨ Ůˊɘˊɏŭɞɡ. ɇɧŰŮ ɤɠ 

ɔɜɤůŰɧ ŮɑɜŬɘ ( )2 1 2 1,x x y yAB= - -. ȺˊŮɘŭɐ ɖ ŬˊɧůŰŬůɖ (ȷȸ) Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ ȷ əŬɘ ȸ 

ɘůɞɨŰŬɘ ɛŮ Űɞ ɛɏŰɟɞ Űɞɡ ŭɘŬɜɨůɛŬŰɞɠ AB, ɗŬ ɘůɢɨŮɘ: (ȷȸ)=( ) ( )
2 2

2 1 2 1x x y y- + - . 

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ɖ ŬˊɧůŰŬůɖ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ ȷ(x1, y1) əŬɘ ȸ(x2, y2) ŮɑɜŬɘ ɑůɖ ɛŮ: 

(ȷȸ)=( ) ( )
2 2

2 1 2 1x x y y- + - . 

Ɇɡɜɗɐəɖ ˊŬɟŬɚɚɖɚɑŬɠ ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ 

ȰůŰɤ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ ( )1 1,x ya=  əŬɘ ( )2 2,x yb=  Űɞɡ əŬɟŰŮůɘŬɜɞɨ Ůˊɘˊɏŭɞɡ. ɃɜɞɛɎɕɞɡɛŮ 

ɞɟɑɕɞɡůŬ Űɤɜ ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ a əŬɘ b əŬɘ ůɡɛɓɞɚɑɕɞɡɛŮ ɛŮ det( ),a b, Űɞɜ Ŭɟɘɗɛɧ x1y2-x2y1. 

ȹɖɚŬŭɐ ( ) 1 1

1 2 2 1

2 2

det , x y x y
x y

x y
a b= = - . 

ȽůɢɨŮɘ ŰɧŰŮ ɖ ɘůɞŭɡɜŬɛɑŬ:( )/ / det , 0a b a bÚ = . 
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ɄɟɞűŬɜɩɠ  / /a ( )det , 0b a bÚ ¸ . 

ɄɟɧŰŬůɖ 

ȰůŰɤ ( , )x ya= ɏɜŬ ŭɘɎɜɡůɛŬ Űɞɡ əŬɟŰŮůɘŬɜɞɨ Ůˊɘˊɏŭɞɡ. ɇɧŰŮ: 

i) '/ / 0x x ya Ú = ,                    ii ) '/ / 0y y xa Ú =  

ȷˊɧŭŮɘɝɖ 

i) ( )'/ / / / det , 0 0 0 1 0 0 0
1 0

x y
x x i i x y y ya a aÚ Ú = Ú = Ú Ö - Ö = Ú- = Ú = 

ii ) ( )'/ / / / det , 0 0 1 0 0 0
0 1

x y
y y j j x y xa a aÚ Ú = Ú = Ú Ö - Ö = Ú = 

ɆɡɜŰŮɚŮůŰɐɠ ŭɘŮɨɗɡɜůɖɠ ŭɘŬɜɨůɛŬŰɞɠ 

ȰůŰɤ ( , )x ya= ɏɜŬ ɛɖ-ɛɖŭŮɜɘəɧ ŭɘɎɜɡůɛŬ Űɞɡ əŬɟŰŮůɘŬɜɞɨ Ůˊɘˊɏŭɞɡ əŬɘ ůɖɛŮɑɞ ȷ Űɞɡ 

Ůˊɘˊɏŭɞɡ ŰɏŰɞɘɞ, ɩůŰŮ aOA=. ɇɖ ɔɤɜɑŬ ű, ˊɞɡ ŭɘŬɔɟɎűŮɘ ɞ ɖɛɘɎɝɞɜŬɠ Ƀx əŬŰɎ Űɖ ɗŮŰɘəɐ 

űɞɟɎ ɛɏɢɟɘ ɜŬ ůɡɛˊɏůŮɘ ɛŮ Űɖɜ ɖɛɘŮɡɗŮɑŬ Ƀȷ, ɞɜɞɛɎɕɞɡɛŮ ɔɤɜɑŬ ˊɞɡ ůɢɖɛŬŰɑɕŮɘ Űɞ 

ŭɘɎɜɡůɛŬ a ɛŮ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx. ȺɑɜŬɘ űŬɜŮɟɧ ɧŰɘ: 0¢ű<2ˊ. 

                                                                                       

                                                  

                                                      

                                                                                        

 

                                                           

ȰůŰɤ x 0̧, ŭɖɚŬŭɐ / /a 'y y. ɇɧŰŮ ɘůɢɨŮɘ: Ůűű=
y

x
. ɇɞ ˊɖɚɑəɞ  

y

x
, x 0̧, ɞɜɞɛɎɕɞɡɛŮ 

ůɡɜŰŮɚŮůŰɐ ŭɘŮɨɗɡɜůɖɠ Űɞɡ ŭɘŬɜɨůɛŬŰɞɠ a əŬɘ Űɞ ůɡɛɓɞɚɑɕɞɡɛŮ ɛŮ 
a
l  ɐ Ŭˊɚɩɠ ɚ. 

a  

A(x, y) 

ű 

xȭ x 

y 

yȭ 

Ƀ 
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ȹɖɚŬŭɐ: 
y

xa
l= =Ůűű, x 0̧. 

ü ȷɜ 
'/ /x xa , ŭɖɚŬŭɐ Ŭɜ y=0, ŰɧŰŮ ɚ=0. 

ü ȷɜ '/ / y ya , ŭɖɚŬŭɐ Ŭɜ x=0, ŰɧŰŮ ŭŮɜ ɞɟɑɕŮŰŬɘ ɞ ůɡɜŰŮɚŮůŰɐɠ ŭɘŮɨɗɡɜůɖɠ  ɚ. 

ȰůŰɤ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ ( )1 1,x ya=  əŬɘ ( )2 2,x yb=  Űɞɡ əŬɟŰŮůɘŬɜɞɨ Ůˊɘˊɏŭɞɡ, ŰŬ ɞˊɞɑŬ ŭŮɜ 

ŮɑɜŬɘ ˊŬɟɎɚɚɖɚŬ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ yȭy, ŭɖɚŬŭɐ x1, x2 0̧. ȷɜ ɚ1, ɚ2 ɞɘ ůɡɜŰŮɚŮůŰɏɠ ŭɘŮɨɗɡɜůɖɠ Űɤɜ 

ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ a əŬɘ b ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ, ŰɧŰŮ ɘůɢɨŮɘ ɖ ɘůɞŭɡɜŬɛɑŬ: 

1 1 1 2
1 2 2 1 1 2 2 1 1 2

2 2 1 2

/ / 0 0
x y y y

x y x y x y x y
x y x x

a b l lÚ = Ú - = Ú = Ú = Ú =. 

ȿɡɛɏɜŬ ˊŬɟŬŭŮɑɔɛŬŰŬ 

1. ŪŮɤɟɞɨɛŮ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ ( ) ( )3,1 , 5,1a b= = əŬɘ ( )1,1g= - . ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ Űɞ 

ŭɘɎɜɡůɛŬ 2v a b g= - +. 

ȿɨůɖ 

( )( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )2 2 3,1 5,1 1,1 6,2 5,1 1,1 6 5 1,2 1 1 0,2v a b g= - + = - + - = - + - = - - - + =

 

2. Ɇô ɏɜŬ ŮˊɑˊŮŭɞ ɗŮɤɟɞɨɛŮ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ(3, 4), ȸ(-1, -2) əŬɘ ũ(0, -5). ɁŬ ɓɟŮɗɞɨɜ ɞɘ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ ɀ əŬɘ Ɂ ɛŮ : 

          2OM= OA+OB+OG əŬɘ 
1 3

2
2 2

ON= OA- OB+ OG. 

ȿɨůɖ 

ȺɑɜŬɘ: ( ) ( )3,4 , 1, 2OA= OB= - - əŬɘ ( )0, 5OG= -. 

( )( )( ) ( )( )( )2 2 3,4 1, 2 0, 5 6,8 1, 2 0, 5OM= OA+OB+OG= + - - + - = + - - + - = 

( )( )6 1 0,8 2 5 5,1= - + - - = Ýɀ(5, 1) 
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( ) ( ) ( ) ( )
1 3 1 3 3 3

2 3,4 1, 2 2 0, 5 ,2 , 3 0, 10
2 2 2 2 2 2

å õ å õ
ON= OA- OB+ OG= - - - + - = - - - + - =æ ö æ ö

ç ÷ ç ÷

( )
3 3

0,2 3 10 3, 5
2 2

å õ
= + + + - = - Ýæ ö
ç ÷

N(3, -5) 

3. ȹɑɜŮŰŬɘ Űɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ ( )2 24 3, 6a l l l l= - + - -. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ ɔɘŬ ˊɞɘŮɠ Űɘɛɏɠ Űɞɡ 

ˊɟŬɔɛŬŰɘəɞɨ Ŭɟɘɗɛɞɨ ɚ ɘůɢɨŮɘ: i) 0a= ,    ii ) 0a¸ . 

ȿɨůɖ 

i) ( )
( )( )

( )( )

2

2 2

2

4 3 0 1 3 0

0 4 3, 6 0

6 0 2 3 0

l l l l

a l l l l kai kai

l l l l

ë - + = - Ö - =ë
î î

= Ý - + - - = Ý Ý Ýì ì
î î- - = + Ö - =íí

 

1 0 3 0 1 3

3

2 0 3 0 2 3

ɐ ɐ

ɐ ɐ

l l l l

kai kai l

l l l l

ë - = - = = =ë
î î

Ý Ý Ý =ì ì
î î+ = - = =- =íí

 

ii) 0 3a l¸ Ú  ̧

4. ȹɑɜɞɜŰŬɘ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ ( )2 5, 1a k k l= - + + əŬɘ ( )2 24 , 6b k l l m= - - -. ɁŬ 

ɓɟŮɑŰŮ ŰŬ ə, ɚ, ɛ Ŭɜ ɘůɢɨŮɘ a b= . 

ȿɨůɖ 

( ) ( )

2 2

2 2 2

2

5 4

5, 1 4 , 6

1 6

k k k l l

a b k k l k l l m kai

l m

ë - + = - -
î

= Ú - + + = - - - Ú Úì
î + = -í

 

( ) ( )
2 22 2 2 2

2 2 2

2 4 5 0 2 1 4 4 0 1 2 0

7 7 7

k k l l k k l l k l

kai kai kai

m l m l m l

ëë ë- + + + = - + + + + = - + + =
îî î

Ú Ú Ú Úì ì ì
î î î= + = + = +íí í

 

( )
222

1 2 1 2 1 2

5 52 1

k kail k kail k kail

kai kai kai

m mm

ë ë= =- = =- = =-ë
î îî î

Ú Ú Úì ì ì
î î î= =°í= - + íîí

. 
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5. ȹɑɜŮŰŬɘ ˊŬɟŬɚɚɖɚɧɔɟŬɛɛɞ ȷȸũȹ ɛŮ ȷ(-2, 1), ȸ(1, 4) əŬɘ Ⱦ(2, -3), ɧˊɞɡ Ⱦ Űɞ əɏɜŰɟɞ 

Űɞɡ. ɁŬ ɓɟŮɗɞɨɜ ɞɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɤɜ əɞɟɡűɩɜ ũ əŬɘ ȹ. 

ȿɨůɖ 

                                                      

 

                                        

 

                                    

 

Ⱦ ɛɏůɞ Űɞɡ ȷũ ( )

2
2

2 4 62

6, 7

1 1 6 7
3

2

x

x x

y y y

kai kai kai

G

G G

G G G

- +ë
=î - + = =ë ë

î î î
Ý Ý Ý ÝG -ì ì ì
î î î+ + =- =-í íî =-
í

 

Ⱦ ɛɏůɞ Űɞɡ ȸȹ ( )

1
2

1 4 32

3, 10

4 4 6 10
3

2

x

x x

y y y

kai kai kai

D

D D

D D D

+ë
=î + = =ë ë

î î î
Ý Ý Ý ÝD -ì ì ì
î î î+ + =- =-í íî =-
í

 

6. ȹɑɜɞɜŰŬɘ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ(1, 2), ȸ(-3, 1) əŬɘ ũ(2, -2). 

Ŭ) ɁŬ ŭŮɘɢɗŮɑ ɧŰɘ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ, ȸ əŬɘ ũ ŬˊɞŰŮɚɞɨɜ əɞɟɡűɏɠ Űɟɘɔɩɜɞɡ. 

ɓ) ɁŬ ɓɟŮɗɞɨɜ ɞɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɞɡ ɓŬɟɨəŮɜŰɟɞɡ G Űɞɡ Űɟɘɔɩɜɞɡ. 

ȿɨůɖ 

Ŭ) ɄɟɏˊŮɘ / /AB AG, ŭɖɚŬŭɐ ( )det , 0AB AG .̧ 

( ) ( )3 1,1 2 4, 1AB= - - - = - - əŬɘ ( ) ( )2 1, 2 2 1, 4AG= - - - = - 

( ) ( )
4 1

det , 16 1 17 0
1 4

- -
AB AG = = - - = ¸

-
, ɎɟŬ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ, ȸ əŬɘ ũ 

ŬˊɞŰŮɚɞɨɜ əɞɟɡűɏɠ Űɟɘɔɩɜɞɡ. 

ɓ)                                   

 

                                             

 

                                                

ȰůŰɤ ɀ Űɞ ɛɏůɞ Űɖɠ ˊɚŮɡɟɎɠ ȸũ Űɞɡ Űɟɘɔɩɜɞɡ. ɇɧŰŮ ɤɠ ɔɜɤůŰɧ ŮɑɜŬɘ ȷG=
2

3
AM, 

ɞˊɧŰŮ: 

ȷ(-2, 1) ȸ(1, 4) 

Ⱦ(2, -3) 

ũ(xũ, yũ) ȹ(xȹ, yȹ) 

  

ȷ(1, 2) 

G 

  
ũ(2, -2) ɀ ȸ(-3, 1) 
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( ) ( )
2 2 1 1

3 3 2 3
GA = AM= Ö AB+AG = AB+AG (1) 

ȷɜ G(xG, yG), ŰɧŰŮ ( )1, 2G GG x yA = - -, ɞˊɧŰŮ ɖ (1) ɔɑɜŮŰŬɘ: 

( ) ( )( ) ( )
1 1

1 1 5
1, 2 4, 1 1, 4 3, 5 1, 5

3 3 3 2
3

G

G G

G

x

x y
y

- =-ë
îå õ

- - = - - + - = - - = - - Ý Ýè ø ìæ öê ú
- =-ç ÷î

í

 

1 1 0

5 1
2

3 3

G G

G G

x x

y y

=- + =ë ë
î î

Ý Ýì ì
=- + =-î î

í í

, ɎɟŬ G(0, 
1

3
- ). 

 

ũŮɜɘəɎ, Ŭɜ ȷ(xȷ, yȷ), B(xȸ, yȸ) əŬɘ ũ(xũ, yũ) əɞɟɡűɏɠ Űɟɘɔɩɜɞɡ əŬɘ G(xG, yG) Űɞ 

ɓŬɟɨəŮɜŰɟɧ Űɞɡ, ŰɧŰŮ: 
3

G

x x x
x A B G+ +
=  əŬɘ 

3
G

y y y
y A B G+ +
= . 

7. ɁŬ ŬɜŬɚɡɗŮɑ Űɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ ( )1, 2g= -  ůŮ ŭɨɞ ůɡɜɘůŰɩůŮɠ ˊŬɟɎɚɚɖɚŮɠ ůŰŬ 

ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ ( )3,4a=  əŬɘ ( )2, 3b= - . 

ȿɨůɖ 

ȰůŰɤ u la=  əŬɘ  v mb= , ɚ,ɛÍ  ɞɘ ŭɨɞ ůɡɜɘůŰɩůŮɠ Űɞɡ ŭɘŬɜɨůɛŬŰɞɠ g. ɇɧŰŮ: 

( ) ( ) ( )1, 2 3,4 2, 3u vg g la mb l m= + Ý = + Ý - = + - Ý 

( )( )

1

3 2 1 17
1, 2 3 2 ,4 3 .....

4 3 2 10

17

l
l m

l m l m
l m

m

ë
=-î+ =ë î

Ý - = + - Ý Ý Ýì ì
- =-í î =

îí

. 

ȯɟŬ  
1 10

17 17
g a b=- + . 

8. ɁŬ ɓɟŮɗɞɨɜ ɞɘ Űɘɛɏɠ Űɞɡ ɛÍ  ɔɘŬ Űɘɠ ɞˊɞɑŮɠ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ(1, 0), ȸ(-ɛ
2
, 3) əŬɘ  

ũ(-5ɛ, 9) ŮɑɜŬɘ ůɡɜŮɡɗŮɘŬəɎ. 

ȿɨůɖ 

ɄɟɏˊŮɘ / /AB AG, ŭɖɚŬŭɐ ( )det , 0AB AG =. 

ȳɛɤɠ ( )2 1,3mAB= - - əŬɘ ( )5 1,9mAG= - -. 
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( ) ( ) ( )
2

2

2 2 2

1 3
det , 0 0 9 1 3 5 1 0

5 1 9

9 9 15 3 0 9 15 6 0 3 5 2 0

m
m m

m

m m m m m m

- -
AB AG = Ý = Ý - - - - - = Ý

- -

Ý- - + + = Ý- + - = Ý - + = Ý

2
1

3
ɐm mÝ = = . 

9. ŪŮɤɟɞɨɛŮ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ ( ), 6a l= -  əŬɘ ( )6, 9b l= - +. ɁŬ ɡˊɞɚɞɔɘůŰŮɑ ɖ Űɘɛɐ 

Űɞɡ ɚ, ɩůŰŮ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ a əŬɘ b ɜŬ ŮɑɜŬɘ ŬɜŰɑɟɟɞˊŬ. 

ȿɨůɖ 

ɄɟɏˊŮɘ ŬɟɢɘəɎ ɜŬ ŮɑɜŬɘ / /a b ( )
6

det , 0 0
6 9

l
a b

l

-
Ú = Ú = Ú

- +
 

( ) 29 36 0 9 36 0 3 12ɐl l l l l lÚ + - = Ú + - = Ú = =-. 

ü ũɘŬ ɚ=3 ɏɢɞɡɛŮ: ( )3, 6a= -  əŬɘ ( )6,12b= - . 

ȯɟŬ 2b a a b=- Ý ¬®. 

ü ũɘŬ ɚ=-12 ɏɢɞɡɛŮ: ( )12, 6a= - - əŬɘ ( )6, 3b= - -. 

ȯɟŬ 2a b a b= Ý ¬¬. 

ɆɡɜŮˊɩɠ ɔɘŬ ɚ=3 ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ a əŬɘ b  ŮɑɜŬɘ ŬɜŰɑɟɟɞˊŬ. 

Ʉɟɞůɞɢɐ! 

Ⱥŭɩ ɖ ůɡɜɗɐəɖ ( )det , 0a b= ŭŮɜ ŬɟəŮɑ ɩůŰŮ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ a əŬɘ b  ɜŬ ŮɑɜŬɘ ŬɜŰɑɟɟɞˊŬ. 

10. ȰůŰɤ Űɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ ( )1,2a= - . ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ Űɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ŬɜŰɑɟɟɞˊɞ Űɞɡ a 

əɘ ɏɢŮɘ ɛɏŰɟɞ ŭɘˊɚɎůɘɞ Űɞɡ a. 

ȿɨůɖ 

ȰůŰɤ ŭɘɎɜɡůɛŬ / /v a, ɛŮ 2v a= . ɇɧŰŮ:
, 0 , 0

2 2

v v

v

la l la l

a la a

ë ë= < = <î î
Ú Úì ì

= =î îí í
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, 0 , 0 , 0 2

22 2 2

v v v vla l la l la l a

ll a a l l

ë = < ë ë ë= < = < =-î î î î
Ú Ú Ú Úì ì ì ì

== =° =-î îî í íî íí

. 

ȯɟŬ ( ) ( )2 2 1,2 2, 4v a=- =- - = -. 

11. ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ Űɞ ɛɏŰɟɞ Űɞɡ ŭɘŬɜɨůɛŬŰɞɠ a, Ŭɜ ( ) ( )2 2, 3 2,1a a= - + -. 

ȿɨůɖ 

( ) ( ) ( )( ) ( )2 2, 3 2,1 2 2, 3 2 , 2 2 2 , 3a a a a a a a a= - + - Ý = - + - Ý = - - Ý

3
1 ,

2

a
a a
å õ-
æ öÝ = -
æ ö
ç ÷

. 

ȯɟŬ ( )
2 2

2 2 23 6 9
1 1 2

2 4

a a a
a a a a a

å õ- - +
æ ö= - + Ý = - + + Ý
æ ö
ç ÷

 

2

4aÝ
2

4 8 4a a= - +
2 2

6 9 14 13 0 1 13.ɐa a a a a a+ - + Ý - + = Ý = = 

12. ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ ɖ ɔɤɜɑŬ ˊɞɡ ůɢɖɛŬŰɑɕɞɡɜ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ ( )3, 3a= -  əŬɘ

( )3, 3b= - -  ɛŮ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx. 

ȿɨůɖ 

ȺɑɜŬɘ 
3 3

3 3 6 6a

p p
l ejw ejw ej ejw ej p

å õ
=- Ý =- Ý =- Ý = - Ýæ ö

ç ÷
 

5

6

p
ejw ejÝ =  əɘ ŮˊŮɘŭɐ 0 2w p¢ < , ɗŬ ŮɑɜŬɘ 

5

6

p
w=  ɐ 

5 11

6 6

p p
w p= + = . 

ɇɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ a ɏɢŮɘ ŬɟɜɖŰɘəɐ ŰŮŰɛɖɛɏɜɖ əŬɘ ɗŮŰɘəɐ ŰŮŰŬɔɛɏɜɖ, ɎɟŬ Űɞ ˊɏɟŬɠ Űɞɡ ɓɟɑůəŮŰŬɘ 

ůŰɞ 2
ɞ
 ŰŮŰŬɟŰɖɛɧɟɘɞ, ůɡɜŮˊɩɠ 

5

6

p
w= . 

ȳɛɞɘŬ ɔɘŬ Űɞ b ŮɑɜŬɘ 
7

6

p
j= . 
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ȺɁɃɇȼɇȷ  III : ȺůɤŰŮɟɘəɧ ɔɘɜɧɛŮɜɞ ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ 

Ƀɟɘůɛɧɠ 

ɃɜɞɛɎɕɞɡɛŮ ŮůɤŰŮɟɘəɧ ɔɘɜɧɛŮɜɞ ŭɨɞ ɛɖ-ɛɖŭŮɜɘəɩɜ ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ a, b əŬɘ ůɡɛɓɞɚɑɕɞɡɛŮ 

ɛŮ a bÖ  ɐ ab Űɞɜ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɧ Ŭɟɘɗɛɧ a b a b sunjÖ = Ö Ö, ɧˊɞɡ ( ),j a b
Ø

=  ɖ ɔɤɜɑŬ 

Űɤɜ ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ a əŬɘ b. 

ü ȷɜ 0a=  ɐ 0b= , ŰɧŰŮ ɞɟɑɕɞɡɛŮ ɧŰɘ 0a bÖ =.  

Ʉɟɞůɞɢɐ! 

ɇɞ ŬɜŰɑůŰɟɞűɞ ŭŮɜ ɘůɢɨŮɘ. ȹɖɚŬŭɐ Ŭɜ 0a bÖ = Ý 0 0ɐa b= =. 

ɆɡɜɏˊŮɘŮɠ Űɞɡ ɞɟɘůɛɞɨ 

ü a b b aÖ = Ö                   (ȷɜŰɘɛŮŰŬɗŮŰɘəɐ ɘŭɘɧŰɖŰŬ) 

ü a b a b a b¬¬ Ú Ö = Ö 

ü a b a b a b¬® Ú Ö =- Ö 

ü 0a b a b^ Ú Ö = 

ɀŮ 0a¸ , 0b¸  əŬɘ ( ),j a b
Ø

=  ɘůɢɨɞɡɜ: 

ü 0 0
2

p
a b jÖ > Ú ¢ < 

ü 0
2

p
a b jÖ = Ú = 

ü 0
2

p
a b j pÖ < Ú < ¢ 

ȺůɤŰŮɟɘəɧ ŰŮŰɟɎɔɤɜɞ 

ɇɞ ŮůɤŰŮɟɘəɧ ɔɘɜɧɛŮɜɞ a aÖ  ɞɜɞɛɎɕŮŰŬɘ ŮůɤŰŮɟɘəɧ ŰŮŰɟɎɔɤɜɞ Űɞɡ a ɐ Ŭˊɚɩɠ 

ŰŮŰɟɎɔɤɜɞ Űɞɡ a əŬɘ ůɡɛɓɞɚɑɕŮŰŬɘ ɛŮ 
2

a . 
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ȺɑɜŬɘ: 
22

0a a a a a sun a= Ö = Ö Ö =. 

ȯɟŬ 
22

a a= . 

ũɘŬ ŰŬ ɛɞɜŬŭɘŬɑŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ i  əŬɘ j  Űɞɡ əŬɟŰŮůɘŬɜɞɨ Ůˊɘˊɏŭɞɡ ɘůɢɨɞɡɜ: 

ü 0i j j iÖ = Ö = 

ü 
2 2

1i j= = 

ɄŬɟŬŰɖɟɐůŮɘɠ  

ü ɇɞ ŮůɤŰŮɟɘəɧ ɔɘɜɧɛŮɜɞ ŭɨɞ ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ ŮɑɜŬɘ Ŭɟɘɗɛɧɠ əɘ ɧɢɘ ŭɘɎɜɡůɛŬ. 

ü ȷɜ b g a b a g= Ý Ö = Ö 

ü ȹŮɜ ɘůɢɨŮɘ ˊɎɜŰŬ ɞ ɜɧɛɞɠ Űɖɠ ŭɘŬɔɟŬűɐɠ ůŰɞ ŮůɤŰŮɟɘəɧ ɔɘɜɧɛŮɜɞ ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ. 

ȹɖɚŬŭɐ: a b a g b gÖ = Ö Ý =. 

ü ȹŮɜ ɘůɢɨŮɘ ˊɎɜŰɞŰŮ ɖ ˊɟɞůŮŰŬɘɟɘůŰɘəɐ ɘŭɘɧŰɖŰŬ. ȹɖɚŬŭɐ: ( ) ( )a b g a b gÖ Ö ¸ Ö Ö 

ü Ƀɘ ŭɡɜɎɛŮɘɠ 
3 4

, ,...a a ŭŮɜ ɞɟɑɕɞɜŰŬɘ. 

ü Ƚůɢɨɞɡɜ ɞɘ ŰŬɡŰɧŰɖŰŮɠ: ( )
2 2 2

2a b a ab b+ = + +, ( )
2 2 2

2a b a ab b- = - +, 

( )( )
2 2

a b a b a b- = + Ö -. 

ü ȹŮɜ ɘůɢɨɞɡɜ ɞɘ ŰŬɡŰɧŰɖŰŮɠ ɛŮ ˊŮɟɘŰŰɧ ŮəɗɏŰɖ. 

ȷɜŬɚɡŰɘəɐ ɏəűɟŬůɖ ŮůɤŰŮɟɘəɞɨ ɔɘɜɞɛɏɜɞɡ 

ȰůŰɤ ( )1 1,x ya=  əŬɘ ( )2 2,x yb=  ŭɨɞ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ Űɞɡ əŬɟŰŮůɘŬɜɞɨ Ůˊɘˊɏŭɞɡ. ɇɧŰŮ 

ɘůɢɨŮɘ: 1 2 1 2x x y ya bÖ = + .  

ȹɖɚŬŭɐ Űɞ ŮůɤŰŮɟɘəɧ ɔɘɜɧɛŮɜɞ ŭɨɞ ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ ŮɑɜŬɘ ɑůɞ ɛŮ Űɞ ɎɗɟɞɘůɛŬ Űɤɜ ɔɘɜɞɛɏɜɤɜ 

Űɤɜ ɞɛɩɜɡɛɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ Űɞɡɠ. 

ȽŭɘɧŰɖŰŮɠ 

ü ( ) ( )la b a lb l a bÖ = Ö = Ö 

ü ( )a b g a b a gÖ + = Ö + Ö                       (ȺˊɘɛŮɟɘůŰɘəɐ ɘŭɘɧŰɖŰŬ) 
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ü 1
a b

a b l l^ Ú Ö =-, ɧŰŬɜ , / /a b 'y y 

ɆɡɜɖɛɑŰɞɜɞ ɔɤɜɑŬɠ ŭɨɞ ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ 

ȰůŰɤ ( )1 1,x ya=  əŬɘ ( )2 2,x yb=  ŭɨɞ ɛɖ-ɛɖŭŮɜɘəɎ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ Űɞɡ əŬɟŰŮůɘŬɜɞɨ 

Ůˊɘˊɏŭɞɡ əŬɘ ( ),j a b
Ø

= . ɇɧŰŮ ɘůɢɨŮɘ: 
a b

sunj
a b

Ö
=
Ö

 (1). 

ȺˊŮɘŭɐ 
2 2 2 2

1 2 1 2 1 1 2 2, ,x x y y x y x ya b a bÖ = + = + = +, ɖ ůɢɏůɖ (1) ɔɑɜŮŰŬɘ: 

1 2 1 2

2 2 2 2

1 1 2 2

x x y y

x y x y
sunj

+
=

+ Ö +
. 

Ʉɟɞɓɞɚɐ ŭɘŬɜɨůɛŬŰɞɠ ůŮ ŭɘɎɜɡůɛŬ 

Ɇô ɏɜŬ ŮˊɑˊŮŭɞ ɗŮɤɟɞɨɛŮ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ ,a b ɛŮ 0b¸ . ɀŮ Ŭɟɢɐ ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ Ƀ ˊŬɑɟɜɞɡɛŮ 

ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ aOA= əŬɘ bOB=. ȷɜ ɀ ŮɑɜŬɘ ɖ ˊɟɞɓɞɚɐ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ ȸ ůŰɞ űɞɟɏŬ Űɞɡ 

ŭɘŬɜɨůɛŬŰɞɠ a, ŰɧŰŮ Űɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ OM ɚɏɔŮŰŬɘ ˊɟɞɓɞɚɐ Űɞɡ  b ůŰɞ a əŬɘ ůɡɛɓɞɚɑɕŮŰŬɘ 

ɛŮ 
a

prob b. ȹɖɚŬŭɐ 
a

prob bOM= . 

                                                                          

                                                                     

 

                         

 

ȷˊɞŭŮɘəɜɨŮŰŬɘ ɧŰɘ ɖ ˊɟɞɓɞɚɐ Űɞɡ b ůŰɞ a ŮɑɜŬɘ ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɖ Ŭˊô Űɖɜ Ůˊɘɚɞɔɐ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ 

Ƀ.  

ȺɑɜŬɘ : 

( )
0

a b aÖ =OAÖOB=OAÖ OM+MB =OAÖOM+OAÖMB=OAÖOM= ÖOM= 

a
a prob b= Ö . 

a  b  

ȸ 

Ƀ ɀ ȷ 



ɥɻʃʂʈɻʐʅʆʗ ɩʍʋʎɻʉɻʐʋʇʅʎʈʋʞ ɛ˃ ɤʑʆʀʚʋʑ 

ɫʐʗʈʋʑ ɜʅʗʉʉʂʏ ɫʀʇʚɿɻ 36 
 

ȯɟŬ 
a

a b a prob bÖ = Ö . 

ȳɛɞɘŬ ŬˊɞŭŮɘəɜɨŮŰŬɘ ɧŰɘ: 
b

a b b prob aÖ = Ö . 

ȺɑɜŬɘ: / /
a

prob b a, ɞˊɧŰŮ 
a

prob b l a= Ö əŬɘ / /
b

prob a b, ɞˊɧŰŮ 
b

prob a m b= Ö 

ȿɡɛɏɜŬ ˊŬɟŬŭŮɑɔɛŬŰŬ 

1. ȷɜ 1, 2a b= = əŬɘ ( )
2

,
3

p
a b
Ø

= , ɜŬ ɡˊɞɚɞɔɘůŰɞɨɜ: 

i) a bÖ ,   ii)
3

2
2

a b
å õ
Ö -æ ö
ç ÷

,   iii) ( )
2

a b+ ,   iv) ( )2a b b-  

ȿɨůɖ 

i) ( )
2 1

, 1 2 2 1
3 2

p
a b a b sun a b sun

Ø
å õ

Ö = Ö Ö = Ö Ö = Ö - =-æ ö
ç ÷

 

ii) ( )( )( )
3 3

2 2 3 1 3
2 2

a b a b
å õå õ

Ö - = Ö - Ö Ö = - Ö - =æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷

 

iii) ( ) ( )
2 2 22 2

2 22 2 1 1 2 2 1 2 4 3a b a ab b a b+ = + + = + Ö - + = - + = - + = 

iv) ( )
22

22 2 1 2 1 2 2 1 8 9a b b a b b b- = Ö - =- - Ö =- - Ö =- - =- 

2. ȰůŰɤ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ ( )1,3a=  əŬɘ ( )2, 1b= - -. ɁŬ ɡˊɞɚɞɔɘůŰɞɨɜ: 

i) a bÖ ,   ii) 
2 2

a b- ,   iii) ( )
2

2a b+ ,   iv) ( )
2

a b-  

ȿɨůɖ 

i) ( )( ) ( ) ( )1,3 2, 1 1 2 3 1 2 3 5a bÖ = Ö - - = Ö - + Ö - =- - =- 

ii) ( ) ( )
222 22 2 2 22 21 3 2 1 10 5 5a b a b- = - = + - - + - = - = 

iii) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 1,3 2 2, 1 1,3 4, 2 1 4,3 2 3,1a b+ = + - - = + - - = - - = - 
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ȯɟŬ ( ) ( )
22 2 2 22 2 3 1 10a b a b+ = + = - + =. 

3. ȰůŰɤ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ ,a b ɛŮ 
1

2,
2

a b= =  əŬɘ ( ),
3

p
a b
Ø

= . ɁŬ ɓɟŮɗɞɨɜ ŰŬ 

ɛɏŰɟŬ Űɤɜ ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ 2v a b= +  əŬɘ 3u a b= - . 

(ȸŬůɘəɐ Ɏůəɖůɖ) 

ȿɨůɖ 

ȺɑɜŬɘ: ( )
22 2 2

2 2 2 4 4v a b a b a b a ab b= + = + = + = + + = 

2

2 1 1 1 1 1 65 65
4 2 4 2 14 4 16

2 3 2 2 4 4 4 2

p
sun

å õ
= Ö + Ö Ö Ö + = + Ö + = + = =æ ö

ç ÷
 

ȳɛɞɘŬ: ( )
22 2 2

3 3 3 6 9u a b a b a b a ab b= - = - = - = - + = 

2

2 1 1 1 1 9 13 13
2 6 2 9 4 6 9 1

2 3 2 2 4 4 4 2

p
sun

å õ
= - Ö Ö Ö + Ö = - Ö + Ö = + = =æ ö

ç ÷
 

4. ȰůŰɤ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ ,a b ɛŮ 3, 1a b= = əŬɘ ( ),
6

p
a b
Ø

= . ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ ɖ ɔɤɜɑŬ 

Űɤɜ ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ v a b= + əŬɘ w a b= - .  

(ȸŬůɘəɐ Ɏůəɖůɖ) 

ȿɨůɖ 

ȰůŰɤ ( ),v wj
Ø

= . ɇɧŰŮ: 

( )( )
2 2

2 2

v w

v w

a b a b a ba b
sunj

a b a b a b a b a b a b

+ Ö - -Ö -
= = = =
Ö + Ö - + Ö - + Ö -

 (1) 

ȳɛɤɠ ( )
22 22 2

2 3 2 3 1
6

p
a b a b a b a ab b sun+ = + = + = + + = + Ö Ö Ö = 
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3
3 2 3 1 3 3 1 7

2
= + Ö Ö + = + + =. 

ȳɛɞɘŬ ( )
22 22 2

2 3 2 3 1
6

p
a b a b a b a ab b sun+ = - = - = - + = - Ö Ö Ö = 

3
3 2 3 1 3 3 1 1

2
= - Ö Ö + = - + =. 

ɃˊɧŰŮ ɖ ůɢɏůɖ (1) ɔɑɜŮŰŬɘ: 

2
23 1 3 1 2 2 7

41
77 1 7 7

sunj j
- -

= = = = Ý
Ö

. 

5. ȷɜ ,a b ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ Űɞɡ Ůˊɘˊɏŭɞɡ, ɜŬ ŭŮɘɢɗŮɑ ɧŰɘ: 

i) a b a bÖ ¢ Ö,   ii ) ( )
2 2 2

a b a bÖ ¢ Ö. ɄɧŰŮ ɘůɢɨɞɡɜ ɞɘ ɘůɧŰɖŰŮɠ; 

(ȸŬůɘəɐ Ɏůəɖůɖ) 

ȿɨůɖ 

i) ȰůŰɤ ( ),j a b
Ø

= .ɇɧŰŮ: a b a b sunj a b sunj a bÖ = Ö Ö = Ö Ö ¢ Ö, ŭɘɧŰɘ 

1 1 1sunj sunj- ¢ ¢ Ú ¢. 

ȼ ɘůɧŰɖŰŬ ɘůɢɨŮɘ ɧŰŬɜ 1 1 0 / /ɐsunj sunj j j p a b= Ú =° Ú = = Ú . 

ii) ȳɛɞɘŬ: ( ) ( )
22 2 2 2 2

2a b a b sunj a b sun j a bÖ = Ö Ö = Ö Ö ¢ Ö, ŭɘɧŰɘ 

2 2 21 1 1 1 1sunj sunj sunj sun j- ¢ ¢ Ú ¢ Ú ¢ Ú ¢. 

ȼ ɘůɧŰɖŰŬ ɘůɢɨŮɘ ɧŰŬɜ 
2 1 1 0 / /ɐsun j sunj j j p a b= Ú =° Ú = = Ú . 

6. ũɘŬ ŭɨɞ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ a əŬɘ b ɘůɢɨɞɡɜ: 3, 4a b= = əŬɘ ( ) ( )8 2 9a b a b- ^ + . 

ɁŬ ŭŮɘɢɗŮɑ ɧŰɘ: a b^ . 

ȿɨůɖ 

( ) ( ) ( )( )
2 2

8 2 9 8 2 9 0 16 72 2 9 0a b a b a b a b a ab ab b- ^ + Ú - Ö + = Ú + - - = Ú

2 216 3 70 9 4 0 144abÚ Ö + - Ö = Ú70 144ab+ - 0 70 0 0ab ab a b= Ú = Ú = Ú ^
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7. ȷɜ 1, 2, 2a b g= = =  əŬɘ 0a b g+ + =, ɜŬ ɡˊɞɚɞɔɘůŰŮɑ ɖ Űɘɛɐ Űɖɠ 

ˊŬɟɎůŰŬůɖɠ 2 3ab bg gaA= - + . 

ȿɨůɖ 

ȺɑɜŬɘ: 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2
2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2
2 2

2

0 2

2

a b g a ab b ga b g

a b g b g a b g a b bg g a

g a b g ga a bg a b

ë + = - ë + + =ë î+ =- îî îî î
+ + = Ú + =- Ú + = - Ú + + = Úì ì ì

î î î
+ =- + + =î î îí + = - í

í

 

2
2 2

2
2 2

2
2 2

3

1 2 2 2 22 5 2 2 3
5

2 2 2 1 2 6 1 2 5
2

2 3 4 2 12 2 1 2 1

2

ab
ab ab ab

bg bg bg bg

ga gaga
ga

ë
=-îë + + = ë ë+ = =-îî î îî î î î

Ú + + = Ú + = Ú =- Ú =-ì ì ì ì
î î î î

+ = =+ + = î îî îí íí =î
í

. 

ȯɟŬ 
3 5 1 3

2 3 2 3
2 2 2 2

ab bg ga
å õ

A= - + =- - Ö - + Ö = -æ ö
ç ÷

3
5

2
+ + 5= . 

8. ȹɑɜɞɜŰŬɘ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ ( )3,1a=  əŬɘ ( )1,2b= . Ɂô ŬɜŬɚɡɗŮɑ Űɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ b ůŮ 

ŭɨɞ əɎɗŮŰŮɠ ůɡɜɘůŰɩůŮɠ, Ůə Űɤɜ ɞˊɞɑɤɜ ɖ ɛɑŬ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ˊŬɟɎɚɚɖɚɖ ůŰɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ a. 

(ȸŬůɘəɐ Ɏůəɖůɖ) 

ȿɨůɖ 

ȰůŰɤ ůɖɛŮɑɞ Ƀ ŰɏŰɞɘɞ ɩůŰŮ aOA= əŬɘ bOB=. ȰůŰɤ ŮɡɗŮɑŬ e a^ , ɖ ɞˊɞɑŬ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ 

Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ Ƀ. ȷˊô Űɞ ˊɏɟŬɠ ȸ Űɞɡ OB űɏɟɜɞɡɛŮ Űɘɠ 1 aBB ^ əŬɘ 2 eBB  ̂əɘ ɏůŰɤ 

1 1bOB =  əŬɘ 2 2bOB = . 

                                          Ů                                               

                                                                 

                                                                                                     

                                        Ƀ                    

 

a
  

b

  

ȸ 

ȸ1 

ȸ2 

b

  

1b

  

2b  
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ȺɑɜŬɘ: ( )1 1 3 ,
a

b prob b b l a l l= Ý = Ö = . 

ȰɢɞɡɛŮ: 
( )( )( )( )

1 2 1 2 1 2

3,1 1,2 3,1 3 ,
a

b b b b b b b b b

l la b a prob ba b a la

ë ë ë= + = + = +î î î
Ý Ý Ýì ì ì

Ö = ÖÖ = Ö Ö = Ö îîî ííí

 

9. ũɘŬ ŭɨɞ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ a əŬɘ b ɜŬ ŭŮɘɢɗɞɨɜ ɞɘ ɘůɞŭɡɜŬɛɑŮɠ: 

i) a b a b a b+ = + Ú ¬¬,   ii) a b a b a b- = + Ú ¬®. 

ȿɨůɖ 

i) ( ) ( )
2 22 2 2

2a b a b a b a b a b a a b b+ = + Ú + = + Ú + = + + Ú 

2

aÚ
2

2ab b+ +
2

a=
2

2a b b+ + 2 2ab a b ab a b a bÚ = Ú = Ú ¬¬

 

ii) ( ) ( )
22 2 2 2

2a b a b a b a b a b a ab b- = + Ú - = + Ú - = + + Ú 

2 2 2 2 2

2 2a a b b a ab b aÚ - + = + + Ú
2

2a b b- +
2

a=
2

2ab b+ + Ú  

2Ú 2ab=-a b ab a b a bÚ =- Ú ¬®. 

10. ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ ɖ ˊɟɞɓɞɚɐ Űɞɡ ŭɘŬɜɨůɛŬŰɞɠ b ˊɎɜɤ ůŰɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ a, Ŭɜ 

1
, 2

2
a b= =  əŬɘ ( ),

4

p
j a b

Ø

= = . 

ȿɨůɖ 

ȽůɢɨŮɘ ɧŰɘ / /
a a

prob b a prob b l aÚ = Ö, ɞˊɧŰŮ: 

2
21 1 2 1

2 2
2 4 2 2 2a

p
a b a prob b a b a la sun l a l

å õ
Ö = Ö Ý Ö = Ö Ý Ö Ö = Ö Ý Ö Ö = Ö Ýæ ö

ç ÷

2 1
2

4 4
l lÝ = Ö Ý =. 

ȯɟŬ 2
a

prob b a= Ö. 
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11. ȹɑɜŮŰŬɘ ˊŬɟŬɚɚɖɚɧɔɟŬɛɛɞ ȷȸũȹ ɛŮ ( ) ( )2, 1AB = AD = əŬɘ 
4

pØ

BAD=. ɁŬ 

ɡˊɞɚɞɔɘůŰŮɑ Űɞ ůɡɜɖɛɑŰɞɜɞ Űɖɠ ɞɝŮɑŬɠ ɔɤɜɑŬɠ Űɤɜ ŭɘŬɔɤɜɑɤɜ Űɞɡ. 

ȿɨůɖ 

                                                                            

                                                            

                                                                 

ȰůŰɤ ű ɖ ɔɤɜɑŬ Űɤɜ ŭɘŬɔɤɜɑɤɜ ȷũ əŬɘ ȸȹ Űɞɡ ˊŬɟŬɚɚɖɚɞɔɟɎɛɛɞɡ. ɇɧŰŮ: 

( )( )
sunj

AB+AD Ö BA+BGAGÖBD ABÖBA+ABÖBG+ADÖBA+ADÖBG
= = = =
AGÖBD AB+ADÖBA+BG AB+ADÖBA+BG

 

2 2

-AB -BAÖBG-ADÖAB+AD
=

AB+ADÖBA+BG
 (1). 

ȺɑɜŬɘ: 
22 2

22 2, 1 1AB = = AD = = əŬɘ 
2

1 2 2 1,
4 2

p
sunADÖAB= Ö Ö = Ö =

3 2
2 1 2 1

4 2

p
sun

å õ
BAÖBG= Ö Ö = Ö - =-æ öæ ö

ç ÷
. 

3

4 4

p p
p p

Ø Ø Ø Øå õ
A+B= Ý +B= ÝB=æ ö
ç ÷

 

( )
22 2 2

2AB+AD = AB+AD = AB+AD = AB + ABÖAD+AD = 

2
2 2

2 2 2 1 1 2 2 2 1 2 2 1 5
4 2

p
sun= + Ö Ö Ö + = + Ö + = + + = 

( )
22 2 2

2BA+BG = BA+BG = BA+BG = BA + BAÖBG+BG = 

2
23 2

2 2 2 1 1 2 2 2 1 2 2 1 1
4 2

p
sun

å õ
= + Ö Ö Ö + = + Ö - + = - + =æ öæ ö

ç ÷
 

ȷ ȸ 

ũ ȹ 

Ƀ ű 
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ȼ ůɢɏůɖ (1) ɔɑɜŮŰŬɘ: 
( )2 1 1 1 2 1 1 5

55 1 5 5
sunj

- - - - +- +
= = =- =-

Ö
. 

ȯɟŬ Űɞ ůɡɜɖɛɑŰɞɜɞ Űɖɠ ɞɝŮɑŬɠ ɔɤɜɑŬɠ Űɤɜ ŭɘŬɔɤɜɑɤɜ Űɞɡ ˊŬɟŬɚɚɖɚɞɔɟɎɛɛɞɡ ŮɑɜŬɘ 
5

5
. 

12. ŪŮɤɟɞɨɛŮ ˊŬɟŬɚɚɖɚɧɔɟŬɛɛɞ ȷȸũȹ əɘ ɞɜɞɛɎɕɞɡɛŮ Ⱥ əŬɘ Ȼ Űɘɠ ˊɟɞɓɞɚɏɠ Űɞɡ ũ ůŰɘɠ 

ˊɚŮɡɟɏɠ ȷȸ əɘ ȷȹ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ. ɁŬ ŭŮɘɢɗŮɑ ɧŰɘ:
2

AG =ABÖAE+ADÖAZ. 

ȿɨůɖ 

                                                                               

                            

                      

                                                                                   

ȺɑɜŬɘ prob
AB

AE= AG əŬɘ prob
AD

AZ= AG, ɞˊɧŰŮ: 

( )
2

ABÖAE+ADÖAZ=ABÖAG+ADÖAG= AB+AD ÖAG=AGÖAG=AG . 

13. ŪŮɤɟɞɨɛŮ Űɟɑɔɤɜɞ 
D

ABG ɛŮ ( ) ( )3 3, 2 3AB = - AG = əŬɘ 
3

pØ

A= . ȷɜ ȹ ŮɑɜŬɘ 

Űɞ ɛɏůɞ Űɖɠ ˊɚŮɡɟɎɠ ȷũ, ɜŬ ɡˊɞɚɞɔɘůŰɞɨɜ: 

i) Űɞ ɛɐəɞɠ Űɖɠ ŭɘŬɛɏůɞɡ ȷȹ,   ii) ɖ ɔɤɜɑŬ w
Ø

=BAD. 

ȿɨůɖ 

                                                

 

 

                                                     

i) 
( )

22

2 2 2 2

AB+AGAB+AGAB+AGAB+AG
AD = = = = = 

ɤ 

ȷ Ⱥ ȸ 

Ȼ 

ũ ȹ 

ȷ 

ȸ ȹ ũ 
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( ) ( ) ( )
2 2

2 2 3 3 2 3 3 2 3 2 3
2 3

2 2

p
sun- + Ö - Ö Ö +

AB + ABÖAG+AG
= = = 

( )1
9 6 3 3 12 3 12 12

24 6 32

2

- + + - Ö +
-

= =
6 3+ 6 18 3 2

2 2 2

-
= = . 

ii ) ȺɑɜŬɘ: 

( )

( )
( ) ( )

2

2

3 2 3 2 3 3 3 2 3 3
3 3

2

sunw

AB+AG
ABÖ ABÖ AB+AGABÖAD AB +ABÖAG

= = = = =
ABÖAD - -

- Ö

 

( ) ( )

( )

( )
2

3 33 3 3 3 2 3
3

3 2 3 3

p
sun -- + - Ö Ö

= =
- ( )

1
3 3 2 3

2

3 2 3 3

å õ
Ö - + Öæ ö
ç ÷

-

3 3-
=

3+

3 2
=

3 1 2

23 2 2
= = =  əɘ ŮˊŮɘŭɐ 0<ɤ<ˊ, ɗŬ ŮɑɜŬɘ 

4

p
w= . 

14. ȹɑɜŮŰŬɘ Űɟɑɔɤɜɞ 
D

ABG əŬɘ Űɞ ɨɣɞɠ Űɞɡ ȷȹ. ɁŬ ŭŮɘɢɗŮɑ ɧŰɘ:

2

AD =BDÖDG+ABÖAG. 

ȿɨůɖ 

                                       

 

 

                          

ȺɑɜŬɘ  prob
DG

BD= BA , ɞˊɧŰŮ:

( )BDÖDG+ABÖAG=BAÖDG+ABÖAG=-ABÖDG+ABÖAG=ABÖAG-DG = 

2

=ABÖAD=ADÖAD=AD, ŭɘɧŰɘ prob
AD

AD= AB. 

15. ȹɑɜŮŰŬɘ əɨəɚɞɠ (Ƀ, R) əŬɘ ůɖɛŮɑɞ ɀ Űɞɡ Ůˊɘˊɏŭɞɡ Űɞɡ. ȷɜ ɛŮŰŬɓɚɖŰɐ ŮɡɗŮɑŬ ˊɞɡ 

ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ɀ ŰɏɛɜŮɘ Űɞɜ əɨəɚɞ ůŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ əŬɘ ȸ, ɜŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ Űɞ ɔɘɜɧɛŮɜɞ 

MAÖMBŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɧ əŬɘ ɑůɞ ɛŮ ŭ2
-R

2
, ɧˊɞɡ ŭ=(Ƀɀ). (ȹɨɜŬɛɖ ůɖɛŮɑɞɡ ɤɠ ˊɟɞɠ 

əɨəɚɞ). 

 

ȷ 

ȸ ȹ ũ 
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ȿɨůɖ 

                                 

                                       

                                                             

                                                                               

                                                        

ūɏɟɜɞɡɛŮ Űɖ ŭɘɎɛŮŰɟɞ ȷũ əŬɘ Űɖ ȸũ. ɇɧŰŮ 90
Ø

ABG=  ɤɠ ŮɔɔŮɔɟŬɛɛɏɜɖ ˊɞɡ ɓŬɑɜŮɘ ůŮ 

ɖɛɘəɨəɚɘɞ. ȰɢɞɡɛŮ: 

( )( )prob
MA

MAÖMB=MAÖ MG=MAÖMG= MO+OA Ö MO+OG =

( )( )
2 22 2

2 2Rd= MO+OA Ö MO-OA ==MO -OA = MO - OA = -. 

16. ȹɑɜŮŰŬɘ Űɟɑɔɤɜɞ
D

ABG. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧ Űɧˊɞ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ ɀ Űɞɡ Ůˊɘˊɏŭɞɡ, 

ɔɘŬ ŰŬ ɞˊɞɑŬ ɘůɢɨŮɘ:0ABÖAM+AGÖAM=. 

ȿɨůɖ 

ȰůŰɤ Ⱦ Űɞ ɛɏůɞ Űɖɠ ˊɚŮɡɟɎɠ ȸũ. ɇɧŰŮ ɏɢɞɡɛŮ:  

( )0 0 2 0 0ABÖAM+AGÖAM= Ý AB+AG ÖAM= Ý AKÖAM= ÝAKÖAM= Ý 

0ÝAKÖAM= ÝAK^AM 

ȯɟŬ ɞ ɕɖŰɞɨɛŮɜɞɠ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧɠ Űɧˊɞɠ ŮɑɜŬɘ ɛɘŬ ŮɡɗŮɑŬ (Ů) əɎɗŮŰɖ ůŰɖ ŭɘɎɛŮůɞ ȷȾ ůŰɞ 

ůɖɛŮɑɞ ȷ.                                                         

                                                          

                                       

                                           

                                        

                                            

  

 

  

  

ɀ 
  

ȷ 

ȸ 

ũ 

Ƀ   

Ů 

ȷ 

ȸ Ⱦ ũ 
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ȺɟɤŰɐůŮɘɠ əŬŰŬɜɧɖůɖɠ 1
ɞɡ

 əŮűŬɚŬɑɞɡ 

1. ȰɜŬ ɛɖ-ɛɖŭŮɜɘəɧ ŭɘɎɜɡůɛŬ ŮɑɜŬɘ ɞɟɘůɛɏɜɞ Ŭɜ ɔɜɤɟɑɕɞɡɛŮ: 

Ŭ) Űɖ ŭɘŮɨɗɡɜůɐ Űɞɡ                                                                     Ɇ                ȿ                   

ɓ) Űɞ ɛɏŰɟɞ Űɞɡ  Ɇ ȿ 

ɔ) Űɞ ɛɏŰɟɞ, Űɖ ŭɘŮɨɗɡɜůɖ əŬɘ Űɖ űɞɟɎ Űɞɡ Ɇ ȿ 

 

2. ȹɨɞ ɛɖ-ɛɖŭŮɜɘəɎ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ ŮɑɜŬɘ ɑůŬ ɧŰŬɜ: 

Ŭ) ɏɢɞɡɜ ɑůŬ ɛɏŰɟŬ Ɇ ȿ 

ɓ) ŮɑɜŬɘ ůɡɔɔɟŬɛɛɘəɎ əɘ ɏɢɞɡɜ ɑůŬ ɛɏŰɟŬ Ɇ ȿ 

ɔ) ŮɑɜŬɘ ɞɛɧɟɟɞˊŬ əɘ ɏɢɞɡɜ ɑůŬ ɛɏŰɟŬ Ɇ ȿ 

 

3. ȹɨɞ ɛɖ-ɛɖŭŮɜɘəɎ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ ŮɑɜŬɘ ŬɜŰɑɗŮŰŬ ɧŰŬɜ: 

Ŭ) ɏɢɞɡɜ ɑůŬ ɛɏŰɟŬ Ɇ ȿ 

ɓ) ŮɑɜŬɘ ŬɜŰɑɟɟɞˊŬ Ɇ ȿ 

ɔ) ŮɑɜŬɘ ŬɜŰɑɟɟɞˊŬ əɘ ɏɢɞɡɜ ɑůŬ ɛɏŰɟŬ Ɇ ȿ 

 

4. ȰůŰɤ ŰŬ ɛɖ-ɛɖŭŮɜɘəɎ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ aəŬɘb ŰɏŰɞɘŬ ɩůŰŮ 
1

2
a b= . ɇɧŰŮ: 

Ŭ) a b¬®  Ɇ ȿ 

ɓ) 2b a=  Ɇ ȿ 

ɔ) ( ), 0a b
Ø

- = Ɇ ȿ 

 

5. ȹɑɜŮŰŬɘ ˊŬɟŬɚɚɖɚɧɔɟŬɛɛɞ ȷȸũȹ əŬɘ Ƀ Űɞ əɏɜŰɟɞ Űɞɡ. 

                                                          

                                                          

                                                 

             Ŭ) AB=-GD Ɇ ȿ 

          ɓ) OA = OB Ɇ ȿ 

 ɔ) 
1

2
OG= AG Ɇ ȿ 

ȷ ȸ 

Ƀ 

ũ ȹ 

  



ɥɻʃʂʈɻʐʅʆʗ ɩʍʋʎɻʉɻʐʋʇʅʎʈʋʞ ɛ˃ ɤʑʆʀʚʋʑ 

ɫʐʗʈʋʑ ɜʅʗʉʉʂʏ ɫʀʇʚɿɻ 46 
 

 ŭ) 2BD= OB Ɇ ȿ 

 Ů) 0AD+BG= Ɇ ȿ 

 ůŰ) 0AB+AD-AG= Ɇ ȿ 

 

6. ŪŮɤɟɞɨɛŮ ŰɏůůŮɟŬ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɎ ůɖɛŮɑŬ ȷ, ȸ, ũ, ȹ ŰɏŰɞɘŬ, ɩůŰŮ 3AB= GD. ɇɧŰŮ: 

Ŭ) ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ, ȸ, ũ, ȹ ŮɑɜŬɘ ˊɎɜŰŬ ůɡɜŮɡɗŮɘŬəɎ Ɇ ȿ 

ɓ) AB¬¬GD Ɇ ȿ 

ɔ) ɘůɢɨŮɘ ˊɎɜŰŬ / /AG BD Ɇ ȿ 

 

7. Ɂô ŬɜŰɘůŰɞɘɢɑůŮŰŮ əŬɗɏɜŬ Ŭˊô ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ Űɖɠ ˊɟɩŰɖɠ ůŰɐɚɖɠ ɛŮ Űɞ ɑůɞ Űɞɡ 

ŭɘɎɜɡůɛŬ Űɖɠ ŭŮɨŰŮɟɖɠ ůŰɐɚɖɠ. 

 1a=BG-GA+AB 
1 2b= BG 

2a =BG-DG-BA 
2 0b=   

3a=GD-BA+DA-GB 3b=GD 

4a =AG-DB+BA-GD 
4 2b= AG 

5a=AG+BA-DG+GB 5b=AD 

 

8. ȰůŰɤ ,a b ɛɖ-ɛɖŭŮɜɘəɎ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ Űɞɡ Ůˊɘˊɏŭɞɡ. ɇɧŰŮ: 

Ŭ) a b a b+ ² - Ɇ ȿ 

ɓ) a b a b a b¬¬ Ý + = + Ɇ ȿ 

ɔ) a b a b a b¬® Ý + > - Ɇ ȿ 

ŭ) Ŭɜ 0a b- =, ˊɎɜŰŬ ɘůɢɨŮɘ a b=  Ɇ ȿ 

 

9. ŪŮɤɟɞɨɛŮ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ ( )21,6a= -  əŬɘ 
7

, 1
2

b
å õ
= -æ ö
ç ÷

. ɇɧŰŮ: 

Ŭ) ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ a əŬɘ b ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ůɡɔɔɟŬɛɛɘəɎ  Ɇ ȿ 

ɓ) ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ a əŬɘ b ŮɑɜŬɘ ŬɜŰɑɟɟɞˊŬ Ɇ ȿ 

ɔ) ɖ ɔɤɜɑŬ Űɤɜ ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ ŮɑɜŬɘ ɑůɖ ɛŮ 180
ɞ
 Ɇ ȿ 
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10. ŪŮɤɟɞɨɛŮ ůɖɛŮɑŬ ȷ(1, 1), ȸ(-1, 1) əŬɘ ɀ  ŰɏŰɞɘŬ, ɩůŰŮ: 2 0MA+AB=. 

Ƀɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ ɀ ŮɑɜŬɘ: 

ȷ. (0, 1)     ȸ. 
1

,0
2

å õ
-æ ö
ç ÷

     ũ. (0, 1)     ȹ. (1, 0) 

 

11. ȰůŰɤ ŰŬ ɛɖ-ɛɖŭŮɜɘəɎ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ a əŬɘ b. ɇɧŰŮ: 

Ŭ) / /
a b

a b l lÚ =  Ɇ ȿ 

ɓ) Ŭɜ 
5

4a
l= , ɘůɢɨŮɘ ( )4,5a=  Ɇ ȿ 

ɔ) Ŭɜ ( )0, 3b= -, ɘůɢɨŮɘ 0
b
l=  Ɇ ȿ 

ŭ) ( )det , 0a la= , ɔɘŬ əɎɗŮ ɚÍ  Ɇ ȿ 

Ů) ( )det , 0a b a b¬¬ Ú = Ɇ ȿ            

 

12. ȼ ŬˊɧůŰŬůɖ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ ȷ(ɖɛx, ůɡɜx) əŬɘ ȸ(ůɡɜx, -ɖɛx), xÍ  ŮɑɜŬɘ: 

ȷ. 1     ȸ. 2      ũ. 2     ȹ. 
1

2
 

13. ɇŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ ( )2, 3xa= - - əŬɘ ( )1 ,2xb= -  ŮɑɜŬɘ ůɡɔɔɟŬɛɛɘəɎ ɧŰŬɜ: 

ȷ. x=2     ȸ. x=0     ũ. x=-1     ȹ. x=1 

 

14. ŪŮɤɟɞɨɛŮ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ(-3, 5), ȸ(1, -7) əŬɘ ũ(-2, ɓ). ɇɞ ůɖɛŮɑɞ ũ ŬɜɐəŮɘ ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬ 

ȷȸ ɧŰŬɜ: 

ȷ. ɓ=2     ȸ. ɓ=4     ũ. ɓ=-3     ȹ. ɓ=-4 

 

15. ŪŮɤɟɞɨɛŮ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ(-5, 1) əŬɘ ȸ(2, 3). ɇɞ ůɡɛɛŮŰɟɘəɧ Űɞɡ ȷ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞ ȸ ŮɑɜŬɘ 

Űɞ ůɖɛŮɑɞ: 

ȷ. ȷȭ
3

,2
2

å õ
-æ ö
ç ÷

     ȸ. ȷȭ(9, 7)     ũ. ȷȭ(3, -2)     ȹ. ȷȭ( )2, 1-  

 

16. ɇɞ ŮůɤŰŮɟɘəɧ ɔɘɜɧɛŮɜɞ ŭɨɞ ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ ( )1 1,x ya=  əŬɘ ( )2 2,x yb=  ŮɑɜŬɘ ɑůɞ 

ɛŮ: 

ȷ. x1y1+x2y2     ȸ. x1y2-x2y1     ũ. x1x2-y1y2     ȹ. x1x2+y1y2 
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17. ũɘŬ ŰŬ ɛɞɜŬŭɘŬɑŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ i  əŬɘ j  Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ ɘůɢɨŮɘ: 

Ŭ) ( )det , 0i j =  Ɇ ȿ 

ɓ) 0i jÖ = Ɇ ȿ 

ɔ) 1i j= = Ɇ ȿ 

ŭ) 0i j- = Ɇ ȿ           

 

18. ȹɑɜŮŰŬɘ ɘůɧˊɚŮɡɟɞ Űɟɑɔɤɜɞ ABG, ɛŮ ˊɚŮɡɟɎ Ŭ=5. ɇɧŰŮ: 

Ŭ) 
25

2
ABÖAG= Ɇ ȿ 

ɓ) 0ABÖBG< Ɇ ȿ 

ɔ) 0GAÖBG> Ɇ ȿ         

 

19. ɆŰɞ ˊŬɟŬəɎŰɤ ɞɟɗɞɔɩɜɘɞ ȷȸũȹ ŮɑɜŬɘ: ȷȸ=8, ȸũ=6, Ƀ Űɞ əɏɜŰɟɞ Űɞɡ əɘ Ⱥ Űɞ ɛɏůɞ 

Űɖɠ ˊɚŮɡɟɎɠ ȷȸ. 

             

                         

 

                                  

           

              

 

Ŭ) 64ABÖAD= Ɇ ȿ 

ɓ) 36AGÖDB= Ɇ ȿ 

ɔ) ABÖOD=ABÖAE Ɇ ȿ 

ŭ) 16BEÖDE= Ɇ ȿ          

 

20. ȹɑɜŮŰŬɘ ŰŮŰɟɎɔɤɜɞ ȷȸũȹ ˊɚŮɡɟɎɠ Ŭ əŬɘ Ƀ Űɞ əɏɜŰɟɞ Űɞɡ. 

                                             

 

                           

 

                                               

ȷ ȸ 

Ƀ 

ũ ȹ 

ȷ Ⱥ ȸ 

Ƀ 

ũ ȹ 
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ɁŬ ɡˊɞɚɞɔɘůŰɞɨɜ ɤɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɞɡ Ŭ ŰŬ ŮůɤŰŮɟɘəɎ ɔɘɜɧɛŮɜŬ: 

Ŭ) ABÖAD                                                  ŭ) OAÖOG 

ɓ) ABÖAG                                                   Ů) ABÖDG 

ɔ) OAÖOB                                                 ůŰ) AGÖBD 

 

21. ȷɜ u v u wÖ = Ö əŬɘ 0u¸ , ŰɧŰŮ: 

ȷ. v w=-     ȸ. v w^      ũ. ( )u v w^ -      ȹ. ( )u v w^ +  

 

22. Ɂô ŬɜŰɘůŰɞɘɢɑůŮŰŮ ůŮ əɎɗŮ ɕŮɨɔɞɠ ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ Űɖɠ ˊɟɩŰɖɠ ůŰɐɚɖɠ Űɞ Ůɑŭɞɠ Űɖɠ 

ɔɤɜɑŬɠ ˊɞɡ ŬɜŬűɏɟŮŰŬɘ ůŰɖ ŭŮɨŰŮɟɖ ůŰɐɚɖ: 

Ŭ) ( ) ( )7,5 , 1,2u v= = -  .ɞɝŮɑŬ 

ɓ) ( )
3

3,4 , 2,
2

u v
å õ

= - =æ ö
ç ÷

 

ɔ) ( ) ( )3,5 , 6,0u v= =                                                   .ɞɟɗɐ 

ŭ) ( ) ( )0, 1 , 5,4u v= - = -  

Ů) ( ) ( )2,1 , 3, 2u v= - = -  .ŬɛɓɚŮɑŬ 

ůŰ) ( ) ( ), , ,u va b b a= = -  

 

23. ũɘŬ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ Űɞɡ ˊŬɟŬəɎŰɤ ůɢɐɛŬŰɞɠ, ɜŬ ŭɩůŮŰŮ Űɖ ůɤůŰɐ ŬˊɎɜŰɖůɖ: 

                                                              

                                               

 

               

 

ȷ. ABÖAD>ABÖAG 

ȸ. ABÖAD=ABÖAG 

ũ. ABÖAD<ABÖAG 

  

                              

ũ 

ȹ 

ȸ Ⱥ ȷ 
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ȷɆȾȼɆȺȽɆ 

ȺɜɧŰɖŰŬ  Ƚ 

1. ũɘŬ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ, ȸ, ũ, ȹ ɜŬ ŭŮɘɢɗŮɑ ɧŰɘ: 

Ŭ) AB+DG=DB-GA,     ɓ) AD+BG=AG+BD 

2. ŪŮɤɟɞɨɛŮ ɏɜŬ ˊŬɟŬɚɚɖɚɧɔɟŬɛɛɞ ȷȸũȹ əŬɘ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ BM=GB əŬɘ      

BE=DM. ɁŬ ŭŮɘɢɗŮɑ ɧŰɘ Űɞ ɀ ŮɑɜŬɘ Űɞ ɛɏůɞ Űɞɡ ŮɡɗɡɔɟɎɛɛɞɡ ŰɛɐɛŬŰɞɠ ȷȺ. 

3. ȰůŰɤ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ, ȸ, ũ, ȹ ŬɜɎ ŰɟɑŬ ɛɖ-ůɡɜŮɡɗŮɘŬəɎ. ȷɜ ɘůɢɨŮɘ   

OA+OG=OB+OD, ɜŬ ŭŮɘɢɗŮɑ ɧŰɘ Űɞ ȷȸũȹ ŮɑɜŬɘ ˊŬɟŬɚɚɖɚɧɔɟŬɛɛɞ. 

4. ȰůŰɤ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ Ⱦ, ȿ, ɀ, Ɂ. ɁŬ ůɡɔəɟɘɗɞɨɜ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ a=KN+LM əŬɘ 

b=KM+LN. 

5. ȹɑɜŮŰŬɘ Űɟɑɔɤɜɞ 
D

ABG əŬɘ Ʌ ŰɡɢŬɑɞ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ˊɚŮɡɟɎɠ ȸũ. ȷɜ ɀ ŮɑɜŬɘ ůɖɛŮɑɞ 

ŰɏŰɞɘɞ, ɩůŰŮ RM=AR+RB+RG, ɜŬ ŭŮɘɢɗŮɑ ɧŰɘ Űɞ ŰŮŰɟɎˊɚŮɡɟɞ ȷȸɀũ ŮɑɜŬɘ 

ˊŬɟŬɚɚɖɚɧɔɟŬɛɛɞ. 

6. ȹɑɜɞɜŰŬɘ ŰɟɑŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ, ȸ əŬɘ ũ. ɁŬ ɓɟŮɗɞɨɜ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ɀ, ɔɘŬ ŰŬ ɞˊɞɑŬ ɘůɢɨŮɘ: 

ȷ. MA+MB-MG=GB         ȸ. MA-MB+MG=BG 

ũ. MB+MG-MA=BG         ȹ. 0MB+MG-MA= 

7. ȹɑɜɞɜŰŬɘ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ 2 3 , 5 3 , 6 5a b a b a bMA= - MB= + MG= +, ɧˊɞɡ 

,a b ɛɖ-ɛɖŭŮɜɘəɎ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ Űɞɡ Ůˊɘˊɏŭɞɡ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ, ȸ əŬɘ ũ 

ŮɑɜŬɘ ůɡɜŮɡɗŮɘŬəɎ. 

8. ȹɑɜɞɜŰŬɘ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ, ȸ, Ⱦ, ȿ əŬɘ ɀ, ɔɘŬ ŰŬ ɞˊɞɑŬ ɘůɢɨŮɘ:

2 3 2AL+ BL+ MB=AK+AM+BK. 

Ŭ) ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ Ⱦ, ȿ əŬɘ ɀ ŮɑɜŬɘ ůɡɜŮɡɗŮɘŬəɎ. 

ɓ) ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖ ůɢŮŰɘəɐ ɗɏůɖ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ Ⱦ, ȿ əŬɘ ɀ. 

9. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ 
1 2

2
4 3

v a b g= - +  əŬɘ 
1 8 8

3 3 9
w a b g= - +  ŮɑɜŬɘ 

ˊŬɟɎɚɚɖɚŬ. 

10. ȷɜ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ , ,a b g ŮɑɜŬɘ ɛɖ-ůɡɔɔɟŬɛɛɘəɎ ŬɜɎ ŭɨɞ əŬɘ ɘůɢɨŮɘ  ( )/ /a b g+  

əŬɘ ( )/ /b a g+ , ɜŬ ŭŮɘɢɗŮɑ ɧŰɘ: ( )/ /g a b+ . 
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11. ȹɑɜɞɜŰŬɘ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ, ȸ əŬɘ ũ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɔɘŬ ɞˊɞɘɞŭɐˊɞŰŮ ůɖɛŮɑɞ ɀ Űɞɡ 

Ůˊɘˊɏŭɞɡ, Űɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ ( )3 3v k k= ÖMA- + ÖMB+ ÖMG ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɧ, ɔɘŬ əɎɗŮ 

Űɘɛɐ Űɞɡ ə.Í  

12. ȹɑɜŮŰŬɘ Űɟɑɔɤɜɞ ABG əŬɘ ɞɘ ŭɘɎɛŮůɞɑ Űɞɡ ȷȹ, ȸȺ, ũȻ. ȷɜ Ůˊɘˊɚɏɞɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ        

ə, ɚ, ɛ
*Í , ɩůŰŮ 0k m lÖAD+ ÖBE+ ÖGZ=, ɜŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ə=ɚ=ɛ. 

13. ȷɜ ɔɘŬ ŭɨɞ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ a əŬɘ b ɘůɢɨɞɡɜ 
2

2 2,
1 2

a b¢ - ¢
+

 əŬɘ 

4 8a b+ ² -, ɜŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ a b= . 

14. ȹɨɞ əɎɗŮŰŮɠ ɢɞɟŭɏɠ ȷȸ əŬɘ ũȹ əɨəɚɞɡ əɏɜŰɟɞɡ Ƀ ŰɏɛɜɞɜŰŬɘ ůŰɞ Ʌ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ: 

Ŭ) 2OR=OA+OB+OG+OD 

ɓ) 4RA+RB+RG+RD=OA+OB+OG+OD+ RO 

ɔ) Ŭɜ Ⱦ, ȿ ŰŬ ɛɏůŬ Űɤɜ ȷũ əŬɘ ȸȹ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ, ŰɧŰŮ Űɞ ɃȾɅȿ ŮɑɜŬɘ 

ˊŬɟŬɚɚɖɚɧɔɟŬɛɛɞ. 

15. ȹɑɜŮŰŬɘ Űɟɑɔɤɜɞ ABG. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧ Űɧˊɞ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ ɀ Űɞɡ Ůˊɘˊɏŭɞɡ, 

ɔɘŬ ŰŬ ɞˊɞɑŬ ɘůɢɨŮɘ: ( )2 2 1l lBM= AG- + AB, ɚÍ . 

16. ȹɑɜɞɜŰŬɘ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ, ȸ, ũ, ȹ əŬɗɩɠ əŬɘ ŰŬ ɀ, Ɂ ŰɏŰɞɘŬ, ɩůŰŮ 

AM=AB+AD-BD əŬɘ AN=AB-AD+AG.  

ɁŬ ŭŮɘɢɗŮɑ ɧŰɘ: MN=DA+BG. ȷɜ Űɞ ȷȸũȹ ŮɑɜŬɘ ˊŬɟŬɚɚɖɚɧɔɟŬɛɛɞ, Űɘ 

ůɡɛˊŮɟŬɑɜŮŰŮ ɔɘŬ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ɀ əŬɘ Ɂ; 

17. ŪŮɤɟɞɨɛŮ əɨəɚɞ əɏɜŰɟɞɡ Ƀ əŬɘ ŬəŰɑɜŬɠ ɟ=2. ũɘŬ ŭɨɞ ůɖɛŮɑŬ Űɞɡ Ůˊɘˊɏŭɞɡ ɘůɢɨɞɡɜ: 

3

4
OA ¢  əŬɘ 

5

4
OB <. ŪŮɤɟɞɨɛŮ Űɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ OM=OA+OB. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ 

Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ ŮɑɜŬɘ ŮůɤŰŮɟɘəɧ Űɞɡ əɨəɚɞɡ. 

18. ȹɑɜŮŰŬɘ Űɟɑɔɤɜɞ ABG əŬɘ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȹ, Ⱥ əŬɘ Ȼ ŰɏŰɞɘŬ, ɩůŰŮ: 

1
,

4
AD= AB AZ=ZG əŬɘ 

1

2
GE= BG. 

Ŭ) ɁŬ ŮəűɟɎůŮŰŮ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ DZ əŬɘ DE ɤɠ ɔɟŬɛɛɘəɧ ůɡɜŭɡŬůɛɧ Űɤɜ AB əŬɘ 

AG. 

ɓ) ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȹ, Ⱥ əŬɘ Ȼ ŮɑɜŬɘ ůɡɜŮɡɗŮɘŬəɎ. 

ɔ) ȷɜ ȼ Űɞ ɛɏůɞ Űɖɠ ȻȺ, ɜŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ Űɞ ŰŮŰɟɎˊɚŮɡɟɞ ȷȼũȹ ŮɑɜŬɘ 

ˊŬɟŬɚɚɖɚɧɔɟŬɛɛɞ. 
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ȺɜɧŰɖŰŬ  II  

19. ȹɑɜɞɜŰŬɘ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ 2 , 3 5i i ja b= =- + əŬɘ ( )1,4g= . ɁŬ ɓɟŮɗɞɨɜ ŰŬ 

ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ:  

Ŭ) 2 4v a b g=- + -,      ɓ) 
1

2
2

w va b g= - + + 

20. ȹɑɜŮŰŬɘ Űɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ ( )2 23 2, 7 10a l l l l= - + - +, ɚÍ . ɁŬ ɓɟŮɗɞɨɜ ɞɘ Űɘɛɏɠ 

Űɞɡ ɚÍ , ɔɘŬ Űɘɠ ɞˊɞɑŮɠ ɘůɢɨŮɘ: 

Ŭ) 0a= ,     ɓ) 0a¸ ,     ɔ) 
'/ /x xa ,     ŭ) 

'/ / y ya əŬɘ 0a¸ . 

21. ȰůŰɤ ůɖɛŮɑɞ ȷ(3, -1). ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ ůɖɛŮɑɞ ȸ ŰɏŰɞɘɞ, ɩůŰŮ: 

Ŭ) Űɞ ȸ ɜŬ ŮɑɜŬɘ Űɞ ůɡɛɛŮŰɟɘəɧ Űɞɡ ȷ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ
3

, 2
2

å õ
-æ ö

ç ÷
 

ɓ) ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ əŬɘ ȸ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɎəɟŬ ŭɘŬɛɏŰɟɞɡ əɨəɚɞɡ əɏɜŰɟɞɡ Ⱦ( )2, 2- . 

22. ɁŬ ɓɟŮɗɞɨɜ ɞɘ ə, ɚÍ , ɩůŰŮ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ(-ə+1, 2) əŬɘ ȸ(-ɚ+2, ɚ) ɜŬ ŮɑɜŬɘ 

ůɡɛɛŮŰɟɘəɎ: 

Ŭ) ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞ ůɖɛŮɑɞ Ƀ(0, 0) 

ɓ) Űɞɜ ɎɝɞɜŬ yȭy 

ɔ) Űɖɜ ŮɡɗŮɑŬ y=x 

23. Ƀɘ ŰŮŰɛɖɛɏɜŮɠ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ ȷ əŬɘ ȸ ŮɑɜŬɘ ɟɑɕŮɠ Űɖɠ Ůɝɑůɤůɖɠ 2x
2
-(ɚ

2
-ɚ-2)x+2014=0. 

ɁŬ ˊɟɞůŭɘɞɟɘůŰŮɑ ɖ Űɘɛɐ Űɞɡ ɚÍ , ɩůŰŮ Űɞ ɛɏůɞ ɀ Űɞɡ ŮɡɗɡɔɟɎɛɛɞɡ ŰɛɐɛŬŰɞɠ ȷȸ 

ɜŬ ɏɢŮɘ ŰŮŰɛɖɛɏɜɖ ɑůɖ ɛŮ 
5

2
. 

24. ȹɑɜɞɜŰŬɘ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ ( )1,2xa= +  əŬɘ ( ),2 1x xb= + . 

Ŭ) ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɔɘŬ əɎɗŮ xÍ  ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ a əŬɘ b ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ůɡɔɔɟŬɛɛɘəɎ. 

ɓ) ȷɜ x= -3, ɜŬ ɓɟŮɗŮɑ ɖ ɔɤɜɑŬ ˊɞɡ ůɢɖɛŬŰɑɕŮɘ Űɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ a ɛŮ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx. 

ɔ) ȷɜ x= -1, ɜŬ ɔɟɎɣŮŰŮ Űɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ 3ig=-ɤɠ ɔɟŬɛɛɘəɧ ůɡɜŭɡŬůɛɧ Űɤɜa əŬɘb. 

ŭ) ȷɜ x= -2, ɜŬ ɓɟŮɗŮɑ ŭɘɎɜɡůɛŬ v  ŬɜŰɑɟɟɞˊɞ Űɞɡ a ɛŮ 10v = . 

25. ȹɑɜɞɜŰŬɘ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ ( )2 5, 1a l l= - + əŬɘ ( )4 1, 2 ,b l l l= - - Í. 

ɁŬ ˊɟɞůŭɘɞɟɘůŰŮɑ ɖ Űɘɛɐ Űɞɡ ɚÍ , ɩůŰŮ a b¬¬ . 

26. Ƀɘ ůɡɜŰŮɚŮůŰɏɠ ŭɘŮɨɗɡɜůɖɠ Űɤɜ ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ a əŬɘ b ɛŮ , / /a b 'y y, ŮɑɜŬɘ ɟɑɕŮɠ 

Űɖɠ Ůɝɑůɤůɖɠ x
2
-(2ɚ+3)x+4=0. ɁŬ ˊɟɞůŭɘɞɟɘůŰŮɑ ɖ Űɘɛɐ Űɞɡ ɚÍ , ɩůŰŮ ŰŬ 

ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ a əŬɘ b ɜŬ ŮɑɜŬɘ  ˊŬɟɎɚɚɖɚŬ. 
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27. ȷɜ ( ) ( ) ( )3,1 , 1, 3 , 1, 1a b g= - = - - = - əŬɘ ( )0, 5d= , ɜŬ ɓɟŮɗɞɨɜ ɞɘ 

ɔɤɜɑŮɠ Űɤɜ ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ ɛŮ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx. 

28. ȹɑɜŮŰŬɘ Űɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ ( ) ( )0,3 1, 1a a= + Ö -.  

Ŭ) ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ Űɞ ɛɏŰɟɞ əŬɘ ɞɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɞɡ ŭɘŬɜɨůɛŬŰɞɠ a. 

ɓ) ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ ɖ ɔɤɜɑŬ ˊɞɡ ůɢɖɛŬŰɑɕŮɘ Űɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ a ɛŮ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx. 

29. ȰůŰɤ ȷ(ɚ, 2ɚ-3), ȸ(ɚ+1, 2ɚ-1), ũ(ɚ-1, 2ɚ-5), ɚÍ , ůɖɛŮɑŬ Űɞɡ əŬɟŰŮůɘŬɜɞɨ 

Ůˊɘˊɏŭɞɡ. 

Ŭ) ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ, ȸ əŬɘ ũ ŮɑɜŬɘ ůɡɜŮɡɗŮɘŬəɎ. 

ɓ) ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɞɡ ůɡɛɛŮŰɟɘəɞɨ  Űɞɡ ũ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞ ɛɏůɞ ɀ Űɞɡ ȷȸ. 

30. ȰůŰɤ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ ( )1 1,x ya=  əŬɘ ( )2 2,x yb=  ɛŮ ( )det , 0a b= .  

ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ: 

Ŭ) Ŭɜ 1 2 0x xÖ >, ŰɧŰŮ a b¬¬  

ɓ) Ŭɜ 1 2 0x xÖ <, ŰɧŰŮ a b¬® . 

31. ȹɑɜŮŰŬɘ Űɟɑɔɤɜɞ ABG ɛŮ əɞɟɡűɏɠ ȷ(5, 1), ȸ(2, -2), ũ(1, 3) əŬɘ ůɖɛŮɑŬ ȹ, Ⱥ ŰɏŰɞɘŬ, 

ɩůŰŮ 
1

3
AD= AB əŬɘ 

1

3
AE= AG. ɁŬ ɓɟŮɗɞɨɜ ɞɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ 

Űɞɛɐɠ Űɤɜ ŮɡɗŮɘɩɜ ȸȺ əŬɘ ũȹ. 

32. ȹɑɜɞɜŰŬɘ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ ,a b əŬɘ g, ɛŮ: ( ) ( )3 2 2,9 , 2 10, 5a b a b+ = - - = - əŬɘ 

( )1,3g g= - . 

Ŭ) ɁŬ ɓɟŮɗɞɨɜ ɞɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɤɜ ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ ,a b əŬɘ g. 

ɓ) ɁŬ ɔɟŬűŮɑ Űɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ g ɤɠ ɔɟŬɛɛɘəɧɠ ůɡɜŭɡŬůɛɧɠ Űɤɜ ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ a əŬɘ b. 

 ɔ) ɁŬ ɡˊɞɚɞɔɘůŰŮɑ Űɖ Űɘɛɐ Űɞɡ ɚÍ , ɩůŰŮ Űɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ ( ),6d l l= -  ɜŬ ŮɑɜŬɘ 

ˊŬɟɎɚɚɖɚɞ ůŰɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ v a b= -. 

33. ȹɑɜɞɜŰŬɘ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ ,a b ŰɏŰɞɘŬ, ɩůŰŮ: ( )2 4,0a b+ =  əŬɘ ( )3, 3a b+ = . 

      Ŭ) ɁŬ ŭŮɘɢɗŮɑ ɧŰɘ: ( )1, 3a= -  əŬɘ ( )2,2 3b= . 

      ɓ) ɁŬ ɓɟŮɗɞɨɜ ɞɘ ɔɤɜɑŮɠ Űɤɜ ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ a əŬɘ b ɛŮ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx.  

      ɔ) ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ ɖ ɔɤɜɑŬ Űɤɜ ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ a əŬɘ b. 
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ȺɜɧŰɖŰŬ III  

34. ȷɜ 2, 2a b= =  əŬɘ ( )
3

,
4

p
a b
Ø

= , ɜŬ ɡˊɞɚɞɔɘůŰɞɨɜ: 

Ŭ) a bÖ ,     ɓ) 
3

2
2

a b
å õ
Ö -æ öæ ö
ç ÷

,     ɔ) 

2
1

2
2
a b

å õ
+æ ö

ç ÷
,     ŭ) ( )

1
3

3
a b a b

å õ
- Ö - +æ ö

ç ÷
 

35. ȷɜ ( ) ( )1,3 , 2, 2a b= - = - əŬɘ 
2

2,
3

g
å õ
= -æ ö
ç ÷

, ɜŬ ɡˊɞɚɞɔɘůŰɞɨɜ: 

Ŭ) ( )a g bÖ Ö,     ɓ) ( )( )2a b b g- Ö +,     ɔ) ( )
2

3a b g- +  

       36. ũɘŬ ŰŬ ɛɖ-ɛɖŭŮɜɘəɎ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ a əŬɘ b, ɜŬ ŭŮɘɢɗɞɨɜ ɞɘ ɘůɞŭɡɜŬɛɑŮɠ:  

  Ŭ) ( ) ( )a b a b a b= Ú + ^ -,     ɓ)a b a b a b+ = - Ú ,̂ 

 ɔ) 
2 2 2

a b a b a b+ = + Ú ,̂     ŭ) 
2 2 2

2 2a b a b a b+ = + Ú =. 

 37. ȷɜ ( )
1

, 2 2, ,
2 4

p
a b a b

Ø

= = = əŬɘ 0a b g+ - =, ɜŬ ɡˊɞɚɞɔɘůŰɞɨɜ: 

  Ŭ) Űɞ g,     ɓ) ɖ ˊŬɟɎůŰŬůɖ a g b gÖ + Ö,     ɔ) ɖ ɔɤɜɑŬ ( ),a b g
Ø

+ . 

38. ɁŬ ɓɟŮɗɞɨɜ ɞɘ ɔɤɜɑŮɠ Űɤɜ ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ: 

Ŭ) ( )1,2a=  əŬɘ ( )3, 1b= - -,     ɓ) ( )2 3,1 2 3a= + -  əŬɘ ( )2,1b= ,      

ɔ) ( )2, 2a= -  əŬɘ ( )2,1b= ,     ŭ) 
1

, 1
2

a
å õ
= -æ ö
ç ÷

 əŬɘ 
2

, 2
2

b
å õ
= -æ öæ ö
ç ÷

. 

39. ȷɜ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ a əŬɘ b ŮɑɜŬɘ əɎɗŮŰŬ əɘ ɏɢɞɡɜ ɑůŬ ɛɏŰɟŬ, ɜŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ŰŬ 

ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ 3 2v a b= +  əŬɘ 2 3u a b= -  ŮɑɜŬɘ Ůˊɑůɖɠ əɎɗŮŰŬ əɘ ɏɢɞɡɜ ɑůŬ ɛɏŰɟŬ. 

40. ȹɑɜɞɜŰŬɘ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ a əŬɘ b ŰɏŰɞɘŬ, ɩůŰŮ: 1a b= =əŬɘ ( )
2

,
3

p
a b
Ø

= . ɁŬ 

ɓɟŮɗŮɑ ŭɘɎɜɡůɛŬ x  Ŭɜ: ( )/ /x a b+  əŬɘ ( )xb a^ + . 

41. ȹɑɜŮŰŬɘ ˊŬɟŬɚɚɖɚɧɔɟŬɛɛɞ ȷȸũȹ, ɛŮ 3, 2AB = AD = əŬɘ 
6

pØ

A= . ɁŬ 

ɡˊɞɚɞɔɘůŰŮɑ ɖ ɞɝŮɑŬ ɔɤɜɑŬ Űɤɜ ŭɘŬɔɤɜɑɤɜ Űɞɡ. 
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42. ȰůŰɤ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ a əŬɘ b ŰɏŰɞɘŬ, ɩůŰŮ: 
3

, 1
2

a b= = əŬɘ ( ),
3

p
a b
Ø

= . 

Ŭ) ɁŬ ɡˊɞɚɞɔɘůŰŮɑ ɞ əÍ , ɩůŰŮ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ 2v a b= +  əŬɘ 3w ka b= -  ɜŬ 

ŮɑɜŬɘ əɎɗŮŰŬ. 

ɓ) ɁŬ ɡˊɞɚɞɔɘůŰŮɑ ɖ ɔɤɜɑŬ Űɤɜ ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ v a b= + əŬɘ w a b= - . 

43. ȹɑɜŮŰŬɘ Űɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ ( )1, 2a= - . ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ ŭɘɎɜɡůɛŬ: 

Ŭ) v â, ɛŮ 2 5v = ,     ɓ) / /v a, ɛŮ 10vaÖ =-. 

44. ȷɜ ɔɘŬ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ ,a b əŬɘ g ɘůɢɨɞɡɜ 2 0a b g+ - = əŬɘ 

2 , 5b a g a= = , ɜŬ ŭŮɘɢɗŮɑ ɧŰɘ: 

Ŭ) 5g a= ,     ɓ) 2b a= . 

45. ȹɑɜɞɜŰŬɘ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ ( )3,1a ab= -  əŬɘ 3,
2

b
b
å õ
æ ö=
æ ö
ç ÷

. ɁŬ ɓɟŮɗɞɨɜ: 

Ŭ) ɖ ɔɤɜɑŬ Űɤɜ ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ a əŬɘ b 

ɓ) ɖ ˊɟɞɓɞɚɐ Űɞɡ ŭɘŬɜɨůɛŬŰɞɠ b ůŰɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ a. 

46. ũɘŬ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ a əŬɘ b ɘůɢɨɞɡɜ: ( )1, 2a b- = - - əŬɘ ( )2 4,5a b+ = . 

Ŭ) ɁŬ ŬɜŬɚɡɗŮɑ Űɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ ( )3,1g= - ůŮ ŭɨɞ əɎɗŮŰŮɠ ůɡɜɘůŰɩůŮɠ Ůə Űɤɜ ɞˊɞɑɤɜ ɖ 

ɛɑŬ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ˊŬɟɎɚɚɖɚɖ ůŰɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ a. 

ɓ) ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ ɖ ˊɟɞɓɞɚɐ Űɞɡ ŭɘŬɜɨůɛŬŰɞɠ b ůŰɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ g. 

47. ũɘŬ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ a əŬɘ b ɘůɢɨɞɡɜ: 19, 3a b a+ = = əŬɘ 2b= . 

Ŭ) ɁŬ ŭŮɘɢɗŮɑ ɧŰɘ: 3a bÖ =. 

ɓ) ɁŬ ɡˊɞɚɞɔɘůŰŮɑ ɖ ɔɤɜɑŬ Űɤɜ ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ a əŬɘ b. 

ɔ) ɁŬ ɡˊɞɚɞɔɘůŰŮɑ Űɞ ɛɏŰɟɞ Űɞɡ ŭɘŬɜɨůɛŬŰɞɠ v a b= -. 

48. ȹɑɜɞɜŰŬɘ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ ( ) ( )2 ,4 , 2,4a b b a= - = - əŬɘ v a b= -. 

Ŭ) ɁŬ ɡˊɞɚɞɔɘůŰɞɨɜ ŰŬ ɛɏŰɟŬ Űɤɜ ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ a əŬɘ b. 

ɓ) ɁŬ ɡˊɞɚɞɔɘůŰɞɨɜ ŰŬ v bÖ  əŬɘ  v . 

ɔ) ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ ŭɘɎɜɡůɛŬ x  ŰɏŰɞɘɞ, ɩůŰŮ: ( )2 / /x v b+  əŬɘ ( )x vb+ ^. 
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49. ȰůŰɤ ŰŬ ɛɖ-ɛɖŭŮɜɘəɎ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ a əŬɘ b, ɛŮ ( )
2

,
3

p
a b
Ø

=  əɘ ɞ ɟɧɛɓɞɠ ȷȸũȹ ɛŮ 

3 3a bAG= + əŬɘ a bBD= -. 

Ŭ) ɁŬ ŭŮɘɢɗŮɑ ɧŰɘ a b= . 

ɓ) ɁŬ ŮəűɟɎůŮŰŮ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ AD əŬɘ AB ɤɠ ɔɟŬɛɛɘəɧ ůɡɜŭɡŬůɛɧ Űɤɜ 

ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ a əŬɘ b. 

ɔ) ȷɜ 2a bAD= + əŬɘ 2a bAB= +, ɜŬ ɓɟŮɗɞɨɜ ɞɘ ɔɤɜɑŮɠ Űɞɡ ɟɧɛɓɞɡ. 

50. ȰůŰɤ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ a əŬɘ b ŰɏŰɞɘŬ, ɩůŰŮ: 2, 1a b= = əŬɘ ( ),
3

p
a b
Ø

= . 

ȰůŰɤ Űɟɑɔɤɜɞ ABG ɛŮ 2 4 , 4 2a b a bAB= + AG= + əŬɘ ɀ Űɞ ɛɏůɞ Űɖɠ 

ˊɚŮɡɟɎɠ ȸũ. 

Ŭ) ɁŬ ŭŮɘɢɗŮɑ ɧŰɘ: 1a bÖ =. 

ɓ) ɁŬ  ɓɟŮɗɞɨɜ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ AM əŬɘ BG. 

ɔ) ɁŬ ɡˊɞɚɞɔɘůŰɞɨɜ ŰŬ ɛɏŰɟŬ Űɤɜ ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ AM əŬɘ AG. 

ŭ) ɁŬ ɡˊɞɚɞɔɘůŰŮɑ Űɞ ůɡɜɖɛɑŰɞɜɞ Űɖɠ ɔɤɜɑŬɠ Űɤɜ ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ AM əŬɘ AG. 

51. ȰůŰɤ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ a əŬɘ b ŰɏŰɞɘŬ, ɩůŰŮ: 2, 1a b= = əŬɘ 

( ) ( )2 3a b a b+ ^ - . 

Ŭ) ɁŬ ŭŮɘɢɗŮɑ ɧŰɘ: 1a bÖ =. 

ɓ) ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ ɖ ɔɤɜɑŬ Űɤɜ ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ a əŬɘ b. 

ɔ) ɁŬ ŭŮɘɢɗŮɑ ɧŰɘ: 2 3a b a b+ = - . 

ŭ) ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ ɖ ˊɟɞɓɞɚɐ Űɞɡ ŭɘŬɜɨůɛŬŰɞɠ 2 3v a b= -  ůŰɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ a. 

52. ȹɑɜŮŰŬɘ Űɟɑɔɤɜɞ ȷȸũ ɛŮ ȷ(1, 1), ȸ(1, -3) əŬɘ ũ(3, 1). ȷɜ ȷɀ, ȷȹ, ȷȺ ɖ ŭɘɎɛŮůɞɠ , 

Űɞ ɨɣɞɠ əŬɘ ɖ ŭɘɢɞŰɧɛɞɠ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ ˊɞɡ ɎɔɞɜŰŬɘ Ŭˊô Űɖɜ əɞɟɡűɐ ȷ, ɜŬ ɓɟŮɗɞɨɜ ŰŬ 

ɛɏŰɟŬ Űɤɜ ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ , ,AM AD AE. 

                                    

 

 

 

                                                                    

ȷ 

ũ ɀ Ⱥ ȹ ȸ 
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53. ȹɑɜŮŰŬɘ ɞɟɗɞɔɩɜɘɞ ˊŬɟŬɚɚɖɚɧɔɟŬɛɛɞ ȷȸũȹ əŬɘ ůɖɛŮɑɞ ɀ Űɞɡ Ůˊɘˊɏŭɞɡ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ 

ɧŰɘ: MAÖMG=MBÖMD. 

                      ȷ                                          ȸ 

  

                     ȹ                                            ũ 

                                           ɀ 

54. ȹɑɜŮŰŬɘ ɞɟɗɞɔɩɜɘɞ Űɟɑɔɤɜɞ 90
Øå õ

ABG A=æ ö
ç ÷

 əŬɘ ɞ ˊŮɟɘɔŮɔɟŬɛɛɏɜɞɠ əɨəɚɞɠ C Űɞɡ 

Űɟɘɔɩɜɞɡ. ɀɘŬ ŮɡɗŮɑŬ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɖɜ əɞɟɡűɐ ũ Űɞɡ Űɟɘɔɩɜɞɡ əŬɘ ŰɏɛɜŮɘ Űɞ ɨɣɞɠ 

ȷȹ Űɞɡ Űɟɘɔɩɜɞɡ ůŰɞ ɀ əŬɘ Űɞɜ əɨəɚɞ ůŰɞ Ɂ. ɁŬ ŭŮɘɢɗŮɑ ɧŰɘ: 
2

AG =GMÖGN. 

55. ȹɑɜɞɜŰŬɘ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ ,a b əŬɘ g, ɔɘŬ ŰŬ ɞˊɞɑŬ ɘůɢɨɞɡɜ: 1a b g= = = əŬɘ 

0a b g+ + =. 

Ŭ) ɁŬ ŭŮɘɢɗŮɑ ɧŰɘ: a b b g g a- = - = -. 

ɓ) ɁŬ ŭŮɘɢɗŮɑ ɧŰɘ: 
2

4a b- ¢ əŬɘ 1a bÖ ²-. 

ɔ) ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ ɞ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧɠ Űɧˊɞɠ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ ȷ, ȸ əŬɘ ũ Űɞɡ Ůˊɘˊɏŭɞɡ, ɔɘŬ ŰŬ 

ɞˊɞɑŬ ɘůɢɨŮɘ ,a bOA= OB= əŬɘ gOG=. 

56. ȹɑɜŮŰŬɘ Űɟɑɔɤɜɞ ABG əŬɘ ɖ ŭɘɎɛŮůɧɠ Űɞɡ ȷȹ. ȷɜ ɘůɢɨŮɘ 

( ) ( )ABÖAG ÖAG= ADÖBG ÖAB, ɜŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ Űɞ Űɟɑɔɤɜɞ ŮɑɜŬɘ ɞɟɗɞɔɩɜɘɞ əɘ 

ɘůɞůəŮɚɏɠ. 

57. ȹɑɜŮŰŬɘ Űɟɑɔɤɜɞ ABG. ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ ɞ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧɠ Űɧˊɞɠ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ ɀ Űɞɡ 

Ůˊɘˊɏŭɞɡ, ɔɘŬ ŰŬ ɞˊɞɑŬ ɘůɢɨŮɘ: 0BGÖMA+GAÖMB=. 

58. ȹɑɜŮŰŬɘ Űɟɑɔɤɜɞ ABG əŬɘ ůɖɛŮɑɞ ȹ Űɖɠ ȷũ ŰɏŰɞɘɞ, ɩůŰŮ 2AD= DG. 

Ŭ) ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ: 
2

3

BA+ BG
BD= . 

ɓ) ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ ɞ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧɠ Űɧˊɞɠ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ ɀ Űɞɡ Ůˊɘˊɏŭɞɡ, ɔɘŬ ŰŬ ɞˊɞɑŬ ɘůɢɨŮɘ:

2 0BMÖBA+ BMÖBG=. 
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ūɨɚɚɞ ŮɟɔŬůɑŬɠ 

ŪȺɀȷ ȷ 

ȷ1. ɇɘ ɞɜɞɛɎɕɞɡɛŮ ŮůɤŰŮɟɘəɧ ɔɘɜɧɛŮɜɞ ŭɨɞ ɛɖ-ɛɖŭŮɜɘəɩɜ ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ a əŬɘ  b; 

 ɀɞɜɎŭŮɠ 3 

ȷ2. ȰůŰɤ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ  a əŬɘ  b, ŰŬ ɞˊɞɑŬ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ˊŬɟɎɚɚɖɚŬ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ yȭy, ɛŮ 

ůɡɜŰŮɚŮůŰɏɠ ŭɘŮɨɗɡɜůɖɠ ɚ1 əŬɘ ɚ2 ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ. ɁŬ ŭŮɘɢɗŮɑ ɧŰɘ: 1 2/ /a b l lÚ = . 

 ɀɞɜɎŭŮɠ 7 

ȷ3. Ɂô ŬˊŬɜŰɐůŮŰŮ ɛŮ ɆɤůŰɧ (Ɇ) ɐ ȿɎɗɞɠ (ȿ) ůŰɘɠ ˊŬɟŬəɎŰɤ ˊɟɞŰɎůŮɘɠ. 

 i) ũɘŬ ŰɡɢŬɑŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ a əŬɘ  b ɘůɢɨŮɘ ɧŰɘ: ( )/ / det , 0a b a bÚ = . 

 ii ) ɇɞ ɛɏůɞ ɀ(x, y) Ůɜɧɠ ŮɡɗɡɔɟɎɛɛɞɡ ŰɛɐɛŬŰɞɠ ɛŮ ɎəɟŬ ȷ(x1, y1) əŬɘ ȸ(x2, y2) ɏɢŮɘ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ 2 1

2

x x
x

-
=  əŬɘ 2 1

2

y y
y

-
= . 

 iii) ũɘŬ ŰɡɢŬɑŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ a əŬɘ  b ɘůɢɨŮɘ ˊɎɜŰɞŰŮ ɧŰɘ a b a bÖ = Ö. 

 iv) ũɘŬ ŰɡɢŬɑŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ a əŬɘ  b ɘůɢɨŮɘ ˊɎɜŰɞŰŮ ɧŰɘ 
b

a b b prob aÖ = Ö . 

 v) ũɘŬ Űɖ ɔɤɜɑŬ ŭɨɞ ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ a əŬɘ  b ɘůɢɨŮɘ ɧŰɘ: ( )0 ,a b p
Ø

< < . 

  ɀɞɜɎŭŮɠ 15 

 

ŪȺɀȷ ȸ 

ũɘŬ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ a əŬɘ  b ɘůɢɨŮɘ ɧŰɘ: ( )1, 2a b- = - əŬɘ ( )3 7,6a b+ =  

 i) ɁŬ ŭŮɘɢɗŮɑ ɧŰɘ: ( )2,1a=  əŬɘ ( )1,3b=  

  ɀɞɜɎŭŮɠ 9 
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 ii ) ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ ɞ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɧɠ Ŭɟɘɗɛɧɠ ə, ɔɘŬ Űɞɜ ɞˊɞɑɞ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ k a bÖ + əŬɘ a b-  

ŮɑɜŬɘ ˊŬɟɎɚɚɖɚŬ. 

  ɀɞɜɎŭŮɠ 8 

 iii ) ɁŬ ɚɡɗŮɑ ɖ Ůɝɑůɤůɖ 5xa b+ Ö =. 

  ɀɞɜɎŭŮɠ 8 

 

ŪȺɀȷ ũ 

ȰůŰɤ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ ,a b əŬɘ g Űɞɡ Ůˊɘˊɏŭɞɡ, ɔɘŬ ŰŬ ɞˊɞɑŬ ɘůɢɨɞɡɜ: 

( )6, 3, , , 2
3

p
a b a b g a b

Ø

= = = = -. 

 i) ɁŬ ɡˊɞɚɞɔɘůŰŮɑ Űɞ ŮůɤŰŮɟɘəɧ ɔɘɜɧɛŮɜɞ a bÖ . 

  ɀɞɜɎŭŮɠ 4 

 ii ) ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ Űɞ ɛɏŰɟɞ Űɞɡ ŭɘŬɜɨůɛŬŰɞɠg. 

  ɀɞɜɎŭŮɠ 7 

 iii ) ɁŬ ɡˊɞɚɞɔɘůŰŮɑ Űɞ ŮůɤŰŮɟɘəɧ ɔɘɜɧɛŮɜɞ a gÖ. 

  ɀɞɜɎŭŮɠ 8 

 iv) ɁŬ ɡˊɞɚɞɔɘůŰŮɑ ɖ ɔɤɜɑŬ Űɤɜ ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ a əŬɘ  g. 

  ɀɞɜɎŭŮɠ 6 

 

ŪȺɀȷ ȹ 

ȰůŰɤ ŰŬ ɛɖ-ɛɖŭŮɜɘəɎ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ a əŬɘ  b, ɔɘŬ ŰŬ ɞˊɞɑŬ ɘůɢɨɞɡɜ: 

2 21, 2 2, 1a b a b a b+ = - = Ö =. 
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 i) ɁŬ ɓɟŮɗɞɨɜ ŰŬ ɛɏŰɟŬ Űɤɜ ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ a əŬɘ  b. 

  ɀɞɜɎŭŮɠ 6 

 ii ) ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ ɖ ɔɤɜɑŬ Űɤɜ ŭɘŬɜɡůɛɎŰɤɜ a əŬɘ  b. 

  ɀɞɜɎŭŮɠ 4 

 iii ) ɁŬ ŭŮɘɢɗŮɑ ɧŰɘ: 
a

prob b a= . 

  ɀɞɜɎŭŮɠ 7 

 iv) ȰůŰɤ ȷ əŬɘ ȸ ůɖɛŮɑŬ Űɞɡ Ůˊɘˊɏŭɞɡ ŰɏŰɞɘŬ, ɩůŰŮ aOA= əŬɘ bOB=, ɜŬ ɓɟŮɗŮɑ Űɞ 

ŮɛɓŬŭɧɜ Űɞɡ Űɟɘɔɩɜɞɡ OAB. 

  ɀɞɜɎŭŮɠ 8 

 

 

 

 

ȾŬɚɐ ŮˊɘŰɡɢɑŬ! 
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ɇɞ ɗɏɛŬ 

ȷ. ȰůŰɤ ɘůɧˊɚŮɡɟɞ Űɟɑɔɤɜɞ ABGəŬɘ ůɖɛŮɑŬ ȹ, Ⱥ ůŰɘɠ ˊɚŮɡɟɏɠ ȷũ, ȷȸ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ, 

ŰɏŰɞɘŬ ɩůŰŮ 
2

1
=

EA

BE
=

DG

AD
. ȷɜ ɖ ȸȹ ŰɏɛɜŮɘ Űɖ ũȺ ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ ȼ, ɜŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ 

90
Ø

AHG= . 

ȸ. ȹɑɜɞɜŰŬɘ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ gba
ddd

,,  ɔɘŬ ŰŬ ɞˊɞɑŬ ɘůɢɨɞɡɜ ɞɘ ůɢɏůŮɘɠ: 

1+ gaba
dddd

+ =0  (1)  əŬɘ  1+gbab
dddd

+ =0  (2). 

ȷɜ / /a b əŬɘ ba
dd

= =1, ŭŮɑɝŰŮ ɧŰɘ: 

i) gba
ddd
++ =0

d
 

ii ) g
d

<2. 
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ȾȺūȷȿȷȽɃ 2
Ƀ
: ȺɈŪȺȽȷ 

ȺɁɃɇȼɇȷ  Ƚ: Ⱥɝɑůɤůɖ ŮɡɗŮɑŬɠ 

Ⱥɝɑůɤůɖ ɔɟŬɛɛɐɠ 

ɀɘŬ Ůɝɑůɤůɖ ɛŮ ŭɨɞ ŬɔɜɩůŰɞɡɠ x əŬɘ y ůɡɛɓɞɚɑɕŮŰŬɘ ɛŮ f(x, y)=0 əŬɘ ɞɜɞɛɎɕŮŰŬɘ Ůɝɑůɤůɖ 

ɛɘŬɠ ɔɟŬɛɛɐɠ C, ɧŰŬɜ ɞɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ Űɖɠ C, əŬɘ ɛɧɜɞ ŬɡŰɏɠ, Űɖɜ 

ŮˊŬɚɖɗŮɨɞɡɜ. 

ȾɎɗŮ ŭɘŬŰŮŰŬɔɛɏɜɞ ɕŮɨɔɞɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ ( )0 0,x y  Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ Űɖɠ C ŬˊɞŰŮɚŮɑ ɚɨůɖ Űɖɠ 

Ůɝɑůɤůɖɠ. 

ũɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ, ŰŬ ɕŮɨɔɖ ( )( )( )1,4 , 2,7 , 3,12-  ŬˊɞŰŮɚɞɨɜ ɚɨůŮɘɠ Űɖɠ Ůɝɑůɤůɖɠ 
2 3y x= +, 

ˊɞɡ ůŰɞ ŮˊɑˊŮŭɞ ŬˊŮɘəɞɜɑɕŮɘ ɛɘŬ ˊŬɟŬɓɞɚɐ. 

ɄŬɟŬŰɐɟɖůɖ 

ȰůŰɤ ɞɘ ɔɟŬɛɛɏɠ 1 : ( , ) 0C f x y =  əŬɘ 2 : g( , ) 0C x y = . ȰɜŬ ůɖɛŮɑɞ ( )0 0,x yM  ŮɑɜŬɘ əɞɘɜɧ 

ůɖɛŮɑɞ Űɤɜ 1 2,C C , Ŭɜ əŬɘ ɛɧɜɞ Ŭɜ, 0 0( , ) 0f x y =  əŬɘ 0 0g( , ) 0x y = , ŭɖɚŬŭɐ, Ŭɜ əŬɘ ɛɧɜɞ 

Ŭɜ, Űɞ ɕŮɨɔɞɠ( )0 0,x y ŬˊɞŰŮɚŮɑ ɚɨůɖ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ 
( , ) 0

( , ) 0

f x y

g x y

=ë
ì

=í
 . ȷɜ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ ŬɡŰɧ 

ŮɑɜŬɘ ŬŭɨɜŬŰɞ, ŰɧŰŮ ɞɘ ɔɟŬɛɛɏɠ 1 2,C C ŭŮɜ ɏɢɞɡɜ əŬɜɏɜŬ əɞɘɜɧ ůɖɛŮɑɞ. 

ũɤɜɑŬ ŮɡɗŮɑŬɠ ɛŮ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx. ɆɡɜŰŮɚŮůŰɐɠ ŭɘŮɨɗɡɜůɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ 

ɆŮ əŬɟŰŮůɘŬɜɧ ŮˊɑˊŮŭɞ ɗŮɤɟɞɨɛŮ ɛɘŬ ŮɡɗŮɑŬ Ů, ɖ ɞˊɞɑŬ ŰɏɛɜŮɘ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx ůŮ ůɖɛŮɑɞ ȷ. 

 

 

 

 

 

 

  

 

ɤ 

x 

y 

xȭ 

yȭ Ů 

 ȷ Ƀ 
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ȼ ɔɤɜɑŬ ɤ ˊɞɡ ŭɘŬɔɟɎűŮɘ ɖ ɖɛɘŮɡɗŮɑŬ ȷx, Ŭɜ ůŰɟŬűŮɑ ɔɨɟɤ Ŭˊô Űɞ ȷ əŬŰɎ Űɖ ɗŮŰɘəɐ űɞɟɎ, 

ɛɏɢɟɘ ɜŬ ůɡɛˊɏůŮɘ ɛŮ Űɖɜ ŮɡɗŮɑŬ Ů, ɞɜɞɛɎɕŮŰŬɘ ɔɤɜɑŬ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ Ů ɛŮ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx.  

ȷɜ 
'/ /x xe , ŰɧŰŮ ɗŮɤɟɞɨɛŮ ɧŰɘ ɖ ŮɡɗŮɑŬ Ů ůɢɖɛŬŰɑɕŮɘ ɛŮ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx ɔɤɜɑŬ ɤ=0 

(ɞɟɘɕɧɜŰɘŬ ŮɡɗŮɑŬ). ȰŰůɘ ɏɢɞɡɛŮ ˊɎɜŰɞŰŮ ɧŰɘ:0 w p¢ <. 

ɆŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ 
'/ / y ye , ŰɧŰŮ 

2

p
w=  əŬɘ ɖ ŮɡɗŮɑŬ Ů ɞɜɞɛɎɕŮŰŬɘ əŬŰŬəɧɟɡűɖ. 

ũŮɜɘəɎ, Ŭɜ 
2

p
w¸  ɖ ŮɡɗŮɑŬ Ů ɞɜɞɛɎɕŮŰŬɘ ˊɚɎɔɘŬ. ɆŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ŬɡŰɐ Űɞɜ Ŭɟɘɗɛɧ Ůűɤ 

ɞɜɞɛɎɕɞɡɛŮ ůɡɜŰŮɚŮůŰɐ ŭɘŮɨɗɡɜůɖɠ ɐ əɚɑůɖ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ Ů əŬɘ Űɞɜ ůɡɛɓɞɚɑɕɞɡɛŮ ɛŮ ɚŮ ɐ 

Ŭˊɚɩɠ ɚ. ȺɑɜŬɘ ŭɖɚŬŭɐ ɚ=Ůűɤ, 
2

p
w¸ . 

ɆŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ 
'/ /x xe , ŰɧŰŮ ɚ=Ůű0=0, Ůɜɩ ůŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ 

'/ / y ye , 

ŰɧŰŮ ɚɏɛŮ ɧŰɘ ŭŮɜ ɞɟɑɕŮŰŬɘ ůɡɜŰŮɚŮůŰɐɠ ŭɘŮɨɗɡɜůɖɠ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ Ů. 

ȺɑɜŬɘ űŬɜŮɟɧ ɚɞɘˊɧɜ ɧŰɘ:

0 0

0 0
2

0
2

w l

p
w l

p
w p l

ë
î = Ú =
î
î
¢ < Ú >ì

î
î
< < Ú <îí

 . 

ȹɘɎɜɡůɛŬ ˊŬɟɎɚɚɖɚɞ ůŮ ŮɡɗŮɑŬ 

ȰůŰɤ ŰɩɟŬ ŭɘɎɜɡůɛŬ v  ˊŬɟɎɚɚɖɚɞ ůŮ ɛɘŬ ŮɡɗŮɑŬ Ů əŬɘ ű, ɤ ɞɘ ɔɤɜɑŮɠ ˊɞɡ ůɢɖɛŬŰɑɕɞɡɜ Űɞ 

ŭɘɎɜɡůɛŬ əŬɘ ɖ ŮɡɗŮɑŬ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ ɛŮ Űɞɜ xȭx. 

 

 

 

 

 

 

 

ȺɑɜŬɘ: / / ( ( ) )
v

v ɐ ɨ ee j w j p w ejj ejw ajo ej p w ejw l lÚ = = + Ú = + = Ú =. 

ȷˊɞŭŮɑɢɗɖəŮ ɚɞɘˊɧɜ ɧŰɘ, ɧŰŬɜ ɛɘŬ ŮɡɗŮɑŬ əɘ ɏɜŬ ŭɘɎɜɡůɛŬ ŮɑɜŬɘ ˊŬɟɎɚɚɖɚŬ ŰɧŰŮ ɏɢɞɡɜ Űɞɜ 

ɑŭɘɞ ůɡɜŰŮɚŮůŰɐ ŭɘŮɨɗɡɜůɖɠ.  

v   
Ů 

Ƀ 

ű ɤ 

v   

Ů 

Ƀ 

ɤ 

ű x   x 

y y 

xȭ xȭ 

yȭ yȭ 



ɥɻʃʂʈɻʐʅʆʗ ɩʍʋʎɻʉɻʐʋʇʅʎʈʋʞ ɛ˃ ɤʑʆʀʚʋʑ 

ɫʐʗʈʋʑ ɜʅʗʉʉʂʏ ɫʀʇʚɿɻ 64 
 

ȷɜ ŮɑɜŬɘ ɔɜɤůŰɏɠ ɞɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ŭɨɞ ůɖɛŮɑɤɜ ɛɘŬɠ ˊɚɎɔɘŬɠ ŮɡɗŮɑŬɠ Ů, ŭɖɚŬŭɐ 
2

p
w¸ , 

ŰɧŰŮ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ɓɟɞɨɛŮ Űɞ ůɡɜŰŮɚŮůŰɐ ŭɘŮɨɗɡɜůɖɠ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ ŬɡŰɐɠ. ȰůŰɤ 1 1( , )x yA  əŬɘ 

2 2( , )x yB , 1 2x x̧ , ůɖɛŮɑŬ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ Ů. ɇɧŰŮ ŮɑɜŬɘ 2 1 2 1( , )x x y yAB= - - əŬɘ 

2 1

2 1

y y

x x
l
AB

-
=
-

. 

 

 

 

 

 

 

 

 

ȺˊŮɘŭɐ / /eAB , ůɨɛűɤɜŬ ɛŮ ŰŬ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ɗŬ ŮɑɜŬɘ 2 1

2 1

y y

x x
el l

AB

-
= =

-
 . 

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ɞ ůɡɜŰŮɚŮůŰɐɠ ŭɘŮɨɗɡɜůɖɠ ɚ ɛɘŬɠ ŮɡɗŮɑŬɠ ˊɞɡ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô ŰŬ ůɖɛŮɑŬ  1 1( , )x yA  

əŬɘ 2 2( , )x yB , 1 2x x̧ , ŮɑɜŬɘ 2 1

2 1

y y

x x
l

-
=
-

. 

ũɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ, ɞ ůɡɜŰŮɚŮůŰɐɠ ŭɘŮɨɗɡɜůɖɠ Űɖɠ ŮɡɗŮɑɠ ˊɞɡ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ(-2, 3) 

əŬɘ ȸ(1, 4) ŮɑɜŬɘ: 
4 3 1

1 ( 2) 3
l

-
= =
- -

. 

ɆɡɜɗɐəŮɠ ˊŬɟŬɚɚɖɚɑŬɠ əŬɘ əŬɗŮŰɧŰɖŰŬɠ ŮɡɗŮɘɩɜ 

ȰůŰɤ ŮɡɗŮɑŮɠ Ů1 əɘ Ů2 ɛŮ ůɡɜŰŮɚŮůŰɏɠ ŭɘŮɨɗɡɜůɖɠ ɚ1 əŬɘ ɚ2 ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ. ȰůŰɤ Ůˊɑůɖɠ ŰŬ 

ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ 1 1/ /v e əŬɘ  2 2/ /v e.ɇɧŰŮ 
1 1v
l l=  əŬɘ 

2 2v
l l= . ȰɢɞɡɛŮ ɚɞɘˊɧɜ: 

1 2
1 21 2 1 2/ / / /

v v
v ve e l l l lÚ Ú = Ú =   

1 2
1 21 2 1 21 1

v v
v ve e l l l l^ Ú ^ Ú Ö =- Ú Ö =-  

ȵůŰŮ:                                 (ůɡɜɗɐəɖ ˊŬɟŬɚɚɖɚɑŬɠ) əŬɘ  

                                       (ůɡɜɗɐəɖ əŬɗŮŰɧŰɖŰŬɠ). 

¶  

¶  

1 1( , )x yA  

2 2( , )x yB  

O 

Ů 

x xȭ 

y 

yȭ 

1 2 1 2/ /e e l lÚ =  

1 2 1 2 1e e l l^ Ú Ö =- 



ɥɻʃʂʈɻʐʅʆʗ ɩʍʋʎɻʉɻʐʋʇʅʎʈʋʞ ɛ˃ ɤʑʆʀʚʋʑ 

ɫʐʗʈʋʑ ɜʅʗʉʉʂʏ ɫʀʇʚɿɻ 65 
 

ü Ⱥɝɑůɤůɖ ŮɡɗŮɑŬɠ ˊɞɡ ɞɟɑɕŮŰŬɘ Ŭˊɧ ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ əŬɘ Űɞ 

ůɡɜŰŮɚŮůŰɐ ŭɘŮɨɗɡɜůɐɠ Űɖɠ 

ȰůŰɤ Ƀxy ɏɜŬ ůɨůŰɖɛŬ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ ůŰɞ ŮˊɑˊŮŭɞ əŬɘ 0 0( , )x yA  ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ Űɞɡ Ůˊɘˊɏŭɞɡ. 

ȻɖŰɎɛŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ Ů ˊɞɡ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ ȷ əɘ ɏɢŮɘ ůɡɜŰŮɚŮůŰɐ 

ŭɘŮɨɗɡɜůɖɠ ɚ. 

 

 

 

 

 

 

 

ȰɜŬ ůɖɛŮɑɞ (x, y)M ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɧ Űɞɡ 0 0( , )x yA ŬɜɐəŮɘ ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬ Ů Ŭɜ əŬɘ ɛɧɜɞ Ŭɜ Űɞ 

ŭɘɎɜɡůɛŬ AM ŮɑɜŬɘ ˊŬɟɎɚɚɖɚɞ ůŰɖɜ Ů, ŭɖɚŬŭɐ Ŭɜ əŬɘ ɛɧɜɞ Ŭɜ l l
AM
= . 

ȳɛɤɠ 0 0(x x , )y yAM= - - əŬɘ  0

0

y y

x x
l
AM

-
=
-

, Ůˊɞɛɏɜɤɠ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ ŬɜɐəŮɘ ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬ 

Ů Ŭɜ əŬɘ ɛɧɜɞ Ŭɜ ( )0
0 0

0

y y
y y x x

x x
l l

-
= Ú - = -

-
. ȼ ŰŮɚŮɡŰŬɑŬ Ůɝɑůɤůɖ ŮˊŬɚɖɗŮɨŮŰŬɘ əŬɘ 

Ŭˊɧ Űɞ ůɖɛŮɑɞ 0 0( , )x yA , ɎɟŬ ɖ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ Ů ŮɑɜŬɘ:                                          . 

ũɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ, ɖ ŮɡɗŮɑŬ ˊɞɡ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ ȷ(2, -3) əɘ ɏɢŮɘ ůɡɜŰŮɚŮůŰɐ ŭɘŮɨɗɡɜůɖɠ 

ɚ=2, ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ: ( ) (3 2 ) 3 2 4 2 72 y x yy xx Ú + = - Ú =- = - --   

ü Ⱥɝɑůɤůɖ ŮɡɗŮɑŬɠ ˊɞɡ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊɧ ŭɨɞ ůɖɛŮɑŬ. ȾŬŰŬəɧɟɡűɖ 

Ůɝɑůɤůɖ ŮɡɗŮɑŬɠ 

ȰůŰɤ ɖ ŮɡɗŮɑŬ Ů ˊɞɡ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô ŰŬ ůɖɛŮɑŬ 1 1( , )x yA  əŬɘ 2 2( , )x yB . 

¶ ȷɜ 1 2x x̧ , ŰɧŰŮ ɞ ůɡɜŰŮɚŮůŰɐɠ ŭɘŮɨɗɡɜůɖɠ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ ŮɑɜŬɘ 2 1

2 1

y y

x x
l

-
=
-
əɘ ŮˊŮɘŭɐ 

ɖ ŮɡɗŮɑŬ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ 1 1( , )x yA , ɖ Ůɝɑůɤůɖ ( )0 0y y x xl- = -ˊŬɑɟɜŮɘ 

Űɖ ɛɞɟűɐ 2 1
1 1

2 1

( )
y y

y y x x
x x

-
- = -

-
. 

ũɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ, ɖ ŮɡɗŮɑŬ ˊɞɡ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ(0, 3) əŬɘ ȸ(-2, 5) ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ: 

¶  

¶  

Ů 

0 0( , )x yA  

(x, y)M   

( )0 0y y x xl- = -  

Ƀ x xȭ 

y 

yȭ 
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5 3 2
( 5) ( 0) 5 5

2 0 2
y x y x y x

-
- - = - Ú + = Ú =- -

- - -
  

¶ ȷɜ 1 2x x= , ŰɧŰŮ ŭŮɜ ɞɟɑɕŮŰŬɘ ůɡɜŰŮɚŮůŰɐɠ ŭɘŮɨɗɡɜůɖɠ ɔɘŬ Űɖɜ ŮɡɗŮɑŬ Ů əŬɘ ɖ 

Ůɝɑůɤůɐ Űɖɠ ŮɑɜŬɘ ɖ                   , Ŭűɞɨ əɎɗŮ ůɖɛŮɑɞ ɛŮ ŰŮŰɛɖɛɏɜɖ x1 ŬɜɐəŮɘ ůŰɖɜ Ů. 

ũɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ, ɖ ŮɡɗŮɑŬ ˊɞɡ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ(-2, 4) əŬɘ ȸ(-2, -7), ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ  

x= -2. 

ɆɨɛűɤɜŬ ɛŮ ŰŬ ˊŬɟŬˊɎɜɤ, Ŭˊɧ ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ 0 0( , )x yM  ŭɘɏɟɢɞɜŰŬɘ ɞɘ ŮɡɗŮɑŮɠ: 

¶ 0 0( ),y y x xl l- = - Í 

¶ 0x x=  (əŬŰŬəɧɟɡűɖ ŮɡɗŮɑŬ) 

 

ü Ⱥɘŭɘəɏɠ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ 

¶ ȼ Ůɝɑůɤůɖ ŮɡɗŮɑŬɠ ˊɞɡ ŰɏɛɜŮɘ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ yȭy ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ ȸ(0, ə) əɘ ɏɢŮɘ ůɡɜŰŮɚŮůŰɐ 

ŭɘŮɨɗɡɜůɖɠ ɚ ŮɑɜŬɘ:( 0)y xk l- = - Ú  

 

 

 

 

 

ũɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ, ɖ ŮɡɗŮɑŬ ˊɞɡ ŰɏɛɜŮɘ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ yȭy ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ ȸ(0, -1) əɘ ɏɢŮɘ ůɡɜŰŮɚŮůŰɐ 

ŭɘŮɨɗɡɜůɖɠ 3 ŮɑɜŬɘ: y=3x-1. 

¶ ȼ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ ˊɞɡ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɖɜ Ŭɟɢɐ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ Ƀ(0, 0) əɘ ɏɢŮɘ 

ůɡɜŰŮɚŮůŰɐ ŭɘŮɨɗɡɜůɖɠ ɚ ŮɑɜŬɘ:0 ( 0)y xl- = - Ú  

 

 

 

 

 

 

ũɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ, ɖ ŮɡɗŮɑŬ ˊɞɡ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɖɜ Ŭɟɢɐ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ əɘ ɏɢŮɘ ůɡɜŰŮɚŮůŰɐ 

ŭɘŮɨɗɡɜůɖɠ 
2

3
 ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ:

2

3
y x=  . 

 

1x x=   

y xl k= +  

O 

B(0, ə) 

x xȭ 

Ů 

¶  

y xl=  

y=ɚx 

O 

Ů 

x xȭ 

y 

yȭ 

ɤ 

y 

yȭ 
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ȰŰůɘ, ɞɘ ŭɘɢɞŰɧɛɞɘ Űɤɜ ɔɤɜɘɩɜ xOy əŬɘ 
'yOx  ɏɢɞɡɜ ŮɝɘůɩůŮɘɠ y=x əŬɘ y= -x ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

¶ ȼ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ˊŬɟɎɚɚɖɚɖ ůŰɞɜ xȭx (ɞɟɘɕɧɜŰɘŬ ŮɡɗŮɑŬ) əŬɘ 

ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ 0 0( , )x yA ŮɑɜŬɘ :0 00( )y y x x- = - Ú                   . 

 

 

 

 

 

 

 

 

ɄŬɟŬŰɖɟɐůŮɘɠ 

¶ ȾɎɗŮ ŮɡɗŮɑŬ ɛŮ ůɡɜŰŮɚŮůŰɐ ŭɘŮɨɗɡɜůɖɠ ɚ ɏɢŮɘ ɛɘŬ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ y xl k= +. 

¶ ȰůŰɤ ɞɘ ŮɡɗŮɑŮɠ 1 1 1: y xe l k= +  əɘ 2 2 2: y xe l k= + . ɇɧŰŮ ɘůɢɨɞɡɜ ɞɘ ɘůɞŭɡɜŬɛɑŮɠ: 

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

/ /

1

e e l l

e e l l

e e l l kaik k

Ú =ë
î

^ Ú Ö =-ì
î ¹ Ú = =í

 . 

ɇɞ ůɨɛɓɞɚɞ ¹ ůɖɛŬɑɜŮɘ çŰŬɡŰɑɕɞɜŰŬɘè. 

45   

135   

y=x y= -x 

O x 

y 

yȭ 

xȭ 

0y y=   

¶  
0 0(x , )yA   

O 

Ů 

x 

y 

xȭ 

yȭ 
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ȿɡɛɏɜŬ ˊŬɟŬŭŮɑɔɛŬŰŬ 

1. ȸɟŮɑŰŮ ŰŬ əɞɘɜɎ ůɖɛŮɑŬ Űɤɜ ŭɨɞ ɔɟŬɛɛɩɜ C:y=x
2
 əŬɘ Cȭ:x=y

2
. 

ȿɨůɖ 

Ƀɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɤɜ əɞɘɜɩɜ ůɖɛŮɑɤɜ ŮɑɜŬɘ ɞɘ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɏɠ ɚɨůŮɘɠ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ 

2

2

y x

x y

ë =
ì
=í

 , ɛŮ , 0x y² . ȺɑɜŬɘ: 

( )

2
2 2 2

22 4 42 0

y xy x y x y x

x y x x x xx x

ë =ë ë ë= = =î
Ú Ú Ú Úì ì ì ì

= = - ==í í íîí

 

( ) ( )( )

2 2 2

3 2 21 0 1 1 0 0 1 0 1 0

y x y x y x

x x x x x x x ɐ x ɐ x x

ë ë= = ë =î î
Ú Ú Ú Úì ì ì

- = - + + = = - = + + =íî îí í

  

( )
2 0, 0

, (0,0), (1,1)
1, 10 1

x yy x
x y

x yx ɐ x

ë = == ë
Ú Ú Ú =ì ì

= == = íí
  

(ȼ Ůɝɑůɤůɖ 
2 1 0x x+ + =ŮɑɜŬɘ ŬŭɨɜŬŰɖ ůŰɞ ) 

ȯɟŬ ŰŬ əɞɘɜɎ ůɖɛŮɑŬ Űɤɜ ŭɨɞ ɔɟŬɛɛɩɜ ŮɑɜŬɘ (0, 0) əŬɘ (1, 1). 

2. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ ůɡɜŰŮɚŮůŰɐ ŭɘŮɨɗɡɜůɖɠ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ ɖ ɞˊɞɑŬ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô ŰŬ ůɖɛŮɑŬ: 

Ŭ. ȷ(2, -4) əŬɘ ȸ(1, 3),     ɓ. ȷ(3, -2) əŬɘ ȸ(-1, -2),     ɔ. ȷ(7, 0) əŬɘ ȸ(7, -6) 

ȿɨůɖ 

Ŭ. ȺɑɜŬɘ 
3 ( 4) 3 4 7

7
1 2 1 1

lAB
- - +

= = = =-
- - -

. 

ɓ. ȺɑɜŬɘ 
2 ( 2) 2 2 0

0
1 3 4 4

lAB
- - - - +
= = = =
- - - -

. 

ɔ. ȺɑɜŬɘ 7x xA B= =, ɞˊɧŰŮ ŭŮɜ ɞɟɑɕŮŰŬɘ ůɡɜŰŮɚŮůŰɐɠ ŭɘŮɨɗɡɜůɖɠ ɔɘŬ Űɖɜ ŮɡɗŮɑŬ ȷȸ. 

3. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ ůɡɜŰŮɚŮůŰɐ ŭɘŮɨɗɡɜůɖɠ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ ɖ ɞˊɞɑŬ ůɢɖɛŬŰɑɕŮɘ ɛŮ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ 

xȭx ɔɤɜɑŬ: 

Ŭ.
3

p
w=  ,     ɓ. 

5

6

p
w= ,     ɔ. 

2

p
w=  

ȿɨůɖ 

Ŭ. ȺɑɜŬɘ 3
3

p
l ej= = . 

 ɓ. ȺɑɜŬɘ 
5 3

( )
6 6 6 3

p p p
l ej ej p ej= = - =- =- . 
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ɔ. ȺɑɜŬɘ 
2

p
w= , ɎɟŬ ŭŮɜ ɞɟɑɕŮŰŬɘ ůɡɜŰŮɚŮůŰɐɠ ŭɘŮɨɗɡɜůɖɠ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ. 

4. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ  Űɖ ɔɤɜɑŬ ɤ ˊɞɡ ůɢɖɛŬŰɑɕŮɘ ɛŮ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx ɖ ŮɡɗŮɑŬ Ů, ɖ ɞˊɞɑŬ: 

Ŭ. ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ(0, -5) əŬɘ ȸ(2, -4) 

ɓ. ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ( 4, 3 1)A - - əŬɘ (5,4 3 1)B -   

ɔ. ŮɑɜŬɘ əɎɗŮŰɖ ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬ 
3

: y 4
3

xh =- +. 

ȿɨůɖ 

Ŭ. ȺɑɜŬɘ 
4 ( 5) 4 5 1

1
0 1 1 1

ejw lAB
- - - - +

= = = = =-
- - -

 əɘ ŮˊŮɘŭɐ 0 w p¢ <, ɗŬ ŮɑɜŬɘ 

3
135

4

p
w= =  . 

ɓ. ȺɑɜŬɘ 
4 3 1 ( 3 1) 4 3 1

5 ( 4)
ejw lAB

- - - -
= = =

- -

3 1- + 3 3 3

5 4 9 3
= =

+
 əɘ ŮˊŮɘŭɐ 

0 w p¢ <, ɗŬ ŮɑɜŬɘ 30
6

p
w= = . 

ɔ. ȺɑɜŬɘ 
3

1 1 3 3
3

e h e ee h l l l l ejw
å õ

^ Ú Ö =- Ú Ö - =- Ú = Ú =æ öæ ö
ç ÷

 əɘ ŮˊŮɘŭɐ 

0 w p¢ <, ɗŬ ŮɑɜŬɘ 60
3

p
w= = . 

5. ȷɜ ɖ ŮɡɗŮɑŬ Ů ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ ȷ(-3, 2), ɜŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɐ Űɖɠ ůŮ 

əŬɗŮɛɑŬ Ŭˊô Űɘɠ ˊŬɟŬəɎŰɤ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ: 

Ŭ. ɜŬ ŮɑɜŬɘ ˊŬɟɎɚɚɖɚɖ ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬ 1 : 2 3 7 0x ye + - =  

 ɓ. ɜŬ ŮɑɜŬɘ əɎɗŮŰɖ ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬ 2 : 4 10 0x ye - + + = 

ɔ. ɜŬ ŮɑɜŬɘ ˊŬɟɎɚɚɖɚɖ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx 

ŭ. ɜŬ ŮɑɜŬɘ ˊŬɟɎɚɚɖɚɖ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ yȭy 

Ů. ɜŬ ŮɑɜŬɘ əɎɗŮŰɖ ůŰɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ (0, 3)a= -   

ůŰ. ɜŬ ůɢɖɛŬŰɑɕŮɘ ɛŮ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx ɔɤɜɑŬ 150w=   

ȿɨůɖ 

Ŭ. ȺɑɜŬɘ 1

2 7
: y

3 3
xe =- + , ɎɟŬ 1

2

3
l=-  , ɞˊɧŰŮ: 1 1

2
/ /

3
e e l l lÚ = Ú =- 
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ɆɡɜŮˊɩɠ ɖ ɕɖŰɞɨɛŮɜɖ Ůɝɑůɤůɖ ŮɡɗŮɑŬɠ ŮɑɜŬɘ 

2 2 2 2
: 2 [ ( 3)] 2 ( 3) 2 2

3 3 3 3
y x y x y x y xe - =- - - Ú - =- + Ú - =- - Ú =- . 

ɓ. ȺɑɜŬɘ 2

1 5
: y

4 2
xe = - , ɎɟŬ 2

1

4
l= , ɞˊɧŰŮ:

2 2

1
1 1 4

4
e e l l l l^ Ú Ö =- Ú Ö =- Ú =-  

ɆɡɜŮˊɩɠ ɖ ɕɖŰɞɨɛŮɜɖ Ůɝɑůɤůɖ ŮɡɗŮɑŬɠ ŮɑɜŬɘ 

: 2 4[ ( 3)] 2 4( 3) 2 4 12 4 10y x y x y x y xe - =- - - Ú - =- + Ú - =- - Ú =- - . 

ɔ. ȺɑɜŬɘ / / ' 0x xe lÚ = , ɞˊɧŰŮ ɖ ŮɡɗŮɑŬ Ů ɗŬ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ 0y y= . 

ɆɡɜŮˊɩɠ ɖ ɕɖŰɞɨɛŮɜɖ Ůɝɑůɤůɖ ŮɡɗŮɑŬɠ ŮɑɜŬɘ : 2ye = . 

ŭ. ȺɑɜŬɘ / / 'y ye , ɞˊɧŰŮ ŭŮɜ ɞɟɑɕŮŰŬɘ ůɡɜŰŮɚŮůŰɐɠ ŭɘŮɨɗɡɜůɖɠ ɔɘŬ Űɖɜ ŮɡɗŮɑŬ Ů əŬɘ ɖ 

Ůɝɑůɤůɐ Űɖɠ ɗŬ ŮɑɜŬɘ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ 0x x= .  

ɆɡɜŮˊɩɠ ɖ ɕɖŰɞɨɛŮɜɖ Ůɝɑůɤůɖ ŮɡɗŮɑŬɠ ŮɑɜŬɘ 3x=-. 

Ů. ũɘŬ Űɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ (0, 3)a= -ŭŮɜ ɞɟɑɕŮŰŬɘ ůɡɜŰŮɚŮůŰɐɠ ŭɘŮɨɗɡɜůɖɠ, ɎɟŬ / / 'y ya . 

ȺɑɜŬɘ / / 'y ye a e^ Ú , ůɡɜŮˊɩɠ ɖ ɕɖŰɞɨɛŮɜɖ Ůɝɑůɤůɖ ŮɡɗŮɑŬɠ ŮɑɜŬɘ 3x=-. 

ůŰ. ȺɑɜŬɘ 
3

150 30
3

l ej l ej l= Ú =- Ú =-, ɞˊɧŰŮ ɖ ɕɖŰɞɨɛŮɜɖ Ůɝɑůɤůɖ ŮɡɗŮɑŬɠ 

ŮɑɜŬɘ 
3 3 3

: 2 [ ( 3)] 2 ( 3) 2 3
3 3 3

y x y x y xe - =- - - Ú - =- + Ú - =- - Ú  

3
2 3

3
y xÚ =- + -. 

6. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ ˊɞɡ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô ŰŬ ůɖɛŮɑŬ: 

Ŭ. ȷ(-3, 5) əŬɘ ȸ(-2, 8),     ɓ. ũ(4, 7) əŬɘ ȹ (-1, 7),     ɔ. Ⱥ(6, -3) əŬɘ Ȼ(6, 6) 

ȿɨůɖ 

Ŭ. ȺɑɜŬɘ 
8 5 3 3

3
2 ( 3) 2 3 1

lAB
-

= = = =
- - - - +

, Ůˊɞɛɏɜɤɠ ɖ ɕɖŰɞɨɛŮɜɖ Ůɝɑůɤůɖ ŮɡɗŮɑŬɠ 

ŮɑɜŬɘ : 5 3[ ( 3)] 5 3( 3) 5 3 9 3 14y x y x y x y xe - = - - Ú - = + Ú - = + Ú = +. 

ɓ. ȺɑɜŬɘ 
7 7 0

0
1 4 5

lGD
-

= = =
- - -

, Ůˊɞɛɏɜɤɠ ɖ ɕɖŰɞɨɛŮɜɖ Ůɝɑůɤůɖ ŮɡɗŮɑŬɠ ŮɑɜŬɘ : 7ye = . 
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ɔ. ȺɑɜŬɘ 6E Zx x= =, Ůˊɞɛɏɜɤɠ ɖ ɕɖŰɞɨɛŮɜɖ Ůɝɑůɤůɖ ŮɡɗŮɑŬɠ ŮɑɜŬɘ : 6xe = . 

7. ɁŬ ŮɝŮŰɎůŮŰŮ Ŭɜ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ(2, 1), ȸ(4, 5) əŬɘ ũ(-1, -5) ŮɑɜŬɘ ůɡɜŮɡɗŮɘŬəɎ. ɆŰɖ 

ůɡɜɏɢŮɘŬ ɜŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ ˊɞɡ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɖɜ Ŭɟɢɐ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ 

əŬɘ Űɞ ɛɏůɞ Űɞɡ ŮɡɗɡɔɟɎɛɛɞɡ ŰɛɐɛŬŰɞɠ ȷũ. 

ȿɨůɖ 

ȰɢɞɡɛŮ 
5 1 4

2
4 2 2

lAB
-

= = =
-

 əŬɘ 
5 5 10

2
4 1 5

lBG
- - -
= = =
- - -

, Ůˊɞɛɏɜɤɠ: 

/ /l lAB BG= ÝAB BGÝ ȷ, ȸ, ũ ůɡɜŮɡɗŮɘŬəɎ. 

ȰůŰɤ (x , )MyMM  Űɞ ɛɏůɞ Űɞɡ ŮɡɗɡɔɟɎɛɛɞɡ ŰɛɐɛŬŰɞɠ ȷũ. ɇɧŰŮ ŮɑɜŬɘ: 

2 1 1

2 2
xM

-
= =  əŬɘ 

1 5 4
2

2 2
yM

- -
= = =-, ɎɟŬ 

1
( , 2)
2

M - . 

ȼ ŮɡɗŮɑŬ ˊɞɡ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɖɜ Ŭɟɢɐ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ : ,y xe l l= Í  ɐ 

: 0ȭ xe = . 

ȼ ŮɡɗŮɑŬ Ůȭ ŭŮɜ ŬˊɞŰŮɚŮɑ ɚɨůɖ Űɞɡ ˊɟɞɓɚɐɛŬŰɞɠ, ŭɘɧŰɘ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ ŭŮɜ ŬɜɐəŮɘ ůô ŬɡŰɐɜ. 

ũɘŬ Űɖɜ ŮɡɗŮɑŬ Ů ɏɢɞɡɛŮ:
1

2 4
2

l l- = Ö Ý =-, ɞˊɧŰŮ ɖ ɕɖŰɞɨɛŮɜɖ Ůɝɑůɤůɖ ŮɡɗŮɑŬɠ ŮɑɜŬɘ 

: 4y xe =- . 

8. ȰůŰɤ ˊŬɟŬɚɚɖɚɧɔɟŬɛɛɞ ȷȸũȹ ɛŮ əɞɟɡűɏɠ ȷ(-2, 2), ȸ(-3, -1) əŬɘ ũ(4, 0). ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ 

Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɛŮůɞəŬɗɏŰɞɡ Ů Űɞɡ ŮɡɗɡɔɟɎɛɛɞɡ ŰɛɐɛŬŰɞɠ ȸȹ. 

ȿɨůɖ 

ȰůŰɤ ( , )x yK KK  Űɞ ɛɏůɞ Űɤɜ ŭɘŬɔɤɜɑɤɜ ȷũ əŬɘ ȸȹ, ɞˊɧŰŮ:
2 4 2

1
2 2

xK
- +
= = = əŬɘ 

2 0 2
1 (1,1)

2 2
yK

+
= = = ÝK   

ȺɑɜŬɘ 
1 ( 1) 1 1 2 1

1 ( 3) 1 3 4 2
l lBD BK

- - +
= = = = =

- - +
, ɞˊɧŰŮ:

1
1 1 2

2
e e ee l l l lBD^BDÝ Ö =- Ý Ö =- Ý =- 

ɆɡɜŮˊɩɠ ɖ ɕɖŰɞɨɛŮɜɖ Ůɝɑůɤůɖ ŮɡɗŮɑŬɠ ŮɑɜŬɘ 

: 1 2( 1) 1 2 2 2 3y x y x y xe - =- - Ý - =- + Ý =- +. 

9. ȹɑɜŮŰŬɘ Űɟɑɔɤɜɞ 
D

ABG ɛŮ əɞɟɡűɏɠ ȷ(3, 4), ȸ(-5, 2) əŬɘ ũ(1, -2). ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ 

ŮɝɘůɩůŮɘɠ: 

Ŭ. Űɖɠ ŭɘŬɛɏůɞɡ ȷȹ,     ɓ. Űɞɡ ɨɣɞɡɠ ȸȺ,     ɔ. Űɖɠ ɛŮůɞəŬɗɏŰɞɡ Űɖɠ ˊɚŮɡɟɎɠ ȷȸ 
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ȿɨůɖ 

 

Ŭ. ɇɞ ɛɏůɞ ȹ Űɖɠ ˊɚŮɡɟɎɠ ȸũ ɏɢŮɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ: 

5 1 4 2 2 0
2, 0

2 2 2 2
x yD D

- + - -
= = =- = = = , ɎɟŬ ȹ(-2, 0). 

ȺɑɜŬɘ 
0 4 4 4

2 3 5 5
lAD

- -
= = =
- - -

 , ɞˊɧŰŮ ɖ ŮɡɗŮɑŬ ȷȹ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ

4 4 4 8
0 [ ( 2)] ( 2)

5 5 5 5
y x y x y x- = - - Ý = + Ý = + . 

ɓ. ȺɑɜŬɘ 
2 4 6

3
1 3 2

lAG
- - -
= = =
- -

, ɞˊɧŰŮ:

1
1 3 1

3
l l l lBE AG BE BEBE^AGÝ Ö =- Ý Ö =- Ý =-  

ȯɟŬ ɖ ŮɡɗŮɑŬ ȸȺ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 
1 1

2 [ ( 5)] 2 ( 5)
3 3

y x y x- =- - - Ý - =- + Ý  

1 5 1 5 1 1
2 2

3 3 3 3 3 3
y x y x y xÝ - =- - Ý =- + - Ý =- +. 

ɔ. ɇɞ ɛɏůɞ Ȼ Űɖɠ ˊɚŮɡɟɎɠ ȷȸ ɏɢŮɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ: 

3 5 2 4 2 6
1, 3

2 2 2 2
x yZ Z

- - +
= = =- = = =, ɎɟŬ Ȼ(-1, 3). 

ȺɑɜŬɘ 
2 4 2 1

5 3 8 4
lAB

- -
= = =
- - -

, ɞˊɧŰŮ: 

ȹ 
Ⱥ 

Ȼ 

ɛ 
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1
1 1 4

4
m m mm l l l lAB^ABÝ Ö =- Ý Ö =- Ý =-  

ȯɟŬ ɖ ɛŮůɞəɎɗŮŰɞɠ ɛ Űɖɠ ˊɚŮɡɟɎɠ ȷȸ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 

3 4[ ( 1)] 3 4( 1) 3 4 4 4 1y x y x y x y x- =- - - Ý - =- + Ý - =- - Ý =- - 

10. ȹɑɜɞɜŰŬɘ ɞɘ ŮɡɗŮɑŮɠ 1 : 2 3y xe = - əɘ 2 : 2y xe =- +. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ 

ŮɡɗŮɑŬɠ ˊɞɡ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(3, 1) əŬɘ ŰɏɛɜŮɘ Űɘɠ Ů1, Ů2 ůŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ əŬɘ ȸ 

ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ, ɏŰůɘ ɩůŰŮ Űɞ ɀ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɛɏůɞ Űɞɡ ŮɡɗɡɔɟɎɛɛɞɡ ŰɛɐɛŬŰɞɠ ȷȸ. 

ȿɨůɖ 

ȰůŰɤ Ŭ ɖ ŰŮŰɛɖɛɏɜɖ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ ȷ Űɖɠ Ů1. ɇɧŰŮ ɗŬ ŮɑɜŬɘ ȷ(Ŭ, 2Ŭ-3). 

ȰůŰɤ ɓ ɖ ŰŮŰɛɖɛɏɜɖ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ ȸ Űɖɠ Ů2. ɇɧŰŮ ɗŬ ŮɑɜŬɘ ȸ(ɓ, -ɓ+2). 

ũɘŬ ɜŬ ŮɑɜŬɘ Űɞ ɀ ɛɏůɞ Űɞɡ ŮɡɗɡɔɟɎɛɛɞɡ ŰɛɐɛŬŰɞɠ ȷȸ ˊɟɏˊŮɘ: 

3
2

2 3 2
1

2

a b

a b

+ë
=îî

Ýì
- - +î=

îí

  

6 6 6 3 6 3

2 1 2 2 3 3 9 3 3

a b a b a b b a

a b a b a a b

Ä+ = + = + = + = =ë ë ë ë ë
Ý Ý Ý Ý Ýì ì ì ì ì

- - = - = = = =í í í í í
  

ȯɟŬ ȷ(3, 3) əŬɘ ȸ(3, -1) əɘ ŮˊŮɘŭɐ 3x xA B= =, ɖ ɕɖŰɞɨɛŮɜɖ ŮɡɗŮɑŬ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 3x= . 

11. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɤɜ ŮɡɗŮɘɩɜ ˊɞɡ ŭɘɏɟɢɞɜŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(-2, 1) əŬɘ 

ůɢɖɛŬŰɑɕɞɡɜ ɛŮ Űɞɡɠ ɎɝɞɜŮɠ ɘůɞůəŮɚɏɠ Űɟɑɔɤɜɞ. 

ȿɨůɖ 

ȷˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(-2, 1) ŭɘɏɟɢɞɜŰŬɘ ɞɘ ŮɡɗŮɑŮɠ 

: 1 [ ( 2)] 1 ( 2) 2 1y x y x y xe l l l l- = - - Ý - = + Ý = + + əɘ : 2ȭ xe =-. 

ȼ ŮɡɗŮɑŬ 2x=- ŭŮɜ ŬˊɞŰŮɚŮɑ ɚɨůɖ Űɞɡ ˊɟɞɓɚɐɛŬŰɞɠ ŭɘɧŰɘ ŭŮɜ ŰɏɛɜŮɘ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ yȭy. 

ɄŮɟɘɞɟɘůɛɞɑ 

¶ ɄɟɏˊŮɘ 0ļ , ŭɘɧŰɘ ɔɘŬ ɚ=0 ɖ ŮɡɗŮɑŬ y=1 ŭŮɜ ŰɏɛɜŮɘ  Űɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx. 

¶ ɄɟɏˊŮɘ 
1

2
l¸-, ŭɘɧŰɘ ɔɘŬ 

1

2
l=- ɖ ŮɡɗŮɑŬ 

1

2
y x=-  ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɖɜ Ŭɟɢɐ Űɤɜ 

Ŭɝɧɜɤɜ əŬɘ ŭŮɜ ůɢɖɛŬŰɑɕŮɘ Űɟɑɔɤɜɞ ɛô ŬɡŰɞɨɠ. 

ȰůŰɤ ȷ əŬɘ ȸ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ Űɞɛɐɠ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ Ů ɛŮ Űɞɡɠ ɎɝɞɜŮɠ yȭy əŬɘ xȭx ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ. 

ũɘŬ x=0 ŮɑɜŬɘ: y=2ɚ+1, ɞˊɧŰŮ ȷ(0, 2ɚ+1). 

ũɘŬ y=0 ŮɑɜŬɘ:
0 2 1

2 1 0 2 1x x x
l l

l l l l
l

¸ - -
+ + = Ý =- - Ý =  , ɞˊɧŰŮ 

2 1
( ,0)
l

l

- -
B . 
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ũɘŬ ɜŬ ŮɑɜŬɘ Űɞ Űɟɑɔɤɜɞ 
D

AOB ɘůɞůəŮɚɏɠ, ˊɟɏˊŮɘ ( )( )
2 1

2 1
l

l
l

-
OA = OB

-
Ý + = Ý  

1

22 12 1 1
2 1 2 1 1 1 1

l
ll

l l l l
l l l

¸-
++

+ = Ý + = Ý = Ý = Ý =°  

ũɘŬ ɚ=1 ŮɑɜŬɘ 1 : 3y xe = +, Ůɜɩ ɔɘŬ ɚ=-1 ŮɑɜŬɘ 2 : 1y xe =- -. 

 

 

12. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɤɜ ŮɡɗŮɘɩɜ ˊɞɡ ŭɘɏɟɢɞɜŰŬɘ Ŭˊô Űɖɜ Ŭɟɢɐ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ əŬɘ 

ůɢɖɛŬŰɑɕɞɡɜ ɛŮ Űɖɜ ŮɡɗŮɑŬ : 2 6y xh = - əŬɘ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx Űɟɑɔɤɜɞ ɛŮ ŮɛɓŬŭɧɜ 9 

ŰŮŰɟŬɔɤɜɘəɏɠ ɛɞɜɎŭŮɠ. 

ȿɨůɖ 

ȷˊô Űɖɜ Ŭɟɢɐ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ ŭɘɏɟɢɞɜŰŬɘ ɞɘ ŮɡɗŮɑŮɠ : y xe l=   əɘ : 0ȭ xe = . 

ȼ ŮɡɗŮɑŬ ɖ ŰɏɛɜŮɘ Űɞɡɠ ɎɝɞɜŮɠ ůŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ(3, 0) əŬɘ ȸ(0, -6). 

ɇɞ Űɟɑɔɤɜɞ 
D

AOB ɏɢŮɘ ŮɛɓŬŭɧɜ 
1 1 18

( ) ( ) ( ) 3 6 9
2 2 2

AOB = Ö OA Ö OB = Ö Ö = =, ɎɟŬ ɖ ŮɡɗŮɑŬ 

x=0 ŬˊɞŰŮɚŮɑ ɚɨůɖ Űɞɡ ˊɟɞɓɚɐɛŬŰɞɠ. 

ȸɟɑůəɞɡɛŮ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ Űɞɛɐɠ Űɤɜ ŮɡɗŮɘɩɜ Ů əŬɘ ɖ. 

ɄŮɟɘɞɟɘůɛɞɑ 

¶ ɄɟɏˊŮɘ 2ļ , ŭɘɧŰɘ ɔɘŬ 2l=  ɞɘ ŮɡɗŮɑŮɠ Ů əŬɘ ɖ ŮɑɜŬɘ ˊŬɟɎɚɚɖɚŮɠ, ɎɟŬ ŭŮɜ 

ŰɏɛɜɞɜŰŬɘ. 

2

6
2 6 2 6 2 6 ( 2) x 6

2

y x
y x y x y x y x

y x x x x x x

l
l

l l l l

l l l
l

¸
=ë

= = = =ë ë ë ë î
Ý Ý Ý Ý Ýì ì ì ì ì

= - = - - =- - =-=-í í í í î -í

  

Ů1 Ů2 
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6

6 62
( , )

6 2 2

2

y

x

l

ll

l l

l

ë
=-îî -

Ý ÝM - -ì
- -î=-

î -í

  

ȺɑɜŬɘ 
1 1 6 3

( ) 9 ( ) 9 3 9 6 9
2 2 2 2 2

l l
u

l l
AOM = Ý Ö OA Ö = Ý Ö Ö- = Ý Ö = Ý

- -
  

1
2 0 22

9 9 1 1
2 2 22 2

1
2

l
l l ll l l

l
l l l ll l

l

ë
=î = - =-ë ëî -

Ý = Ý = Ý Ý Ý Ý =ì ì ì
=- + =- - í íî =-

î -í

  

(ȼ Ůɝɑůɤůɖ 0ɚ=-2 ŮɑɜŬɘ ŬŭɨɜŬŰɖ.) 

ũɘŬ ɚ=1, ɖ ɕɖŰɞɨɛŮɜɖ ŮɡɗŮɑŬ ŮɑɜŬɘ ɖ: y xe = . 

 

 

13. ȹɑɜɞɜŰŬɘ ɞɘ ŮɡɗŮɑŮɠ 
1

: 5
2

y xe = - əɘ : 3 5ȭ y xe = -, əŬɗɩɠ əŬɘ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(2, 1). 

ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ ɖ ůɡɛɛŮŰɟɘəɐ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ Ů: 

Ŭ. ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(2, 1),     ɓ. ɤɠ ˊɟɞɠ Űɖɜ ŮɡɗŮɑŬ Ůȭ 

ȿɨůɖ 

Ŭ. ɇŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ(2, -4) əŬɘ ȸ(4, -3) Ŭɜɐəɞɡɜ ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬ Ů, Ŭűɞɨ ɞɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɞɡɠ 

ɘəŬɜɞˊɞɘɞɨɜ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɐ Űɖɠ.  

ȰůŰɤ ȷȭ(x1, y1) əŬɘ ȸȭ(x2, y2) ŰŬ ůɡɛɛŮŰɟɘəɎ Űɤɜ ȷ əŬɘ ȸ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ. 

Ů ɖ 
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ɇɧŰŮ Űɞ ɀ ŮɑɜŬɘ Űɞ ɛɏůɞ Űɤɜ ŮɡɗɡɔɟɎɛɛɤɜ ŰɛɖɛɎŰɤɜ ȷȷȭ əŬɘ ȸȸȭ, ɞˊɧŰŮ: 

1 2

1 2

1 21 2

2 4
2 2

2 02 2
(2,6) (0,5)

6 54 3
1 1

2 2

x x

x x
ȭ ȭ

y yy y
kai kai kai

+ +ë ë
= =î î = =ë ëî î

Ú ÝA Bì ì ì ì
= =- + - + í íî î= =

î îí í

  

ȼ ŮɡɗŮɑŬ ˊɞɡ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷȭ əŬɘ ȸȭ ŮɑɜŬɘ ɖ ůɡɛɛŮŰɟɘəɐ Űɖɠ Ů ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞ ůɖɛŮɑɞ 

ɀ.  

ȺɑɜŬɘ 
5 6 1 1

0 2 2 2
lAB

- -
= = =
- -

, ɞˊɧŰŮ ɖ ɕɖŰɞɨɛŮɜɖ ŮɡɗŮɑŬ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ: 

1 1
5 ( 0) 5

2 2
y x y x- = - Ý = +. 

 

 

ɓ. ȸɟɑůəɤ ŬɟɢɘəɎ Űɞ ůɖɛŮɑŬ Űɞɛɐɠ Űɤɜ ŮɡɗŮɘɩɜ Ů əɘ Ůȭ. 

1
2 10 05

(0, 5)2
3 5 5

3 5

x y xy x

x y y
y x

ë
- = == - ë ëî

Ý Ý ÝK -ì ì ì
- = =-í íî = -í

  

ȷɟəŮɑ ɜŬ ɓɟɤ Űɞ ůɡɛɛŮŰɟɘəɧ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ ȷ(2, -4) Űɖɠ Ů ɤɠ ˊɟɞɠ Űɖɜ Ůȭ. 

1
: 5

2
y xe = -  

1

1
: 5

2
y xe = +  
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ȼ ŮɡɗŮɑŬ ɖ ˊɞɡ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ȷ əŬɘ ŮɑɜŬɘ əɎɗŮŰɖ ůŰɖɜ Ůȭ ɏɢŮɘ ůɡɜŰŮɚŮůŰɐ ŭɘŮɨɗɡɜůɖɠ ɚ 

ŰɏŰɞɘɞ, ɩůŰŮ 
1

3 1
3

l lÖ =- Ý =-. ȯɟŬ ɖ Ůɝɑůɤůɐ Űɖɠ ɗŬ ŮɑɜŬɘ: 

1 1 2 1 2 1 10
( 4) ( 2) 4 4

3 3 3 3 3 3 3
y x y x y x y x- - =- - Ý + =- + Ý =- + - Ý =- - . 

 ȸɟɑůəɤ Űɞ ůɖɛŮɑɞ Űɞɛɐɠ Űɤɜ ŮɡɗŮɘɩɜ Ůȭ əŬɘ ɖ. 

1
3 5

3 5 1 72
( , )1 10

3 10 7 2 2
3 3

2

y x x
x y

x yy x
y

ë ë
= - =ë î î- =î î î

Ý Ý ÝR -ì ì ì
+ =-=- -î î î=-í îî íí

  

ȰůŰɤ ȷȭ(x1, y1) Űɞ ůɡɛɛŮŰɟɘəɧ Űɞɡ ȷ(2, -4) ɤɠ ˊɟɞɠ Űɖɜ Ůȭ. ɇɧŰŮ Űɞ Ʌ ŮɑɜŬɘ Űɞ ɛɏůɞ Űɞɡ 

ŮɡɗɡɔɟɎɛɛɞɡ ŰɛɐɛŬŰɞɠ ȷȷȭ, ɞˊɧŰŮ: 

1

1

11

21

12 2
( 1, 3)

347

2 2

x

x
ȭ

yy

+ë
=î =-ëî

Ý ÝA - -ì ì
=-- + íî- =

îí

  

ȼ ɕɖŰɞɨɛŮɜɖ ŮɡɗŮɑŬ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô ŰŬ ůɖɛŮɑŬ Ⱦ əŬɘ ȷȭ əɘ ɏɢŮɘ ůɡɜŰŮɚŮůŰɐ ŭɘŮɨɗɡɜůɖɠ 

3 ( 5) 3 5 2
2

1 0 1 1
l
- - - - +
= = = =-
- - - -

, ɎɟŬ ɖ Ůɝɑůɤůɐ Űɖɠ ŮɑɜŬɘ: 

( 5) 2( 0) 5 2 2 5y x y x y x- - =- - Ý + =- Ý =- -  

 

1
: 5

2
y xe = -  

1 : 2 5y xe =- -  

: 3 5ȭ y xe = -  
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ȺɁɃɇȼɇȷ  ȽȽ: ũŮɜɘəɐ ɛɞɟűɐ Ůɝɑůɤůɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ 

ȼ Ůɝɑůɤůɖ 0x yA +B +G=, ɛŮ 0 0ɐA¸ B  ̧ 

ȰůŰɤ Ů ɛɘŬ ŮɡɗŮɑŬ Ů ůŰɞ əŬɟŰŮůɘŬɜɧ ŮˊɑˊŮŭɞ. 

¶ ȷɜ ɖ ŮɡɗŮɑŬ Ů ŰɏɛɜŮɘ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ yȭy ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(0, ɓ) əɘ ɏɢŮɘ ůɡɜŰŮɚŮůŰɐ 

ŭɘŮɨɗɡɜůɖɠ ɚ, ŰɧŰŮ ɗŬ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 

0 ( 1) 0y x x y x yl b l b l b= + Ý - + = Ý + - + =, ɧˊɞɡ ɗɏŰɞɜŰŬɠ ȷ=ɚ, ȸ= -1 

əŬɘ ũ=0, ɖ Ŭɟɢɘəɐ Ůɝɑůɤůɖ ɔɟɎűŮŰŬɘ ůŰɖ ɛɞɟűɐ 0x yA +B +G= ɛŮ 0B¸. 

¶ ȷɜ ɖ ŮɡɗŮɑŬ Ů ŮɑɜŬɘ əŬŰŬəɧɟɡűɖ əŬɘ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(x0, y0), ŰɧŰŮ ɗŬ ɏɢŮɘ 

Ůɝɑůɤůɖ 0 0 00 0 0 ( ) 0x x x y x x y x= Ý + - = Ý + + - =, ɧˊɞɡ ɗɏŰɞɜŰŬɠ ȷ=1, ȸ=0 

əŬɘ ũ= - x0, ɖ Ŭɟɢɘəɐ Ůɝɑůɤůɖ ɔɟɎűŮŰŬɘ ůŰɖ ɛɞɟűɐ 0x yA +B +G= ɛŮ 0A¸ . 

ɄŬɟŬŰɖɟɞɨɛŮ ɚɞɘˊɧɜ ɧŰɘ ůŮ əɎɗŮ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɖ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ Ů ˊŬɑɟɜŮɘ Űɖ ɛɞɟűɐ

0x yA +B +G=, ɛŮ 0 0ɐA¸ B .̧ 

ȷɜŰɑůŰɟɞűŬ, ɏůŰɤ ɖ Ůɝɑůɤůɖ 0x yA +B +G=, ɛŮ 0 0ɐA¸ B .̧ 

¶ ȷɜ 0B¸, ŰɧŰŮ ɖ Ůɝɑůɤůɖ ɔɟɎűŮŰŬɘ ůŰɖ ɛɞɟűɐ y x
A G

=- -
B B

, ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ Ůɝɑůɤůɖ 

ŮɡɗŮɑŬɠ ɛŮ ůɡɜŰŮɚŮůŰɐ ŭɘŮɨɗɡɜůɖɠ l
A

=-
B

 əŬɘ ɖ ɞˊɞɑŬ ŰɏɛɜŮɘ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ yȭy ůŰɞ 

ůɖɛŮɑɞ (0, )
G

M -
B
. (ɆŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ȷ=0, ŰɧŰŮ ɏɢɞɡɛŮ Űɖɜ ɞɟɘɕɧɜŰɘŬ 

ŮɡɗŮɑŬ y
G

=-
B

.) 

¶ ȷɜ ȸ=0 ŰɧŰŮ, ɚɧɔɤ Űɖɠ ɡˊɧɗŮůɖɠ ŮɑɜŬɘ 0A¸əŬɘ ɖ Ůɝɑůɤůɖ ɔɟɎűŮŰŬɘ ůŰɖ ɛɞɟűɐ 

x
G

=-
A

 , ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ Ůɝɑůɤůɖ ŮɡɗŮɑŬɠ əɎɗŮŰɖɠ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ Űɞɡ 

( ,0)
G

M -
A

. 

ȷˊɞŭŮɑɢɗɖəŮ ɚɞɘˊɧɜ ɧŰɘ ɘůɢɨŮɘ Űɞ Ŭəɧɚɞɡɗɞ ɗŮɩɟɖɛŬ: 

 

 

 

 

 

 

 

ȾɎɗŮ ŮɡɗŮɑŬ Űɞɡ Ůˊɘˊɏŭɞɡ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ 

 0x yA +B +G=, ɛŮ 0 0ɐA¸ B  ̧ (1) 

əɘ ŬɜŰɑůŰɟɞűŬ, əɎɗŮ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ (1) ˊŬɟɘůŰɎ ůŰɞ ŮˊɑˊŮŭɞ ŮɡɗŮɑŬ ɔɟŬɛɛɐ. 
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ü ȹɘɎɜɡůɛŬ ˊŬɟɎɚɚɖɚɞ ɐ əɎɗŮŰɞ ůŮ ŮɡɗŮɑŬ 

ȰůŰɤ Ƀxy ɏɜŬ ůɨůŰɖɛŬ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ ůŰɞ ŮˊɑˊŮŭɞ əɘ Ů ɛɘŬ ŮɡɗŮɑŬ Űɞɡ Ůˊɘˊɏŭɞɡ ɛô Ůɝɑůɤůɖ 

0x yA +B +G=, ɛŮ 0 0ɐA¸ B .̧ 

¶ ȷɜ 0B¸, ŰɧŰŮ ɖ ŮɡɗŮɑŬ Ů ɏɢŮɘ ůɡɜŰŮɚŮůŰɐ ŭɘŮɨɗɡɜůɖɠ l
A

=-
B
, Ůˊɞɛɏɜɤɠ ŮɑɜŬɘ 

ˊŬɟɎɚɚɖɚɖ ůŰɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ ( , )d= B-A. 

¶ ȷɜ ȸ=0, ŰɧŰŮ ɖ ŮɡɗŮɑŬ Ů ŮɑɜŬɘ ˊŬɟɎɚɚɖɚɖ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ yȭy, Ůˊɞɛɏɜɤɠ ŮɑɜŬɘ ˊŬɟɎɚɚɖɚɖ 

ůŮ əɎɗŮ ŭɘɎɜɡůɛŬ ɛŮ ŰŮŰɛɖɛɏɜɖ 0 əŬɘ ŰŮŰŬɔɛɏɜɖ ŭɘɎűɞɟɖ Űɞɡ 0, ɎɟŬ əŬɘ ůŰɞ 

ŭɘɎɜɡůɛŬ ( , )d= B-A. 

ɆŮ əɎɗŮ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɚɞɘˊɧɜ ɘůɢɨŮɘ ɧŰɘ: 

  

 

 

ȰůŰɤ Űɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ ( , )h= A B. ȺɑɜŬɘ: ( , ) ( , ) 0d h d hÖ = B -A Ö AB =AÖB-AÖB= Ý ^ 

ɇɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ d ŮɑɜŬɘ əɎɗŮŰɞ ůŰɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ h əɘ ŮˊŮɘŭɐ / /d e, ɗŬ ŮɑɜŬɘ e h^ . 

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ: 

 

 

 

ũɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ, ɖ ŮɡɗŮɑŬ :3 2 11 0x ye - + =ŮɑɜŬɘ ˊŬɟɎɚɚɖɚɖ ůŰɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ ( 2, 3)d= - - 

(ɐ ůŰɞ (2,3)d= ) əŬɘ əɎɗŮŰɖ ůŰɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ (3, 2)h= - . 

ü ũɤɜɑŬ ŭɨɞ ɛɖ-ˊŬɟŬɚɚɐɚɤɜ ŮɡɗŮɘɩɜ 

ȰůŰɤ ɞɘ ɛɖ-ˊŬɟɎɚɚɖɚŮɠ ŮɡɗŮɑŮɠ 1 1 1 1 1 1: 0, 0 0x y ɐe A +B +G = A ¸ B ¸ əŬɘ 

2 2 2 2 2 2: 0, 0 0x y ɐe A +B +G = A ¸ B ¸. 

ȰůŰɤ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ 1 1 1 1( , ) / /d e= B -A  əŬɘ 2 2 2 2( , ) / /d e= B -A . ȷɜ 1 2( , )q d d
Ø

= , ŰɧŰŮ 

ɤɠ ɔɜɤůŰɧ ŮɑɜŬɘ:
1 2

1 2

d d
sunq

d d

Ö
=

Ö
. 

 

 

ȼ ŮɡɗŮɑŬ Ů ɛô Ůɝɑůɤůɖ 0x yA +B +G=, ɛŮ 0 0ɐA¸ B Ů̧ɑɜŬɘ ˊŬɟɎɚɚɖɚɖ ůŰɞ 

ŭɘɎɜɡůɛŬ ( , )d= B-A. 

ȼ ŮɡɗŮɑŬ Ů ɛô Ůɝɑůɤůɖ 0x yA +B +G=, ɛŮ 0 0ɐA¸ B Ů̧ɑɜŬɘ əɎɗŮŰɖ ůŰɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ 

( , )h= A B.  
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ü ȷɜ ůɡɜɗ>0, ŰɧŰŮ ɗ ŮɑɜŬɘ ɖ ɞɝŮɑŬ ɔɤɜɑŬ Űɤɜ ŮɡɗŮɘɩɜ Ů1 əɘ Ů2. 

 

 

 

 

 

ü ȷɜ ůɡɜɗ<0, ŰɧŰŮ ɗ ŮɑɜŬɘ ɖ ŬɛɓɚŮɑŬ ɔɤɜɑŬ Űɤɜ ŮɡɗŮɘɩɜ Ů1 əɘ Ů2. 

 

 

 

 

 

 

 

ü ȷɜ ůɡɜɗ=0, ŰɧŰŮ ɗ=90ɞ
, ɎɟŬ 1 2e e^ . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ů1 

Ů2 

ɗ 

Ů2 

Ů1 

ɗ 

Ů1 

Ů2 
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ȿɡɛɏɜŬ ˊŬɟŬŭŮɑɔɛŬŰŬ 

1. ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ Ůɝɑůɤůɖ (3 1) (2 4) 0x y x yl+ - Ö + - - = (1), ɧˊɞɡ lÍ . 

i. ɁŬ ŭŮɘɢɗŮɑ ɧŰɘ: 

Ŭ. ɖ Ůɝɑůɤůɖ (1) ˊŬɟɘůŰɎ ŮɡɗŮɑŬ ɔɟŬɛɛɐ ɔɘŬ əɎɗŮ lÍ  

ɓ. ɧɚŮɠ ɞɘ ŮɡɗŮɑŮɠ ˊɞɡ ɞɟɑɕɞɜŰŬɘ Ŭˊô Űɖɜ (1) ŭɘɏɟɢɞɜŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ɑŭɘɞ ůɖɛŮɑɞ (ɃɘəɞɔɏɜŮɘŬ 

ŮɡɗŮɘɩɜ). 

ii . ȷˊô Űɘɠ ŮɡɗŮɑŮɠ ˊɞɡ ɞɟɑɕɞɜŰŬɘ Ŭˊô Űɖɜ (1) ɜŬ ɓɟŮɑŰŮ ŮəŮɑɜɖ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ˊŬɟɎɚɚɖɚɖɠ ůŰɖɜ 

ŮɡɗŮɑŬ : 2 9 0x yh - + =. (ȸŬůɘəɐ Ɏůəɖůɖ) 

 

ȿɨůɖ 

i. ūɏɟɜɤ ŬɟɢɘəɎ Űɖɜ (1) ůŰɖ ɔŮɜɘəɐ ɛɞɟűɐ Ůɝɑůɤůɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ. ȺɑɜŬɘ: 

(3 1) (2 4) 0 3 2 4 0x y x y x y x yl l l l+ - Ö + - - = Ý + - + - - = Ý 

(3 2) ( 1) ( 4) 0x yl l lÝ + + - - + =, ɧˊɞɡ 3 2, 1, ( 4)l l lA= + B= - G=- +. 

 Ŭ. ȼ Ůɝɑůɤůɖ ŭŮɜ ˊŬɟɘůŰɎ ŮɡɗŮɑŬ ɧŰŬɜ ɡˊɎɟɢŮɘ lÍ ŰɏŰɞɘɞ, ɩůŰŮ ȷ=0 əŬɘ ȸ=0, ɞˊɧŰŮ: 

2
0 3 2 0 3 2

3
0 1 0 1

1

l l l

l l
l

ë
A= + = =- =-ë ë ë î

Ý Ý Ýì ì ì ì
B= - = =í í í î =í

  

ȹŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ Űɘɛɐ Űɞɡ lÍ  ɔɘŬ Űɖɜ ɞˊɞɑŬ ɜŬ ɘůɢɨŮɘ ȷ=0 əŬɘ ȸ=0, ůɡɜŮˊɩɠ ɖ (1) ˊŬɟɘůŰɎ 

ŮɡɗŮɑŬ ɔɘŬ əɎɗŮ lÍ . 

ɓ. Ŭȭ Űɟɧˊɞɠ 

ȺɝŮŰɎɕɤ Ŭɜ ɡˊɎɟɢŮɘ ůɖɛŮɑɞ ɀ(x0, y0) ɞɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɞɡ ɞˊɞɑɞɡ ɘəŬɜɞˊɞɘɞɨɜ Űɖɜ (1) ɔɘŬ 

əɎɗŮ lÍ . ɄɟɏˊŮɘ 0 0 0 0(3 1) (2 4) 0x y x yl+ - Ö + - - = ɔɘŬ əɎɗŮ lÍ , ɞˊɧŰŮ: 

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

3 1 0 3 1 3 1 3 1 1

2 4 0 2 4 5 5 1 2

x y x y x y y x

x y x y x x y

Äë + - = + = + = + = =ë ë ë ëî
Ý Ý Ý Ýì ì ì ì ì

- - = - = = = =-î í í í íí
  

ȯɟŬ ɧɚŮɠ ɞɘ ŮɡɗŮɑŮɠ ŭɘɏɟɢɞɜŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(1, -2). 

ɓȭ Űɟɧˊɞɠ 

ȹɑɜɤ ůŰɞ ɚ ŭɨɞ ŰɡɢŬɑŮɠ Űɘɛɏɠ əŬɘ ɚɨɜɤ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ Űɤɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ ˊɞɡ ˊɟɞəɨˊŰɞɡɜ. 

ũɘŬ ɚ=0 ɖ (1) ɔɑɜŮŰŬɘ: 2 4 0x y- - =  

ũɘŬ ɚ=1 ɖ (1) ɔɑɜŮŰŬɘ: 5 5 0 5 5 1x x x- = Ý = Ý =  
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2 4 0 2 4 0 1
(1, 2)

1 1 2

x y y x

x x y

- - = - - = =ë ë ë
Ý Ý ÝM -ì ì ì

= = =-í í í
  

ȺɝŮŰɎɕɤ Ŭɜ ɞɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ ɀ ɘəŬɜɞˊɞɘɞɨɜ Űɖɜ (1). 

[3 1 ( 2) 1] [2 1 ( 2) 4] 0 (3 3) (2 2 4) 0 0 0 0l l lÖ + - - Ö + Ö - - - = Ý - Ö + + - = Ý Ö + =, ˊɞɡ 

ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ əɎɗŮ lÍ . 

ȯɟŬ ɧɚŮɠ ɞɘ ŮɡɗŮɑŮɠ ˊɞɡ ɞɟɑɕɞɜŰŬɘ Ŭˊô Űɖɜ (1) ŭɘɏɟɢɞɜŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(1, -2). 

ii . ȼ ŮɡɗŮɑŬ ɖ ŮɑɜŬɘ ˊŬɟɎɚɚɖɚɖ ůŰɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ (1,2)v= , Ůɜɩ ɔɘŬ əɎɗŮ lÍ  ɖ ŮɡɗŮɑŬ ˊɞɡ 

ɞɟɑɕŮŰŬɘ Ŭˊô Űɖɜ (1) ŮɑɜŬɘ ˊŬɟɎɚɚɖɚɖ ůŰɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ ( 1, 3 2)d l l= - - -. ȺɑɜŬɘ: 

1 3 2
/ / / / det( , ) 0 0 2( 1) ( 3 2) 0

1 2
v v

l l
e h d d l l

- - -
Ú Ú = Ú = Ú - - - - = Ú  

2 2lÚ - 3 2l+ + 0 5 0 0l l= Ú = Ú =  

ȯɟŬ ɖ ɕɖŰɞɨɛŮɜɖ ŮɡɗŮɑŬ ŮɑɜŬɘ ɖ 2 4 0x y- - =. 

2. ȹɑɜŮŰŬɘ ŮɡɗɨɔɟŬɛɛɞ ŰɛɐɛŬ ɛŮ ɎəɟŬ ȷ(2, ɚ+1) əŬɘ ȸ(2ɚ-1, 3), lÍ . ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ ɞ 

ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧɠ Űɧˊɞɠ Űɞɡ ɛɏůɞɡ ɀ Űɞɡ ŮɡɗɡɔɟɎɛɛɞɡ ŰɛɐɛŬŰɞɠ ȷȸ. (ȸŬůɘəɐ Ɏůəɖůɖ) 

ȿɨůɖ 

ȰůŰɤ ( , )x yM MM . ȺɑɜŬɘ ŰɧŰŮ:

2 2 1 2 1

2 2 12 2

2 41 3 4

2 2

x x
x

y
y y

l l
l

ll l

M M
M

M
M M

+ - +ë ë
= =î î = +ëî î

Ý Ý Ýì ì ì
= ++ + + íî î= =

î îí í

  

2 2(2 4) 1
2 4 8 1 2 4 7 0

2 4

x y
x y x y

yl

M M

M M M M

M

= - +ë
Ý Ý = - + Ý - + =ì

= -í
  

ȯɟŬ ɞ ɕɖŰɞɨɛŮɜɞɠ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧɠ Űɧˊɞɠ ŮɑɜŬɘ ɖ ŮɡɗŮɑŬ ɛô Ůɝɑůɤůɖ2 4 7 0x y- + =. 

3. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ ɞɝŮɑŬ ɔɤɜɑŬ ˊɞɡ ůɢɖɛŬŰɑɕɞɡɜ ɞɘ ŮɡɗŮɑŮɠ  

1 : ( 1) 1 0x ye m- + + - = əŬɘ 2 : ( 2) 2 0x ye m m+ + + =. (ȸŬůɘəɐ Ɏůəɖůɖ) 

ȿɨůɖ 

ȰůŰɤ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ 1 1/ /d e əŬɘ 2 2/ /d e.ɇɧŰŮ 1 ( 1,1)d m= +  əŬɘ 2 ( 2, )d m m= + -. 

ȷɜ 1 2( , )q d d
Ø

= , ŰɧŰŮ: 
1 2

2 2 2 2
1 2

( 1,1) ( 2, )

( 1) 1 ( 2) ( )

d d m m m
sunq sunq

d d m m m

Ö + Ö + -
= Ý = Ý

Ö + + Ö + + -
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2 2 2

( 1) ( 2)

2 1 1 4 4

m m m
sunq

m m m m m

+ Ö + -
Ý = Ý

+ + + Ö + + +
  

2 2m m m
sunq

+ +
Ý =

2 m+ -

2 22 2 2 4 4m m m m
Ý

+ + Ö + +
 

2

2 2

2 2

2 2 2( 2 2)

m m
sunq

m m m m

+ +
Ý = Ý

+ + Ö + +
 

2 22 2 2 0

2 2

2 22 2

2( 2 2)

m m m mm m
sunq sunq

m m

+ + > + ++ +
Ý = Ý =

+ +
22 ( 2 2)m m+ +

1

2
sunqÝ = Ý  

02

2 4

q p p
sunq q

¢ <

Ý = Ý =   

ȯɟŬ ɖ ɞɝŮɑŬ ɔɤɜɑŬ Űɤɜ ŮɡɗŮɘɩɜ Ů1 əɘ Ů2 ŮɑɜŬɘ 
4

p
q= . 

4. ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ Ůɝɑůɤůɖ 
2 2 2 2 0x y xy x y+ - - + - =. 

Ŭ. ɁŬ ŭŮɘɢɗŮɑ ɧŰɘ ɖ ˊŬɟŬˊɎɜɤ Ůɝɑůɤůɖ ˊŬɟɘůŰɎ ŭɨɞ ŮɡɗŮɑŮɠ Ů1 əɘ Ů2. 

ɓ. ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ ɖ ůɢŮŰɘəɐ ɗɏůɖ Űɤɜ ŭɨɞ ŮɡɗŮɘɩɜ. 

ȿɨůɖ 

Ŭ. ȺɑɜŬɘ: 
2 2 2 22 2 0 (2 1) 2 0x y xy x y x y x y y+ - - + - = Ý - + + + - = 

ŪŮɤɟɞɨɛŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɟɘɩɜɡɛɞ ɛŮ ɎɔɜɤůŰɞ Űɞ x, ɞˊɧŰŮ: 

( ) ( )2 2 2[ 2 1 ] 4 1 2 4y y y yD= - + - Ö Ö + - =4y+ 21 4y+ - 4y- 8 9+ =  

2 2

1 1 02 1 9 2 1 3 2

2 4 2 2 02 1 2

2

y
x

x y x yy y
x x

y x y x y
x

+
=

= + - - =- ° - °
= Ý = Ý Ý Ý

- = - - + =Ö
=

  

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ɞɘ ɕɖŰɞɨɛŮɜŮɠ ŮɡɗŮɑŮɠ ŮɑɜŬɘ 1 : 1 0x ye - - = əɘ 2 : 2 0x ye - + =. 

ɓ. ȺɑɜŬɘ ɚ1=ɚ2=1, ɎɟŬ Ů1//Ů2. 

5. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧ Űɧˊɞ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ Űɞɛɐɠ Űɤɜ ŮɡɗŮɘɩɜ 

1 : ( 2) ( 3) y 0xe l l l- + - - = əɘ 2 : ( 3) ( 2) y 1 0xe l l l+ + + - + =, lÍ . 
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ȿɨůɖ 

ȳˊɤɠ ˊŬɟŬŰɖɟɞɨɛŮ, ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ˊŬɟɘůŰɞɨɜ ŮɡɗŮɑŮɠ ɔɘŬ əɎɗŮ lÍ . ɇɞ ůɖɛŮɑɞ Űɞɛɐɠ Űɤɜ 

ŮɡɗŮɘɩɜ ˊɟɞəɨˊŰŮɘ Ŭˊô Űɖ ɚɨůɖ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ: 

( 2) ( 3) y 0 ( 2) ( 3) y

( 3) ( 2) y 1 0 ( 3) ( 2) y 1

x x

x x

l l l l l l

l l l l l l

- + - - = - + - =ë ë
Ýì ì

+ + + - + = + + + = -í í
  

ȼ ɞɟɑɕɞɡůŬ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ŮɑɜŬɘ: 

( )( )( )( ) ( )2 2
2 3

2 2 3 3 4 9
3 2

D
l l

l l l l l l
l l

- -
= = - Ö + - - Ö + = - - - =
+ +

  

2l= 24 l- - 9 5 0+ =  ̧ 

( )( )( ) ( )2 2
3

2 3 1 2 3 3
1 2

xD
l l

l l l l l l l l l
l l

-
= = Ö + - - Ö - = + - - - + =
- +

 

2l= 22l l+ - 4 3 6 3l l+ - = -  

( )( ) ( ) 2
2

2 1 3
3 1

yD
l l

l l l l l
l l

-
= = - Ö - - Ö + =
+ -

22 2l l l- - + - 3 6 2l l- =- +  

ɇɞ ůɨůŰɖɛŬ ɏɢŮɘ ɛɞɜŬŭɘəɐ ɚɨůɖ: 0 0

6 3 6 2
,

5 5

yx
DD

x y
D D

l l- - +
= = = = . 

ȯɟŬ Űɞ ůɖɛŮɑɞ Űɞɛɐɠ Űɤɜ ŮɡɗŮɘɩɜ Ů1 əɘ Ů2 ŮɑɜŬɘ 
6 3 6 2

( , )
5 5

l l- - +
M , lÍ . 

ɇɧŰŮ:

6 3

5 6 35
5 5 1 5 5 1 0

6 2 5 6 2

5

x
x

x y x y
y

y

l
l

l l

Ä

-ë
=î = -ëî

Ý Ý + =- Ý + + =ì ì
- + =- +íî=

îí

  

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ɞ ɕɖŰɞɨɛŮɜɞɠ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧɠ Űɧˊɞɠ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ Űɞɛɐɠ ŮɑɜŬɘ ɖ ŮɡɗŮɑŬ 5x+5y+1=0. 
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ȺɁɃɇȼɇȷ  ȽȽȽ: ȷˊɧůŰŬůɖ ůɖɛŮɑɞɡ Ŭˊɧ ŮɡɗŮɑŬ ï ȺɛɓŬŭɧɜ Űɟɘɔɩɜɞɡ 

ü ȷˊɧůŰŬůɖ ůɖɛŮɑɞɡ Ŭˊɧ ŮɡɗŮɑŬ 

ȰůŰɤ Ů ɛɘŬ ŮɡɗŮɑŬ Űɞɡ əŬɟŰŮůɘŬɜɞɨ Ůˊɘˊɏŭɞɡ ɛô Ůɝɑůɤůɖ 0, 0 0x y ɐA +B +G= A¸ B¸ 

əŬɘ ɀ(x0, y0) ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ ŮəŰɧɠ ŬɡŰɐɠ. ŪɏɚɞɡɛŮ ɜŬ ɡˊɞɚɞɔɑůɞɡɛŮ Űɖɜ ŬˊɧůŰŬůɖ d(ɀ, Ů) Űɞɡ 

ůɖɛŮɑɞɡ ɀ Ŭˊô Űɖɜ ŮɡɗŮɑŬ Ů. 

 

 

 

 

 

 

 

ȷɜ ɀȭ(x1, y1) ŮɑɜŬɘ ɖ ˊɟɞɓɞɚɐ Űɞɡ ɀ ˊɎɜɤ ůŰɖɜ Ů, ŰɧŰŮ ɗŬ ɘůɢɨŮɘ: d( , ) ȭeM = MM (1) 

ȰůŰɤ ŭɘɎɜɡůɛŬ ( , )v= AB. ȺɑɜŬɘ v ê əɘ ŮˊŮɘŭɐ ȭ eMM ^ , ɗŬ ŮɑɜŬɘ / /v ȭMM . 

ȯɟŬ ɗŬ ɡˊɎɟɢŮɘ lÍ  ŰɏŰɞɘɞɠ ɩůŰŮ: ( )1 0 1 0, ( , )ȭ v x x y yl lMM = Ö Ý - - = Ö A B Ý  

1 0 1 0 1 0 1 0, ,x x y y x x y yl l l lÝ - = ÖA - = ÖBÝ = + ÖA = + ÖB (2) 

ȼ (1) ɔɑɜŮŰŬɘ: 
2 2d( , ) ȭ v ve l l lM = MM = Ö = Ö = Ö A +B (3). 

ɇɞ ůɖɛŮɑɞ ɀȭ ŬɜɐəŮɘ ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬ Ů, ɞˊɧŰŮ:
(2)

1 1 0 00 ( ) ( ) 0x y x yl lA +B +G= ÚA + ÖA +B + ÖB +G= Ú  

( )2 2 2 2

0 0 0 00 0x y x yl l lÚA + ÖA +B + ÖB +G= Ú A +B Ö +A +B +G= Ú  

0 0

2 2

x y
l

A +B +G
Ú =-

A +B
  

ȷɜŰɘəŬɗɘůŰɩɜŰŬɠ ůŰɖɜ (3) ɏɢɞɡɛŮ:

0 02 2 2 20 0

2 2 2 2
d( , )

x yx y
M e

A +B +GA +B +G
= - Ö A +B = Ö A +B Ý

A +B A +B
  

0 0

2 2
d( , )

x y
e

A +B +G
Ý M =

A +B
  

¶ ɀ(x0, y0) 

Mȭ(x1, y1) ¶  
( , )v= AB  

Ƀ x 

y 

xȭ 

yȭ 

Ů 
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ȷˊɞŭŮɑɢɗɖəŮ ɚɞɘˊɧɜ ɧŰɘ ɖ ŬˊɧůŰŬůɖ Ůɜɧɠ ůɖɛŮɑɞɡ ɀ(x0, y0) Ŭˊɧ ɛɘŬ ŮɡɗŮɑŬ 

Ů:ȷx+ȸy+ũ=0, ŭɑɜŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞɜ Űɨˊɞ: 

 

 

ũɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ, ɖ ŬˊɧůŰŬůɖ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ ɀ(2, -1) Ŭˊô Űɖɜ ŮɡɗŮɑŬ Ů:6x-8y-1=0 ŮɑɜŬɘ: 

2 2

6 2 8 ( 1) 1 12 8 1 19 19
d( , )

1036 64 1006 ( 8)
e

Ö - Ö - - + -
M = = = =

++ -
  

ü ȺɛɓŬŭɧɜ Űɟɘɔɩɜɞɡ 

ȰůŰɤ ŰɟɑŬ ɛɖ-ůɡɜŮɡɗŮɘŬəɎ ůɖɛŮɑŬ ȷ(x1, y1), ȸ(x2, y2) əŬɘ ũ(x3, y3), ŰŬ ɞˊɞɑŬ ŬˊɞŰŮɚɞɨɜ 

əɞɟɡűɏɠ Űɟɘɔɩɜɞɡ ABG. ŪɏɚɞɡɛŮ ɜŬ ɡˊɞɚɞɔɑůɞɡɛŮ Űɞ ŮɛɓŬŭɧɜ Űɞɡ Űɟɘɔɩɜɞɡ ABG. 

 

 

 

 

 

 

 

 

ȰůŰɤ ȷȹ Űɞ ɨɣɞɠ Űɞɡ Űɟɘɔɩɜɞɡ. ɇɧŰŮ: 
1

( ) ( ) ( )
2

ABG = Ö BG Ö AD (1). 

ȺɑɜŬɘ 
2 2

3 2 3 2( ) ( ) ( )x x y yBG = BG = - + - əŬɘ 
2 2

1 1( ) ( ) ( )x x y yAD = AD = - + - . 

¶ ȷɜ 2 3x x̧ , ŰɧŰŮ ɖ ŮɡɗŮɑŬ ȸũ ɏɢŮɘ ůɡɜŰŮɚŮůŰɐ ŭɘŮɨɗɡɜůɖɠ 3 2

3 2

y y

x x
l

-
=
-

 əɘ Ůɝɑůɤůɖ 

( )( )( )3 2
2 2 2 3 2 3 2 2

3 2

( ) ( ) 0
y y

y y x x y y x x y y x x
x x

-
- = Ö - Ú - Ö - - - Ö - =

-
 (2) 

¶ ȷɜ 2 3x x= , ŰɧŰŮ ɖ ŮɡɗŮɑŬ ȸũ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 3x x= , ɖ ɞˊɞɑŬ ˊŬɑɟɜŮɘ əɘ ŬɡŰɐ Űɖ 

ɛɞɟűɐ (2). 

ȯɟŬ ůŮ əɎɗŮ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɖ ŮɡɗŮɑŬ ȸũ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ (2), ɖ ɞˊɞɑŬ ɛŮŰɎ Űɘɠ ˊɟɎɝŮɘɠ 

ɔɑɜŮŰŬɘ: ( )3 2 3 2 2 3 3 2( ) ( ) 0y y x x x y y x y x- - - + - =. 

ȼ ŬˊɧůŰŬůɖ (ȷȹ) Űɞɡ ȷ Ŭˊô Űɖ ȸũ ŮɑɜŬɘ: 

0 0

2 2
d( , )

x y
e

A +B +G
M =

A +B
  

ȷ(x1, y1) 

B(x2, y2) ũ(x3, y3) ȹ(x, y)  
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( )3 2 1 3 2 1 2 3 3 2

2 2

3 2 3 2

( ) ( )
( )

( ) ( )

y y x x x y y x y x

y y x x

- - - + -
AD =

- + -
 (3) 

ȺɑɜŬɘ ( )2 1 2 1,x x y yAB= - - əŬɘ ( )3 1 3 1,x x y yAG= - -, ɞˊɧŰŮ: 

( )( )( )( )2 1 2 1

2 1 3 1 2 1 3 1

3 1 3 1

det( , )
x x y y

x x y y y y x x
x x y y

- -
AB AG = = - Ö - - - Ö -

- -
= 

( )3 2 1 3 2 1 2 3 3 2( ) ( )y y x x x y y x y x=- - + - - -  

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ɖ (3) ɔɑɜŮŰŬɘ: 
det( , )

( ) det( , ) ( ) ( )
( )

- AB AG
AD = Ý AB AG = BG Ö AD

BG
  

ȯɟŬ ɖ (1) ɔɑɜŮŰŬɘ: 
1 1

( ) ( ) ( ) ( ) det( , )
2 2

ABG = Ö BG Ö AD Ý ABG = AB AG. 

ȳɛɞɘŬ ŬˊɞŭŮɘəɜɨŮŰŬɘ ɧŰɘ: 
1 1

( ) det( , ) det( , )
2 2

ABG = BA BG = GA GB. 

ȷˊɞŭŮɑɢɗɖəŮ ɚɞɘˊɧɜ ɧŰɘ Űɞ ŮɛɓŬŭɧɜ Űɟɘɔɩɜɞɡ ABG ŭɑɜŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞɜ Űɨˊɞ: 

 

 

ũɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ, Ŭɜ ɞɘ əɞɟɡűɏɠ Ůɜɧɠ Űɟɘɔɩɜɞɡ ŮɑɜŬɘ ȷ(2, -3), ȸ(1, 5) əŬɘ ũ(2, 2), ŰɧŰŮ 

(1 2,5 ( 3)) ( 1,8), (2 1,2 5) (1, 3)AB= - - - = - AG= - - = -, ɞˊɧŰŮ: 

1 81 1 1 1 5
( ) det( , ) 3 8 5

1 32 2 2 2 2

-
ABG = AB AG = = - = - =

-
. 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

1 1 1
( ) det( , ) det( , ) det( , )

2 2 2
ABG = AB AG = BA BG = GA GB  
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ȿɡɛɏɜŬ ˊŬɟŬŭŮɑɔɛŬŰŬ 

1. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ: 

Ŭ. Űɖɜ ŬˊɧůŰŬůɖ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ ȷ(-2, 3) Ŭˊô Űɖɜ ŮɡɗŮɑŬ : 6 8 1 0x ye - + =  

ɓ. Űɘɠ Űɘɛɏɠ Űɞɡ lÍ  ɔɘŬ Űɘɠ ɞˊɞɑŮɠ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ȸ(2, -1) ŬˊɏɢŮɘ Ŭˊô Űɖɜ ŮɡɗŮɑŬ 

( ): 1 2 1 0ȭ x ye l l l- + - + = ŬˊɧůŰŬůɖ d 3= . 

ȿɨůɖ 

Ŭ. ȺɑɜŬɘ 
( )

2 2

6 2 8 3 1 12 24 1 35 35 7
d( , )

10 236 64 1006 ( 8)
e

Ö - - Ö +- - + -
A = = = = =

++ -
  

ɓ. ȼ Ůȭ ˊŬɟɘůŰɎ ŮɡɗŮɑŬ ɔɘŬ əɎɗŮ lÍ , ɞˊɧŰŮ: 

2 2

2( 1) 2 ( 1) 2 1
d( , ) 3 3

( 1)
ȭ

ll l l
e

l l

- Ö + Ö - - +
B = Ú = Ú

- +

2 2l l- - -

2 2

1
3

2 1l l l

+
= Ú

- + +
  

2 2

2

1
3 ( 1) 3 (2 2 1) 1 6 6 3

2 2 1

l
l l l l l l

l l

- -
Ú = Ú - + = Ö - + Ú + = - + Ú

- +
  

2 2 2 2 2( 1) 6 6 3 2 1 6 6 3 5 8 2 0l l l l l l l l lÚ + = - + Ú + + = - + Ú - + =  

ɇɞ Űɟɘɩɜɡɛɞ ɏɢŮɘ ŭɘŬəɟɑɜɞɡůŬ 
2( 8) 4 5 2 64 40 24D= - - Ö Ö = - =, ɞˊɧŰŮ: 

1

1,2

2

4 6

( 8) 24 8 2 6 5

2 5 10 4 6

5

l

l

l

+
=

- - ° °
= = Ý

Ö -
=

  

2. ȹɑɜɞɜŰŬɘ ɞɘ ŮɡɗŮɑŮɠ 1 : 4 3 2 0x ye - + = əɘ 2
4

: y 2
3

xe = -. 

Ŭ. ɁŬ ŭŮɘɢɗŮɑ ɧŰɘ 1 2/ /e e. 

ɓ. ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ ɖ ŬˊɧůŰŬůɖ Űɤɜ ŮɡɗŮɘɩɜ Ů1 əɘ Ů2. (ȸŬůɘəɐ Ɏůəɖůɖ) 

ȿɨůɖ 

Ŭ. ȺɑɜŬɘ 1 2 1 2

4 4
/ /

3 3
l l e e
-
= = = Ý
-

. 

ɓ. ȸɟɑůəɤ ŬɟɢɘəɎ ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ Ů2. ŪɏŰɤ x=0, ɞˊɧŰŮ: 

4
0 2 2 (0, 2)

3
y y= Ö - Ý =- ÝM -  
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ȺɑɜŬɘ ŰɧŰŮ: 

1 2 1
2 2

4 0 3 ( 2) 2 6 2 8
d( , ) d(ɀ, )

5254 3
e e e

Ö - Ö - + +
= = = =

+
  

3. ȹɑɜɞɜŰŬɘ ɞɘ ˊŬɟɎɚɚɖɚŮɠ ŮɡɗŮɑŮɠ 1 :3 5 11 0x ye - + =əɘ 1 :3 5 3 0x ye - - =. ɁŬ 

ɓɟŮɗŮɑ ɖ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɛŮůɞˊŬɟɎɚɚɖɚɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ Űɤɜ Ů1 əɘ Ů2. (ȸŬůɘəɐ Ɏůəɖůɖ) 

ȿɨůɖ 

ȰůŰɤ ȷ(x0, y0) ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ɛŮůɞˊŬɟɎɚɚɖɚɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ Űɤɜ Ů1 əɘ Ů2. ȺˊŮɘŭɐ əɎɗŮ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ 

ɛŮůɞˊŬɟɎɚɚɖɚɖɠ ɘůŬˊɏɢŮɘ Ŭˊô Űɘɠ ŮɡɗŮɑŮɠ Ů1 əɘ Ů2, ɗŬ ŮɑɜŬɘ:  

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

3 5 11 3 5 3
3 5 11 3 5 3

3 5 11 3 5 3

x y x y
x y x y

x y x y

- + = - -ë
Ú - + = - - Ú Úì

- + =- + +í
 

0 0

0 0

0 0

0 0 14
3 5 4 0

6 10 8 0

x y
x y

x y

+ =-ë
Ú Ý - + =ì

- + =í
 (ɖ Ůɝɑůɤůɖ 0 00 0 14x y+ =-ŮɑɜŬɘ ŬŭɨɜŬŰɖ) 

Ƀɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ ȷ ɘəŬɜɞˊɞɘɞɨɜ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ 3 5 4 0x y- + =, ůɡɜŮˊɩɠ ɖ 

ɛŮůɞˊŬɟɎɚɚɖɚɖ Űɤɜ  Ů1 əɘ Ů2 ŮɑɜŬɘ ɖ :3 5 4 0x ye - + =. 

4. ȼ ŮɡɗŮɑŬ : 2 5 5 0x ye + - = ŮɑɜŬɘ ɖ ɛŮůɞˊŬɟɎɚɚɖɚɖ ŭɨɞ ŮɡɗŮɘɩɜ Ů1 əɘ Ů2, ɔɘŬ Űɘɠ 

ɞˊɞɑŮɠ ɘůɢɨŮɘ d(Ů1, Ů2)=12. ɁŬ ɓɟŮɗɞɨɜ ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɤɜ ŮɡɗŮɘɩɜ Ů1 əɘ Ů2.           

(ȸŬůɘəɐ Ɏůəɖůɖ) 

ȿɨůɖ 

ȺɑɜŬɘ ( ) ( ) ( )1 2 1 2d ,  12 d ,  d , 6 e e e e e e= Ú = =, ŭɖɚŬŭɐ ɞɘ ɕɖŰɞɨɛŮɜŮɠ ŮɡɗŮɑŮɠ ŮɑɜŬɘ Űɞ 

ůɨɜɞɚɞ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ ɀ(x0, y0), ɔɘŬ ŰŬ ɞˊɞɑŬ ɘůɢɨŮɘ d(ɀ, Ů)=6. ȺɑɜŬɘ ŰɧŰŮ: 

( ) 0 0 0 0

0 0
2 2

2 5 5 2 5 5
d ,  6 6 6 2 5 5 6 29

292 ( 5)

x y x y
x ye

- - - -
M = Ú = Ú = Ú - - = Ú

+ -
  

0 0 0 0

0 0 0 0

2 5 5 6 29 2 5 5 6 29 0

2 5 5 6 29 2 5 5 6 29 0

x y x y

x y x y

ë ë- - = - - - =î î
Ú Úì ì

- - =- - - + =î îí í

  

ȯɟŬ ɞɘ ɕɖŰɞɨɛŮɜŮɠ ŮɡɗŮɑŮɠ ŮɑɜŬɘ ɞɘ 1 : 2 5 5 6 29 0x ye - - - = əɘ 

2 : 2 5 5 6 29 0x ye - - + =. 

5. ɁŬ ŭŮɘɢɗŮɑ ɧŰɘ ɖ ŮɡɗŮɑŬ : 7 4 16 0x ye + - = ŮɑɜŬɘ ɛɑŬ Ŭˊô Űɘɠ ŭɘɢɞŰɧɛɞɡɠ Űɤɜ ɔɤɜɘɩɜ 

ˊɞɡ ůɢɖɛŬŰɑɕɞɡɜ ɞɘ ŮɡɗŮɑŮɠ 1 :3 4 4 0x ye - - = əɘ 2 :5 12 4 0x ye - - =. (ȸŬůɘəɐ 

Ɏůəɖůɖ) 

ȿɨůɖ 

ȷɟəŮɑ ɜŬ ŭŮɑɝɞɡɛŮ ɧŰɘ əɎɗŮ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ Ů ɘůŬˊɏɢŮɘ Ŭˊô Űɘɠ Ů1 əɘ Ů2. 



ɥɻʃʂʈɻʐʅʆʗ ɩʍʋʎɻʉɻʐʋʇʅʎʈʋʞ ɛ˃ ɤʑʆʀʚʋʑ 

ɫʐʗʈʋʑ ɜʅʗʉʉʂʏ ɫʀʇʚɿɻ 90 
 

ȰůŰɤ ŰɡɢŬɑɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(x0, y0) Űɖɠ Ů. ɇɧŰŮ:

0 0
0 0 0 0 0 0

7 16 7 16
7 4 16 0 4 7 16 ( , )

4 4

x x
x y y x y x

- + - +
+ - = Ý =- + Ý = ÝM   

0
0

0 0 0 0

1
2 2

7 16
3 4 4

3 ( 7 16) 4 3 7 16 44
d(ɀ, )

5253 ( 4)

x
x

x x x x
e

- +
- Ö -

- - + - + - -
= = = =

+ -
  

0 0

0

10 20 10 2
2 2

5 5

x x
x

- -
= = = -  

0

2

5 12

d(ɀ, )

x

e

-

=

3

0

0 0 0 0

2 2

7 16
4

5 3( 7 16) 4 5 21 48 44

131695 ( 12)

x

x x x x

- +
Ö -

- - + - + - -
= = =

+ -
 

0 0

0

26 52 26 2
2 2

13 13

x x
x

- -
= = = -  

ȺɑɜŬɘ d(M, Ů1)=d(ɀ, Ů2), ɎɟŬ əɎɗŮ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ Ů ɘůŬˊɏɢŮɘ Ŭˊô Űɘɠ ŮɡɗŮɑŮɠ Ů1 əɘ Ů2, ůɡɜŮˊɩɠ ɖ 

ŮɡɗŮɑŬ : 7 4 16 0x ye + - = ŮɑɜŬɘ ɛɑŬ Ŭˊô Űɘɠ ŭɘɢɞŰɧɛɞɡɠ Űɤɜ ɔɤɜɘɩɜ ˊɞɡ ůɢɖɛŬŰɑɕɞɡɜ ɞɘ 

ŮɡɗŮɑŮɠ Ů1 əɘ Ů2. 

6. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɤɜ ŭɘɢɞŰɧɛɤɜ Űɤɜ ɔɤɜɘɩɜ ˊɞɡ ůɢɖɛŬŰɑɕɞɡɜ ɞɘ ŮɡɗŮɑŮɠ 

1 : 2 3 0x ye + + = əɘ 2 : 2 4 9 0x ye + - = .                                                              

ɄɞɘŬ ŮɑɜŬɘ ɖ ŭɘɢɞŰɧɛɞɠ Űɖɠ ɞɝŮɑŬɠ ɔɤɜɑŬɠ; (ȸŬůɘəɐ Ɏůəɖůɖ) 

ȿɨůɖ 

ȺɑɜŬɘ 1

2
2

1
l=- =- əŬɘ 2

2 1

4 2
l=- =- , ŭɖɚŬŭɐ 1 2l l¸ , ɞˊɧŰŮ ɞɘ ŮɡɗŮɑŮɠ Ů1 əɘ Ů2 

ŰɏɛɜɞɜŰŬɘ. 

ũɘŬ əɎɗŮ ůɖɛŮɑɞ ɀ(x0, y0) Űɖɠ ŭɘɢɞŰɧɛɞɡ Űɖɠ ɔɤɜɑŬɠ ˊɞɡ ůɢɖɛŬŰɑɕɞɡɜ ɞɘ Ů1 əɘ Ů2, ɘůɢɨŮɘ ɧŰɘ: 

0 0 0 0

1 2
2 2 2 2

2 3 2 4 9
d(ɀ, ) d(ɀ, )

2 ( 1) 2 4

x y x y
e e

+ + + -
= Ú = Ú

+ - +
  

0 0 0 0 0 02 3 2 4 9 2 3

5 20 5

x y x y x y+ + + - + +
Ú = Ú

0 02 4 9

2 5

x y+ -
= Ú  

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

2(2 3) 2 4 9
2 2 3 2 4 9

2(2 3) 2 4 9

x y x y
x y x y

x y x y

+ + = + -ë
Ú + + = + - Ú Úì

+ + =- - +í
  

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

4 2 6 2 4 9 2 2 15 0 2 2 15 0

4 2 6 2 4 9 6 6 3 0 2 2 1 0

x y x y x y x y

x y x y x y x y

+ + = + - - + = - + =ë ë ë
Ú Ú Úì ì ì

+ + =- - + + - = + - =í í í
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ȯɟŬ ɞɘ ɕɖŰɞɨɛŮɜŮɠ ŭɘɢɞŰɧɛɞɘ ŮɑɜŬɘ 1 : 2 2 15 0x yd - + = əŬɘ 2 : 2 2 1 0x yd + - =. 

ũɘŬ ɜŬ ɓɟɤ ˊɞɘŬ Ŭˊô Űɘɠ ŭɨɞ ŮɑɜŬɘ ɖ ŮɡɗŮɑŬ Űɖɠ ŭɘɢɞŰɧɛɞɡ Űɖɠ ŮůɤŰŮɟɘəɐɠ ɔɤɜɑŬɠ, ˊŬɑɟɜɤ ɏɜŬ 

ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ Ů1 ɐ Űɖɠ Ů2 əŬɘ ɓɟɑůəɤ Űɖɜ ŬˊɧůŰŬůɐ Űɞɡ Ŭˊô Űɘɠ ŭ1 əŬɘ ŭ2. 

ɆŰɖɜ Ů1, ɔɘŬ x=0 ŮɑɜŬɘ y=-3, ɎɟŬ ȷ(0, -3). 

1
2 2

2 0 2 ( 3) 15 6 15 21
d(ȷ, )

40 2 102 ( 6)
d

Ö - Ö - + +
= = =

+ -
 əŬɘ 

1
2 2

2 0 2 ( 3) 1 6 1 7
d(ȷ, )

40 2 102 ( 6)
d

Ö + Ö - - - -
= = =

+ -
 

ȺɑɜŬɘ 1 2d(ȷ, ) d(ȷ, )d d> , ɎɟŬ ɖ 2 : 2 2 1 0x yd + - =ŮɑɜŬɘ ɖ ŭɘɢɞŰɧɛɞɠ Űɖɠ ɞɝŮɑŬɠ ɔɤɜɑŬɠ. 

 

7. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ ŮɛɓŬŭɧɜ Űɞɡ Űɟɘɔɩɜɞɡ ůŮ əŬɗŮɛɑŬ Ŭˊô Űɘɠ ˊŬɟŬəɎŰɤ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ: 

Ŭ. ȷ(2, 3), ȸ(-1, -1), ũ(0, 4) 

ɓ. ȷ(-1, 0), ȸ(3, 4), ũ(-5, -4) 

ȿɨůɖ 

Ŭ. ȺɑɜŬɘ ( 1 2, 1 3) ( 3, 4)AB= - - - - = - - əŬɘ ((0 ( 1),4 ( 1)) (1,5)AG= - - - - =, ɞˊɧŰŮ: 

 
3 41 1 1 1 1 11

( ) det( , ) 15 ( 4) 15 4 11
1 52 2 2 2 2 2

- -
ABG = Ö AB AG = Ö = Ö- - - = Ö- + = Ö- =  

ŭ1 

ŭ2 
1 : 2 3 0x ye + + = 

2 : 2 4 9 0x ye + - = 
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ɓ. ȺɑɜŬɘ (3 ( 1),4 0) (4,4)AB= - - - = əŬɘ ( 5 ( 1), 4 0) ( 4, 4)AG= - - - - - = - -, ɞˊɧŰŮ: 

4 41 1 1 1
( ) det( , ) 16 ( 16) 0 0

4 42 2 2 2
ABG = Ö AB AG = Ö = Ö- - - = Ö =

- -
, ɎɟŬ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ   

ȷ, ȸ əŬɘ ũ ŮɑɜŬɘ ůɡɜŮɡɗŮɘŬəɎ. 

8. ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ Űɞ ŮɛɓŬŭɧɜ Űɞɡ ŰŮŰɟŬˊɚŮɨɟɞɡ ȷȸũȹ, ɛŮ əɞɟɡűɏɠ ȷ(0,2), ȸ(2, 5), ũ(4, -1) 

əŬɘ ȹ(3, -6). 

ȿɨůɖ 

 

ȺɑɜŬɘ (ȷȸũȹ)=(ȷȸũ)+(ȷȹũ), ɞˊɧŰŮ: 

(2 0,5 2) (2,3), (4 0, 1 2) (4, 3), (3 0, 6 2) (3, 8)AB= - - = AG= - - - = - AD= - - - = - 

2 3
det( , ) 6 12 18

4 3
AB AG = =- - =-

-
 əŬɘ 

3 8
det( , ) 9 ( 32) 9 32 23

4 3

-
AD AG = =- - - =- + =

-
 , ůɡɜŮˊɩɠ ɏɢɞɡɛŮ: 

1 1 1 1
( ) ( ) ( ) det( , ) det( , ) 18 23

2 2 2 2
ABGD = ABG + ADG = Ö AB AG + Ö AD AG = Ö- + Ö =  

18 23 41

2 2 2
= + =   
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9. ȰůŰɤ Űɟɑɔɤɜɞ ABG, ɛŮ əɞɟɡűɏɠ ȷ(-3, 5), ȸ(1, 1) əŬɘ ũ(9, -3). ŪŮɤɟɞɨɛŮ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ 

ȹ, Ⱥ əŬɘ Ȼ ŰɏŰɞɘŬ, ɩůŰŮ:
1 3

,
4 4

AD= AB AE= AG əŬɘ 
1

2
BZ= BG. ɁŬ ɡˊɞɚɞɔɑůŮŰŮ 

Űɞ ŮɛɓŬŭɧɜ Űɞɡ Űɟɘɔɩɜɞɡ DEZ. 

ȿɨůɖ 

 

 

  

 

 

 

       

 

 

ȺɑɜŬɘ (1 ( 3),1 5) (4, 4), (9 ( 3), 3 5) (12, 8)AB= - - - = - AG= - - - - = - əŬɘ 

(9 1, 3 1) (8, 4)BG= - - - = -, ɞˊɧŰŮ ɏɢɞɡɛŮ: 

3 1 3 1
(4, 4) (8, 4) (3, 3) (4, 2) (7, 5)

4 2 4 2
DZ=DB+BZ= AB+ BG= - + - = - + - = -  

3 1 3 1
(12, 8) (4, 4) (9, 6) (1, 1) (8, 5)

4 4 4 4
DE=AE-AD= AG- AB= - - - = - - - = -  

ȯɟŬ 
7 51 1 1 1 5

( ) det( , ) 35 ( 40) 35 40
8 52 2 2 2 2

-
DEZ = DZ DE = = - - - = - + =

-
. 

10. ȹɑɜɞɜŰŬɘ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ(2, -1) əŬɘ ȸ(-2, 3). ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ɀ(Ŭ, ɓ) Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ 

Ů:2x+y-7=0, ɔɘŬ ŰŬ ɞˊɞɑŬ Űɞ ŮɛɓŬŭɧɜ Űɞɡ Űɟɘɔɩɜɞɡ MAB ŮɑɜŬɘ 12 ŰŮŰɟŬɔɤɜɘəɏɠ 

ɛɞɜɎŭŮɠ. 

ȿɨůɖ 

ũɘŬ Űɘɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ ɀ(Ŭ, ɓ) ɏɢɞɡɛŮ ɧŰɘ: 2 7 0 7 2a b b a+ - = Ý = -, 

ɞˊɧŰŮ ɀ(Ŭ, 7-2Ŭ). 

ȺɑɜŬɘ: (2 , 1 (7 2 )) (2 , 8 2 )a a a aMA= - - - - = - - + əŬɘ 

( 2 ,3 (7 2 )) ( 2 , 4 2 )a a a aMB= - - - - = - - - +  

 

ȷ(-3, 5) 

ȸ(1, 1) ũ(9, 3) 

  ȹ 

  

  Ⱥ 

Ȼ 



ɥɻʃʂʈɻʐʅʆʗ ɩʍʋʎɻʉɻʐʋʇʅʎʈʋʞ ɛ˃ ɤʑʆʀʚʋʑ 

ɫʐʗʈʋʑ ɜʅʗʉʉʂʏ ɫʀʇʚɿɻ 94 
 

2 8 21 1
( ) 12 det( , 12 12

2 4 22 2

a a

a a

- - +
MAB = Ú MA MB = Ú = Ú

- - - +
  

1
(2 ) ( 4 2 ) ( 8 2 ) ( 2 ) 12

2
a a a aÚ - Ö - + - - + Ö - - = Ú  

2 21
8 4 4 2 (16 8 4 2 ) 12

2
a a a a a aÚ - + + - - + - - = Ú  

21
8 8 2

2
a aÚ - + - 216 4 2a a- - +

4 24 24
12 4 24 24

4 24 24

a
a

a

- =ë
= Ú - = Ú Úì

- =-í
  

4 48 12

4 0 0

a a

a a

= =ë ë
Ú Úì ì

= =í í
  

ũɘŬ Ŭ=0 ŮɑɜŬɘ ɓ= -7, ɞˊɧŰŮ ɀ1(0, -7), Ůɜɩ ɔɘŬ Ŭ=12 ŮɑɜŬɘ ɓ= -17, ɞˊɧŰŮ ɀ2(12, -17). 
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ȺɟɤŰɐůŮɘɠ əŬŰŬɜɧɖůɖɠ 2
ɞɡ

 əŮűŬɚŬɑɞɡ 

1. Ɂô ŬˊŬɜŰɐůŮŰŮ ɛŮ ɆɤůŰɧ (Ɇ) ɐ ȿɎɗɞɠ (ȿ) ůŰɘɠ ˊŬɟŬəɎŰɤ ˊɟɞŰɎůŮɘɠ: 

¶ ȼ ŮɡɗŮɑŬ 
1

1
2

y x=- -ůɢɖɛŬŰɑɕŮɘ ɛŮ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx ŬɛɓɚŮɑŬ ɔɤɜɑŬ.  

¶ Ƀɘ ŮɡɗŮɑŮɠ 2y= əŬɘ 2 3y x= +ŮɑɜŬɘ ˊŬɟɎɚɚɖɚŮɠ. 

¶ ȼ ŮɡɗŮɑŬ 
2( 1) 5 0x ya + - =ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɖɜ Ŭɟɢɐ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ. 

¶ ȼ Ůɝɑůɤůɖ 1 ( 5)y xl+ = -́ ŬɟɘůŰɎ, ɔɘŬ əɎɗŮ lÍ , ɧɚŮɠ Űɘɠ ŮɡɗŮɑŮɠ ˊɞɡ 

ŭɘɏɟɢɞɜŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(5, -1).  

¶ ȼ ŮɡɗŮɑŬ : 3 1 0x ye + - =ŮɑɜŬɘ əɎɗŮŰɖ ůŰɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ (3 , ), 0d a a a= .̧ 

¶ ȼ ŮɡɗŮɑŬ ˊɞɡ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ ȷ(-2, 3) əŬɘ ŮɑɜŬɘ əɎɗŮŰɖ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ yȭy, ɏɢŮɘ 

Ůɝɑůɤůɖ 2x=-. 

¶ Ƀɘ Ůɝɑůɤůɖ ( 2) ( 2) 3 1 0x ya a a- + + + - =ˊŬɟɘůŰɎ ŮɡɗŮɑŬ ɔɘŬ əɎɗŮ aÍ . 

¶ ɇɞ ůɖɛŮɑɞ Ⱦ(0, -4) ŬˊɏɢŮɘ Ŭˊô Űɖɜ ŮɡɗŮɑŬ 1x=-ŬˊɧůŰŬůɖ ɑůɖ d=1. 

¶ ȼ Ŭɟɢɐ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ Ƀ(0, 0) ŬˊɏɢŮɘ Ŭˊô Űɖɜ ŮɡɗŮɑŬ 2 3 0x y- =ŬˊɧůŰŬůɖ 
1

d
13

= . 

¶ ɇŬ ůɖɛŮɑŬ Ƀ(0, 0), ȷ(Ŭ, 0) əŬɘ ȸ(0, ɓ), ɛŮ Ŭ, ɓ>0, ůɢɖɛŬŰɑɕɞɡɜ Űɟɑɔɤɜɞ ɛô ŮɛɓŬŭɧɜ 

2

a bÖ
 . 

2. ȼ ŮɡɗŮɑŬ ˊɞɡ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ(-1, 1) əŬɘ ȸ(3, -5) ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ: 

Ŭ.3 2 1 0x y- - =     ɓ. 3 2 1 0x y+ + =     ɔ. 6 4 1 0x y+ - = 

3. ȼ ŮɡɗŮɑŬ ˊɞɡ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ(1, 3) əŬɘ ȸ(Ŭ, ɓ),1a¸, ɏɢŮɘ ůɡɜŰŮɚŮůŰɐ 
ŭɘŮɨɗɡɜůɖɠ ɚ=1. ɇɧŰŮ: 

Ŭ. Ŭ+ɓ=2,     ɓ. Ŭ-ɓ=2,     ɔ. ɓ-Ŭ=2,     ŭ.Ŭ=ɓ,     Ů. ɓ=Ŭ+1 

4. ȷɜ ɖ ŮɡɗŮɑŬ 0x yA +B +G=ɏɢŮɘ ůɡɜŰŮɚŮůŰɐ ŭɘŮɨɗɡɜůɖɠ, ŰɧŰŮ ůɡɛˊŮɟŬɑɜɞɡɛŮ ɧŰɘ: 

Ŭ. 0G¸,     ɓ. 0A¸,     ɔ. 0B¸,     ŭ. 0A¸əŬɘ 0B¸ 

5. Ɂô ŬɜŰɘůŰɞɘɢɑůŮŰŮ ůŮ əɎɗŮ ŮɡɗŮɑŬ Űɖɠ ˊɟɩŰɖɠ ůŰɐɚɖɠ Űɞ ůɡɜŰŮɚŮůŰɐ ŭɘŮɨɗɡɜůɐɠ Űɖɠ 

ůŰɖ ŭŮɨŰŮɟɖ ůŰɐɚɖ: 

         ɆŰɐɚɖ 1                                                                     ɆŰɐɚɖ 2 

1 : 2 2 5 0x ye - + =                                                            0l=   

2 : 1ye =-                                                                          3l=                                                  

3 : 4xe =                                                                             1l=   

4 : 3y xe =-                                                                        ŭŮɜ ɞɟɑɕŮŰŬɘ 

5

1
:

3
x ye =                                                                      3l=- 

6. ɀɘŬ ŮɡɗŮɑŬ əɎɗŮŰɖ ůŰɖɜ 0y=  ŮɑɜŬɘ ɖ: 

Ŭ. 5y=-,     ɓ. 2 9 0x y- - =,     ɔ. 2x=- ,     ŭ.y x=-  

7. ȷɜ ɞɘ ŮɡɗŮɑŮɠ 1 : ( 1) ( 1) 0x ye l l l- + + - = əɘ 2 : 2 ( 1) 2 0x ye l l+ + + + = ŮɑɜŬɘ 

ˊŬɟɎɚɚɖɚŮɠ ŰɧŰŮ: 

Ŭ. ɚ=1,     ɓ. ɚ= -1,     ɔ. ɚ=2,     ŭ. ɚ=3,     Ů. ɚ=0 

 



ɥɻʃʂʈɻʐʅʆʗ ɩʍʋʎɻʉɻʐʋʇʅʎʈʋʞ ɛ˃ ɤʑʆʀʚʋʑ 

ɫʐʗʈʋʑ ɜʅʗʉʉʂʏ ɫʀʇʚɿɻ 96 
 

8. ɀŮ ɓɎůɖ Űɞ ˊŬɟŬəɎŰɤ ůɢɐɛŬ, ɜô ŬɜŰɘůŰɞɘɢɑůŮŰŮ əɎɗŮ ŮɡɗŮɑŬ Űɖɠ ˊɟɩŰɖɠ ůŰɐɚɖɠ ɛŮ 

Űɖɜ Ůɝɑůɤůɐ Űɖɠ ůŰɖ ŭŮɨŰŮɟɖ ůŰɐɚɖ. 

 

 
 

ɆŰɐɚɖ 1                                                             ɆŰɐɚɖ 2 

    Ů1:                                                                                                          4y=       

    Ů2:                                                                   5 6 0x y+ - =  

    Ů3:                                                                   2x=-  

    Ů4:                                                                   y x=-  

    Ů5:                                                                   
1

3 0
2

x y- + =  

9. ɄɞɘŬ Ŭˊô Űɘɠ ˊŬɟŬəɎŰɤ ŮɡɗŮɑŮɠ ŬˊɏɢŮɘ Űɖ ɛŮɔŬɚɨŰŮɟɖ ŬˊɧůŰŬůɖ Ŭˊô Űɖɜ Ŭɟɢɐ Űɤɜ 

Ŭɝɧɜɤɜ; 

Ŭ.1 : 4 3 7 0x ye + - =,     ɓ. 2 : 4 3 9 0x ye + + =,     ɔ. 2 : 4 3 2 0x ye + - =,             

ŭ.4 : y xe =-,     Ů. 5 : 3ye =  

10. Ƀɘ ŮɡɗŮɑŮɠ 1 :3 3 8 0x ye - + = əɘ 2 :3 3 8 0x ye + + =ŮɑɜŬɘ: 

Ŭ. ˊŬɟɎɚɚɖɚŮɠ,     ɓ. əɎɗŮŰŮɠ,     ɔ. ůɡɛɛŮŰɟɘəɏɠ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx,                     

ŭ. ůɡɛɛŮŰɟɘəɏɠ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ yȭy 

11. ȼ ɛŮůɞˊŬɟɎɚɚɖɚɖ Űɤɜ ŮɡɗŮɘɩɜ 1 :3 5 1 0x ye - - = əŬɘ 2 :3 5 9 0x ye - + =ŮɑɜŬɘ ɖ: 

Ŭ.3 5 0x y- =,     ɓ. 4x= ,     ɔ. 3y=-,     ŭ.3 5 4 0x y- + =  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ů1 Ů2 Ů3 

Ů4 

Ů5 
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ȷɆȾȼɆȺȽɆ 

ȺɜɧŰɖŰŬ Ƚ 

1. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ ŰŬ əɞɘɜɎ ůɖɛŮɑŬ Űɤɜ ɔɟŬɛɛɩɜ C:y=3x
2
 əŬɘ Cȭ:y=-x+2. 

2. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ ůɡɜŰŮɚŮůŰɐ ŭɘŮɨɗɡɜůɖɠ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ ˊɞɡ ůɢɖɛŬŰɑɕŮɘ ɛŮ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx 

ɔɤɜɑŬ: 

Ŭ.
6

p
w= ,     ɓ. 

2

3

p
w= ,     ɔ. 

3

4

p
w= ,     ŭ. 

2

p
w= ,     Ů. 0w=  

3. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ ůɡɜŰŮɚŮůŰɐ ŭɘŮɨɗɡɜůɖɠ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ ˊɞɡ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô ŰŬ ůɖɛŮɑŬ: 

Ŭ. ȷ(4, 2), ȸ(-1, -5),     ɓ.( 3,4)A , ȸ(0, 5),     ɔ. ȷ(-1, 3), ȸ(2, 3),                           

ŭ. ȷ(3, -4), ȸ(3, 0) 

4. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖ ɔɤɜɑŬ ˊɞɡ ůɢɖɛŬŰɑɕŮɘ ɛŮ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx ɖ ŮɡɗŮɑŬ ˊɞɡ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô ŰŬ 

ůɖɛŮɑŬ : 

Ŭ.( 1,2 3 3), (2 1, 3 3), 2a a a aA + - B - - ¸ ,                                                         

ɓ. ȷ(Ŭ+4, Ŭ), ȸ(Ŭ-1, Ŭ),aÍ ,     ɔ. ȷ(Ŭ-2, 3), ȸ(Ŭ-2, -1), aÍ , 

ŭ. ȷ(5, Ŭ+1), ȸ(4, Ŭ+1), aÍ  

5. ȷɜ ɖ ŮɡɗŮɑŬ Ů ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ ȷ(-3, 1), ɜŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɐ Űɖɠ ůŮ 

əŬɗŮɛɘɎ Ŭˊô Űɘɠ ˊŬɟŬəɎŰɤ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ: 

Ŭ. ŮɑɜŬɘ ˊŬɟɎɚɚɖɚɖ ůŰɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ (2, 4)d= -   

ɓ. ŮɑɜŬɘ ˊŬɟɎɚɚɖɚɖ ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬ 
1

: 2
3

ȭ y xe = -  

ɔ. ŮɑɜŬɘ əɎɗŮŰɖ Űɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ (0,3)h=  

ŭ. ůɢɖɛŬŰɑɕŮɘ ɛŮ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx ɔɤɜɑŬ 
3

4

p
w=   

Ů. ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ ȸ(-3, 5) 

ůŰ. ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɖɜ Ŭɟɢɐ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ 

6. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ Ů, ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ əɎɗŮŰɖ ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬ 

1
: 6

2
ȭ y xe =- +, ŰɏɛɜŮɘ Űɞɡɠ ɎɝɞɜŮɠ xȭx əŬɘ yȭy ůŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ əŬɘ ȸ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ 

əŬɘ: 

Ŭ. Űɞ ɎɗɟɞɘůɛŬ Űɖɠ ŰŮŰɛɖɛɏɜɖɠ Űɞɡ ȷ əŬɘ Űɖɠ ŰŮŰŬɔɛɏɜɖɠ Űɞɡ ȸ ŮɑɜŬɘ ɑůɞ ɛŮ 4 

ɓ. Űɞ ŮɛɓŬŭɧɜ Űɞɡ Űɟɘɔɩɜɞɡ AOB ŮɑɜŬɘ ɑůɞ ɛŮ 9 ŰŮŰɟŬɔɤɜɘəɏɠ ɛɞɜɎŭŮɠ 

ɔ. ɖ ŰŮŰɛɖɛɏɜɖ Űɞɡ ȷ əŬɘ ɖ ŰŮŰŬɔɛɏɜɖ Űɞɡ ȸ ŮɑɜŬɘ ŬəɏɟŬɘɞɘ Ŭɟɘɗɛɞɑ ŭɘɎűɞɟɞɘ Űɞɡ 0 

əŬɘ Űɞ ɔɘɜɧɛŮɜɧ Űɞɡɠ ŮɑɜŬɘ ɛɘəɟɧŰŮɟɞ ɐ ɑůɞ Ŭˊô Űɞ 2 
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7. ȹɑɜɞɜŰŬɘ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ(Ŭ+2, -1), ȸ(3Ŭ+4, Ŭ),aÍ . ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ 

ɛŮůɞəŬɗɏŰɞɡ Űɞɡ ŮɡɗɡɔɟɎɛɛɞɡ ŰɛɐɛŬŰɞɠ ȷȸ. 

8. ȹɑɜɞɜŰŬɘ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ(2, 1), ȸ(-1, 3) əŬɘ ũ(-2, 0). 

Ŭ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ, ȸ əŬɘ ũ ŬˊɞŰŮɚɞɨɜ əɞɟɡűɏɠ Űɟɘɔɩɜɞɡ. 

ɓ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɤɜ ŭɘŬɛɏůɤɜ, Űɤɜ ɡɣɩɜ əŬɘ Űɤɜ ɛŮůɞəŬɗɏŰɤɜ Űɤɜ 

ˊɚŮɡɟɩɜ Űɞɡ. 

9. ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ ɖ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ ˊɞɡ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(6, 3), ŰɏɛɜŮɘ Űɘɠ 

ŮɡɗŮɑŮɠ 
1

: 4
2

y xe = - əɘ : 1ȭ y xe = + ůŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ əŬɘ ȸ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ əŬɘ Űɞ 

ůɖɛŮɑɞ ɀ ŮɑɜŬɘ ɛɏůɞ Űɞɡ ŮɡɗɡɔɟɎɛɛɞɡ ŰɛɐɛŬŰɞɠ ȷȸ. 

10. ŪŮɤɟɞɨɛŮ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ(3, 2), ȸ(-2, 5) əŬɘ Űɖɜ ŮɡɗŮɑŬ : 2 1y xe =- -.ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ ŰŬ 

ůɖɛŮɑŬ ɀ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ Ů, ɔɘŬ ŰŬ ɞˊɞɑŬ Űɞ Űɟɑɔɤɜɞ AMBŮɑɜŬɘ ɘůɞůəŮɚɏɠ ɛŮ ɓɎůɖ 

Űɖɜ ˊɚŮɡɟɎ ȷȸ. 

11. ŪŮɤɟɞɨɛŮ Űɟɑɔɤɜɞ ABG ɛŮ ȸ(-4, 9).ɇɞ ɨɣɞɠ ȷȹ ŬɜɐəŮɘ ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬ 

1

1
: 2

5
y xe = + əŬɘ ɖ ŭɘɎɛŮůɞɠ ȷɀ ŬɜɐəŮɘ ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬ 2 : 4ye = . ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɤɜ əɞɟɡűɩɜ ȷ əŬɘ ũ. 

12. ȹɑɜŮŰŬɘ Űɟɑɔɤɜɞ ABG ɛŮ əɞɟɡűɏɠ ȷ(2, 6) əŬɘ ȸ(-2, 1). ȷɜ 
7 16

( , )
3 3

H  ŮɑɜŬɘ Űɞ 

ɞɟɗɧəŮɜŰɟɞ Űɞɡ Űɟɘɔɩɜɞɡ, ɜŬ ɓɟŮɑŰŮ: 

Ŭ. Űɘɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɖɠ əɞɟɡűɐɠ ũ 

ɓ. Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɤɜ ˊɚŮɡɟɩɜ Űɞɡ Űɟɘɔɩɜɞɡ 

13. Ƀɘ ŮɡɗŮɑŮɠ 1 : 2y xe = + əɘ 2 : 3y xe =- - ŮɑɜŬɘ űɞɟŮɑɠ ŭɨɞ ˊɚŮɡɟɩɜ Ůɜɧɠ 

ɞɟɗɞɔɤɜɑɞɡ ȷȸũȹ. ȷɜ ɖ əɞɟɡűɐ ȷ ɏɢŮɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ (-2, 4), ɜŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɤɜ əɞɟɡűɩɜ ȸ, ũ əŬɘ ȹ. 

14. ȹɑɜŮŰŬɘ ŰŮŰɟɎɔɤɜɞ ȷȸũȹ ɛŮ ȷ(4, 2) əŬɘ ũ(2, -3). ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɤɜ 

əɞɟɡűɩɜ ȸ əŬɘ ȹ. 

15. ȹɑɜŮŰŬɘ Űɞ ŰŮŰɟɎˊɚŮɡɟɞ ȷȸũȹ ɛŮ əɞɟɡűɏɠ ȷ(4, 2), ȸ(5, 3), ũ(6, 5) əŬɘ ȹ(2, 1).  

Ŭ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ Űɞ ŰŮŰɟɎˊɚŮɡɟɞ ŮɑɜŬɘ ɘůɞůəŮɚɏɠ ŰɟŬˊɏɕɘɞ. 

ɓ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ŭɘŬɛɏůɞɡ Űɞɡ ŰɟŬˊŮɕɑɞɡ. 

16. ŪŮɤɟɞɨɛŮ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ(3ɚ-2, 2ɚ+1), ȸ(2ɚ-3, ɚ+1) əŬɘ ũ(ɚ-2, 2),lÍ . 

Ŭ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ Űɘɛɏɠ Űɞɡ lÍ  ɔɘŬ Űɘɠ ɞˊɞɑŮɠ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ, ȸ əŬɘ ũ ŬˊɞŰŮɚɞɨɜ 

əɞɟɡűɏɠ Űɟɘɔɩɜɞɡ. 

ɓ. ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ ɞ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧɠ Űɧˊɞɠ Űɞɡ ɓŬɟɨəŮɜŰɟɞɡ G Űɞɡ Űɟɘɔɩɜɞɡ. 
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17. ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ Ůɝɑůɤůɖ : ( 2) ( 1) 2 4 0x ye l l l- + + + - =(1),lÍ . 

Ŭ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ (1) ˊŬɟɘůŰɎ ŮɡɗŮɑŬ ɔɘŬ əɎɗŮ lÍ . 

ɓ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɧɚŮɠ ɞɘ ŮɡɗŮɑŮɠ ˊɞɡ ˊŬɟɘůŰɎ ɖ (1) ŭɘɏɟɢɞɜŰŬɘ Ŭˊɧ ůŰŬɗŮɟɧ ůɖɛŮɑɞ. 

ɔ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ ˊɞɘŬ Ŭˊô Űɘɠ ŮɡɗŮɑŮɠ ˊɞɡ ˊŬɟɘůŰɎ ɖ (1) ŮɑɜŬɘ əɎɗŮŰɖ ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬ 

: 3 10 0ȭ x ye + - =. 

ŭ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ ˊɞɘŬ Ŭˊô Űɘɠ ŮɡɗŮɑŮɠ Űɖɠ (1) ŰɏɛɜŮɘ Űɞɡɠ ɎɝɞɜŮɠ xȭx əŬɘ yȭy ůŰŬ ůɖɛŮɑŬ 

ȷ əŬɘ ȸ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ, ɩůŰŮ ɜŬ ɘůɢɨŮɘ
1 1 3

( ) ( ) 2
+ =

OA OB
. 

18. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞɡɠ Ŭɟɘɗɛɞɨɠ aÍ , ɔɘŬ Űɞɡɠ ɞˊɞɑɞɡɠ ɖ ŮɡɗŮɑŬ 

2 2: (3 1) ( 1) 4 6 0x ye a a a- + + - + = ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ Űɞɛɐɠ Űɤɜ ŮɡɗŮɘɩɜ 

1 : 2 3 8 0x ye - - = əɘ 2 : 2 3 0x ye + + =. 

19. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖ ŬɛɓɚŮɑŬ ɔɤɜɑŬ Űɤɜ ŮɡɗŮɘɩɜ 1 : 7 5 0x ye + - = əɘ 

2 :3 4 10 0x ye - + =. 

20. ȹɑɜɞɜŰŬɘ ɞɘ ŮɡɗŮɑŮɠ 1 : ( 1) ( 1) y 2 0xe l l- + + - = əɘ 2 : 10 0x ye l+ + =, lÍ . 

ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ ɞɝŮɑŬ ɔɤɜɑŬ Űɤɜ ŮɡɗŮɘɩɜ Ů1 əɘ Ů2. 

21. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɤɜ ŮɡɗŮɘɩɜ ˊɞɡ ŭɘɏɟɢɞɜŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ ȷ(2, 1) əŬɘ 

ůɢɖɛŬŰɑɕɞɡɜ ɛŮ Űɖɜ ŮɡɗŮɑŬ : 2 3 5 0x ye - - = ɔɤɜɑŬ 
4

p
w=  . 

22. ȹɑɜɞɜŰŬɘ ɞɘ ŮɡɗŮɑŮɠ : 2 0x ye l+ - = əɘ : 1 0ȭ x ye l l+ - - =,lÍ . 

Ŭ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ Űɘɛɏɠ Űɞɡ lÍ , ɔɘŬ Űɘɠ ɞˊɞɑŮɠ ɞɘ ŮɡɗŮɑŮɠ Ů əɘ Ůȭ ŰɏɛɜɞɜŰŬɘ. 

ɓ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧ Űɧˊɞ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ Űɞɛɐɠ Űɤɜ ŮɡɗŮɘɩɜ Ů əɘ Ůȭ. 

23. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɤɜ ŮɡɗŮɘɩɜ ˊɞɡ ŭɘɏɟɢɞɜŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ ȷ(1, 1), Űɏɛɜɞɡɜ 

Űɖɜ ŮɡɗŮɑŬ: 2 3 15 0x ye + - = ůŮ ůɖɛŮɑɞ ɀ ŰɏŰɞɘɞ, ɩůŰŮ d( , ) 2 2AM = . 

24. ȹɑɜɞɜŰŬɘ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ , 0a b̧  əɘ ɖ Ůɝɑůɤůɖ 

( ) ( ) 0x ya b a b a b a b ab+ - - + + - - + = (1). 

Ŭ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ (1) ˊŬɟɘůŰɎ ŮɡɗŮɑŬ ůŮ əɎɗŮ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ. 

ɓ. ȷɜ a b®¬, ŰɧŰŮ ɖ (1) ŮɑɜŬɘ ˊŬɟɎɚɚɖɚɖ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx. 

ɔ. ȷɜ a b¬¬, ŰɧŰŮ ɖ (1) ŮɑɜŬɘ ˊŬɟɎɚɚɖɚɖ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ yȭy. 

ŭ. ȷɜ Űɞ ůɖɛŮɑɞ Ƀ(0, 0) ŬɜɐəŮɘ ůŰɖɜ (1), ŰɧŰŮ a b^ . 
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25. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ ɞɝŮɑŬ ɔɤɜɑŬ ɤ ˊɞɡ ůɢɖɛŬŰɑɕɞɡɜ ɞɘ ŮɡɗŮɑŮɠ 

1 : 1 0x ye suna hmaÖ + Ö - = əɘ 2 : 2 0x ye sunb hmbÖ + Ö + =, ɧˊɞɡ 

0
2

p
b a< < <. 

26. ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ Ůɝɑůɤůɖ
2 2 2 0x y xy x y+ - - + = (1). 

Ŭ. ɁŬ ŭŮɘɢɗŮɑ ɧŰɘ ɖ (1) ˊŬɟɘůŰɎ ŭɨɞ ŮɡɗŮɑŮɠ Ů1 əɘ Ů2. 

ɓ. ɁŬ ŭŮɘɢɗŮɑ ɧŰɘ Ů1//Ů2. 

ɔ. ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ ɖ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ˊŬɟɎɚɚɖɚɖɠ Űɤɜ ŮɡɗŮɘɩɜ Ů1 əɘ Ů2, ɖ ɞˊɞɑŬ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô 

Űɖɜ Ŭɟɢɐ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ. 

27. ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ Ůɝɑůɤůɖ 
2 22 2 3 5 5 3 0x y xy x y- + + + - - =(1). 

Ŭ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ (1) ˊŬɟɘůŰɎ ŭɨɞ ŮɡɗŮɑŮɠ Ů1 əɘ Ů2. 

ɓ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ ůɖɛŮɑɞ Űɞɛɐɠ Űɤɜ ŭɨɞ ŮɡɗŮɘɩɜ. 

ɔ. ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ ɖ Űɘɛɐ Űɞɡ lÍ , ɩůŰŮ Űɞ ůɖɛŮɑɞ Űɞɛɐɠ Űɤɜ ŮɡɗŮɘɩɜ Ů1 əɘ Ů2 ɜô ŬɜɐəŮɘ  

ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬ : ( 1) 2 0x ye l l+ - - =. 

28. Ƀɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ŭɨɞ ˊɚɞɑɤɜ ŮɑɜŬɘ Ʉ1(t-1, t+2) əŬɘ Ʉ2(3t, 3t-1), ɔɘŬ əɎɗŮ ɢɟɞɜɘəɐ 

ůŰɘɔɛɐ t, ɧˊɞɡ t ɞ ɢɟɧɜɞɠ ůŮ ɩɟŮɠ. 

Ŭ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɤɜ ɔɟŬɛɛɩɜ ůŰɘɠ ɞˊɞɑŮɠ əɘɜɞɨɜŰŬɘ ŰŬ ŭɨɞ ˊɚɞɑŬ. 

ɓ. ɁŬ ŮɝŮŰɎůŮŰŮ Ŭɜ ɡˊɎɟɝŮɘ ɢɟɞɜɘəɐ ůŰɘɔɛɐ  əŬŰɎ Űɖɜ ɞˊɞɑŬ ŰŬ ŭɨɞ ˊɚɞɑŬ ɗŬ 

ůɡɜŬɜŰɖɗɞɨɜ. 

ɔ. ɄɞɘŬ ŮɑɜŬɘ ɖ ŬˊɧůŰŬůɖ Űɤɜ ŭɨɞ ˊɚɞɑɤɜ Űɖ ɢɟɞɜɘəɐ ůŰɘɔɛɐ t=3h; 

29. ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ ŮɡɗŮɑŬ : 1 0x ye + - = əŬɘ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ȷ(2, -4). 

Ŭ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ ˊɟɞɓɞɚɐ Űɞɡ ȷ ˊɎɜɤ ůŰɖɜ Ů. 

ɓ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ ůɡɛɛŮŰɟɘəɧ Űɞɡ ȷ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɖɜ Ů. 

30. ɆɖɛŮɑɞ ȷ əɘɜŮɑŰŬɘ Ůˊɑ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ : 3 0x ye - + =. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧ Űɧˊɞ 

Űɞɡ ůɡɛɛŮŰɟɘəɞɨ Űɞɡ ȷ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɖɜ ŮɡɗŮɑŬ : 2 1 0ȭ x ye - + =  

31. ȹɑɜɞɜŰŬɘ ŰŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ a əŬɘ b ɛŮ 2, 6a b= = əŬɘ 0 j p¢ ¢, ɧˊɞɡ

( , )j a b
Ø

= . ȹɑɜŮŰŬɘ Ůˊɑůɖɠ ɖ Ůɝɑůɤůɖ ( 12) ( 6) y 7 0xab ab+ + - + =(1). 

Ŭ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ (1) ˊŬɟɘůŰɎ ŮɡɗŮɑŬ ɔɘŬ əɎɗŮ [0, ]j pÍ . 

ɓ. ȷɜ ɖ (1) ŮɑɜŬɘ ˊŬɟɎɚɚɖɚɖ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx, ŰɧŰŮ 3b a=- . 

ɔ. ȷɜ ɖ (1) ŮɑɜŬɘ ˊŬɟɎɚɚɖɚɖ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ yȭy, ɜŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖ ɔɤɜɑŬ ű. 

ŭ. ɁŬ ŮɝŮŰɎůŮŰŮ Ŭɜ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(1, 1) ŬɜɐəŮɘ ůŰɖɜ (1). 
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32. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ ŬˊɧůŰŬůɖ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ ɀ(3, -2) Ŭˊô Űɘɠ ŮɡɗŮɑŮɠ: 

Ŭ.1 :3 8 0xe - =,     ɓ.2 : 2 5 0ye + =,     ɔ.3 : 3 4 11 0x ye - + + =  

33. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ Űɘɛɏɠ Űɞɡ lÍ  ɩůŰŮ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ȷ(2, -1) ɜô ŬˊɏɢŮɘ Ŭˊô Űɖɜ ŮɡɗŮɑŬ 

: ( 1) 3 2 0x ye l l l- - - - = ŬˊɧůŰŬůɖ d=4. 

34. ȹɑɜɞɜŰŬɘ ɞɘ ŮɡɗŮɑŮɠ 1 : 0
x y

e a
sunq hmq

- - = əɘ 

2 : 2 0x ye sunq hmq a sun qÖ + Ö - Ö = . 

ȷɜ d1, d2 ŮɑɜŬɘ ɞɘ ŬˊɞůŰɎůŮɘɠ Űɖɠ Ŭɟɢɐɠ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ Ƀ(0, 0) Ŭˊô Űɘɠ ŮɡɗŮɑŮɠ Ů1 əɘ Ů2 

ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ, ɜŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ:
2 2 2

1 24d d a+ = . 

35. ȼ ŮɡɗŮɑŬ :5 3 2 0x ye - + = ŮɑɜŬɘ ɖ ɛŮůɞˊŬɟɎɚɚɖɚɖ ŭɨɞ ˊŬɟŬɚɚɐɚɤɜ ŮɡɗŮɘɩɜ Ů1, 

Ů2 ɔɘŬ Űɘɠ ɞˊɞɑŮɠ ɘůɢɨŮɘ d(Ů1, Ů2)=10. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɤɜ ŮɡɗŮɘɩɜ Ů1 əɘ Ů2. 

36. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɤɜ ŮɡɗŮɘɩɜ ˊɞɡ ŭɘɏɟɢɞɜŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ ȷ(1, 2) əɘ 

Ŭˊɏɢɞɡɜ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(-3, 5) ŬˊɧůŰŬůɖ d=4. 

37. ŪŮɤɟɞɨɛŮ Űɘɠ ŮɡɗŮɑŮɠ 1 : 1 0x ye m+ + =əɘ 2 : 2 2 0x ye m l+ + =, ,l mÍ .       

ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ Űɘɛɏɠ Űɤɜ ,l mÍ  ɩůŰŮ ɜŬ ɘůɢɨŮɘ: Ů1//Ů2 əŬɘ ( )1 2 2 2d ,  e e= . 

38. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɤɜ ŭɘɢɞŰɧɛɤɜ Űɤɜ ɔɤɜɘɩɜ ˊɞɡ ůɢɖɛŬŰɑɕɞɡɜ ɞɘ ŮɡɗŮɑŮɠ 

1 : 4 3 2 0x ye + - =əɘ 2 :12 5 3 0x ye - + =. 

39. ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ Ůɝɑůɤůɖ 
2 24 4 12 6 5 0x y xy x y+ - + - + =(1). 

Ŭ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ (1) ˊŬɟɘůŰɎ ŭɨɞ ŮɡɗŮɑŮɠ Ů1 əɘ Ů2. 

ɓ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ Ů1//Ů2. 

ɔ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖ ɛŮůɞˊŬɟɎɚɚɖɚɖ Űɤɜ ŮɡɗŮɘɩɜ Ů1 əɘ Ů2. 

ŭ. ɇɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(-2, 4) ɓɟɑůəŮŰŬɘ ɛɏůŬ ůŰɖ ɕɩɜɖ Űɤɜ ˊŬɟŬɚɚɐɚɤɜ ŮɡɗŮɘɩɜ Ů1 əɘ Ů2; 

40. ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ Ůɝɑůɤůɖ ( 3) -(2 1) 0x yl l l+ + + =(1) əŬɘ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ȷ(1, 5). 

Ŭ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ (1) ˊŬɟɘůŰɎ ŮɡɗŮɑŬ Ů ɔɘŬ əɎɗŮ lÍ . 

ɓ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ Űɘɛɏɠ Űɞɡ lÍ , ɔɘŬ Űɘɠ ɞˊɞɑŮɠ ɘůɢɨŮɘ d(ȷ, Ů)< 2. 

41. ȰůŰɤ ŮɡɗŮɑŬ : y xe =  əŬɘ ɖ Ŭɟɢɐ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ Ƀ(0, 0). ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧ 

Űɧˊɞ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ ɀ Űɞɡ Ůˊɘˊɏŭɞɡ, ɔɘŬ ŰŬ ɞˊɞɑŬ ɘůɢɨŮɘ d(ɀ,Ƀ)= 5 d(ɀ, )eÖ . 

42. ȹɑɜɞɜŰŬɘ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ(2, 3), ȸ(4, -1) əŬɘ ũ(-5, -7). 

Ŭ. ɁŬ ŭŮɘɢɗŮɑ ɧŰɘ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ, ȸ əŬɘ ũ ŬˊɞŰŮɚɞɨɜ əɞɟɡűɏɠ Űɟɘɔɩɜɞɡ. 

ɓ. ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ Űɞ ŮɛɓŬŭɧɜ Űɞɡ Űɟɘɔɩɜɞɡ ABG. 

ɔ. ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ Űɞ ɛɐəɞɠ Űɞɡ ɨɣɞɡɠ ȷȹ. 
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43. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ ŮɛɓŬŭɧɜ Űɞɡ ŰŮŰɟŬˊɚŮɨɟɞɡ ɛŮ əɞɟɡűɏɠ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ(2, -3), ȸ(-1, 7), 

ũ(-2, -5) əŬɘ ȹ(7, 0). 

44. ȹɑɜɞɜŰŬɘ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ(3, 2), ȸ(1, ɚ-2) əŬɘ ũ(ɚ-2, ɚ), lÍ . 

Ŭ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ Űɘɛɏɠ Űɞɡ lÍ  ɔɘŬ Űɘɠ ɞˊɞɑŮɠ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ, ȸ əŬɘ ũ ŬˊɞŰŮɚɞɨɜ 

əɞɟɡűɏɠ Űɟɘɔɩɜɞɡ. 

ɓ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Űɘɛɐ Űɞɡ lÍ , Ŭɜ (ȷȸũ)=12. 

45. ŪŮɤɟɞɨɛŮ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ(1, 4) əŬ ȸ(3, -2). ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ɀ Űɞɡ Ůˊɘˊɏŭɞɡ, ɔɘŬ 

ŰŬ ɞˊɞɑŬ ɘůɢɨŮɘ (ɀȷ)=(ɀȸ) əŬɘ (ɀȷȸ)=10. 

46. ȹɑɜɞɜŰŬɘ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ(10, 12), ȸ(-2, 6) əŬɘ ũ(6, -6). 

Ŭ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ, ȸ, ũ ŬˊɞŰŮɚɞɨɜ əɞɟɡűɏɠ Űɟɘɔɩɜɞɡ. 

ɓ. ɁŬ ɡˊɞɚɞɔɑůŮŰŮ Űɞ ŮɛɓŬŭɧɜ Űɞɡ Űɟɘɔɩɜɞɡ ABG. 

ɔ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɖɠ ŮůɤŰŮɟɘəɐɠ əŬɘ Űɖɠ ŮɝɤŰŮɟɘəɐɠ ŭɘɢɞŰɧɛɞɡ Űɖɠ ɔɤɜɑŬɠ 

Ø

A. 

ŭ. ɄɞɘŬ Ŭˊô Űɘɠ ŮɡɗŮɑŮɠ Űɞɡ ŮɟɤŰɐɛŬŰɞɠ (ɔ) ŮɑɜŬɘ ɖ ŮůɤŰŮɟɘəɐ əŬɘ ˊɞɘŬ ɖ ŮɝɤŰŮɟɘəɐ 

ŭɘɢɞŰɧɛɞɠ; 

47. ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ Ůɝɑůɤůɖ 
2 22 6 6 8 0x xy y x y+ + - - + =(1). 

Ŭ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ (1) ˊŬɟɘůŰɎ ŭɨɞ ˊŬɟɎɚɚɖɚŮɠ ŮɡɗŮɑŮɠ Ů1 əɘ Ů2. 

ɓ. ȷɜ 1 : 2 0x ye + - = əɘ 2 : 4 0x ye + - =, ɜŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ 

ɛŮůɞˊŬɟɎɚɚɖɚɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ Ů Űɤɜ Ů1 əɘ Ů2. 

ɔ. ȷɜ ȷ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ Ů1 ɛŮ ŰŮŰŬɔɛɏɜɖ 2 əŬɘ ȸ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ Ů2 ɛŮ ŰŮŰɛɖɛɏɜɖ 1,ŰɧŰŮ 

  i. ɜŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ ȷ əŬɘ ȸ 

  ii . ɜŬ ɓɟŮɑŰŮ ůɖɛŮɑŬ ũ əŬɘ ȹ Űɖɠ Ů ɩůŰŮ Űɞ ŰŮŰɟɎˊɚŮɡɟɞ ȷũȸȹ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ŰŮŰɟɎɔɤɜɞ 

  iii . ɜŬ ɡˊɞɚɞɔɑůŮŰŮ Űɞ ŮɛɓŬŭɧɜ Űɞɡ ŰŮŰɟŬɔɩɜɞɡ ȷũȸȹ. 

48. ȹɑɜɞɜŰŬɘ ɞɘ ŮɡɗŮɑŮɠ 1 : 2 10 16 0x ye l- - + =əɘ 2 :10 2 4 0x ye l+ - - =,lÍ . 

Ŭ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɞɘ ŮɡɗŮɑŮɠ Ů1 əɘ Ů2 ŰɏɛɜɞɜŰŬɘ ɔɘŬ əɎɗŮ Űɘɛɐ Űɞɡ lÍ  əŬɘ ɜŬ ɓɟŮɑŰŮ 

Űɘɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ Űɞɛɐɠ ɀ. 

ɓ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɞ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧɠ Űɧˊɞɠ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ ɀ ŮɑɜŬɘ ɖ ŮɡɗŮɑŬ 

:8 6 0x ye + - =. 

ɔ. ȷɜ ɖ Ů ŰɏɛɜŮɘ Űɞɡɠ ɎɝɞɜŮɠ xȭx əŬɘ yȭy ůŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ əŬɘ ȸ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ, ŰɧŰŮ: 

  i. ɜŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ ɕ ˊɞɡ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɖɜ Ŭɟɢɐ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ Ƀ 

əŬɘ ŮɑɜŬɘ ˊŬɟɎɚɚɖɚɖ ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬ ȷȸ 

  ii . Ŭɜ Ⱦ ŰɡɢŬɑɞ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ ɕ, ɜŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ( )
9

4
KAB= . 
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ũŮɜɘəɏɠ ŬůəɐůŮɘɠ ˊɎɜɤ ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬ 

49. ȹɑɜɞɜŰŬɘ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ(8, 0) əŬɘ ȸ(0, 4) Űɞɡ əŬɟŰŮůɘŬɜɞɨ Ůˊɘˊɏŭɞɡ Ƀxy. 

Ŭ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ ɕ ˊɞɡ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɖɜ Ŭɟɢɐ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ     

Ƀ(0, 0) əŬɘ Űɞ ɛɏůɞ ȹ Űɞɡ ŮɡɗɡɔɟɎɛɛɞɡ ŰɛɐɛŬŰɞɠ ȷȸ. 

ɓ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ Ů ˊɞɡ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ ȹ əŬɘ ŮɑɜŬɘ 

əɎɗŮŰɖ ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬ ɕ. 

ɔ. ȰůŰɤ ɀ ŰɡɢŬɑɞ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ Ů. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ 
2 2 2

2MA +MB = OM. 

(ɄŬɜŮɚɚŬŭɘəɏɠ 1999) 

50. ɆŮ əŬɟŰŮůɘŬɜɧ ůɨůŰɖɛŬ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ Ƀxy, ɖ Ůɝɑůɤůɖ 

( 1) ( 1) 3 0x yl l l- + + - - =,lÍ , ˊŮɟɘɔɟɎűŮɘ Űɖ űɤŰŮɘɜɐ ŬəŰɑɜŬ ˊɞɡ ŮəˊɏɛˊŮɘ 

ˊŮɟɘůŰɟŮűɧɛŮɜɞɠ űɎɟɞɠ ū. 

Ŭ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɞɡ űɎɟɞɡ ū. 

ɓ. ɇɟɑŬ ˊɚɞɑŬ ɓɟɑůəɞɜŰŬɘ ůŰŬ ůɖɛŮɑŬ Ⱦ(2, 2), ȿ(-1, 5) əŬɘ ɀ(1, 3). ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ 

ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɤɜ űɤŰŮɘɜɩɜ ŬəŰɑɜɤɜ ˊɞɡ ŭɘɏɟɢɞɜŰŬɘ Ŭˊô ŰŬ ˊɚɞɑŬ Ⱦ, ȿ əŬɘ ɀ. 

ɔ. ɁŬ ɡˊɞɚɞɔɑůŮŰŮ ˊɞɘɞ Ŭˊô ŰŬ ˊɚɞɑŬ Ⱦ əŬɘ ȿ ɓɟɑůəŮŰŬɘ ˊɚɖůɘɏůŰŮɟŬ ůŰɖ űɤŰŮɘɜɐ 

ŬəŰɑɜŬ ˊɞɡ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ˊɚɞɑɞ ɀ. 

ŭ. ɁŬ ɡˊɞɚɞɔɑůŮŰŮ Űɞ ŮɛɓŬŭɧɜ Űɖɠ ɗŬɚɎůůɘŬɠ ˊŮɟɘɞɢɐɠ ˊɞɡ ɞɟɑɕŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ űɎɟɞ ū 

əŬɘ ŰŬ ˊɚɞɑŬ ȿ əŬɘ ɀ. (ɄŬɜŮɚɚŬŭɘəɏɠ 2000) 

51. ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ Ůɝɑůɤůɖ 
2 2 6 9 0x y x- + + =(1). 

Ŭ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ (1) ˊŬɟɘůŰɎ ŭɨɞ ŮɡɗŮɑŮɠ Ů1 əɘ Ů2. 

ɓ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ 1 2e e^ . 

ɔ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ ůɖɛŮɑɞ ɀ(ə, ɚ) ɛŮ ə>0, ɚ>0 ŰɏŰɞɘɞ, ɩůŰŮ Űɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ (3, )a k= ɜŬ 

ŮɑɜŬɘ ˊŬɟɎɚɚɖɚɞ ůŮ ɛɑŬ Ŭˊô Űɘɠ ŭɨɞ ŮɡɗŮɑŮɠ Ů1 əɘ Ů2 əŬɘ Űɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ ( 16,4 )b l= -  

ɜŬ ŮɑɜŬɘ ˊŬɟɎɚɚɖɚɞ ůŰɖɜ Ɏɚɚɖ. (ɄŬɜŮɚɚŬŭɘəɏɠ 2001) 

52. ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ Ůɝɑůɤůɖ 
2 2 22 3 3 2 0x y xy x yl l l+ - - + + =(1), 0ļ . 

Ŭ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ (1) ˊŬɟɘůŰɎ ŭɨɞ ˊŬɟɎɚɚɖɚŮɠ ŮɡɗŮɑŮɠ Ů1 əɘ Ů2 ɛŮ əɚɑůɖ ɑůɖ ɛŮ 1. 

ɓ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Űɘɛɐ Űɞɡ lÍ , Ŭɜ Űɞ ŮɛɓŬŭɧɜ Űɞɡ ŰŮŰɟŬɔɩɜɞɡ, Űɞɡ ɞˊɞɑɞɡ ɞɘ 

ˊɚŮɡɟɏɠ ɓɟɑůəɞɜŰŬɘ ˊɎɜɤ ůŰɘɠ ŮɡɗŮɑŮɠ Ů1 əɘ Ů2, ŮɑɜŬɘ ɑůɞ ɛŮ 2. 

53. ŪŮɤɟɞɨɛŮ ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ Ɂ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ : 1 0x ye - + = əɘ ɞɜɞɛɎɕɞɡɛŮ ȷ əŬɘ ȸ Űɘɠ 

ˊɟɞɓɞɚɏɠ Űɞɡ Ɂ ůŰɘɠ ŮɡɗŮɑŮɠ 1 : 2y xe =  əɘ 2
1

:
2

y xe = , ŬɜŰɘůŰɞɑɢɤɠ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ 

ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧ Űɧˊɞ Űɞɡ ɛɏůɞɡ ɀ Űɞɡ ŮɡɗɡɔɟɎɛɛɞɡ ŰɛɐɛŬŰɞɠ ȷȸ, ɧŰŬɜ Űɞ Ɂ ŭɘŬɔɟɎűŮɘ 

Űɖɜ ŮɡɗŮɑŬ Ů. 
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ūɨɚɚɞ ŮɟɔŬůɑŬɠ 

ŪȺɀȷ ȷ 

ȷ1. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ ŮɡɗŮɑŬ : 0x yeA +B +G=, 0A¸  ɐ 0B¸, ŮɑɜŬɘ ˊŬɟɎɚɚɖɚɖ ůŰɞ 

ŭɘɎɜɡůɛŬ ( , )d= B-A əŬɘ əɎɗŮŰɖ ůŰɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ ( , )h= A B. 

 ɀɞɜɎŭŮɠ 7 

ȷ2. ȷɜ ȷ(x1, y1), ȸ(x2, y2) əŬɘ ũ(x3, y3), ɜŬ ɔɟɎɣŮŰŮ Űɞɜ Űɨˊɞ Űɞɡ ŮɛɓŬŭɞɨ Űɞɡ Űɟɘɔɩɜɞɡ 

ABG. 

 ɀɞɜɎŭŮɠ 3 

ȷ3. Ɂô ŬˊŬɜŰɐůŮŰŮ ɛŮ ɆɤůŰɧ (Ɇ) ɐ ȿɎɗɞɠ (ȿ) ůŰɘɠ ˊŬɟŬəɎŰɤ ˊɟɞŰɎůŮɘɠ. 

 i) ȳɚŮɠ ɞɘ ŮɡɗŮɑŮɠ ˊɞɡ ŭɘɏɟɢɞɜŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ ȷ(x0, y0) ˊŮɟɘɔɟɎűɞɜŰŬɘ Ŭˊô Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ 

0 0( - )y y x xl- = . 

 ii ) ɇɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ ( , )d= B A ŮɑɜŬɘ əɎɗŮŰɞ ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬ ȸx+ȷy+ũ=0. 

 iii ) ɇɞ ŮɛɓŬŭɧɜ Ůɜɧɠ Űɟɘɔɩɜɞɡ ABGŭɑɜŮŰŬɘ ˊɎɜŰŬ Ŭˊô Űɞɜ Űɨˊɞ 

1
( ) det( , )

2
ABG = AB AG. 

 iv) ȷɜ ɞɘ ŮɡɗŮɑŮɠ Ů1 əɘ Ů2 ɏɢɞɡɜ ůɡɜŰŮɚŮůŰɏɠ ŭɘŮɨɗɡɜůɖɠ ɚ1 əŬɘ ɚ2 ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ, ŰɧŰŮ ɘůɢɨŮɘ 

1 2 1 0l lÖ + =  

 v) ȼ Ůɝɑůɤůɖ 
2( 1) ( 1) y 4 0xa a+ + - - =ŭŮɜ ˊŬɟɘůŰɎ ŮɡɗŮɑŬ ɔɘŬ əɎɗŮ aÍ . 

  ɀɞɜɎŭŮɠ 15 

 

ŪȺɀȷ ȸ 

ȹɑɜŮŰŬɘ ŮɡɗŮɑŬ ɖ ŮɡɗŮɑŬ : 2y xe = - əŬɘ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ȷ(1, 2). 

ȸ1. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ ˊɟɞɓɞɚɐ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ ȷ ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬ Ů. 

  ɀɞɜɎŭŮɠ 8 
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ȸ2. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ ůɡɛɛŮŰɟɘəɧ ȷȭ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ ȷ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɖɜ ŮɡɗŮɑŬ Ů. 

  ɀɞɜɎŭŮɠ 7 

ȸ3. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ ˊɞɡ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ȷȭ əŬɘ ůɢɖɛŬŰɑɕŮɘ ɛŮ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ 

xȭx ɔɤɜɑŬ 135w= . 

  ɀɞɜɎŭŮɠ 10 

 

ŪȺɀȷ ũ 

ȹɑɜɞɜŰŬɘ ɞɘ ŮɡɗŮɑŮɠ 1 : 3 1 0x ye + + = əɘ 2 : 3 2 0x ye + - =. 

ũ1. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ Ů1//Ů2. 

  ɀɞɜɎŭŮɠ 4 

ũ2. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ ŬˊɧůŰŬůɖ Űɤɜ ŮɡɗŮɘɩɜ Ů1 əɘ Ů2. 

  ɀɞɜɎŭŮɠ 6 

ũ3. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɛŮůɞˊŬɟɎɚɚɖɚɖɠ Űɤɜ ŮɡɗŮɘɩɜ Ů1 əɘ Ů2. 

  ɀɞɜɎŭŮɠ 7 

ũ4. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ Ů, ɖ ɞˊɞɑŬ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ Ⱦ(2, 1) əŬɘ ŰɏɛɜŮɘ 

Űɘɠ ŮɡɗŮɑŮɠ Ů1, Ů2 ůŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ əŬɘ ȸ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ, ɏŰůɘ ɩůŰŮ Űɞ ŮɡɗɨɔɟŬɛɛɞ ŰɛɐɛŬ ȷȸ ɜŬ 

ŭɘɢɞŰɞɛŮɑŰŬɘ Ŭˊô Űɖɜ ŮɡɗŮɑŬ : 1 0x yh + - =. 

  ɀɞɜɎŭŮɠ 8 

 

ŪȺɀȷ ȹ 

ȹɑɜŮŰŬɘ Űɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ (4,2)d=  əŬɘ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ȸ(0, 1). 

ȹ1. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ Ů ɖ ɞˊɞɑŬ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ ȸ əɘ ŮɑɜŬɘ 

ˊŬɟɎɚɚɖɚɖ ůŰɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ d. 

  ɀɞɜɎŭŮɠ 3 
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ȹ2. ȷɜ ɖ ŮɡɗŮɑŬ Ů ŰɏɛɜŮɘ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ ȷ, ɜŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ ɛŮůɞəɎɗŮŰɞɠ Űɞɡ 

ŮɡɗɡɔɟɎɛɛɞɡ ŰɛɐɛŬŰɞɠ ȷȸ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ : 4 2 3 0x yz + + =. 

  ɀɞɜɎŭŮɠ 5 

ȹ3. ȷ ɖ ŮɡɗŮɑŬ ɕ ŰɏɛɜŮɘ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ yȭy ůŰɞ ũ, ɜŬ ɓɟŮɗŮɑ ůɖɛŮɑɞ ȹ Űɖɠ ɕ ɩůŰŮ Űɞ ŰŮŰɟɎˊɚŮɡɟɞ 

ȷũȸȹ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɟɧɛɓɞɠ. 

  ɀɞɜɎŭŮɠ 7 

ȹ4. ɁŬ ɡˊɞɚɞɔɑůŮŰŮ Űɞ ŮɛɓŬŭɧɜ Űɞɡ ɟɧɛɓɞɡ ȷũȸȹ. 

  ɀɞɜɎŭŮɠ 4 

ȹ5. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ ůɡɜɖɛɑŰɞɜɞ Űɖɠ ɔɤɜɑŬɠ 
Ø

AGB. 

  ɀɞɜɎŭŮɠ 6 

 

 

 

 

ȾŬɚɐ ŮˊɘŰɡɢɑŬ! 
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ɇɞ ɗɏɛŬ 

ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ Ůɝɑůɤůɖ 
2 2 2 2 32 ( ) ( ) 0x y xy x ym m m m m+ + - + - + + = (1), {0,1}mÍ - . 

ȷ. ɁŬ ŭŮɘɢɗŮɑ ɧŰɘ ɖ (1) ˊŬɟɘůŰɎ 2 ˊŬɟɎɚɚɖɚŮɠ ŮɡɗŮɑŮɠ, ɔɘŬ əɎɗŮ {0,1}mÍ - . 

ȸ. ȷɜ ɛ>1, ŰɧŰŮ: 

   i. ɜŬ ɡˊɞɚɞɔɑůŮŰŮ Űɞ ŮɛɓŬŭɧɜ Űɞɡ ŰɟŬˊŮɕɑɞɡ ˊɞɡ ɞɟɑɕɞɡɜ ɞɘ ˊŬɟɎɚɚɖɚŮɠ ŮɡɗŮɑŮɠ ɛŮ Űɞɡɠ 

ɗŮŰɘəɞɨɠ ɖɛɘɎɝɞɜŮɠ Ƀx əŬɘ Oy 

   ii . ɜŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ Űɘɛɏɠ Űɞɡ ɛ ɔɘŬ Űɘɠ ɞˊɞɑŮɠ Űɞ ŮɛɓŬŭɧɜ Űɞɡ ůɢɖɛŬŰɘɕɧɛŮɜɞɡ ŰɟŬˊŮɕɑɞɡ ŮɑɜŬɘ 

ɑůɞ ɛŮ 12 ŰŮŰɟŬɔɤɜɘəɏɠ ɛɞɜɎŭŮɠ. 
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ȾȺūȷȿȷȽɃ 3
Ƀ
: ȾɋɁȽȾȺɆ ɇɃɀȺɆ 

ȺɁɃɇȼɇȷ  Ƚ: Ƀ əɨəɚɞɠ 

ü Ⱥɝɑůɤůɖ əɨəɚɞɡ ɛŮ əɏɜŰɟɞ Ƀ(0, 0) 

ȰůŰɤ Ƀxy ɏɜŬ ůɨůŰɖɛŬ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ ůŰɞ ŮˊɑˊŮŭɞ əŬɘ C ɞ əɨəɚɞɠ ɛŮ əɏɜŰɟɞ Űɞ ůɖɛŮɑɞ 

Ƀ(0, 0) əŬɘ ŬəŰɑɜŬ ɟ. ȰɜŬ ůɖɛŮɑɞ ɀ(x, y) ŬɜɐəŮɘ ůŰɞɜ əɨəɚɞ C Ŭɜ əŬɘ ɛɧɜɞ Ŭɜ ŬˊɏɢŮɘ Ŭˊô Űɞ 

əɏɜŰɟɞ Űɞɡ Ƀ ŬˊɧůŰŬůɖ ɑůɖ ɛŮ ɟ. ȹɖɚŬŭɐ, Ŭɜ əŬɘ ɛɧɜɞ Ŭɜ ɘůɢɨŮɘ (Ƀɀ)=ɟ. 

 

 

 

 

 

 

 

ũɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ, ɞ əɨəɚɞɠ ɛŮ əɏɜŰɟɞ Ƀ(0, 0) əŬɘ ŬəŰɑɜŬ 4 ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ: x
2
+y

2
=4

2
. 

Ƀ əɨəɚɞɠ ɛŮ əɏɜŰɟɞ Ƀ(0, 0) əŬɘ ŬəŰɑɜŬ ɟ=1, ɚɏɔŮŰŬɘ ɛɞɜŬŭɘŬɑɞɠ əɨəɚɞɠ. 

ü ɄŬɟŬɛŮŰɟɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ əɨəɚɞɡ 

ȰůŰɤ ɞ əɨəɚɞɠ 
2 2 2:C x y r+ =  əɘ ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ ɀ(x, y) Űɞɡ əŬɟŰŮůɘŬɜɞɨ Ůˊɘˊɏŭɞɡ. 

ɃɜɞɛɎɕɞɡɛŮ ű Űɖ ɔɤɜɑŬ ˊɞɡ ůɢɖɛŬŰɑɕŮɘ Űɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ OM ɛŮ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx, ɞˊɧŰŮ ŮɑɜŬɘ 

0 2j p¢ <  .  ȷɜ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(x, y) ŬɜɐəŮɘ ůŰɞɜ əɨəɚɞ C ŰɧŰŮ, ɧˊɤɠ ɔɜɤɟɑɕɞɡɛŮ Ŭˊô Űɖɜ 

ŰɟɘɔɤɜɞɛŮŰɟɑŬ, ɗŬ ŮɑɜŬɘ:

x

x

y y

sunj
r sunjr

r hmj
hmj

r

ë
=î = Öëî
Úì ì

= Öíî =
îí

  (1) 

 

 

 

 

 

 

 

ɀ(x, y)  
  

  
O  x  xȭ 

y 

yȭ  

ʂ˃˖ˌΥ 

2 2 2 2

2 2 2

( ) x y x y

x y

r

r

OM = + Ú = + Ú

Ú + =
  

ȯɟŬ ɖ Ůɝɑůɤůɖ Űɞɡ əɨəɚɞɡ ɛŮ əɏɜŰɟɞ    

Ƀ(0, 0) əŬɘ ŬəŰɑɜŬ ɟ ŮɑɜŬɘ: 

 2 2 2x y r+ =   

  

  

ɀ(x, y) 

O x xȭ 

y 

yȭ 

ű 

ȵůŰŮ, ɔɘŬ əɎɗŮ ůɖɛŮɑɞ ɀ(x, y) 

Űɞɡ əɨəɚɞɡ C, ɡˊɎɟɢŮɘ 

ɛɞɜŬŭɘəɐ ɔɤɜɑŬ [0,2 )j pÍ  

ŰɏŰɞɘŬ ɩůŰŮ ɜŬ ɘůɢɨŮɘ ɖ (1). 
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ȷɜŰɘůŰɟɧűɤɠ, Ŭɜ ɔɘŬ Űɘɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ ɀ ɘůɢɨŮɘ ɖ (1), ŰɧŰŮ ɏɢɞɡɛŮ: 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( )x y r sunj r hmj r sun j r hm j r sun j hm j r+ = Ö + Ö = Ö + Ö = Ö + =  

ȵůŰŮ ɔɘŬ əɎɗŮ ɔɤɜɑŬ [0,2 )j pÍ , Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ ɛŮ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɘɠ (1) ŬɜɐəŮɘ ůŰɞɜ əɨəɚɞ 

C. Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ , ɞɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ ɀ(x, y) Űɞɡ əɨəɚɞɡ əŬɘ ɛɧɜɞɜ ŬɡŰɏɠ 

ɘəŬɜɞˊɞɘɞɨɜ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ: 

 

Ƀɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ŬɡŰɏɠ ɚɏɔɞɜŰŬɘ ˊŬɟŬɛŮŰɟɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɞɡ əɨəɚɞɡ C. 

ü ȺűŬˊŰɞɛɏɜɖ əɨəɚɞɡ 

ȰůŰɤ ɞ əɨəɚɞɠ 
2 2 2:C x y r+ =  əɘ ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ Űɞɡ ȷ(x1, y1), ɞˊɧŰŮ ɘůɢɨŮɘ 

2 2 2

1 1x y r+ =  (1). 

ȰůŰɤ Ůˊɑůɖɠ ɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Ů Űɞɡ əɨəɚɞɡ ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ ȷ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

ȵůŰŮ ɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɞɡ əɨəɚɞɡ 
2 2 2:C x y r+ = ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ Űɞɡ ȷ(x1, y1), ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ: 

 

ũɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ, ɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɞɡ əɨəɚɞɡ 
2 2: 4C x y+ = ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ Űɞɡ (1, 3)A ɏɢŮɘ 

Ůɝɑůɤůɖ1 3 4 3 4x y x yÖ + Ö = Ý + =. 

ü Ⱥɝɑůɤůɖ əɨəɚɞɡ ɛŮ əɏɜŰɟɞ Ⱦ(x0, y0) 

ȰůŰɤ Ƀxy ɏɜŬ ůɨůŰɖɛŬ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ əŬɘ C ɞ əɨəɚɞɠ ɛŮ əɏɜŰɟɞ Ⱦ(x0, y0) əŬɘ ŬəŰɑɜŬ ɟ. 

 

 

 

  

x r sunj= Ö  əŬɘ y r hmj= Ö , [0,2 )j pÍ   

  

  

  

Ƀ 

ȷ(x1, y1) 

M(x, y) 

Ů 

x xȭ 

yȭ 

y ȰɜŬ ůɖɛŮɑɞ ɀ(x, y) ŬɜɐəŮɘ ůŰɖɜ Ů Ŭɜ əŬɘ 

ɛɧɜɞ Ŭɜ OA^AM, ŭɖɚŬŭɐ Ŭɜ əŬɘ 

ɛɧɜɞ Ŭɜ ɘůɢɨŮɘ 0OAÖAM= (2). 

ȳɛɤɠ 1 1( , )x yOA=  əŬɘ 

1 1( , )x x y yAM= - -, ɞˊɧŰŮ ɖ (2) 

ɔɑɜŮŰŬɘ:

1 1 1 1

2 2

1 1 1 1

(1)
2 2 2

1 1 1 1 1 1

( ) ( ) 0

0

x x x y y y

x x x y y y

x x y y x y x x y y r

- + - = Ú

Ú - + - = Ú

Ú + = + Ú + =

  

 
2

1 1x x y y r+ =   

  
Ⱦ(x0, y0) 

ɀ(x, y)   

ȰɜŬ ůɖɛŮɑɞ ɀ(x, y) ŬɜɐəŮɘ ůŰɞɜ 

əɨəɚɞ C, Ŭɜ əŬɘ ɛɧɜɞ Ŭɜ ɖ 

ŬˊɧůŰŬůɖ Ⱦɀ ŮɑɜŬɘ ɑůɖ ɛŮ Űɖɜ 

ŬəŰɑɜŬ ɟ, ŭɖɚŬŭɐ Ŭɜ əŬɘ ɛɧɜɞ Ŭɜ 

ɘůɢɨŮɘ (Ⱦɀ)=ɟ (1). 
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ȳɛɤɠ 
2 2

0 0( ) ( - ) ( )x x y yKM = + - , ɞˊɧŰŮ ɖ (1) ɔɑɜŮŰŬɘ: 

2 2 2 2 2

0 0 0 0( - ) ( ) ( - ) ( )x x y y x x y yr r+ - = Ú + - = 

ȯɟŬ ɞ əɨəɚɞɠ ɛŮ əɏɜŰɟɞ Ⱦ(x0, y0) əŬɘ ŬəŰɑɜŬ ɟ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ: 

 

 

ũɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ, ɞ əɨəɚɞɠ ɛŮ əɏɜŰɟɞ Ⱦ(-2, 3) əŬɘ ŬəŰɑɜŬ 5r=  ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ

2 2( 2) ( 3) 5x y+ + - =  

ü ȼ Ůɝɑůɤůɖ 
2 2 0x y x y+ +A +B +G= 

ŪŮɩɟɖɛŬ 

ȾɎɗŮ əɨəɚɞɠ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ 
2 2 0x y x y+ +A +B +G= ɛŮ

2 2 4 0A +B - G> (1)  

əɘ ŬɜŰɑůŰɟɞűŬ, əɎɗŮ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ  (1) ˊŬɟɘůŰɎ əɨəɚɞ əɏɜŰɟɞɡ ( , )
2 2

A B
K - -  əɘ 

ŬəŰɑɜŬɠ 

2 2 4

2
r

A +B - G
=  . 

ȷˊɧŭŮɘɝɖ 

ȰůŰɤ əɨəɚɞɠ C əɏɜŰɟɞɡ Ⱦ(x0, y0) əɘ ŬəŰɑɜŬɠ ɟ. ȼ Ůɝɑůɤůɐ Űɞɡ ŮɑɜŬɘ: 

2 2 2 2 2 2 2 2

0 0 0 0 0 0( ) ( ) 2 2x x y y x x x x y y y yr r- + - = Ú - Ö + + - Ö + = Ú 

2 2 2 2 2

0 0 0 02 2 0x y x x y y x y rÚ + - Ö - Ö + + - = (2). 

ŪɏŰɞɜŰŬɠ 0 02 , 2x yA=- B=- əŬɘ 2 2 2

0 0x y rG= + - , ɖ (2) ˊŬɑɟɜŮɘ Űɖ ɛɞɟűɐ 

2 2 0x y x y+ +A +B +G= əŬɘ 
2 2 2 2 2 2 2

0 0 0 04 ( 2 ) ( 2 ) 4( )x y x y rA +B - G= - + - - + - =  

2

04x= 2

04y+ 2

04x- 2

04y- 2 24 4 0r r+ = > 

ȷɜŰɑůŰɟɞűŬ, ɏůŰɤ ɖ Ůɝɑůɤůɖ
2 2 0x y x y+ +A +B +G=.ɏɢɞɡɛŮ ŰɧŰŮ: 

2 2 2 20 ( ) ( ) 0x y x y x x y y+ +A +B +G= Ú + B+A + +G= Ú 

2 2 2 2

2 22 2 0
2 2 2 2 2 2

x x y y

è ø è ø
é ù é ùA A A B B Bå õ å õ å õ å õ

Ú + Ö Ö + - + + Ö Ö + - +G= Úé ù é ùæ ö æ ö æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷é ù é ù

ê ú ê ú

  

2 2 2

0 0( ) ( )x x y y r- + - =  
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2 2 2 22 2 2 2

0
2 4 2 4 2 2 4 4

x y x y
A A B B A B A Bå õ å õ å õ å õ

Ú + - + + - +G= Ú + + + = + -GÚæ ö æ ö æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷

  

2 2 2 2 4

2 2 4
x y
A B A +B - Gå õ å õ

Ú + + + =æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷

 (3) 

¶ ȷɜ 
2 2 4 0A +B - G>, ŰɧŰŮ ɖ (3) ˊŬɟɘůŰɎ əɨəɚɞ əɏɜŰɟɞɡ ( , )

2 2

A B
K - -  əɘ ŬəŰɑɜŬɠ 

2 2 4

2
r

A +B - G
= . 

¶ ȷɜ 
2 2 4 0A +B - G=, ŰɧŰŮ ɖ (3) ɔɑɜŮŰŬɘ: 

 

2 2

0
2 2 2

x y x
A B Aå õ å õ
+ + + = Ú =-æ ö æ ö

ç ÷ ç ÷
əŬɘ 

2
y

B
=- , ŭɖɚŬŭɐ ˊŬɟɘůŰɎ Űɞ ůɖɛŮɑɞ        

( , )
2 2

A B
K - -   (Ůəűɡɚɘůɛɏɜɞɠ əɨəɚɞɠ)                                                                                                          

¶ ȷɜ 
2 2 4 0A +B - G<, ŰɧŰŮ ɖ (3) ɔɑɜŮŰŬɘ: 

2 2

0
2 2

x y
A Bå õ å õ
+ + + <æ ö æ ö

ç ÷ ç ÷
ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ                     

ŬŭɨɜŬŰɖ, ɎɟŬ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ůɖɛŮɑŬ ɀ(x, y) Űɤɜ ɞˊɞɑɤɜ ɞɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ɜŬ Űɖɜ 

ŮˊŬɚɖɗŮɨɞɡɜ. 

ũɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ, ŭɑɜŮŰŬɘ ɖ Ůɝɑůɤůɖ 
2 2 6 2 8 0x y x y+ - + + =, ɧˊɞɡ ȷ= -6, ȸ=2 əŬɘ ũ=8. 

ȺɑɜŬɘ 
2 2 2 24 ( 6) 2 4 8 36 4 32 8 0A +B - G= - + - Ö = + - = >, ɞˊɧŰŮ  ɖ Ůɝɑůɤůɖ ˊŬɟɘůŰɎ 

əɨəɚɞ əɏɜŰɟɞɡ
6 2

, , (3, 1)
2 2 2 2

A B -å õ å õ
K - - ­K - - ­K -æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷

 əŬɘ ŬəŰɑɜŬɠ 

2 2 4 8 2 2
2

2 2 2
r

A +B - G
= = = =. 
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ȿɡɛɏɜŬ ˊŬɟŬŭŮɑɔɛŬŰŬ 

1. ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ ɖ Ůɝɑůɤůɖ Űɞɡ əɨəɚɞɡ C ɧŰŬɜ: 

Ŭ. ɏɢŮɘ ŭɘɎɛŮŰɟɞ Űɞ ŮɡɗɨɔɟŬɛɛɞ ŰɛɐɛŬ ɛŮ ɎəɟŬ ȷ(2, 7) əŬɘ ȸ(-6, 5) 

ɓ. ɏɢŮɘ əɏɜŰɟɞ Űɞ ůɖɛŮɑɞ Ⱦ(-1, 0) əɘ ŮűɎˊŰŮŰŬɘ ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬ: 3 4 0x ye + - = 

ɔ. ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ(1, 2), ȸ(-1, 1) əŬɘ ũ(2, 3).   (ȸŬůɘəɐ Ɏůəɖůɖ) 

ȿɨůɖ 

Ŭ. ɇɞ ɛɏůɞ ɀ Űɞɡ ŮɡɗɡɔɟɎɛɛɞɡ ŰɛɐɛŬŰɞɠ ȷȸ ɏɢŮɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ:

2 6 4

22 2
( 2,6)

67 5 12

2 2

x x
x

y
y y

M M
M

M
M M

- -ë ë
= =î î =-ëî î

Ý Ý ­M -ì ì ì
=+ íî î= =

î îí í

  

ȺɑɜŬɘ 
2 2( ) [2 ( 2)] (7 6) 16 1 17r= MA = - - + - = + =, ůɡɜŮˊɩɠ ɞ ɕɖŰɞɨɛŮɜɞɠ əɨəɚɞɠ 

ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 
2 2: ( 2) ( 6) 17C x y+ + - =. 

ɓ. ȺɑɜŬɘ 
2 2

1 ( 1) 2 0 4 1 4 5 5 5 5
d( , ) 5

55 5 51 2
r e

Ö - + Ö - - - -
= K = = = = = =

+
, ůɡɜŮˊɩɠ ɞ 

ɕɖŰɞɨɛŮɜɞɠ əɨəɚɞɠ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 
2 2: ( 1) 5C x y+ + = 

ɔ. Ŭȭ Űɟɧˊɞɠ 

ȰůŰɤ 
2 2 0x y x y+ +A +B +G= ɖ Ůɝɑůɤůɖ Űɞɡ ɕɖŰɞɨɛŮɜɞɡ əɨəɚɞɡ. Ƀɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɤɜ 

ůɖɛŮɑɤɜ ȷ, ȸ əŬɘ ũ ŮˊŬɚɖɗŮɨɞɡɜ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɞɡ əɨəɚɞɡ, ɞˊɧŰŮ ɏɢɞɡɛŮ: 

2 2

2 2

2 3

1 2 2 0 1 4 2 0 2 5

( 1) 1 0 1 1 0 2

2 3 2 3 0 4 9 2 3 0 2 3 13

ë + +A+ B+G= + +A+ B+G= A+ B+G=-ë ë
î î î
- + -A+B+G= Ý + -A+B+G= Ý -A+B+G=- Ýì ì ì
î î î+ + A+ B+G= + + A+ B+G= A+ B+G==-í íí

  

5

..... 13

16

A=ë
î

Ý Ý B=-ì
îG=í

  

ȯɟŬ ɞ ɕɖŰɞɨɛŮɜɞɠ əɨəɚɞɠ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 
2 2: 5 13 16 0C x y x y+ + - + = (Ƚ) 
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ɓȭ Űɟɧˊɞɠ 

ɇɞ ɛɏůɞ ȹ Űɞɡ ŮɡɗɡɔɟɎɛɛɞɡ ŰɛɐɛŬŰɞɠ ȷȸ ɏɢŮɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ:

1 1
0

32
0,3

2 1 2
2

2

xx

y
y

DD

D
D

-ë
== ëîî î å õ

Ý ­Dì ì æ ö
+ = ç ÷î î= íîí

  

ȼ ŮɡɗŮɑŬ ȷȸ ɏɢŮɘ ůɡɜŰŮɚŮůŰɐ ŭɘŮɨɗɡɜůɖɠ 
1 2 1 1

1 1 2 2
lAB

- -
= = =
- - -

, ɞˊɧŰŮ ɔɘŬ Űɖ ɛŮůɞəɎɗŮŰɞ 

ɛ1 Űɞɡ ŮɡɗɡɔɟɎɛɛɞɡ ŰɛɐɛŬŰɞɠ ȷȸ ɘůɢɨŮɘ ɧŰɘ: 

1 1 11

1
1 1 2

2
m m mm l l l lAB^ABÚ Ö =- Ú Ö =- Ú =-. 

ɃˊɧŰŮ ɖ ŮɡɗŮɑŬ ɛ1 ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 
3 3 3

2( 0) 2 2
2 2 2

y x y x y x- =- - Ú - =- Ú =- + (1) 

ɇɞ ɛɏůɞ Ⱥ Űɞɡ ŮɡɗɡɔɟɎɛɛɞɡ ŰɛɐɛŬŰɞɠ ȷũ ɏɢŮɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ: 

1 2 3

3 52 2
,

2 3 5 2 2

2 2

x x

y y

E E

E E

+ë ë
= =î îî î å õ

Ý ­Eì ì æ ö
+ ç ÷î î= =

î îí í

  

ȼ ŮɡɗŮɑŬ ȷũ ɏɢŮɘ ůɡɜŰŮɚŮůŰɐ ŭɘŮɨɗɡɜůɖɠ
3 2 1

1
2 1 1

lAG
-

= = =
-

, ɞˊɧŰŮ ɔɘŬ Űɖ ɛŮůɞəɎɗŮŰɞ ɛ2 

Űɞɡ ŮɡɗɡɔɟɎɛɛɞɡ ŰɛɐɛŬŰɞɠ ȷũ ɘůɢɨŮɘ ɧŰɘ:

2 2 22 1 1 1 1m m mm l l l lAG^AGÚ Ö =- Ú Ö =- Ú =-. 

ɃˊɧŰŮ ɖ ŮɡɗŮɑŬ ɛ2 ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 

3 5 3 5 5 3
4

2 2 2 2 2 2
y x y x y x y x

å õ
- =- - Ú - =- + Ú =- + + Ú =- +æ ö

ç ÷
 (2) 

Ƀɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɞɡ əɏɜŰɟɞɡ Ⱦ Űɞɡ əɨəɚɞɡ ŬˊɞŰŮɚɞɨɜ Űɖ ɚɨůɖ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ Űɤɜ 

ŮɝɘůɩůŮɤɜ (1) əŬɘ (2). 

3 3 3 5
2 4 2 2 4

2 2 2 2

4 4 4 4

y x x x x x x

y x y x y x y x

ë ë ë ë
=- + - + =- + - = - =-î î î î

Ú Ú Ú Úì ì ì ì
î î î î=- + =- + =- + =- +í í í í
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5 5 5

2 5 132 2
,

5 5 13 2 2
4 4

2 2 2

x x x

y y y

ë ë ë=- =- =-î î îî î î å õ
Ú Ú Ú ­K -ì ì ì æ ö

å õ ç ÷î î î=- - + = + =æ ö î îî í íç ÷í

  

ȼ ŬəŰɑɜŬ Űɞɡ əɨəɚɞɡ ŮɑɜŬɘ:

2 2 2 2
5 13 7 9 49 81 130 130

( ) 1 2
2 2 2 2 4 4 4 2

r
è øå õ å õ å õ å õ

= KA = - - + - = + - = + = =æ ö æ ö æ ö æ öé ù
ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ê ú

  

ȯɟŬ ɞ ɕɖŰɞɨɛŮɜɞɠ əɨəɚɞɠ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ

2 2
5 13 65

:
2 2 2

C x y
å õ å õ
+ + - =æ ö æ ö

ç ÷ ç ÷
  (II) 

ɄŬɟŬŰɐɟɖůɖ: Ƀɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ (Ƚ) əŬɘ (ȽȽ) ŰŬɡŰɑɕɞɜŰŬɘ Ŭɜ ɔɑɜɞɡɜ ɞɘ ˊɟɎɝŮɘɠ. 

2. ȹɑɜŮŰŬɘ ɞ əɨəɚɞɠ 
2 2: (x 2) ( 3) 25C y- + + = əŬɘ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ȷ(5, 1). 

Ŭ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ȷ(5, 1) ŬɜɐəŮɘ ůŰɞɜ əɨəɚɞ. 

ɓ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖɠ Űɞɡ əɨəɚɞɡ ůŰɞ ȷ. (ȸŬůɘəɐ Ɏůəɖůɖ) 

ȿɨůɖ 

Ŭ. ȷɜŰɘəŬɗɘůŰɩ Űɘɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ ȷ ůŰɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɞɡ əɨəɚɞɡ əɘ ɏɢɤ: 

2 2 2 2(5 2) (1 3) 25 3 4 25 9 16 25- + + = Ú + = Ú + = ˊɞɡ ɘůɢɨŮɘ, ɎɟŬ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ȷ ŬɜɐəŮɘ 

ůŰɞɜ əɨəɚɞ C. 

ɓ. Ƀ əɨəɚɞɠ ɏɢŮɘ əɏɜŰɟɞ Ⱦ(2, -3) əŬɘ ŬəŰɑɜŬ ɟ=5, ɞˊɧŰŮ ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ ɀ(x, y) ŬɜɐəŮɘ ůŰɖɜ 

ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Ů Ŭɜ əŬɘ ɛɧɜɞ Ŭɜ0KA^AMÚKAÖAM= (1). 

ȺɑɜŬɘ (5 2,1 3) (3,4)KA= - + = əŬɘ ( 5, 1)x yAM= - -, ɞˊɧŰŮ ɖ (1) ɔɑɜŮŰŬɘ: 

0 (3,4) ( 5, 1) 0 3( 5) 4( 1) 0x y x yKAÖAM= Ú Ö - - = Ú - + - = Ú 

3 15 4 4 0 3 4 19 0x y x yÚ - + - = Ú + - = 

ȯɟŬ ɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɞɡ əɨəɚɞɡ C ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ Űɞɡ A(5, 1) ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ :3 4 19 0x ye + - =, 

ɧˊɤɠ űŬɑɜŮŰŬɘ əŬɘ ůŰɞ ˊŬɟŬəɎŰɤ ůɢɐɛŬ: 
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3. ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ Ůɝɑůɤůɖ
2 2 4 2 5 0x y x y+ + - - = (1). 

Ŭ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ (1) ˊŬɟɘůŰɎ əɨəɚɞ, Űɞɡ ɞˊɞɑɞɡ ɜŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ əɏɜŰɟɞ Ⱦ əŬɘ Űɖɜ ŬəŰɑɜŬ 

ɟ. 

ɓ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ ŮɡɗŮɑŬ : 3 5 0x ye + - =ŮűɎˊŰŮŰŬɘ ůŰɞɜ əɨəɚɞ əŬɘ ɜŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ ŮˊŬűɐɠ. (ȸŬůɘəɐ Ɏůəɖůɖ) 

ȿɨůɖ 

Ŭ. ȷɜ ȷ=4, ȸ= -2 əŬɘ ũ= -5, ŰɧŰŮ ɏɢɞɡɛŮ: 

2 2 2 24 4 ( 2) 4 ( 5) 16 4 20 40 0A +B - G= + - - Ö - = + + = >, ɞˊɧŰŮ ɖ (1) ˊŬɟɘůŰɎ əɨəɚɞ 

əɏɜŰɟɞɡ 
4 2

, , ( 2,1)
2 2 2 2

A B -å õ å õ
K - - ­K - - ­K -æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷

 əŬɘ ŬəŰɑɜŬɠ 

40 2 10
10

2 2
r= = =  . 

ȯɟŬ ɖ Ůɝɑůɤůɖ Űɞɡ əɨəɚɞɡ ɔɑɜŮŰŬɘ 
2 2: ( 2) ( 1) 10C x y+ + - =  

ɓ. Ɉˊɞɚɞɔɑɕɤ Űɖɜ ŬˊɧůŰŬůɖ Űɞɡ əɏɜŰɟɞɡ Ⱦ Űɞɡ əɨəɚɞɡ Ŭˊô Űɖɜ ŮɡɗŮɑŬ Ů. 

2 2

3 ( 2) 1 1 5 6 1 5 10 10
d( , ) 10

10 10 103 1
e

Ö - + Ö - - + - -
K = = = = =

+
  

ȺɑɜŬɘ d(Ⱦ, Ů)=ɟ, ɎɟŬ ɖ ŮɡɗŮɑŬ Ů ŮűɎˊŰŮŰŬɘ ůŰɞɜ əɨəɚɞ C. 

  ɀ(x, y) 

Ů 
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ũɘŬ Űɖɜ ŮɨɟŮůɖ Űɤɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ ŮˊŬűɐɠ, ɚɨɜɤ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ əɨəɚɞɡ əɘ 

ŮɡɗŮɑŬɠ. 

2 2 2 2 2 2( 2) ( 1) 10 ( 2) (5 3 1) 10 ( 2) (4 3 ) 10

3 5 0 5 3 5 3

x y x x x x

x y y x y x

ë ë ë+ + - = + + - - = + + - =
Ú Ú Úì ì ì

+ - = = - = -í í í
  

2 2 2 24 4 16 24 9 10 0 10 20 10 0 2 1 0

5 3 5 3 5 3

x x x x x x x x

y x y x y x

ë ë ë+ + + - + - = - + = - + =î î
Ú Ú Úì ì ì

= - = - = -î íî íí

  

2 1 0 1 1( 1) 0
(1,2)

5 3 5 3 1 25 3

x x xx

y x y yy x

- = = =ë - = ë ë ë
Ú Ú Ú ­Mì ì ì ì

= - = - Ö == - í í íí
  

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ, ɖ ŮɡɗŮɑŬ ŮűɎˊŰŮŰŬɘ ůŰɞɜ əɨəɚɞ ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(1, 2). 

4. ȹɑɜŮŰŬɘ ɞ əɨəɚɞɠ 
2 2: 10C x y+ =  əŬɘ Űɞ ůɖɛŮɑɞ Ʌ(4, -2). 

Ŭ. ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ ɖ ůɢŮŰɘəɐ ɗɏůɖ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ Ʌ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞɜ əɨəɚɞ C. 

ɓ. ɁŬ ɓɟŮɗɞɨɜ ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɤɜ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɤɜ Űɞɡ əɨəɚɞɡ ˊɞɡ ŭɘɏɟɢɞɜŰŬɘ Ŭˊô Űɞ Ʌ. 

ɔ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖ ůɢŮŰɘəɐ ɗɏůɖ Űɤɜ ŭɨɞ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɤɜ. 

ȿɨůɖ 

Ŭ. ȸɟɑůəɞɡɛŮ Űɖɜ ŬˊɧůŰŬůɖ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ Ʌ Ŭˊô Űɞ əɏɜŰɟɞ Ƀ(0, 0) Űɞɡ əɨəɚɞɡ. 

( ) ( )
2 2

( ) 4 0 2 0 16 4 20 2 5OR = - + - - = + = = əŬɘ 10r=  , ɞˊɧŰŮ (Ƀɀ)>ɟ, 

ůɡɜŮˊɩɠ Űɞ ůɖɛŮɑɞ Ʌ ŮɑɜŬɘ ŮɝɤŰŮɟɘəɧ Űɞɡ əɨəɚɞɡ C. 

ɓ. ȰůŰɤ ɀ(x1, y1) ůɖɛŮɑɞɡ Űɞɡ əɨəɚɞɡ C. ȼ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɞɡ əɨəɚɞɡ ůŰɞ ɀ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ

1 1: 10x x y ye Ö + Ö =. Ƀɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ Ʌ ɘəŬɜɞˊɞɘɞɨɜ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ 

Ů, ɞˊɧŰŮ ŮɑɜŬɘ 1 1 1 14 2 10 2 5x y x y- = Ú - = (1). 

ɇɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ ŬɜɐəŮɘ ůŰɞɜ əɨəɚɞ C, ɞˊɧŰŮ ŮɑɜŬɘ Ůˊɑůɖɠ 
2 2

1 1 10x y+ =  (2). 

ȿɨɜɤ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ Űɤɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ (1) əŬɘ (2). 

( )1

1 1 1 11

22 2 2 22
1 1 1 11

1

1210 4 20 25 10 015

2 5 2 52 5

0x y x x xx x

x y y xy x

-

- = = -= -

ëë ë+ = + - + - =+ =î
Ú Ú Úì ì ì
îí íí
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2 2
1 11 1 1 1

1 11 1 1 1

1 35 20 15 0 4 3 0
.....

2 52 5 2 5

x ɐ xx x x x

y xy x y x

= =ë ë- + = - + = ë
Ú Ú Ú Ú Úì ì ì

= -= - = - íí í
  

1 1 1 1

1 1 1 1

1, 2 1 5 1, 3
(1, 3) (3,1)

3, 2 3 5 3, 1

x y x y
ɐ

x y x y

= = Ö - = =-ë ë
Ú Ú ­M - Mì ì

= = Ö - = =í í
  

ȯɟŬ ɞɘ ɕɖŰɞɨɛŮɜŮɠ ŮűŬˊŰɧɛŮɜŮɠ ɏɢɞɡɜ ŮɝɘůɩůŮɘɠ1 : 3 10x ye - =  əɘ2 :3 10x ye + = . 

ɔ. ȺɑɜŬɘ 1

1 1

3 3
l
-
= =
-

, 2

3
3

1
l

-
= =- əŬɘ 1 2 1 2

1
( 3) 1

3
l l e eÖ = Ö - =- Ý ^. 

5. ȹɑɜɞɜŰŬɘ ɞɘ əɨəɚɞɘ ɛô ŮɝɘůɩůŮɘɠ
2 2

1 : ( 2) ( 3) 25C x y- + - = əŬɘ 

2 2

2 : ( 1) 9C x y+ + =. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɞɡ əɨəɚɞɡ C1 ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ Űɞɡ 

ȷ(5, -1) ŮűɎˊŰŮŰŬɘ əŬɘ ůŰɞɜ əɨəɚɞ C2. 

ȿɨůɖ 

Ƀ əɨəɚɞɠ C1 ɏɢŮɘ əɏɜŰɟɞ K(2, 3) əŬɘ ŬəŰɑɜŬ ɟ1=5, Ůɜɩ ɞ əɨəɚɞɠ C2 ɏɢŮɘ əɏɜŰɟɞ ȿ(0, -1) əŬɘ 

ŬəŰɑɜŬ ɟ2=3. 

ȰɜŬ ůɖɛŮɑɞ ɀ(x, y) ŬɜɐəŮɘ ůŰɖɜ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɞɡ əɨəɚɞɡ ůŰɞ ȷ Ŭɜ əŬɘ ɛɧɜɞ Ŭɜ KA^AM , 

ŭɖɚŬŭɐ Ŭɜ əŬɘ ɛɧɜɞ Ŭɜ 0KAÖAM=(1). 

 

 

  

 

  

 

 

 

 

ȳɛɤɠ (5 2, 1 3) (3, 4)KA= - - - = - əŬɘ ( 5, ( 1)) ( 5, 1)x y x yAM= - - - = - + , ɞˊɧŰŮ ɖ 

(1) ɔɑɜŮŰŬɘ: 

 

A(5, -1) 

ɀ(x, y) 
  

  

  B 

Ů 
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0 (3, 4) ( 5, 1) 0 3( 5) 4 ( 1) 0x y x yKAÖAM= Ú - Ö - + = Ú - - Ö + = Ú 

3 15 4 4 0 3 4 19 0x y x yÚ - - - = Ú - - = . 

ȯɟŬ ɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɞɡ əɨəɚɞɡ C1 ůŰɞ ȷ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ: 3 - 4 -19 0x ye = . 

ȼ ŬˊɧůŰŬůɖ Űɞɡ əɏɜŰɟɞɡ ȿ Űɞɡ əɨəɚɞɡ C2 Ŭˊô Űɖɜ ŮɡɗŮɑŬ Ů ŮɑɜŬɘ: 

2 2

3 0 4 ( 1) 19 0 4 19 15 15
d( , ) 3

59 16 253 ( 4)
e

Ö - Ö - - + - -
L = = = = =

++ -
. 

ȯɟŬ d(ȿ, Ů)=ɟ2, ůɡɜŮˊɩɠ ɖ ŮɡɗŮɑŬ Ů ŮűɎˊŰŮŰŬɘ əŬɘ ůŰɞɜ əɨəɚɞ C2. 

6. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɞɡ əɨəɚɞɡ ˊɞɡ ɏɢŮɘ əɏɜŰɟɞ Űɞ ůɖɛŮɑɞ Ⱦ(2, 2) əɘ ŬˊɞəɧˊŰŮɘ 

Ŭˊô Űɖɜ ŮɡɗŮɑŬ : 3 4 1 0x ye + + =ɢɞɟŭɐ ɛɐəɞɡɠ 8. (ȸŬůɘəɐ Ɏůəɖůɖ) 

ȿɨůɖ 

 

 

 

 

 

 

 

ɇɞ ŬˊɧůŰɖɛŬ Ⱦɀ ŮɑɜŬɘ ɛŮůɞəɎɗŮŰɞɠ Űɖɠ ɢɞɟŭɐɠ, ɞˊɧŰŮ ȷɀ=ɀȸ=4. Ⱥˊɑůɖɠ ŮɑɜŬɘ:

2 2

3 2 4 2 1 6 8 1 15
( ) d(K,Ů)= 3

59 163 4

Ö + Ö + + +
KM = = = =

++
 . 

ȺűŬɟɛɧɕɞɡɛŮ Űɞ ɄɡɗŬɔɧɟŮɘɞ ŪŮɩɟɖɛŬ ůŰɞ Űɟɑɔɤɜɞ AMK, ɞˊɧŰŮ ɏɢɞɡɛŮ: 

2 2 2 2 2 2 2 23 4 9 16 25 25 5r r r r rKA =KM +AM Ý = + Ý = + Ý = Ý = Ý =  

ȯɟŬ ɞ ɕɖŰɞɨɛŮɜɞɠ əɨəɚɞɠ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ
2 2: ( 2) ( 2) 25C x y- + - =. 

7. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɞɡ əɨəɚɞɡ ůŮ əŬɗŮɛɘɎ Ŭˊô Űɘɠ ˊŬɟŬəɎŰɤ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ: 

Ŭ. ɞ əɨəɚɞɠ ɏɢŮɘ ŬəŰɑɜŬ ɟ=6, ŮűɎˊŰŮŰŬɘ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx əŬ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ     

ȷ(2, 6) 

ɓ. ɞ əɨəɚɞɠ ɏɢŮɘ əɏɜŰɟɞ Ⱦ(-4, 5) əɘ ŮűɎˊŰŮŰŬɘ Űɞɡ ɎɝɞɜŬ yȭy 

  
K(2, 2) 

M A B 

ɟ 3 

4 
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ɔ. ɞ əɨəɚɞɠ ɏɢŮɘ əɏɜŰɟɞ Ⱦ(2, -2) əɘ ŮűɎˊŰŮŰŬɘ ůŰɞɡɠ ɎɝɞɜŮɠ xȭx əŬɘ yȭy.  

(ȸŬůɘəɐ Ɏůəɖůɖ) 

ȿɨůɖ 

ɉɟɐůɘɛŮɠ ˊŬɟŬŰɖɟɐůŮɘɠ 

¶ Ƀ əɨəɚɞɠ əɏɜŰɟɞɡ  Ⱦ(x0, y0) ŮűɎˊŰŮŰŬɘ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx 0yrÚ = . 

 

 

 

 

 

¶ Ƀ əɨəɚɞɠ əɏɜŰɟɞɡ  Ⱦ(x0, y0) ŮűɎˊŰŮŰŬɘ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ yȭy 0xrÚ =  

 

 

 

  

 

¶ Ƀ əɨəɚɞɠ əɏɜŰɟɞɡ  Ⱦ(x0, y0) ŮűɎˊŰŮŰŬɘ ůŰɞɡɠ ɎɝɞɜŮɠ xȭx əŬɘ yȭy 0 0x yrÚ = =   

 

 

 

 

 

 

Ŭ. Ƀ əɨəɚɞɠ ŮűɎˊŰŮŰŬɘ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx 0 0 06 6y y yrÚ = Ú = Ú =° 

¶ ȷɜ y0=6, ŰɧŰŮ ɞ əɨəɚɞɠ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 
2 2

0: ( ) ( 6) 36C x x y- + - = (1) 

ɇɞ ůɖɛŮɑɞ ȷ(2, 6) ŬɜɐəŮɘ ůŰɞɜ əɨəɚɞ C, ɎɟŬ ɖ (1) ɔɑɜŮŰŬɘ: 

  y0 

O x0 

Ⱦ(x0, y0) 

 y 

x 

  
Ⱦ(x0, y0) 

O x 

y 

x0 

y0 

  
Ⱦ(x0, y0) 

x 

y 

x0 

y0 

O 
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2 2 2

0 0 0 0 0 0(2 ) (6 6) 36 (2 ) 36 2 6 2 6 4 8x x x ɐ x x ɐ x- + - = Ú - = Ú - = - =- Ú =- =

 ɆɡɜŮˊɩɠ ˊɟɞəɨˊŰɞɡɜ ɞɘ əɨəɚɞɘ ɛô ŮɝɘůɩůŮɘɠ
2 2

1 : ( 4) ( 6) 36C x y+ + - = əŬɘ

2 2

1 : ( 8) ( 6) 36C x y- + - =. 

¶ ȷɜ y0= -6, ŰɧŰŮ ɞ əɨəɚɞɠ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 
2 2

0: ( ) ( 6) 36C x x y- + + =(2) 

ɇɞ ůɖɛŮɑɞ ȷ(2, 6) ŬɜɐəŮɘ ůŰɞɜ əɨəɚɞ C, ɎɟŬ ɖ (2) ɔɑɜŮŰŬɘ: 

2 2 2 2

0 0 0(2 ) (6 6) 36 (2 ) 144 36 (2 ) 108x x x- + + = Ú - + = Ú - =-, ŬŭɨɜŬŰɖ. 

ȯɟŬ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ əɨəɚɞɠ. 

ɓ. Ƀ əɨəɚɞɠ ŮűɎˊŰŮŰŬɘ Űɞɡ ɎɝɞɜŬ yȭy 0 4 4xr r rÚ = Ú = - Ú = 

ɇɧŰŮ ɞ ɕɖŰɞɨɛŮɜɞɠ əɨəɚɞɠ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 
2 2: ( 4) ( 5) 16C x y+ + - =. 

ɔ. Ƀ əɨəɚɞɠ ŮűɎˊŰŮŰŬɘ ůŰɞɡɠ ɎɝɞɜŮɠ xȭx əŬɘ yȭy 0 0 2 2 2x yr r rÚ = = Ú = = - Ú = 

ɇɧŰŮ ɞ ɕɖŰɞɨɛŮɜɞɠ əɨəɚɞɠ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 
2 2: ( 2) ( 2) 4C x y- + + =. 

Ʉɟɞůɞɢɐ 

ȳŰŬɜ ɞ əɨəɚɞɠ əɏɜŰɟɞɡ Ⱦ(x0, y0) ŮűɎˊŰŮŰŬɘ ůŰɞɡɠ ɎɝɞɜŮɠ xȭx əŬɘ yȭy, ŰɧŰŮ: 

¶ ȷɜ x0, y0 ɞɛɧůɖɛɞɘ, Űɞ əɏɜŰɟɞ Űɞɡ ɓɟɑůəŮŰŬɘ ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬy x=  . 

¶ ȷɜ x0, y0 ŮŰŮɟɧůɖɛɞɘ, Űɞ əɏɜŰɟɞ Űɞɡ ɓɟɑůəŮŰŬɘ ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬy x=- . 

8. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɞɘ əɨəɚɞɘ 
2 2

1 : 4 2 3 0C x y x y+ - - + = əŬɘ 

2 2

2 : 10 4 21 0C x y x y+ - - + = ŰɏɛɜɞɜŰŬɘ ɞɟɗɞɔɩɜɘŬ, ŭɖɚŬŭɐ ŰɏɛɜɞɜŰŬɘ əŬɘ ɞɘ 

ŮűŬˊŰɧɛŮɜŮɠ ůŰŬ əɞɘɜɎ Űɞɡɠ ůɖɛŮɑŬ ŮɑɜŬɘ əɎɗŮŰŮɠ. 

ȿɨůɖ 

ũɘŬ Űɞɜ əɨəɚɞ C1 ŮɑɜŬɘ ȷ= -4, ȸ= -2 əŬɘ ũ=3, ɞˊɧŰŮ:

2 2 2 24 ( 4) ( 2) 4 3 16 4 12 8A +B - G= - + - - Ö = + - =. 

ȯɟŬ ɞ əɨəɚɞɠ C1 ɏɢŮɘ əɏɜŰɟɞ 
4 2

, , (2,1)
2 2 2 2

A B - -å õ å õ
K - - ­K - - ­Kæ ö æ ö
ç ÷ ç ÷

 əŬɘ ŬəŰɑɜŬ 

1

8 2 2
2

2 2
r= = = . 
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ũɘŬ Űɞ əɨəɚɞ C2 ŮɑɜŬɘ ȷ= -10, ȸ= -4 əŬɘ ũ=21, ɞˊɧŰŮ: 

2 2 2 24 ( 10) ( 4) 4 21 100 16 84 32A +B - G= - + - - Ö = + - =. 

ȯɟŬ ɞ əɨəɚɞɠ C2 ɏɢŮɘ əɏɜŰɟɞ 
10 4

, , (5,2)
2 2 2 2

A B - -å õ å õ
L - - ­L - - ­Læ ö æ ö
ç ÷ ç ÷

 əŬɘ ŬəŰɑɜŬ 

2

32 4 2
2 2

2 2
r= = = . 

ɆɢŮŰɘəɏɠ ɗɏůŮɘɠ ŭɨɞ əɨəɚɤɜ 

¶ Ⱦɨəɚɞɘ ɢɤɟɑɠ əɞɘɜɎ ůɖɛŮɑŬ 

Ŭ. Ƀ ɏɜŬɠ ůŰɞ ŮůɤŰŮɟɘəɧ Űɞɡ Ɏɚɚɞɡ                                      

 

 

 

 

  

 

ɓ. Ƀ ɏɜŬɠ ŮɝɤŰŮɟɘəɧɠ Űɞɡ Ɏɚɚɞɡ 

 

 

 

 

 

 

ȷɜ (Ⱦȷ)=R əŬɘ (ȿȸ)=ɟ, ŰɧŰŮ: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) R+ɟKL = KA + AB + LB Ý KL > KA + LB Ý KL >  

 

 

  
Ⱦ 

 
ȿ ȷ ȸ 

ȷɜ (Ⱦȷ)=R əŬɘ (ȿȸ)=ɟ, ŰɧŰŮ:  

( ) ( )( )( )

( )( )

( )

( )  

R-ɟ

KL = KA - LB - AB

< KA - LB Ý

Ý

L

KL <

Ý

Ý K  

  
Ⱦ   

ȿ ȷ ȸ 
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¶ Ⱦɨəɚɞɘ ŮűŬˊŰɧɛŮɜɞɘ 

Ŭ. Ⱦɨəɚɞɘ ŮůɤŰŮɟɘəɎ ŮűŬˊŰɧɛŮɜɞɘ 

 

 

 

 

 

 

 

 

ɓ. Ⱦɨəɚɞɘ ŮɝɤŰŮɟɘəɎ ŮűŬˊŰɧɛŮɜɞɘ 

 

 

 

 

 

 

 

 

ȷɜ (Ⱦȷ)=R əŬɘ (ȿȷ)=ɟ, ŰɧŰŮ: 

( ) ( ) ( ) ( ) R+ɟKL = KA + LA Ý KL =  

¶ Ⱦɨəɚɞɘ ŰŮɛɜɧɛŮɜɞɘ 

 

 

 

 

 

 

  Ⱦ   
ȿ 

ȷ 

ȷɜ (Ⱦȷ)=R əŬɘ (ȿȷ)=ɟ, ŰɧŰŮ: 

( ) ( ) ( ) ( ) R-ɟKL = KA - LA Ý KL =

  

  
Ⱦ 

  
ȿ ȷ 

    
Ⱦ ȿ 

ȷ 

ȸ 

ȷɜ (Ⱦȷ)=R əŬɘ (ȿȷ)=ɟ, ŰɧŰŮ ůŰɞ Űɟɑɔɤɜɞ 

KAL ŮɑɜŬɘ: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

R-ɟ<(Ⱦȿ)<R+ɟ

KA - LA < KL < KA + LA Ý

Ý
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ũɘŬ Űɞɡɠ əɨəɚɞɡɠ C1, C2 ŮɑɜŬɘ 
2 2 2 2( ) (5 2) (2 1) 3 1 9 1 10KL = - + - = + = + =. 

ȰɢɞɡɛŮ 1 2 2 2 2 3 2r r+ = + = , 2 1 2 2 2 2r r- = - = əɘ ŮˊŮɘŭɐ  

2 1 2 1( )r r r r- < KL < +, ɞɘ əɨəɚɞɘ ŰɏɛɜɞɜŰŬɘ. 

ũɘŬ ɜŬ ɓɟɤ Űɘɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɤɜ əɞɘɜɩɜ Űɞɡɠ ůɖɛŮɑɤɜ ɚɨɜɤ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ Űɤɜ ŭɨɞ 

ŮɝɘůɩůŮɤɜ. 

2 2 2 2( )

2 2

4 2 3 0 4 2 3 0

10 4 21 0 6 2 18 0

x y x y x y x y

x y x y x y

-ë ë+ - - + = + - - + =
Ú Úì ì

+ - - + = + - =í í
  

2 2 2 24 2 3 0 (9 3 ) 4 2(9 3 ) 3 0

3 9 0 9 3

x y x y x x x x

x y y x

ë ë+ - - + = + - - - - + =
Ú Ú Úì ì

+ - = = -í í
  

2 2 281 54 9 4 18 6 3 0 10 52 66 0

9 3 9 3

x x x x x x x

y x y x

ë ë+ - + - - + + = - + =
Ú Ú Úì ì

= - = -í í
  

2 11 3, 9 3 3
35 26 33 0

..... 5 11 11
, 9 39 3

9 3 5 5

x y
x ɐ xx x

x yy x
y x

= = - Öë ë
ë = =- + = î î

Ú Ú Ú Ú Úì ì ì
= = - Ö= -í î î= -í í

  

3, 0
11 12

(3,0), ,11 12
5 5,

5 5

x y

x y

= =ë
î å õ

Ú ­A Bì æ ö
= = ç ÷î

í

  

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Ů1 

Ů1 Ů2 
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ȰůŰɤ Ů1 ɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɞɡ əɨəɚɞɡ (Ⱦ, ɟ1) əɘ Ů2 ɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɞɡ əɨəɚɞɡ (ȿ, ɟ2) ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ 

Űɞɛɐɠ Űɞɡɠ ȷ(3, 0).  

ȺɑɜŬɘ 
0 1 1

1
3 2 1

lKA
- -

= = =-
-

 əɘ ŮˊŮɘŭɐ1 1 1 11 ( 1) 1 1e l l l lKAKA^ Ý Ö =- Ý - Ö =- Ý =. 

ȺɑɜŬɘ 
0 2 2

1
3 5 2

lLA
- -

= = =
- -

 əɘ ŮˊŮɘŭɐ2 2 2 21 1 1 1e l l l lLALA^ Ý Ö =- Ý Ö =- Ý =-. 

ɆɡɜŮˊɩɠ 1 2 1 21 ( 1) 1l l e eÖ = Ö - =- Ý ^. 

ȳɛɞɘŬ əŬɘ ɔɘŬ Űɘɠ ŮűŬˊŰɧɛŮɜŮɠ Űɤɜ ŭɨɞ əɨəɚɤɜ ůŰɞ ȸ. 

ȯɟŬ ɞɘ əɨəɚɞɘ C1, C2 ŰɏɛɜɞɜŰŬɘ ɞɟɗɞɔɩɜɘŬ. 

9. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞɡɠ Ŭɟɘɗɛɞɨɠ lÍ  ɔɘŬ Űɞɡɠ ɞˊɞɑɞɡɠ ɖ ŮɡɗŮɑŬ : - -1 0x ye l l+ = 

ŮűɎˊŰŮŰŬɘ ůŰɞɜ əɨəɚɞ 
2 2 2: ( ) ( 1) 1C x yl l- + + = +. 

ȿɨůɖ 

ɆɢŮŰɘəɏɠ ɗɏůŮɘɠ ŮɡɗŮɑŬɠ-əɨəɚɞɡ 

¶ ȺɡɗŮɑŬ ŮɝɤŰŮɟɘəɐ Űɞɡ əɨəɚɞɡ 

 

 

 

 

 

 

 

 

¶ ȺɡɗŮɑŬ ŮűŬˊŰɧɛŮɜɖ ůŰɞɜ əɨəɚɞ 

 

 

 

 

 

  

 

  
Ⱦ  

Ů  

ȷ  

ɀ  

ɟ  

d  

ȷɜ Ⱦȷ=ɟ əŬɘ Ⱦɀ=d(Ⱦ, Ů), ŰɧŰŮ ɖ ŮɡɗŮɑŬ 

ŮɑɜŬɘ ŮɝɤŰŮɟɘəɐ Űɞɡ əɨəɚɞɡ Ŭɜ əŬɘ ɛɧɜɞ Ŭɜ

ɟ<d. 

Ⱦ 
  

ȷ Ů 

ȺɑɜŬɘ Ⱦȷ=ɟ əŬɘ Ⱦȷ=d(Ⱦ, Ů), ɞˊɧŰŮ ɖ 

ŮɡɗŮɑŬ ŮűɎˊŰŮŰŬɘ ůŰɞɜ əɨəɚɞ Ŭɜ əŬɘ 

ɛɧɜɞ Ŭɜ d=ɟ. 

ɟ d 
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¶ ȺɡɗŮɑŬ ŰɏɛɜɞɡůŬ Űɞɡ əɨəɚɞɡ  

 

 

 

 

 

 

Ƀ əɨəɚɞɠ C ɏɢŮɘ əɏɜŰɟɞ Ⱦ(ɚ, -1) əŬɘ ŬəŰɑɜŬ 
2 1r l= +, ɞˊɧŰŮ ɖ ŮɡɗŮɑŬ ɗŬ ŮűɎˊŰŮŰŬɘ ůŰɞɜ 

əɨəɚɞ Ŭɜ əŬɘ ɛɧɜɞ Ŭɜ ( ) 2

2 2

1 ( 1) 1
d Ⱦ, Ů =ɟ 1

( 1)

l l l
l

l

Ö - Ö - + -
Ú = + Ú

+ -
  

2 1 1l l+ + -
Ú

2
2 2 2

2
1 1

1

l
l l l l

l
= + Ú + = + Ú

+

2l l+ =
2 2

1

1l l l

ë +î
Úì

+ =- -îí

  

2

1
1

2 1 0

l
l

l l

=ë
Ú Ú =ì

+ + =í
 (ɖ Ůɝɑůɤůɖ 

22 1 0l l+ + = ŮɑɜŬɘ ŬŭɨɜŬŰɖ). 

10. ȰůŰɤ ɞ əɨəɚɞɠ 
2 2: ( 3) ( 2) 85C x y- + - = əŬɘ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(2, 4). ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ 

Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ Ů, ɖ ɞˊɞɑŬ ŰɏɛɜŮɘ Űɞɜ əɨəɚɞ ůŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ əŬɘ ȸ əŬɘ Űɞ ůɖɛŮɑɞ 

ɀ ŮɑɜŬɘ Űɞ ɛɏůɞ Űɖɠ ɢɞɟŭɐɠ ȷȸ. 

ȿɨůɖ 

Ŭȭ Űɟɧˊɞɠ 

ȰůŰɤ ȷ(x1, y1) əŬɘ ȸ(x2, y2) ŰŬ Űɞ ůɖɛŮɑŬ ůŰŬ ɞˊɞɑŬ ɖ ɕɖŰɞɨɛŮɜɖ ŮɡɗŮɑŬ ŰɏɛɜŮɘ Űɞɜ əɨəɚɞ C. 

ɇɧŰŮ ŮɑɜŬɘ:
2 2

1 1( 3) ( 2) 85x y- + - = (1) əŬɘ 2 2

2 2( 3) ( 2) 85x y- + - = (2). 

ȷűŬɘɟɩɜŰŬɠ əŬŰɎ ɛɏɚɖ Űɘɠ (1) əŬɘ (2) ɏɢɤ:

2 2 2 2

1 2 1 2( 3) ( 3) ( 2) ( 2) 0x x y y- - - + - - - = Ý 

2 2

1 1 2 26 9 6 9x x x xÝ - + - + -2 2

1 1 2 24 4 4 4y y y y+ - + - + -0= Ý  

2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2( ) 6( ) ( ) 4( ) 0x x x x y y y yÝ - - - + - - - = Ý  

  
Ⱦ 

ȷ ȸ ɀ 

d ɟ 

ȷɜ Ⱦȷ=ɟ əŬɘ Ⱦɀ=d(Ⱦ, Ů), ŰɧŰŮ ůŰɞ 

ɞɟɗɞɔɩɜɘɞ Űɟɑɔɤɜɞ AMK ŮɑɜŬɘ 

Ⱦȷ>Ⱦɀ (Ⱦȷ ɡˊɞŰŮɑɜɞɡůŬ), ɎɟŬ ɖ 

ŮɡɗŮɑŬ ŰɏɛɜŮɘ Űɞɜ əɨəɚɞ Ŭɜ əŬɘ ɛɧɜɞ 

Ŭɜ ɟ>d. 
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1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) 6( ) ( ) ( ) 4( ) 0x x x x x x y y y y y yÝ - Ö + - - + - Ö + - - = Ý  

1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( 6) ( ) ( 4) 0x x x x y y y yÝ - Ö + - + - Ö + - = (3) 

ɇɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(2, 4) ŮɑɜŬɘ ɛɏůɞ Űɞɡ ŮɡɗɡɔɟɎɛɛɞɡ ŰɛɐɛŬŰɞɠ ȷȸ, Ŭɜ əŬɘ ɛɧɜɞ Ŭɜ,

1 2

1 2

1 21 2

2
42

8
4

2

x x

x x

y yy y

+ë
=î + =ëî

Úì ì
+ =+ íî=

îí

  (4) 

ȷˊɧ (3) əŬɘ (4) ɏɢɤ: 1 2 1 2( ) (4 6) ( ) (8 4) 0x x y y- Ö - + - Ö - = Ý 

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 22( ) 4( ) 0 2( ) 4( ) 2( )x x y y x x y y x x y yÝ- - + - = Ý - = - Ý - = - (5) 

ȷɜ 1 2x x= , ɖ (5) ɔɑɜŮŰŬɘ 1 2 1 22( ) 0y y y y- = Ý = ÝA¹B (ŬˊɞɟɟɑˊŰŮŰŬɘ), ɎɟŬ 1 2x x̧ , 

ɞˊɧŰŮ ɖ (5) ɔɑɜŮŰŬɘ 1 2

1 2

1 1

2 2

y y

x x
lAB

-
= Ý =

-
. 

ȼ ŮɡɗŮɑŬ ȷȸ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(2, 4), ɞˊɧŰŮ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 

1
: 4 ( 2) 2 8 2 2 6 0

2
y x y x x yAB - = - Ú - = - Ú - + =. 

(Ƀ ˊŬɟŬˊɎɜɤ Űɟɧˊɞɠ ŮűŬɟɛɧɕŮŰŬɘ əŬɘ ůŰɘɠ ɡˊɧɚɞɘˊŮɠ əɤɜɘəɏɠ Űɞɛɏɠ, ˊŬɟŬɓɞɚɐ, ɏɚɚŮɘɣɖ, 

ɡˊŮɟɓɞɚɐ). 

ɓȭ Űɟɧˊɞɠ 
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Ƀ əɨəɚɞɠ ɏɢŮɘ əɏɜŰɟɞ Ⱦ(3, 2), ɞˊɧŰŮ Űɞ ɀ(2, 4) ŮɑɜŬɘ Űɞ ɛɏůɞ Űɖɠ ɢɞɟŭɐɠ ȷȸ, Ŭɜ əŬɘ ɛɧɜɞ Ŭɜ, 

KM^AB.  ȺɑɜŬɘ 
4 2 2

2
2 3 1

lKM
-

= = =-
- -

, ůɡɜŮˊɩɠ: 

1
1 ( 2) 1

2
l l l lKM AB AB ABKM^ABÚ Ö =- Ú - Ö =- Ú = 

ȼ ŮɡɗŮɑŬ ȷȸ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(2, 4), ɞˊɧŰŮ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 

1
: 4 ( 2) 2 8 2 2 6 0

2
y x y x x yAB - = - Ú - = - Ú - + =. 

(Ƀ ˊŬɟŬˊɎɜɤ Űɟɧˊɞɠ ŮűŬɟɛɧɕŮŰŬɘ ɛɧɜɞ ůŰɞɜ əɨəɚɞ).  

11.   ȷˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(x0, y0) ŮəŰɧɠ Űɞɡ əɨəɚɞɡ 
2 2 2:C x y r+ =  űɏɟɜɞɡɛŮ Űɘɠ ŭɨɞ 

ŮűŬˊŰɧɛŮɜɏɠ Űɞɡ. ȷɜ ȷ, ȸ ŮɑɜŬɘ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ŮˊŬűɐɠ, ɜŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ ɢɞɟŭɐ ȷȸ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 

2

0 0xx yy r+ = . 

ȿɨůɖ 

 

 

 

 

 

 

 

ȰůŰɤ ȷ(x1, y1) əŬɘ ȸ(x2, y2) ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ŮˊŬűɐɠ Űɤɜ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɤɜ ˊɞɡ ɎɔɞɜŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ 

ɀ  ˊɟɞɠ Űɞɜ əɨəɚɞ  C. Ƀɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɤɜ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɤɜ ŮɑɜŬɘ: 

2

1 1 1: x x y ye r+ =  əɘ 
2

2 2 2: x x y ye r+ = . 

ɇɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ ŬɜɐəŮɘ ůŰɘɠ Ů1, Ů2 ɞˊɧŰŮ ŮɑɜŬɘ:
2

1 0 1 0x x y y r+ =  əŬɘ 
2

2 0 2 0x x y y r+ = . 

ɄŬɟŬŰɖɟɞɨɛŮ ɧŰɘ ɞɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ ȷ əŬɘ ȸ ɘəŬɜɞˊɞɘɞɨɜ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ 
2

0 0xx yy r+ = , ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ Ůɝɑůɤůɖ ŮɡɗŮɑŬɠ ŭɘɧŰɘ 0 0, 0x y ¸ , Ŭűɞɨ M¸O. 

ȯɟŬ ɖ ŮɡɗŮɑŬ ȷȸ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 
2

0 0xx yy r+ = . 

ȼ ŮɡɗŮɑŬ ȷȸ ɞɜɞɛɎɕŮŰŬɘ ˊɞɚɘəɐ Űɞɡ ɀ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞɜ əɨəɚɞ C əŬɘ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ ˊɧɚɞɠ Űɖɠ 

ŮɡɗŮɑŬɠ ȷȸ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞɜ əɨəɚɞ C. 

ɀ(x0, y0) 

A 

B 
O 

 y 

x 

yȭ 

xȭ 
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ȺɁɃɇȼɇȷ  ȽȽ: ȼ ˊŬɟŬɓɞɚɐ 

Ƀɟɘůɛɧɠ 

ȰůŰɤ ɛɘŬ ŮɡɗŮɑŬ ŭ əɘ ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ Ⱥ ŮəŰɧɠ ŬɡŰɐɠ. ɃɜɞɛɎɕɞɡɛŮ ˊŬɟŬɓɞɚɐ, ɛŮ ŮůŰɑŬ Űɞ ůɖɛŮɑɞ 

Ⱥ əŬɘ ŭɘŮɡɗŮŰɞɨůŬ Űɖɜ ŮɡɗŮɑŬ ŭ, Űɞ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧ Űɧˊɞ C Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ Űɞɡ Ůˊɘˊɏŭɞɡ ŰŬ ɞˊɞɑŬ 

ɘůŬˊɏɢɞɡɜ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ Ⱥ əŬɘ Űɖɜ ŮɡɗŮɑŬ ŭ.  

 

 

ü Ⱥɝɑůɤůɖ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ 

¶ ȺůŰɑŬ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx 

ȰůŰɤ C ɛɘŬ ˊŬɟŬɓɞɚɐ ɛô ŮůŰɑŬ Ⱥ əŬɘ ŭɘŮɡɗŮŰɞɨůŬ ŭ. ɆŰɞ ŮˊɑˊŮŭɞ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ ɗŮɤɟɞɨɛŮ 

ůɨůŰɖɛŬ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ Ƀxy, Űɞ ɞˊɞɑɞ ɏɢŮɘ Ŭɟɢɐ Űɖɜ əɞɟɡűɐ Ƀ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ əŬɘ ůŰɞ 

ɞˊɞɑɞ ɞ ɎɝɞɜŬɠ xȭx ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɖɜ ŮůŰɑŬ Ⱥ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ (ɞˊɧŰŮ 
'x x d̂). 

ȷɜ ɖ ŮůŰɑŬ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ ɏɢŮɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ,0
2

på õ
Eæ ö
ç ÷

 , 0p¸ , ŰɧŰŮ ɖ ŭɘŮɡɗŮŰɞɨůŬ ɏɢŮɘ 

Ůɝɑůɤůɖ :
2

p
xd =- . Ƀ Ŭɟɘɗɛɧɠ p ɞɜɞɛɎɕŮŰŬɘ ˊŬɟɎɛŮŰɟɞɠ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ əŬɘ ɖp  

ŮəűɟɎɕŮɘ Űɖɜ ŬˊɧůŰŬůɖ Űɖɠ ŮůŰɑŬɠ Ⱥ Ŭˊô Űɖ ŭɘŮɡɗŮŰɞɨůŬ ŭ. 

ȺɑɜŬɘ : 0 0
2 2

p p
x x yd =- Ú + + =. 

ȰɜŬ ůɖɛŮɑɞ ɀ(x, y) ŬɜɐəŮɘ ůŰɖɜ ˊŬɟŬɓɞɚɐ C Ŭɜ əŬɘ ɛɧɜɞ Ŭɜ d(M, E)=d(M, ŭ) (1). 

ȳɛɤɠ ( )
2 2

2 2d(ɀ,Ⱥ) 0
2 2

p p
x y x y
å õ å õ

= - + - = - +æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷

 əŬɘ 

2 2

1 0
2

d(ɀ,ŭ)=
21 0

p
x y

p
x

Ö + Ö +

= +
+

 , ɞˊɧŰŮ ɖ (1) ɔɑɜŮŰŬɘ: 

  

E 

M Ʌ 

ȷ Ⱦ 
  

ȷɜ ȷ ŮɑɜŬɘ ɖ ˊɟɞɓɞɚɐ Űɖɠ ŮůŰɑŬɠ 

Ⱥ ůŰɖ ŭɘŮɡɗŮŰɞɨůŬ ŭ, ŰɧŰŮ Űɞ 

ɛɏůɞ Ⱦ Űɞɡ ŮɡɗɡɔɟɎɛɛɞɡ 

ŰɛɐɛŬŰɞɠ Ⱥȷ ŮɑɜŬɘ ˊɟɞűŬɜɩɠ 

ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ əŬɘ ɚɏɔŮŰŬɘ 

əɞɟɡűɐ Űɖɠ. 
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2 2 2

2 2( ) ( )
2

d M,E =d M
2

,
2 2

 ŭ
p p p p

x y x x y x
å õ å õ å õ

Ú - + = + Ú - + = + Úæ ö æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷ ç ÷

  

2 2
2 2 2 22 2 2

2 4 2 4

p p p p
x x y x x y pxÚ - Ö Ö + + = + Ö Ö + Ú =  

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ, ɖ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ C ɛô ŮůŰɑŬ ,0
2

på õ
Eæ ö
ç ÷

 əŬɘ ŭɘŮɡɗŮŰɞɨůŬ :
2

p
xd =-  

ŮɑɜŬɘ:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ũɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ, ɖ ˊŬɟŬɓɞɚɐ ɛô ŮůŰɑŬ Űɞ ůɖɛŮɑɞ Ⱥ(3, 0) əŬɘ ŭɘŮɡɗŮŰɞɨůŬ 3x=-, ɏɢŮɘ p=6 əɘ 

Ůˊɞɛɏɜɤɠ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 
2 12y x= . 

¶ ȺůŰɑŬ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ yȭy 

ȰůŰɤ C ɛɘŬ ˊŬɟŬɓɞɚɐ ɛô ŮůŰɑŬ Ⱥ əŬɘ ŭɘŮɡɗŮŰɞɨůŬ ŭ. ɆŰɞ ŮˊɑˊŮŭɞ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ ɗŮɤɟɞɨɛŮ 

ůɨůŰɖɛŬ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ Ƀxy, Űɞ ɞˊɞɑɞ ɏɢŮɘ Ŭɟɢɐ Űɖɜ əɞɟɡűɐ Ƀ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ əŬɘ ůŰɞ 

ɞˊɞɑɞ ɞ ɎɝɞɜŬɠ yȭy ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɖɜ ŮůŰɑŬ Ⱥ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ (ɞˊɧŰŮ 'y y d̂). 

ȺɟɔŬɕɧɛŮɜɞɘ ɧˊɤɠ ˊɟɘɜ, ɓɟɑůəɞɡɛŮ ɧŰɘ ɖ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ C ɛô ŮůŰɑŬ 0,
2

på õ
Eæ ö
ç ÷

 əŬɘ 

ŭɘŮɡɗŮŰɞɨůŬ :
2

p
yd =-  ŮɑɜŬɘ: 

ȼ ˊŬɟŬˊɎɜɤ Ůɝɑůɤůɖ ɔɟɎűŮŰŬɘ ɘůɞŭɨɜŬɛŬ 
21

2
y x

p
=  əŬɘ ˊŬɟɘůŰɎ Űɖ ɔɟŬűɘəɐ ˊŬɟɎůŰŬůɖ 

Űɖɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖɠ 
2( )f x xa= , ɧˊɞɡ 

1

2p
a= . 

2 2y px=   

 

 

p>0 

,0
2

på õ
Eæ ö
ç ÷

  

M(x, y) 

O 

:
2

p
xd =-   

x xȭ 

y 

yȭ 

  

  Ʌ 

,0
2

på õ
Eæ ö
ç ÷

  

  M(x, y) 

p<0 

  
x xȭ 

:
2

p
xd =-   

yȭ 

y 

O 

Ʌ 

2 2x py=   
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ü ȽŭɘɧŰɖŰŮɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ 

¶ ȼ ɛɞɟűɐ 
2 2y px=  (1) 

Á ȷˊô Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ (1) , ŮˊŮɘŭɐ 
2 0y ² , ŮɑɜŬɘ 0px² , ɞˊɧŰŮ ɔɘŬ 0x¸  ˊɟɞəɨˊŰŮɘ 

ɧŰɘ ɞɘ Ŭɟɘɗɛɞɑ p əŬɘ x ŮɑɜŬɘ ɞɛɧůɖɛɞɘ. Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ɖ ˊŬɟŬɓɞɚɐ ɓɟɑůəŮŰŬɘ ůŰɞ 

ɖɛɘŮˊɑˊŮŭɞ ˊɞɡ ɞɟɑɕŮɘ ɞ ɎɝɞɜŬɠ yȭy əŬɘ ɖ ŮůŰɑŬ Ⱥ. 

Á ȷɜ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ0(x0, y0) ŬɜɐəŮɘ ůŰɖɜ ˊŬɟŬɓɞɚɐ, ŭɖɚŬŭɐ Ŭɜ 
2

0 02y px= , ŰɧŰŮ əŬɘ 

Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ1(x0, -y0) ɗô ŬɜɐəŮɘ ůŰɖɜ ˊŬɟŬɓɞɚɐ, Ŭűɞɨ 
2 2

0 0 0 0( ) 2 2y px y px- = Ý =  ˊɞɡ ɘůɢɨŮɘ. ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ɞ ɎɝɞɜŬɠ xȭx ŮɑɜŬɘ 

ɎɝɞɜŬɠ ůɡɛɛŮŰɟɑŬɠ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ əɘ Ůɜ ůɡɜŰɞɛɑŬ ɚɏɔŮŰŬɘ ɎɝɞɜŬɠ Űɖɠ 

ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ. 

¶ ȼ ɛɞɟűɐ 
2 2x py=  (2) 

Á ȷˊô Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ (21) , ŮˊŮɘŭɐ 
2 0x ² , ŮɑɜŬɘ 0py² , ɞˊɧŰŮ ɔɘŬ 0y¸  ˊɟɞəɨˊŰŮɘ 

ɧŰɘ ɞɘ Ŭɟɘɗɛɞɑ p əŬɘ y ŮɑɜŬɘ ɞɛɧůɖɛɞɘ. Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ɖ ˊŬɟŬɓɞɚɐ ɓɟɑůəŮŰŬɘ ůŰɞ 

ɖɛɘŮˊɑˊŮŭɞ ˊɞɡ ɞɟɑɕŮɘ ɞ ɎɝɞɜŬɠ xȭx əŬɘ ɖ ŮůŰɑŬ Ⱥ. 

Á ȷɜ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ0(x0, y0) ŬɜɐəŮɘ ůŰɖɜ ˊŬɟŬɓɞɚɐ, ŭɖɚŬŭɐ Ŭɜ 
2

0 02x py= , ŰɧŰŮ əŬɘ 

Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ1(-x0, y0) ɗô ŬɜɐəŮɘ ůŰɖɜ ˊŬɟŬɓɞɚɐ, Ŭűɞɨ 
2 2

0 0 0 0( ) 2 2x py x py- = Ý =  ˊɞɡ ɘůɢɨŮɘ. ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ɞ ɎɝɞɜŬɠ yȭy ŮɑɜŬɘ 

ɎɝɞɜŬɠ ůɡɛɛŮŰɟɑŬɠ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ əɘ Ůɜ ůɡɜŰɞɛɑŬ ɚɏɔŮŰŬɘ ɎɝɞɜŬɠ Űɖɠ 

ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ. 

ɄŬɟŬŰɖɟɐůŮɘɠ 

1. ɆŮ əɎɗŮ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ, ɖ ˊŬɟŬɓɞɚɐ ɓɟɑůəŮŰŬɘ ůŰɞ ɖɛɘŮˊɑˊŮŭɞ ˊɞɡ ɞɟɑɕŮŰŬɘ Ŭˊô Űɖɜ ŮůŰɑŬ əŬɘ 

Űɖ ŭɘŮɡɗŮŰɞɨůŬ. 

2. ȾɎɗŮ ŮɡɗɨɔɟŬɛɛɞ ŰɛɐɛŬ Űɞɡ ɞˊɞɑɞɡ ŰŬ ɎəɟŬ ŮɑɜŬɘ ůɖɛŮɑŬ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ, ɞɜɞɛɎɕŮŰŬɘ 

ɢɞɟŭɐ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ. 

 

 

 

p>0 

0,
2

på õ
Eæ ö
ç ÷

  

:
2

p
yd =-   

M(x, y) 

x 

y 

xȭ 

yȭ 

Ƀ 
  

  

Ʌ 

0,
2

på õ
Eæ ö
ç ÷

  

:
2

p
yd =-   

p<0 

x xȭ 

yȭ 

y 

M(x, y) 

Ƀ 
  

  

Ʌ 
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3. ȰůŰɤ ɀ ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ ɛɘŬɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ C ɛô ŮůŰɑŬ Ⱥ. ȼ ŬˊɧůŰŬůɖ (ɀȺ) ɞɜɞɛɎɕŮŰŬɘ ŮůŰɘŬəɐ 

ŬˊɧůŰŬůɖ ɐ ŮůŰɘŬəɐ ŬəŰɑɜŬ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ ɀ. 

ü ȺűŬˊŰɞɛɏɜɖ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ 

¶ ȰůŰɤ ɖ ˊŬɟŬɓɞɚɐ C ɛô Ůɝɑůɤůɖ 
2 2y px=  (1) əɘ ɏɜŬ ůŰŬɗŮɟɧ Űɖɠ ůɖɛŮɑɞ ɀ1(x1, y1). 

ȰůŰɤ Ůˊɘˊɚɏɞɜ ɛɘŬ ɛɖ-əŬŰŬəɧɟɡűɖ ŮɡɗŮɑŬ ɕ ˊɞɡ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ɀ1 əŬɘ ŰɏɛɜŮɘ Űɖɜ 

ˊŬɟŬɓɞɚɐ ůŮ ůɖɛŮɑɞ ɀ2(x2, y2), ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɧ Űɞɡ ɀ1. ɇɧŰŮ ɖ ŮɡɗŮɑŬ ɕ ɗŬ ɏɢŮɘ 

ůɡɜŰŮɚŮůŰɐ ŭɘŮɨɗɡɜůɖɠ 2 1

2 1

y y

x x
l

-
=
-

 əɘ ŮˊŮɘŭɐ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ1 ɗŬ ɏɢŮɘ 

Ůɝɑůɤůɖ 2 1
1 1

2 1

( )
y y

y y x x
x x

-
- = -

-
 (2). 

ɇŬ ůɖɛŮɑŬ ɀ1(x1, y1) əŬɘ ɀ2(x2, y2) Ŭɜɐəɞɡɜ ůŰɖɜ ˊŬɟŬɓɞɚɐ ɞˊɧŰŮ ɘůɢɨɞɡɜ ɞɘ 

ůɢɏůŮɘɠ: 
2

1 12y px=  (3) əŬɘ 
2

2 22y px=  (4). 

ȷűŬɘɟɩɜŰŬɠ əŬŰɎ ɛɏɚɖ Űɘɠ (3) əŬɘ (4) ɏɢɞɡɛŮ:
2 2

2 1 2 12 ( )y y p x x- = - Ý  

1 2
2 1

2 1 2 1 2 1

2 1 2 1

2
( )( ) 2 ( )

x x y y p
y y y y p x x

x x y y

¸ -
Ý - + = - Ý =

- +
. 

ȰŰůɘ ɖ (2) ˊŬɑɟɜŮɘ Űɖ ɛɞɟűɐ: 
1 1

2 1

2
( )

p
y y x x

y y
- = - Ý

+
 

2 1 1 1( )( ) 2 ( )y y y y p x xÝ + - = - (5) 

ȷɜ ɡˊɞɗɏůɞɡɛŮ ŰɩɟŬ ɧŰɘ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ2(x2, y2), əɘɜɞɨɛŮɜɞ ˊɎɜɤ ůŰɖɜ ˊŬɟŬɓɞɚɐ C, 

ŰŮɑɜŮɘ ɜŬ ůɡɛˊɏůŮɘ ɛŮ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ1(x1, y1), ŭɖɚŬŭɐ Űɞ y2 ŰŮɑɜŮɘ ɜŬ ɔɑɜŮɘ ɑůɞ ɛŮ Űɞ y1, 

ŰɧŰŮ ɖ (5) ɔɑɜŮŰŬɘ: 1 1 1 1 1 1 1( )( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 ( )y y y y p x x y y y p x xÝ + - = - Ý - = - Ý 

(3)
2

1 1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) 2y y y p x x y y y px px y y px px pxÝ - = - Ý - = - Ý - = - Ý  

1 1 1 1 1 1 12 ( )yy px px px yy px px yy p x xÝ = - + Ý = + Ý = +  

ȼ ŰŮɚŮɡŰŬɑŬ Ůɝɑůɤůɖ ˊŬɟɘůŰɎ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ ŮɡɗŮɑŬɠ Ů ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ɖ ɞɟɘŬəɐ ɗɏůɖ Űɖɠ 

ŮɡɗŮɑŬɠ ɕ, ɧŰŬɜ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ2 ŰŮɑɜŮɘ ɜŬ ůɡɛˊɏůŮɘ ɛŮ Űɞ ɀ1. ɆŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ŬɡŰɑ ɖ 

ŮɡɗŮɑŬ Ů ɚɏɔŮŰŬɘ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ C ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ɀ1(x1, y1). 

 

 

M1(x1, y1) 
M2(x2, y2)   
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ȯɟŬ ɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ 
2 2y px=  ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ɀ1(x1, y1) ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ: 

 

 

¶ ȰůŰɤ ɖ ˊŬɟŬɓɞɚɐ C ɛô Ůɝɑůɤůɖ 
2 2x py= (1) əɘ ɏɜŬ ůŰŬɗŮɟɧ Űɖɠ ůɖɛŮɑɞ ɀ1(x1, y1). 

ȺɟɔŬɕɧɛŮɜɞɘ ɧˊɤɠ ˊŬɟŬˊɎɜɤ əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɞ ůɡɛˊɏɟŬůɛŬ ɧŰɘ, ɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ 

ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ 
2 2x py=  ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ɀ1(x1, y1) ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ: 

  

 

 

 

 

ũɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ, ɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ 
2 4y x= , ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ɀ(4, 4), ɏɢŮɘ 

Ůɝɑůɤůɖ:4 2( 4) 2 4 2 4 0y x y x x y= + Ú = + Ú - + =. 

ȷɜŰɑůŰɞɘɢŬ, ɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ 
2 6x y= , ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ɀ(-6, 6), ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ:

6 3( 6) 2 6 2 6 0x y x y x y- = + Ú- = + Ú + + =. 

ɄŬɟŬŰɐɟɖůɖ 

ȾɎɗŮ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ ɛɘŬɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ C ɏɢŮɘ ɛô ŬɡŰɐɜ ɛɞɜŬŭɘəɧ əɞɘɜɧ ůɖɛŮɑɞ. ɇɞ ŬɜŰɑůŰɟɞűɞ 

ŭŮɜ ɘůɢɨŮɘ.  

ũɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ, əɎɗŮ ŮɡɗŮɑŬ Ů Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ 0y y= ( / / ' )x xe  ɏɢŮɘ ɛŮ Űɖɜ ˊŬɟŬɓɞɚɐ 

ɛɞɜŬŭɘəɧ əɞɘɜɧ ůɖɛŮɑɞ, ɧɛɤɠ ŭŮɜ ŮűɎˊŰŮŰŬɘ ůô ŬɡŰɐɜ. 

 

 

2 2y px=

1 1( )yy p x x= +   

1 1( )xx p y y= +   

M1(x1, y1) 

M2(x2, y2) 

  

C 

  

  

  

O 

E 

  

ŭ 

x 

 y 

xȭ 

yȭ 

Ů 
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ü ȷɜŬəɚŬůŰɘəɐ ɘŭɘɧŰɖŰŬ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ 

ȰůŰɤ ɖ ˊŬɟŬɓɞɚɐ C ɛô ŮůŰɑŬ Ⱥ əŬɘ əɞɟɡűɐ Ƀ əɘ ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ɀ1(x1, y1). ȼ əɎɗŮŰɖ ůŰɖɜ 

ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Ů Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ C ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ ŮˊŬűɐɠ M1 ŭɘɢɞŰɞɛŮɑ Űɖ ɔɤɜɑŬ ˊɞɡ ůɢɖɛŬŰɑɕɞɡɜ 

ɖ ɖɛɘŮɡɗŮɑŬ ɀ1Ⱥ əŬɘ ɖ ɖɛɘŮɡɗŮɑŬ ɀ1t ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ɞɛɧɟɟɞˊɖ Űɖɠ ɃȺ. 

. 

ȷˊɧŭŮɘɝɖ 

ȰůŰɤ ɖ ˊŬɟŬɓɞɚɐ 
2: 2C y px=  əŬɘ Űɞ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ɀ1(x1, y1). ɇɧŰŮ 

2

1 12y px=  (1). 

ȼ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Ů Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ ůŰɞ ɀ1 ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 1 1( )yy p x x= + (2) əɘ ŮˊŮɘŭɐ 1M ¸O

ɖ (1) ɔɑɜŮŰŬɘ:
1 1

1 1 1 1

( )
p p p p

y x x y x x
y y y y

l= + Ý = + Ý =. 

ȺɑɜŬɘ 1

1

1 1
yp

y p
h h hh e l l l l^ Ý Ö =- Ý Ö =- Ý =-, ɎɟŬ ɖ ŮɡɗŮɑŬ ɖ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 

1
1 1( )

y
y y x x

p
- =- - (2).  

ũɘŬ y=0 ɖ (2) ɔɑɜŮŰŬɘ: 1
1 1 1 1 10 ( ) ( )

y
y x x py y x x

p
- =- - Ý- =- - Ý 

1 1 1( ,0)p x x x p x p xÝ = - Ý = + ­A + 

ȺɑɜŬɘ ( )
2 2

2

1 1 1( ) 0 0
2 2 2

p p p
p x x x
å õ å õ

EA = + - + - = + = +æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷

  əŬɘ  

ɀ1(x1, y1) 

  

C 

E O 
  

ŭ 

x 

y 

xȭ 

yȭ 

t 

Ů 

ű1 

ű2 

ɖ 

ȷ 
  

ɤ 

Ɂ1 
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( )
2 2 2(1)

2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1( ) 0 2 2
2 2 4 4

p p p p
x y x x y x px px
å õ

EM = - + - = - Ö Ö + + = - + + =æ ö
ç ÷

  

22
2

1 1 1 1
4 2 2

p p p
x px x x

å õ
= + + = + = +æ ö

ç ÷
  

ȺɑɜŬɘ (Ⱥȷ)=(Ⱥɀ1), ɞˊɧŰŮ Űɞ Űɟɑɔɤɜɞ 1M AE ŮɑɜŬɘ ɘůɞůəŮɚɏɠ, ůɡɜŮˊɩɠ ɤ=ű1. ȳɛɤɠ ŮɑɜŬɘ 

əŬɘ ɤ=ű2 ɤɠ ŮɜŰɧɠ ŮɜŬɚɚɎɝ 1( t// )xM O , ɎɟŬ ű1=ű2. 

Ɇɢɧɚɘɞ 

ȼ ɢɟɐůɖ Űɖɠ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ɘŭɘɧŰɖŰŬɠ ɔɑɜŮŰŬɘ ůŰŬ ˊŬɟŬɓɞɚɘəɎ ŰɖɚŮůəɧˊɘŬ, ůŰŬ ɟŬɜŰɎɟ, ůŰŬ 

űŬɜɎɟɘŬ Űɤɜ ŬɡŰɞəɘɜɐŰɤɜ, ůŰɞɡɠ ˊɟɞɓɞɚŮɑɠ Űɤɜ ɞŭɞɜŰɘɎŰɟɤɜ ə.Ŭ. 

ɄŬɟŬŰɐɟɖůɖ 

ȼ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ 
2: 2C y px=  ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ɀ1(x1, y1) ŰɏɛɜŮɘ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx 

ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ Ɂ1(-x1, 0).  ȯɟŬ ɔɘŬ ɜŬ űɏɟɞɡɛŮ Űɖɜ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ ůŰɞ ɀ1, ŬɟəŮɑ ɜŬ 

ŮɜɩůɞɡɛŮ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ1 ɛŮ Űɞ ůɖɛŮɑɞ Ɂ1. 
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ȿɡɛɏɜŬ ˊŬɟŬŭŮɑɔɛŬŰŬ 

1. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ ˊɞɡ ɏɢŮɘ əɞɟɡűɐ Űɖɜ Ŭɟɢɐ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ, ɧŰŬɜ: 

Ŭ. ɏɢŮɘ ŮůŰɑŬ Ⱥ(-3, 0)                                                                                                             

ɓ. ɏɢŮɘ ŭɘŮɡɗŮŰɞɨůŬ Űɖɜ ŮɡɗŮɑŬ : 2yd =-                                                                            

ɔ. ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ ȷ(4, 2) 

ȿɨůɖ 

Ŭ. ȼ ŮůŰɑŬ ɓɟɑůəŮŰŬɘ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx, ɎɟŬ ɖ ˊŬɟŬɓɞɚɐ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ 
2 2y px= . 

ȼ ŮůŰɑŬ ɏɢŮɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ ,0
2

på õ
Eæ ö
ç ÷

, ɞˊɧŰŮ 3 6
2

p
p=- Ý =-, ɎɟŬ ɖ 

ˊŬɟŬɓɞɚɐ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 
2 12y x=- . 

ɓ. ȼ ŭɘŮɡɗŮŰɞɨůŬ ŮɑɜŬɘ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ 
2

p
y=- , ɎɟŬ ɖ ˊŬɟŬɓɞɚɐ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ 

2 2x py= , ɧˊɞɡ 2 4
2

p
p- =- Ý =. 

ȯɟŬ ɖ ˊŬɟŬɓɞɚɐ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 
2 8x y= . 

ɔ. ȼ ˊŬɟŬɓɞɚɐ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ ȷ(4, 2) əɘ ɏɢŮɘ əɞɟɡűɐ Űɖɜ Ŭɟɢɐ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ. 

Á H  ˊŬɟŬɓɞɚɐ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ 
2 2y px= , ɞˊɧŰŮ: 

22 2 4p= Ö Ý  

1
4 8

2
p pÝ = Ý =  . 

ȯɟŬ ɖ ˊŬɟŬɓɞɚɐ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 
2y x= . 

Á H  ˊŬɟŬɓɞɚɐ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ 
2 2x py= , ɞˊɧŰŮ:

24 2 2p= Ö Ý  

16 4 4p pÝ = Ý =. 

ȯɟŬ ɖ ˊŬɟŬɓɞɚɐ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 
2 8x y= . 

2. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖɠ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ 
2: 8C y x= , ɧŰŬɜ: 

Ŭ. ŮɑɜŬɘ ˊŬɟɎɚɚɖɚɖ ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬ 1 : -3 2 0x ye + = 
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ɓ. ŮɑɜŬɘ əɎɗŮŰɖ ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬ 2 : 2 3 0x ye + + =  

ɔ. ůɢɖɛŬŰɑɕŮɘ ɛŮ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx ɔɤɜɑŬ
3

4

p
w=   

ŭ. ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(-2, 1)                                         (ȸŬůɘəɐ Ɏůəɖůɖ) 

ȿɨůɖ 

Ŭ. ȰůŰɤ ȷ(x0, y0) ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ 
2: 8C y x= . ɇɧŰŮ 

2

0 08y x=  (1). 

ȺɑɜŬɘ 2 8 4p p= Ú =, ɎɟŬ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ ůŰɞ ȷ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 

0 0 0 0 0 0: 4( ) 4 4 4 4 0yy x x yy x x x y y xe = + Ú = + Ú - + = (2). 

ȺɑɜŬɘ 1 1

1
: -3 2 0

3
x ye l+ = Ý =, ɞˊɧŰŮ ɘůɢɨŮɘ:

(2)

1 1 0

0

4 1
/ / 12

3
y

y
e e l lÚ = Ú = Ú =  

ũɘŬ 0 12y =  ɖ (1) ɔɑɜŮŰŬɘ: 
2

0 0 012 8 144 8 16x x x= Ú = Ú =, ɎɟŬ ȷ(16, 12) əɘ ɖ 

ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ ůŰɞ ȷ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ : 4 12 72 0 3 18 0x y x ye - + = Ú - + =. 

ɓ. ȺɑɜŬɘ 2 2

1
: 2 3 0

2
x ye l+ + = Ý =-, ɞˊɧŰŮ ɘůɢɨŮɘ:

(2)

2 2 1e e l l^ Ú Ö =- Ú  

(2)

0

0

4 1
1 2

2
y

y

å õ
Ú Ö - =- Ú =æ ö

ç ÷
  

ũɘŬ 0 2y = ɖ (1) ɔɑɜŮŰŬɘ:
2

0 0 0

1
2 8 4 8

2
x x x= Ú = Ú =, ɎɟŬ 

1
,2

2

å õ
Aæ ö
ç ÷

 əɘ ɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ 

ůŰɞ ȷ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ : 4 2 2 0 2 1 0x y x ye - + = Ú - + =. 

ɔ. ȺɑɜŬɘ 
(2)

0

0

3 4
1 1 4

4
y

y

p
l ejw ej= = =- Ú =- Ú =-. 

ũɘŬ 0 4y =-ɖ (1) ɔɑɜŮŰŬɘ:2

0 0 0( 4) 8 16 8 2x x x- = Ú = Ú =, ɎɟŬ ȷ(2, -4) əɘ ɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ 

ůŰɞ ȷ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ : 4 4 8 0 2 0x y x ye + + = Ú + + =. 

ŭ. ȷɜŰɘəŬɗɘůŰɩ Űɘɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɞɡ ɀ(-2, 1) ůŰɖɜ (2), ɞˊɧŰŮ:

0 0 0 08 4 0 4 8y x y x- - + = Ú = - (3) 

ȷˊô Űɘɠ ůɢɏůŮɘɠ (1) əŬɘ (3) ɏɢɞɡɛŮ: 
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( )
22 2

0 0 0 0 00 0

0 0 0 00 0

8 16 64 64 8 04 8 8

4 8 4 84 8

y x x x xx x

y x y xy x

ëë ë= - + - =- =î
Ú Ú Úì ì ì

= - = -= -îí íí

  

2 2

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0
0 0

9 17 9 17
16 72 64 0 2 9 8 0

4 4
4 8 4 8

4 8

x x x x x ɐ x

y x y x
y x

ë + -
ë ë- + = - + = = =î

Ú Ú Ú Úì ì ì
= - = -í í î = -í

  

0 0 0 0

0 0 0 0

9 17 9 17 9 17
, 4 8 , 1 17

4 4 4

9 17 9 17 9 17
, 4 8 , 1 7

4 4 4

x y x y

x y x y

ë ë+ + +
= = Ö - = = +î î

î î
Ú Ú ­ì ì

- - -î î
= = Ö - = = -

î îíí

  

9 17 9 17
,1 17 ,1 17

4 4
ɐ

å õ å õ+ -
­A + A -æ ö æ öæ ö æ ö

ç ÷ ç ÷
 , ɞˊɧŰŮ ɞɘ ɕɖŰɞɨɛŮɜŮɠ ŮűŬˊŰɧɛŮɜŮɠ 

ŮɑɜŬɘ ɞɘ ( ): 4 1 17 9 17 0x ye - + + + = əɘ ( ): 4 1 17 9 17 0ȭ x ye - - + - =. 

3. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ ŮɡɗŮɑŬ : 2 2 0x ye + + = ŮűɎˊŰŮŰŬɘ ůŰɖɜ ˊŬɟŬɓɞɚɐ 
2: 2C y x= . 

(ȸŬůɘəɐ Ɏůəɖůɖ) 

ȿɨůɖ 

ȸɟɑůəɞɡɛŮ ŰŬ əɞɘɜɎ ůɖɛŮɑŬ ŮɡɗŮɑŬɠ əŬɘ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ, ɚɨɜɞɜŰŬɠ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ Űɤɜ ŭɨɞ 

ŮɝɘůɩůŮɤɜ. 

2 2 2 22 2( 2 2) 4 4 4 4 0

2 2 0 2 2 2 2 2 2

y x y y y y y y

x y x y x y x y

ë ë ë ë= = - - =- - + + =î
Ú Ú Ú Úì ì ì ì

+ + = =- - =- - =- -î í í íí

  

2 2 0 2 2( 2) 0
(2, 2)

2 2 2( 2) 2 22 2

y y yy

x y x xx y

+ = =- =-ë + = ë ë ë
Ú Ú Ú Ú ­A -ì ì ì ì

=- - =- - - ==- - í í íí
  

ȺɑɜŬɘ 
2 2 1y x p= Ý =, ɎɟŬ ɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ ůŰɞ ȷ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ

: 2 2 2 2 0ȭ y x x ye - = + Ú + + =, ŭɖɚŬŭɐ ȭe e¹ . 

ȯɟŬ ɖ ŮɡɗŮɑŬ : 2 2 0x ye + + = ŮűɎˊŰŮŰŬɘ ůŰɖɜ ˊŬɟŬɓɞɚɐ 
2: 2C y x= . 
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4. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɢɞɟŭɐɠ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ 
2: 4C y x=  ˊɞɡ ɏɢŮɘ ɛɏůɞ Űɞ 

ůɖɛŮɑɞ 
5

,1
2

å õ
Mæ ö
ç ÷

.    (ȸŬůɘəɐ Ɏůəɖůɖ) 

ȿɨůɖ 

 

ȰůŰɤ ȷ(x1, y1) əŬɘ ȸ(x2, y2) ŰŬ ɎəɟŬ Űɖɠ ɢɞɟŭɐɠ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ. ɇɧŰŮ ɘůɢɨɞɡɜ: 

2

1 14y x= , 
2

2 24y x= əŬɘ 

1 2

1 2

1 21 2

5

52 2

2
1

2

x x

x x

y yy y

+ë
=î + =ëî
Úì ì

+ =+ íî =
îí

  

¶ ȷɜ x1=x2, ŰɧŰŮ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ, ȸ əŬɘ ɀ Ŭɜɐəɞɡɜ ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬ 
5

2
x= , ɞˊɧŰŮ: 

22 25
44 10 10

5 52
, 10 , , 105 5 5

5 2 2
2 2 2

2

yy x y y

x x x
x

ë
ëë ë= Ö= = =°îî î î î å õ å õ

Ú Ú Ú ­A B -ì ì ì ì æ ö æ ö
= = ç ÷ ç ÷=î î î î=í í íîí

  

ɇɧŰŮ ɧɛɤɠ 1 2 10 10
0 1

2 2

y y+ -
= = ,̧ ɞˊɧŰŮ Űɞ ɀ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ Űɞ ɛɏůɞ Űɖɠ ɢɞɟŭɐɠ ȷȸ. 

¶ ũɘŬ 1 2x x̧  ɏɢɞɡɛŮ:
2 2

2 1 2 1 2 1 2 1 2 14 4 ( )( ) 4( )y y x x y y y y x x- = - Ú - + = - Ú  

2 1
2 1 2 1

2 1

2( ) 4( ) 2 2
y y

y y x x
x x

lAB
-

Ú - = - Ú = Ú =
-

  

ȷ 

ȸ 

  

  

Ⱥ 

ɀ 

Ƀ 
  

x 

y 

xȭ 

yȭ ŭ 
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ȯɟŬ ɖ ɢɞɟŭɐ ȷȸ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 
5

: 1 2 1 2 5 2 4 0
2

y x y x x ye
å õ

- = - Ú - = - Ú - - =æ ö
ç ÷

. 

5. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ C ˊɞɡ ɏɢŮɘ əɞɟɡűɐ Űɖɜ Ŭɟɢɐ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ, 

ɎɝɞɜŬ ůɡɛɛŮŰɟɑŬɠ Űɞɜ xȭx əɘ ŮűɎˊŰŮŰŬɘ ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬ : 2 1 0x ye - - =. 

ȿɨůɖ 

ȼ ˊŬɟŬɓɞɚɐ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ 
2: 2C y px=  əɘ ɏůŰɤ ȷ(x0, y0) Űɞ ůɖɛŮɑɞ ŮˊŬűɐɠ 

ŮɡɗŮɑŬɠ əŬɘ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ. ȼ ŮɡɗŮɑŬ Ů ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ əŬŰŬəɧɟɡűɖ, ɎɟŬ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ȷ ŭŮɜ ůɡɛˊɑˊŰŮɘ ɛŮ 

Űɖɜ Ŭɟɢɐ Ƀ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ, ůɡɜŮˊɩɠ 0 0, 0x y ¸ . 

ȺɑɜŬɘ 
2

0 02y px=  (1) əɘ ɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ C ůŰɞ ȷ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ

(1)

0 0 0

0 0 0 0

: ( )
pp p p

ȭ yy p x x y x x y x
y y y y

e = + Ú = + Ú = +
2

0 0

02 2

y yp
y x

p y
Ö Ú = +  

ȼ ŮɡɗŮɑŬ Ů ɔɟɎűŮŰŬɘ ůŰɖ ɛɞɟűɐ 2 1y x= -, ɞˊɧŰŮ ɞɘ ŮɡɗŮɑŮɠ Ů əɘ Ůȭ ŰŬɡŰɑɕɞɜŰŬɘ Ŭɜ əŬɘ ɛɧɜɞ 

Ŭɜ:0

00
0

2
42

2
2

21
2

p
p

py

yy y

ë
= ëî =-= ëî î
Ú Ú-ì ì ì

=-íî î=-=- í
îí

 . 

ȯɟŬ ɖ ɕɖŰɞɨɛŮɜɖ ˊŬɟŬɓɞɚɐ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 
2: 8C y x=- . 

6. ȰůŰɤ ɖ ˊŬɟŬɓɞɚɐ 
2: 2C y px=  əɘ ɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ Ů ůô ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ɀ1(x1, y1), 

ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɧ Űɞɡ Ƀ(0, 0), ɖ ɞˊɞɑŬ ŰɏɛɜŮɘ Űɖ ŭɘŮɡɗŮŰɞɨůŬ ŭ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ 

ɀ2. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ 1 2 90
Ø

M EM = , ɧˊɞɡ Ⱥ ɖ ŮůŰɑŬ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ. 

ȿɨůɖ 

 

                       

 

 

 

 

 

,0
2

på õ
Eæ ö
ç ÷

  

ɀ1(x1, y1) 

ɀ2 

  

  

  

  
Ƀ 

C 

Ů 

:
2

p
xd =-   

x xȭ 

y 

yȭ 

ȺɑɜŬɘ 

2
2 1
1 1 12

2

y
y px x

p
= Ú = , 

ɎɟŬ 

2

1
1 1,

2

y
y

p

å õ
M æ ö
ç ÷

. ȼ 

ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Ů ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ:

1 1

2

1
1

( )

( )
2

yy p x x

y
yy p x

p

= + Ú

Ú = + Ú
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1
2 0
1 1

1

12 2

yy yp
yy px y x

y

¸

Ú = + Ú = +  

Ƀɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɞɡ ɀ2 ɗŬ ŮɑɜŬɘ ɖ ɚɨůɖ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ: 

2 2 2
1 1 1 1

1 1 1 1

2 222

2 2 2 2 2 2

p ppp
x xxx

yp yp p yp y p
y x y y y

y y y y

ë ë ëë
=- =-=-=- î î îîî î î î

Ú Ú Ú ­ì ì ì ì
-å õî î î î= + = Ö - + =- + =æ ö

î î î îç ÷í ííí

  

2 2

1
2

1

,
2 2

y pp

y

å õ-
­M -æ ö

ç ÷
  

ȺɑɜŬɘ 
1

1 1 1

2 2 2 2 2

1 1 1

0 2

2 2 2

y y py

y y pp y p

p p

lEM
-

= = =
- -

-

 əŬɘ 
2

2 2 2 2

1 1

2 2

1 1 1

1

0
2 2

2

2 2

y p y p

y y y p

p p p py
lEM

- -
-

-
= = =

- -
- --

 

ɞˊɧŰŮ :
1 2

12py
l lEM EMÖ =

2 2

1y p-

2 2

1y p-
Ö

12py-
1 2 1 21 90

Ø

=- ÝEM ^EM ÝM EM = 

7. ȰůŰɤ ɖ ˊŬɟŬɓɞɚɐ 
2: 2C y px=  əɘ Ů1, Ů2 ɞɘ ŮűŬˊŰɧɛŮɜŮɠ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ Ŭˊɧ ɏɜŬ  

ůɖɛŮɑɞ ɀ0(x0, y0), 0 0x ¸ . ȷɜ ɀ1, ɀ2 ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ŮˊŬűɐɠ Űɤɜ Ů1, Ů2 ɛŮ Űɖɜ ˊŬɟŬɓɞɚɐ 

C. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ: 

Ŭ. ɖ ŮɡɗŮɑŬ ɀ1ɀ2 ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 0 0( )yy p x x= +   

ɓ. ɖ ŮɡɗŮɑŬ ɀ1ɀ2 ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɖɜ ŮůŰɑŬ Ⱥ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ Ŭɜ əŬɘ ɛɧɜɞ Ŭɜ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ0 

ŬɜɐəŮɘ ůŰɖ ŭɘŮɡɗŮŰɞɨůŬ ŭ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ. 

ȿɨůɖ 

            

Ů1 

Ů2 

Ⱥ 

ɀ1 

ɀ2 

ŭ 

ɀ0 

  

  

  

Ƀ  x xȭ 

y 

yȭ 
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Ŭ. ȷɜ ɀ1(x1, y1) əŬɘ ɀ2(x2, y2) ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ŮˊŬűɐɠ ŰɧŰŮ ɞɘ ŮűŬˊŰɧɛŮɜŮɠ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ ůŰŬ 

ůɖɛŮɑŬ ŬɡŰɎ ɏɢɞɡɜ ŮɝɘůɩůŮɘɠ 1 1 1: ( )yy p x xe = +  əɘ 2 2 2: ( )yy p x xe = + . 

Ƀɘ ŮɡɗŮɑŮɠ Ů1 əɘ Ů2 ŭɘɏɟɢɞɜŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ0(x0, y0), ɞˊɧŰŮ ŮɑɜŬɘ: 

0 1 0 1( )y y p x x= +  əŬɘ 0 2 0 2( )y y p x x= + . 

ɄŬɟŬŰɖɟɞɨɛŮ ɧŰɘ ɞɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ ɀ1 əŬɘ ɀ2 ŮˊŬɚɖɗŮɨɞɡɜ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ 

0 0( )yy p x x= + . 

ȯɟŬ ɖ ɢɞɟŭɐ ɀ1ɀ2 ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 0 0( )yy p x x= + . 

ɄŬɟŬŰɐɟɖůɖ 

ȼ ŮɡɗŮɑŬ ɀ1ɀ2 ɚɏɔŮŰŬɘ ˊɞɚɘəɐ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ ɀ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɖɜ ˊŬɟŬɓɞɚɐ C, Ůɜɩ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ 

ɚɏɔŮŰŬɘ ˊɧɚɞɠ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ ɀ1ɀ2 ɤɠ ˊɟɞɠ Űɖɜ ˊŬɟŬɓɞɚɐ C. 

ɓ. ȼ ŮɡɗŮɑŬ ɀ1ɀ2 ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɖɜ ŮůŰɑŬ ,0
2

på õ
Eæ ö
ç ÷

 Ŭɜ əŬɘ ɛɧɜɞ Ŭɜ ɞɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɖɠ 

ŮˊŬɚɖɗŮɨɞɡɜ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ, ŭɖɚŬŭɐ Ŭɜ əŬɘ ɛɧɜɞ Ŭɜ ɘůɢɨŮɘ: 

0

0 0 0 0 00 0 0
2 2 2 2

pp p p p
y p x p x x x

¸å õ å õ
Ö = + Ú + = Ú + = Ú =-æ ö æ ö

ç ÷ ç ÷
. 

ȷɡŰɧ ůɡɛɓŬɑɜŮɘ ɛɧɜɞ ɧŰŬɜ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ0(x0, y0) ŬɜɐəŮɘ ůŰɖ ŭɘŮɡɗŮŰɞɨůŬ ŭ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ. 

8. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧ Űɧˊɞ Űɤɜ ɛɏůɤɜ Űɤɜ ɢɞɟŭɩɜ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ 
2: 10C y x=

ˊɞɡ ɏɢɞɡɜ Űɞ ɏɜŬ Ɏəɟɞ Űɞɡɠ ůŰɖɜ Ŭɟɢɐ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ. 

ȿɨůɖ 
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M 
  

  
A 

x xȭ 

y 

yȭ 
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ȰůŰɤ ȷ(x1, y1) Űɞ Ɏɚɚɞ Ɏəɟɞ Űɖɠ ɢɞɟŭɐɠ. ɇɧŰŮ ŮɑɜŬɘ:

2
2 1
1 1 110

10

y
y x x= Ú =  (1). 

ȰůŰɤ ɀ(x0, y0) Űɞ ɛɏůɞ Űɖɠ ɢɞɟŭɐɠ Ƀȷ. ȰɢɞɡɛŮ ŰɧŰŮ: 

1
0

1 0

1 01
0

0

22

20

2

x
x

x x

y yy
y

+ë
=î =ëî

Úì ì
=+ íî =

îí

. 

ȷɜŰɘəŬɗɘůŰɩɜŰŬɠ ůŰɖɜ (1) ɏɢɞɡɛŮ:

2
2 20

0 0 0 0 0

(2 )
2 20 4 5

10

y
x x y y x= Ú = Ú =  . 

ȯɟŬ ɞ ɕɖŰɞɨɛŮɜɞɠ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧɠ Űɧˊɞɠ ŮɑɜŬɘ ɖ ˊŬɟŬɓɞɚɐ 
2' : 5C y x= . 

9. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧ Űɧˊɞ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ ɀ(x0, y0), Ŭˊô ŰŬ ɞˊɞɑŬ ɞɘ ŮűŬˊŰɧɛŮɜŮɠ 

ˊɞɡ ɎɔɞɜŰŬɘ ˊɟɞɠ Űɖɜ ˊŬɟŬɓɞɚɐ 
2: 2C y px=  ŮɑɜŬɘ əɎɗŮŰŮɠ. (ȸŬůɘəɐ Ɏůəɖůɖ) 

ȿɨůɖ 

                     

ȷố Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(x0, y0) ŭɘɏɟɢɞɜŰŬɘ ɞɘ ŮɡɗŮɑŮɠ 0: x xh =  əɘ 0 0: ( )y y x xe l- = - . 

ȼ ŮɡɗŮɑŬ ɖ ŮűɎˊŰŮŰŬɘ ůŰɖɜ ˊŬɟŬɓɞɚɐ ɛɧɜɞ ɧŰŬɜ x0=0, ŭɖɚŬŭɐ ɛɧɜɞ ɧŰŬɜ ɖ ŮɡɗŮɑŬ ɖ 

ŰŬɡŰɑɕŮŰŬɘ ɛŮ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ yȭy. ȳɛɤɠ ŰɧŰŮ ŭŮɜ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ űɏɟɞɡɛŮ ˊɟɞɠ Űɖɜ ˊŬɟŬɓɞɚɐ Ɏɚɚɖ 

ŮűŬˊŰɧɛŮɜɖ ŮɡɗŮɑŬ, ɎɟŬ ɖ ŮɡɗŮɑŬ ɖ ŭŮɜ ŬˊɞŰŮɚŮɑ ɚɨůɖ Űɞɡ ˊɟɞɓɚɐɛŬŰɞɠ. 

ȺɑɜŬɘ M¸O, ɞˊɧŰŮ 0 0, 0x y ¸ . 

ũɘŬ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(x0, y0) ˊɟɏˊŮɘ Űɞ ˊŬɟŬəɎŰɤ ůɨůŰɖɛŬ ɜŬ ɏɢŮɘ ŭɘˊɚɐ ɚɨůɖ: 

  

  

M 

O 

C ŭ 

x xȭ 

y 

yȭ 
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Ů1 

Ů2 



ɥɻʃʂʈɻʐʅʆʗ ɩʍʋʎɻʉɻʐʋʇʅʎʈʋʞ ɛ˃ ɤʑʆʀʚʋʑ 

ɫʐʗʈʋʑ ɜʅʗʉʉʂʏ ɫʀʇʚɿɻ 143 
 

0 00 0

22

0 0

( )

( ) 2 02

y x y xy y x x

x y x pxy px

l ll

l l

= + -- = - ëë
Ú Úì ì

+ - - ==í í
  

0 0

2 2 2

0 0 0 02( ) ( ) 0

y x y x

x y x p x y x

l l

l l l l

= + -ë
Úì

+ - - + - =í
   

ũɘŬ ɜŬ ɏɢŮɘ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ ŭɘˊɚɐ ɚɨůɖ, ˊɟɏˊŮɘ ɔɘŬ Űɖɜ (1) ɜŬ  ŮɑɜŬɘ ȹ=0. 

2
2 2 2

0 0 0 0 0 00 2( ) 4 ( ) 0 ..... 2 2 0y x p y x x y pl l l l l lè øD= Ú - - - Ö - = Ú Ú - + =ê ú  (2) 

H (2) ŮɑɜŬɘ Űɟɘɩɜɡɛɞ ɤɠ ˊɟɞɠ ɚ əŬɘ ɞɘ ɚɨůŮɘɠ Űɞɡ ŮɑɜŬɘ ɞɘ ůɡɜŰŮɚŮůŰɏɠ ŭɘŮɨɗɡɜůɖɠ Űɤɜ 

ŮűŬˊŰɞɛɏɜɤɜ ˊɞɡ ɎɔɞɜŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ ˊɟɞɠ Űɖɜ ˊŬɟŬɓɞɚɐ C. 

ȷˊô Űɞɡɠ Űɨˊɞɡɠ Űɞɡ Vieta ɏɢɞɡɛŮ:
1 2

02

p

x
l lÖ =  (3). 

ŪɏɚɞɡɛŮ ɞɘ ŮűŬˊŰɧɛŮɜŮɠ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ ɜŬ ŮɑɜŬɘ əɎɗŮŰŮɠ, ɞˊɧŰŮ: 

(3)

1 2 1 2 0

0

1 1
2 2

p p
x

x
e e l l^ Ú Ö =- Ú =- Ú =- . 

ȯɟŬ ɞ ɕɖŰɞɨɛŮɜɞɠ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧɠ Űɧˊɞɠ ŮɑɜŬɘ ɖ ŮɡɗŮɑŬ 
2

p
x=-, ŭɖɚŬŭɐ ɖ ŭɘŮɡɗŮŰɞɨůŬ Űɖɠ 

ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ. 

10. ȰůŰɤ ȷ, ȸ ŭɨɞ ůɖɛŮɑŬ Űɞɡ ɎɝɞɜŬ xȭx, ůɡɛɛŮŰɟɘəɎ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɖɜ ŮůŰɑŬ Ⱥ Űɖɠ 

ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ 
2: 2C y px= . ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ ŭɘŬűɞɟɎ Űɤɜ ŰŮŰɟŬɔɩɜɤɜ Űɤɜ 

ŬˊɞůŰɎůŮɤɜ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ ȷ, ȸ Ŭˊɧ ŰɡɢŬɑŬ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ C ˊŬɟŬɛɏɜŮɘ 

ůŰŬɗŮɟɐ. 

ȿɨůɖ 

              

(1) 

C 

Ů 

Ƀ Ⱥ ȷ 

ȸ 

ȷȭ 

ȸȭ 

d1 

d2 x xȭ 

y 

yȭ 

ȷ 

ɀ   
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ȼ ˊŬɟŬɓɞɚɐ C ɏɢŮɘ ŮůŰɑŬ ,0
2

på õ
Eæ ö
ç ÷

. ɇŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ əŬɘ ȸ ŮɑɜŬɘ ůɡɛɛŮŰɟɘəɎ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɖɜ ŮůŰɑŬ 

Ⱥ, ɎɟŬ ɗŬ ɏɢɞɡɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ ,0
2

p
a

å õ
A +æ ö
ç ÷

 əŬɘ ,0
2

p
a

å õ
B -æ ö
ç ÷

, ɧˊɞɡ Ŭ>0. 

ȼ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ  Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ ůŮ ŰɡɢŬɑɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(x0, y0) ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 

 0 0 0 0 0 0: ( ) 0yy p x x yy px px px y y pxe = + Ú = + Ú - + =  

Ⱥˊɑůɖɠ ɘůɢɨŮɘ ɧŰɘ 
2

0 02y px=  (1). 

Aɜ d1, d2 ŮɑɜŬɘ ɞɘ ŬˊɞůŰɎůŮɘɠ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ ȷ əŬɘ ȸ Ŭˊô Űɖɜ ŮɡɗŮɑŬ Ů, ŰɧŰŮ ɏɢɞɡɛŮ: 

2

0 0 0 (1)
2

1 1 2 22 2
00

0
2 2

d d
( )

p p
p y px p px

p yp y

a a
è øå õ å õ

+ - Ö + + +æ ö æ öé ù
ç ÷ ç ÷ê ú= Ý = Ý

++ -
  

2 2 2

2
0 0 0(1)

2 2 2

1 1 12

0 0 0

2 2 2
d d d

2 ( 2 ) 2

p p p
p px p x p x

p px p p x p x

a a a
è øå õ å õ å õ

+ + + + + +æ ö æ ö æ öé ù
ç ÷ê ú ç ÷ ç ÷Ý = Ý = Ý =
+ + +

 (2) 

2

0 0 0 (1)
2

2 2 2 22 2
00

0
2 2

d d
( )

p p
p y px p px

p yp y

a a
è øå õ å õ

-+ - Ö + - +æ ö æ öé ù
ç ÷ ç ÷ê ú= Ý = Ý

++ -
 

2 2 2

2
0 0 0(1)

2 2 2

2 2 22

0 0 0

2 2 2
d d d

2 ( 2 ) 2

p p p
p px p x p x

p px p p x p x

a a a
è øå õ å õ å õ

- + - + - +æ ö æ ö æ öé ù
ç ÷ê ú ç ÷ ç ÷Ý = Ý = Ý =
+ + +

(3) 

ɄɟɞůɗɏŰɞɜŰŬɠ əŬŰɎ ɛɏɚɖ Űɘɠ (2) əŬɘ (3) ɏɢɞɡɛŮ: 

2 2
2 2

0 0
0 0

2 2

1 2

0 0 0

2 22 2
d d

2 2 2

p pp p p x xp x p x

p x p x p x

a aa a
è øå õ å õå õ å õ + + - - +é ùæ ö æ ö+ + - +æ ö æ ö ç ÷ ç ÷é ùç ÷ ç ÷ ê ú- = - = =

+ + +
  

0 0 0 0

0

2 2 2 2

2

p p p p
p x x x x

p x

a a a a
è ø è øå õ å õ å õ å õ
+ + + - + Ö + + - - +æ ö æ ö æ ö æ öé ù é ù

ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ê ú ê ú= =
+
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0
2 2

p p
p xa a+ + + -

=

0
2

p
x

å õ
+ Öæ ö

ç ÷
0xa+ +

2

p
- 0xa+ -

0

0

( 2 )

2

p p x

p x

å õ
æ ö

+ç ÷=
+

0

2

2p x

aÖ

+
2 pa=   

ȯɟŬ ɖ ŭɘŬűɞɟɎ 
2 2

1 2d -d  ˊŬɟŬɛɏɜŮɘ ůŰŬɗŮɟɐ. 

11. ŪŮɤɟɞɨɛŮ Űɞɜ əɨəɚɞ 
2 2: ( 3) 5C x y- + = əŬɘ Űɖɜ ˊŬɟŬɓɞɚɐ 2: 2Cȭ y x=   

Ŭ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɞ əɨəɚɞɠ əŬɘ ɖ ˊŬɟŬɓɞɚɐ ŮűɎˊŰɞɜŰŬɘ, ŭɖɚŬŭɐ ɏɢɞɡɜ əɞɘɜɏɠ 

ŮűŬˊŰɧɛŮɜŮɠ ůŰŬ əɞɘɜɎ Űɞɡɠ ůɖɛŮɑŬ. 

ɓ. ȷˊɧ ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ ɀ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ, ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɧ Űɤɜ əɞɘɜɩɜ Űɖɠ ůɖɛŮɑɤɜ ɛŮ Űɞɜ 

əɨəɚɞ, űɏɟɜɞɡɛŮ ɛɘŬ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ ůŰɞɜ əɨəɚɞ C əɘ ɞɜɞɛɎɕɞɡɛŮ ũ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ŮˊŬűɐɠ. ɁŬ 

ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ 
5

( ) ( )
2

MG = ME -, ɧˊɞɡ Ⱥ ɖ ŮůŰɑŬ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ. (ȸŬůɘəɐ Ɏůəɖůɖ) 

ȿɨůɖ 

Ŭ. Ƀ əɨəɚɞɠ C ɏɢŮɘ əɏɜŰɟɞ Ⱦ(3, 0) əɘ ŬəŰɑɜŬ 5r=  , Ůɜɩ ɖ ˊŬɟŬɓɞɚɐ Cȭ ɏɢŮɘ ŮůŰɑŬ 

1
,0

2

å õ
Eæ ö
ç ÷

. 

Ƀɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɤɜ əɞɘɜɩɜ ůɖɛŮɑɤɜ əɨəɚɞɡ əŬɘ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ ˊɟɞəɨˊŰɞɡɜ Ŭˊô Űɖ ɚɨůɖ Űɞɡ 

ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ: 

2 2 2 2 2

2 2 2 2

( 3) 5 6 9 2 5 0 4 4 0 ( 2) 0

2 2 2 2

x y x x x x x x

y x y x y x y x

ëë ë ë- + = - + + - = - + = - =î
Ú Ú Ú Úì ì ì ì

= = = =îí í íí

  

2 2 2

2 0 2 2 2 2, 2

2 2 2 4 2 2, 2

x x x x x y

y x y y y x y

- = = = = = =ë ë ë ë ë
Ú Ú Ú Ú Ú ­ì ì ì ì ì

= = Ö = =° = =-í í í í í
  

(2,2)­A  əŬɘ (2, 2)B -   

ȼ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ ůŰɞ ȷ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ : 2 2 2 2 0y x x yeA = + Ú - + =. 

ɇɞ əɏɜŰɟɞ Ⱦ Űɞɡ əɨəɚɞɡ ŬˊɏɢŮɘ Ŭˊô Űɖɜ ŮɡɗŮɑŬ Ůȷ ŬˊɧůŰŬůɖ ɑůɖ ɛŮ: 

2 2

1 3 2 0 2 3 2 5
d( , ) 5

1 4 51 ( 2)
e rA

Ö - Ö + +
K = = = = =

++ -
. 
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ȯɟŬ ɖ ŮɡɗŮɑŬ Ůȷ ŮɑɜŬɘ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ əŬɘ Űɞɡ əɨəɚɞɡ. 

ȼ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ ůŰɞ ȸ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ : 2 2 2 2 0y x x yeB - = + Ú + + =. 

ɇɞ əɏɜŰɟɞ Ⱦ Űɞɡ əɨəɚɞɡ ŬˊɏɢŮɘ Ŭˊô Űɖɜ ŮɡɗŮɑŬ Ůȸ ŬˊɧůŰŬůɖ ɑůɖ ɛŮ: 

2 2

1 3 2 0 2 3 2 5
d( , ) 5

1 4 51 ( 2)
e rB

Ö + Ö + +
K = = = = =

++ -
. 

ȯɟŬ ɖ ŮɡɗŮɑŬ Ůȸ ŮɑɜŬɘ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ əŬɘ Űɞɡ əɨəɚɞɡ. 

ɆɡɜŮˊɩɠ ɞ əɨəɚɞɠ C əɘ ɖ ˊŬɟŬɓɞɚɐ Cȭ ŮűɎˊŰɞɜŰŬɘ. 

ɓ. 

                 

ȰůŰɤ ɀ(x0, y0), ɞˊɧŰŮ 
2

0 02y x=  (1). ȰɢɞɡɛŮ ŰɧŰŮ: 

2
(1)

2 2 2 2

0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1
( ) ( 0) 2

2 4 4
x y x x y x x x
å õ

ME = - + - = - + + = - + + =æ ö
ç ÷

  

2

2

0 0 0 0

1 1 1

4 2 2
x x x x

å õ
= + + = + = +æ ö

ç ÷
 (2), ŭɘɧŰɘ 0x² . 

ȷˊô Űɞ ɞɟɗɞɔɩɜɘɞ Űɟɑɔɤɜɞ MKG ɏɢɞɡɛŮ: 
2 2 2( ) ( ) rMG = MK - Ý  

(1)
2 2 2 2 2

0 0 0 0 0 0( ) 6 9 5 ( ) 6 4 2x x y x x xÝ MG = - + + - Ý MG = - + + Ý  

(2)
2 2 2 2

0 0 0 0( ) 4 4 ( ) ( 2) ( ) 2x x x xÝ MG = - + Ý MG = - Ý MG = - Ý  

1 5
( ) ( ) 2 ( ) ( )

2 2
Ý MG = ME - - Ý MG = ME -. 

O E K 

A 

B 

Cȭ 

C 

  
M 

  ũ 

x xȭ 

y 

yȭ 

ɟ 
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ȺɁɃɇȼɇȷ  ȽȽȽ: ȼ ɏɚɚŮɘɣɖ 

Ƀɟɘůɛɧɠ 

ȰůŰɤ Ⱥ əɘ Ⱥȭ ŭɨɞ ůŰŬɗŮɟɎ ůɖɛŮɑŬ Ůɜɧɠ Ůˊɘˊɏŭɞɡ. ɃɜɞɛɎɕɞɡɛŮ ɏɚɚŮɘɣɖ ɛŮ ŮůŰɑŮɠ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ 

Ⱥ əɘ Ⱥȭ Űɞ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧ Űɧˊɞ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ Űɞɡ Ůˊɘˊɏŭɞɡ Űɤɜ ɞˊɞɑɤɜ Űɞ ɎɗɟɞɘůɛŬ Űɤɜ 

ŬˊɞůŰɎůŮɤɜ Ŭˊɧ ŰŬ Ⱥ əɘ Ⱥȭ ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɧ əŬɘ ɛŮɔŬɚɨŰŮɟɞ Űɞɡ (ȺȺȭ). 

ɇɞ ůŰŬɗŮɟɧ ŬɡŰɧ ɎɗɟɞɘůɛŬ Űɞ ůɡɛɓɞɚɑɕɞɡɛŮ ůɡɜɐɗɤɠ ɛŮ 2Ŭ Ůɜɩ Űɖɜ ŬˊɧůŰŬůɖ Űɤɜ ŮůŰɘɩɜ Ⱥ 

əɘ Ⱥȭ ɛŮ 2ɔ (ɎɟŬ Ŭ, ɔ>0). ȼ ŬˊɧůŰŬůɖ ȺȺȭ ɞɜɞɛɎɕŮŰŬɘ ŮůŰɘŬəɐ ŬˊɧůŰŬůɖ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ. 

ɆɨɛűɤɜŬ ɛŮ Űɞɜ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ɞɟɘůɛɧ: 

Á  

 

 

 

 

Á ȷˊô Űɖɜ Űɟɘɔɤɜɘəɐ ŬɜɘůɧŰɖŰŬ ůŰɞ Űɟɑɔɤɜɞ ȭEME ɏɢɞɡɛŮ: 

( ) ( ) ( ) 2 2ȭ ȭ g a g aEE < ME + ME Ú < Ú <. 

ȷɜ ɔ=0, ŰɧŰŮ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ Ⱥ əɘ Ⱥȭ ůɡɛˊɑˊŰɞɡɜ, ɞˊɧŰŮ ɖ ɏɚɚŮɘɣɖ ɔɑɜŮŰŬɘ əɨəɚɞɠ ɛŮ 

əɏɜŰɟɞ Űɞ Ⱥ əɘ ŬəŰɑɜŬ Ŭ. 

ü Ⱥɝɑůɤůɖ ɏɚɚŮɘɣɖɠ 

¶ ȺůŰɑŮɠ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx 

ȰůŰɤ ɏɚɚŮɘɣɖ C ɛô ŮůŰɑŮɠ Ⱥ əɘ Ⱥȭ. ɆŰɞ ŮˊɑˊŮŭɞ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ ŮˊɘɚɏɔɞɡɛŮ ůɨůŰɖɛŬ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ Ƀxy, Űɞ ɞˊɞɑɞ ɏɢŮɘ Ŭɟɢɐ Űɞ əɏɜŰɟɞ Űɞɡ ŮɡɗɡɔɟɎɛɛɞɡ ŰɛɐɛŬŰɞɠ ȺȺȭ əŬɘ ůŰɞ 

ɞˊɞɑɞ ɞ ɗŮŰɘəɧɠ ɖɛɘɎɝɞɜŬɠ Ƀx ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɖɜ ŮůŰɑŬ Ⱥ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ. 

 

 

 

 

 

 

ȰɢɞɡɛŮ ŰɧŰŮ: 

2 2 2 2( ) ( ) 2 ( ) ( 0) ( ) ( 0) 2ȭ x y x ya g g aME + ME = Ú - + - + + + - = Ú  

2 2 2 2( ) ( 0) 2 ( ) ( 0)x y x yg a gÚ + + - = - - + - Ú 

    
Ⱥ Ⱥȭ 

  
ɀ ȰɜŬ ůɖɛŮɑɞ Űɞɡ Ůˊɘˊɏŭɞɡ ŮɑɜŬɘ 

ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ Ŭɜ əŬɘ 

ɛɧɜɞ Ŭɜ: (ɀȺ)+(ɀȺȭ)=2Ŭ 

2ɔ 

      

  

Ƀ 

ɀ(x, y) 

Ⱥ(ɔ, 0) Ⱥȭ(-ɔ, 0) x xȭ 

y 

yȭ 

ȺˊŮɘŭɐ (ȺȺȭ)=2ɔ, ɗŬ ŮɑɜŬɘ 

Ⱥ(ɔ, 0) əɘ Ⱥȭ(-ɔ, 0). 

  

  

    
ȷ ȷȭ 

ȸ 

ȸȭ 
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2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 4 2 2 2 2 2 2 2

4 2 2 2 2 2 2

( ) 4 4 ( ) ( )

2 4 2 4 ( )

4 4 4 ( ) ( )

( ) ( ) 2 ( 2 )

2 2

x y x y x y

x x y x x y x y

x x y x x y

x x y x x x x y

x x x x

g a a g g

g g a g g a g

a g a g a g a g

a g a g a a g g a g g

a a g g a a g

Ú + + = - - + + - + Ú

Ú + + + = + - + + - - + Ú

Ú - = - + Ú - = - + Ú

è øÚ - = - + Ú - + = - + + Úê ú

Ú - + = -

2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 4 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2

( ) ( )

1 1

y

x x y x y

x y x y

a g

a g b a g

a g a

a g a a a g a g a a a g

a a g a b

>

> = -

+ + Ú

Ú - + = - Ú - + = - Ú

Ú + = Ú + =
-

  

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ɖ ɏɚɚŮɘɣɖ ɛô ŮůŰɑŮɠ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ Ⱥȭ(-ɔ, 0) əɘ Ⱥ(ɔ, 0) əŬɘ ůŰŬɗŮɟɧ ɎɗɟɞɘůɛŬ 2Ŭ ɏɢŮɘ 

Ůɝɑůɤůɖ: 

 

 

 

ũɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ, ɖ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ ɛô ŮůŰɑŮɠ Ⱥȭ(-3, 0), Ⱥ(3, 0) əŬɘ ůŰŬɗŮɟɧ ɎɗɟɞɘůɛŬ 

2Ŭ=10 ŮɑɜŬɘ 

2 2

2 2
1

5 4

x y
+ =, Ŭűɞɨ 2 10 5a a= Ý =, ɔ=3 əŬɘ 

2 25 3 25 9 16 4b= - = - = =. 

¶ ȺůŰɑŮɠ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ yȭy 

ȰůŰɤ ɏɚɚŮɘɣɖ C ɛô ŮůŰɑŮɠ Ⱥ əɘ Ⱥȭ. ɆŰɞ ŮˊɑˊŮŭɞ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ ŮˊɘɚɏɔɞɡɛŮ ůɨůŰɖɛŬ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ Ƀxy, Űɞ ɞˊɞɑɞ ɏɢŮɘ Ŭɟɢɐ Űɞ əɏɜŰɟɞ Űɞɡ ŮɡɗɡɔɟɎɛɛɞɡ ŰɛɐɛŬŰɞɠ ȺȺȭ əŬɘ ůŰɞ 

ɞˊɞɑɞ ɞ ɗŮŰɘəɧɠ ɖɛɘɎɝɞɜŬɠ Ƀy ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɖɜ ŮůŰɑŬ Ⱥ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2 2

2 2
1

x y

a b
+ =, ɧˊɞɡ 2 2b a g= -   

  

  

  

  M(x, y) 

  

  

    

A 

Aȭ 

ȸ ȸȭ 

Ⱥ(0, ɔ) 

Ⱥ(0, -ɔ) 

Ƀ 

ȺˊŮɘŭɐ (ȺȺȭ)=2ɔ, ɗŬ ŮɑɜŬɘ     

Ⱥ(0, ɔ) əɘ Ⱥȭ(0, -ɔ). 

2 2

2 2
1

x y

b a
+ =, ɧˊɞɡ 2 2b a g= -   

ȺɟɔŬɕɧɛŮɜɞɘ ɧˊɤɠ ˊŬɟŬˊɎɜɤ, 

əŬŰŬɚɐɔɞɡɛŮ ůŰɞ ůɡɛˊɏɟŬůɛŬ ɧŰɘ ɖ 

ɏɚɚŮɘɣɖ ɛô ŮůŰɑŮɠ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ Ⱥȭ(0, -ɔ), 

Ⱥ(0, ɔ) əŬɘ ůŰŬɗŮɟɧ ɎɗɟɞɘůɛŬ 2Ŭ, ɏɢŮɘ 

Ůɝɑůɤůɖ: 
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ũɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ, ɖ ɏɚɚŮɘɣɖ ɛô ŮůŰɑŮɠ Ⱥȭ(0, -8), Ⱥ(0, 8) əŬɘ ůŰŬɗŮɟɧ ɎɗɟɞɘůɛŬ 2Ŭ=20, ɏɢŮɘ 

Ůɝɑůɤůɖ 

2 2

2 2
1

6 10

x y
+ =, Ŭűɞɨ 2 20 10a a= Ý = , ɔ=8 əŬɘ 

2 210 8 100 64 36 6b= - = - = =. 

ɄŬɟŬŰɖɟɐůŮɘɠ 

Á ȺɑɜŬɘ 
2 2 2 2 2 22 2

a g a g a g a g

b a g a b g a bb a g

>ë > ë > >ë ëî
Ý Ý Ýì ì ì ì

= - = + >= - í íî íí

 , ɞˊɧŰŮ ůŰɖ 

Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ Űɞ Ŭ
2
 ŮɑɜŬɘ ˊɎɜŰɞŰŮ ɞ ɛŮɔŬɚɨŰŮɟɞɠ ˊŬɟɞɜɞɛŬůŰɐɠ. 

Á ȷɜ ɞ ŬɟɘɗɛɖŰɐɠ Űɞɡ əɚɎůɛŬŰɞɠ ɛŮ Űɞ ɛŮɔŬɚɨŰŮɟɞ ˊŬɟɞɜɞɛŬůŰɐ ŮɑɜŬɘ Űɞ x
2
, ŰɧŰŮ ɖ 

ɏɚɚŮɘɣɖ ɏɢŮɘ ŮůŰɑŮɠ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx. 

Á ȷɜ ɞ ŬɟɘɗɛɖŰɐɠ Űɞɡ əɚɎůɛŬŰɞɠ ɛŮ Űɞ ɛŮɔŬɚɨŰŮɟɞ ˊŬɟɞɜɞɛŬůŰɐ ŮɑɜŬɘ Űɞ y
2
, ŰɧŰŮ ɖ 

ɏɚɚŮɘɣɖ ɏɢŮɘ ŮůŰɑŮɠ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ yȭy. 

ü ȽŭɘɧŰɖŰŮɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ 

¶ ȼ ɛɞɟűɐ 

2 2

2 2
1

x y

a b
+ =, ɧˊɞɡ 2 2b a g= - . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Á ȷɜ ɀ1(x1, y1) ŮɑɜŬɘ ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ 

2 2

2 2
: 1

x y
C
a b
+ =. ɇɧŰŮ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ   

ɀ2(x1, -y1), M3(-x1, y1) əŬɘ ɀ4(-x1, -y1) Ŭɜɐəɞɡɜ Ůˊɑůɖɠ ůŰɖ ɏɚɚŮɘɣɖ C, Ŭűɞɨ ɞɘ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɞɡɠ ŮˊŬɚɖɗŮɨɞɡɜ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɐ Űɖɠ. ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ɖ ˊŬɟŬˊɎɜɤ 

ɏɚɚŮɘɣɖ ɏɢŮɘ ɎɝɞɜŮɠ ůɡɛɛŮŰɟɑŬɠ Űɞɡɠ ɎɝɞɜŮɠ xȭx əŬɘ yȭy əɘ ɏɢŮɘ əɏɜŰɟɞ ůɡɛɛŮŰɟɑŬɠ 

Űɖɜ Ŭɟɢɐ Ƀ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ. ɇɞ ůɖɛŮɑɞ Ƀ ɚɏɔŮŰŬɘ əɏɜŰɟɞ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ. 

 

 

O Eȭ Ⱥ 

ȷ ȷȭ 

ȸ 

ȸȭ 

x=Ŭ x= -Ŭ 

y=ɓ 

y= -ɓ 

y 

yȭ 

x xȭ 

  

  

  

  

ɀ1 

ɀ2 

ɀ3 

ɀ4 

C 
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Á ȷˊô Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ 

2 2

2 2
1

x y

a b
+ =, ɔɘŬ 0y=  ɓɟɑůəɞɡɛŮ x a=° Ůɜɩ ɔɘŬ 0x=  

ɓɟɑůəɞɡɛŮ y a=°. Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ɖ ɏɚɚŮɘɣɖ C ŰɏɛɜŮɘ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx ůŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ(Ŭ, 0) 

əŬɘ ȷȭ(-Ŭ, 0), Ůɜɩ ŰɏɛɜŮɘ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ yȭy ůŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȸ(0, ɓ) əŬɘ ȸȭ(0, -ɓ). ɇŬ ůɖɛŮɑŬ 

ȷ, ȷȭ, ȸ, ȸȭ ɚɏɔɞɜŰŬɘ əɞɟɡűɏɠ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ, Ůɜɩ ŰŬ ŮɡɗɨɔɟŬɛɛŬ ŰɛɐɛŬŰŬ ȷȷȭ əŬɘ 

ȸȸȭ, ɛŮ ɛɐəɖ (ȷȷȭ)=2Ŭ əŬɘ (ȸȸȭ)=2ɓ, ɚɏɔɞɜŰŬɘ ɛŮɔɎɚɞɠ əŬɘ ɛɘəɟɧɠ ɎɝɞɜŬɠ 

ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ. 

Á ɇɞ ŮɡɗɨɔɟŬɛɛɞ ŰɛɐɛŬ ˊɞɡ ɞɟɑɕɞɡɜ ŭɨɞ ůɡɛɛŮŰɟɘəɎ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞ Ƀ ůɖɛŮɑŬ ɀ1 əŬɘ ɀ4 

Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ ɚɏɔŮŰŬɘ ŭɘɎɛŮŰɟɞɠ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ. ȷˊɞŭŮɘəɜɨŮŰŬɘ ɧŰɘ: 

 

1 42 ( ) 2b a¢ MM ¢  , ŭɖɚŬŭɐ əɎɗŮ ŭɘɎɛŮŰɟɞɠ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ ŮɑɜŬɘ ɛŮɔŬɚɨŰŮɟɖ ɐ ɑůɖ 

Űɞɡ ɛɘəɟɞɨ ɎɝɞɜŬ əŬɘ ɛŮɔŬɚɨŰŮɟɖ ɐ ɑůɖ Űɞɡ ɛŮɔɎɚɞɡ ɎɝɞɜŬ. 

Á ȷˊô Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ ɏɢɞɡɛŮ: 

2 2 2 2

2 2 2 2
1 1

x y x y

a b a b
+ = Ú = - Ú 

2 0
2 2 2 2

2
1 0

x
x x x

a

a a a a
a

>

Ú ¢ Ú ¢ Ú - ¢ Ú- ¢ ¢ . 

Ƀɛɞɑɤɠ yb b- ¢ ¢. 

ȯɟŬ ɖ ɏɚɚŮɘɣɖ ˊŮɟɘɏɢŮŰŬɘ ůŰɞ ɞɟɗɞɔɩɜɘɞ ˊɞɡ ɞɟɑɕɞɡɜ ɞɘ ŮɡɗŮɑŮɠ x=Ŭ, x= -Ŭ, y=ɓ əŬɘ 

y= -ɓ. 

ɄŬɟŬŰɐɟɖůɖ 

ȾɎɗŮ ŮɡɗɨɔɟŬɛɛɞ ŰɛɐɛŬ ˊɞɡ ŰŬ ɎəɟŬ Űɞɡ ŮɑɜŬɘ ůɖɛŮɑŬ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ, ɚɏɔŮŰŬɘ ɢɞɟŭɐ Űɖɠ 

ɏɚɚŮɘɣɖɠ. 

¶ ȼ ɛɞɟűɐ 

2 2

2 2
1

x y

b a
+ =, ɧˊɞɡ 2 2b a g= - . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

¶ ȺɟɔŬɕɧɛŮɜɞɘ ɧɛɞɘŬ, ɧˊɤɠ 

ˊŬɟŬˊɎɜɤ, ůɡɛˊŮɟŬɑɜɞɡɛŮ ɧŰɘ 

ɖ ɏɚɚŮɘɣɖ ɏɢŮɘ ɎɝɞɜŮɠ 

ůɡɛɛŮŰɟɑŬɠ Űɞɡɠ xȭx əŬɘ yȭy, 

ɧˊɤɠ Ůˊɑůɖɠ ɏɢŮɘ əɏɜŰɟɞ 

ůɡɛɛŮŰɟɑŬɠ Űɖɜ Ŭɟɢɐ Ƀ Űɤɜ 

Ŭɝɧɜɤɜ. 

¶ ȼ ɏɚɚŮɘɣɖ ŰɏɛɜŮɘ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ 

xȭx ůŰŬ ůɖɛŮɑŬ  ȸ(ɓ, 0) əŬɘ 

ȸȭ(-ɓ, 0), Ůɜɩ ŰɏɛɜŮɘ Űɞɜ 

ɎɝɞɜŬ yȭy ůŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ(0, Ŭ) 

əŬɘ     ȷȭ(0, -Ŭ). ɇŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ, 

ȷȭ, ȸ, ȸȭ ɚɏɔɞɜŰŬɘ əɞɟɡűɏɠ 

Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ, Ůɜɩ ŰŬ 

ŮɡɗɨɔɟŬɛɛŬ ŰɛɐɛŬŰŬ ȷȷȭ əŬɘ 

ȸȸȭ, ɛŮ ɛɐəɖ (ȷȷȭ)=2Ŭ əŬɘ 

(ȸȸȭ)=2ɓ, ɚɏɔɞɜŰŬɘ ɛŮɔɎɚɞɠ 

əŬɘ ɛɘəɟɧɠ ɎɝɞɜŬɠ 

ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ. 

 

 

O 

A 

ȷȭ 

ȸ ȸȭ 

Ⱥ 

Ⱥȭ 

x=ɓ x= -ɓ 

y=Ŭ 

y= -Ŭ 

x xȭ 

y 

yȭ 
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Á ȷˊô Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ ɏɢɞɡɛŮ: 

2 2 2 2

2 2 2
1 1

x y x y

b a b a
+ = Ú = - Ú

2 0
2 2 2 2

2
1 0

x
x x x

b

b b b b
b

>

Ú ¢ Ú ¢ Ú - ¢ Ú- ¢ ¢. 

Ƀɛɞɑɤɠ ya a- ¢ ¢. 

ȯɟŬ ɖ ɏɚɚŮɘɣɖ ˊŮɟɘɏɢŮŰŬɘ ůŰɞ ɞɟɗɞɔɩɜɘɞ ˊɞɡ ɞɟɑɕɞɡɜ ɞɘ ŮɡɗŮɑŮɠ x=ɓ, x= -ɓ, y=Ŭ əŬɘ 

y= -Ŭ. 

ü ȺəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬ ɏɚɚŮɘɣɖɠ 

Ƀɟɘůɛɧɠ 

ȰůŰɤ ɖ ɏɚɚŮɘɣɖ 

2 2

2 2
: 1

x y
C
a b
+ =. ɃɜɞɛɎɕɞɡɛŮ ŮəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ C əŬɘ 

ůɡɛɓɞɚɑɕɞɡɛŮ ɛŮ Ů Űɞ ɚɧɔɞ 
g

a
. ȹɖɚŬŭɐ 

g
e
a
= , 0 1.e¢ < 

ȺɑɜŬɘ 
2 2g a b= - , ɞˊɧŰŮ 

2 2 2 2
2

2

a bg a b
e e e
a a a

- -
= Ý = Ý = Ý 

2 2
2 2 2

2 2
1 1 1
b b b

e e e
a a a

Ý = - Ý = - Ý = -. 

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ, ɧůɞ ɛŮɔŬɚɩɜŮɘ ɖ ŮəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬ Űɧůɞ ɛɘəɟŬɑɜŮɘ ɞ ɚɧɔɞɠ 
b

a
 əŬɘ əŬŰɎ ůɡɜɏˊŮɘŬ 

Űɧůɞ ˊɘɞ Ůˊɘɛɐəɖɠ ɔɑɜŮŰŬɘ ɖ ɏɚɚŮɘɣɖ.  

Á ȳŰŬɜ 0e­ , ŰɧŰŮ 1
b

a
­ əɘ Ůˊɞɛɏɜɤɠ ɖ ɏɚɚŮɘɣɖ ŰŮɑɜŮɘ ɜŬ ɔɑɜŮɘ əɨəɚɞɠ (əŬɘ ɔɑɜŮŰŬɘ 

əɨəɚɞɠ ɧŰŬɜ 0e= ). 

Á ȳŰŬɜ 1e­ , ŰɧŰŮ 0
b

a
­ əɘ Ůˊɞɛɏɜɤɠ ɖ ɏɚɚŮɘɣɖ ŰŮɑɜŮɘ ɜŬ ŮəűɡɚɘůŰŮɑ ůŮ 

ŮɡɗɨɔɟŬɛɛɞ ŰɛɐɛŬ. 

 

 

 

      

 

 

 

 

 

0e­   

 

1e­   
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Á ȼ Űɘɛɐ Űɖɠ ŮəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬɠ əŬɗɞɟɑɕŮɘ Űɖ ɛɞɟűɐ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ. 

Á ȹɨɞ ɐ ˊŮɟɘůůɧŰŮɟŮɠ ŮɚɚŮɑɣŮɘɠ ˊɞɡ ɏɢɞɡɜ Űɖɜ ɑŭɘŬ ŮəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬ, ɎɟŬ Űɞɜ ɑŭɘɞ ɚɧɔɞ 

b

a
, ɚɏɔɞɜŰŬɘ ɧɛɞɘŮɠ. 

ɄŬɟŬŰɐɟɖůɖ 

 

 

  

 

 

 

 

ȰůŰɤ ɀ(x, y) ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ 

2 2

2 2
: 1

x y
C
a b
+ =. ŪɏŰɞɡɛŮ ɟ1=(ɀȺ) əŬɘ ɟ2=(ɀȺȭ), 

ɞˊɧŰŮ:
2 2 2 2

1 1 1( ) ( ) ( 0) ( )x y x yr r g r g= ME Ý = - + - Ý = - + Ý  

2 2 2

1 ( )x yr gÝ = - + (1) əŬɘ 
2 2

2 2( ) ( ) ( 0)ȭ x yr r g= ME Ý = + + - Ý  

2 2 2 2 2

2 2( ) ( )x y x yr g r gÝ = + + Ý = + + (2). 

ȷűŬɘɟɩɜŰŬɠ əŬŰɎ ɛɏɚɖ Űɘɠ (1) əŬɘ (2) ɏɢɞɡɛŮ:
2 2 2 2

1 2 ( )x yr r g- = - + 2 2( )x yg- + -Ý  

2

1 2 1 2( )( ) xr r r rÝ - + = 22 xg g- + 2x- 22 xg g- -
1 2 2

1 22 ( ) 4 x
r r a

a r r g
+ =

Ý - =- Ý  

1 2 1 2

2
2

x
x

g
e

ag
r r r r e

a

=

Ý - =- Ý - =-. 

ȺɑɜŬɘ: 

1 2 1 1 1

1 2 1 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

x x x

x x x x x

r r a r a e r a e r a e

r r e r r e a e r e r a e

Ä ë+ = = - = - = -ë ë ëî
Ú Ú Ú Úì ì ì ì

- =- - =- - - =- = +îí í íí
  

( )

( )

x

ȭ x

a e

a e

ME = -ë
Úì

ME = +í
 . 

 

 

C 

x xȭ 

y 

yȭ 

Ƀ 
    
Ⱥȭ(-ɔ, 0) Ⱥ(ɔ, 0) 

  
ɀ(x, y) 

  

ɟ1 ɟ2 
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ü ɄŬɟŬɛŮŰɟɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ 

ȰůŰɤ ɖ ɏɚɚŮɘɣɖ 

2 2

2 2
: 1

x y
C
a b
+ = əɘ ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ ɀ(x, y) Űɞɡ əŬɟŰŮůɘŬɜɞɨ Ůˊɘˊɏŭɞɡ.  

¶ ȷɜ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(x, y) ŬɜɐəŮɘ ůŰɖɜ ɏɚɚŮɘɣɖ C, ŰɧŰŮ:

222 2

2 2
1 1

x y x y

a b a b

å õå õ
+ = Ú + =æ öæ ö

ç ÷ç ÷
. 

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ,
x y

a b

å õ
Næ ö
ç ÷

 ɗô ŬɜɐəŮɘ ůŰɞ ɛɞɜŬŭɘŬɑɞ əɨəɚɞ, ɞˊɧŰŮ ɗŬ ɡˊɎɟɢŮɘ ɔɤɜɑŬ 

[0,2 )j pÍ  ŰɏŰɞɘŬ, ɩůŰŮ:

x

x

y y

sunj
a sunja

b hmj
hmj

b

ë
=î = Öëî

Úì ì
= Öíî =

îí

  (1). 

¶ ȷɜŰɘůŰɟɧűɤɠ, Ŭɜ ɘůɢɨɞɡɜ ɞɘ ůɢɏůŮɘɠ (1) ɔɘŬ əɎˊɞɘŬ ɔɤɜɑŬ [0,2 )j pÍ , ŰɧŰŮ Űɞ 

ůɖɛŮɑɞ ɀ(x, y) ɗô ŬɜɐəŮɘ ůŰɖɜ ɏɚɚŮɘɣɖ C, Ŭűɞɨ: 

2 2 2 2 2

2 2 2 2

( ) ( )x y a sunj b hmj a

a b a b

Ö Ö
+ = + =

2

2

sun j

a

Ö
2b

+

2

2

hm j

b

Ö
= 

2 2 1sun j hm j= + = ˊɞɡ ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ əɎɗŮ ɔɤɜɑŬ ű. 

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ɞɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ ɀ(x, y) Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ C əŬɘ ɛɧɜɞ ŬɡŰɏɠ 

ɘəŬɜɞˊɞɘɞɨɜ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ: 

 

 

Ƀɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ŬɡŰɏɠ ɚɏɔɞɜŰŬɘ ˊŬɟŬɛŮŰɟɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ C. 

ü Ⱥɝɑůɤůɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ 

¶ ȰůŰɤ ɖ ɏɚɚŮɘɣɖ C ɛô Ůɝɑůɤůɖ 

2 2

2 2
1

x y

a b
+ = əɘ ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ɀ1(x1, y1). 

  

 

 

 

  

 

 

x a sunj= Ö  əŬɘ , [0,2 )y b hmj j p= Ö Í   

  

  

  

  

  

ɀ1  

Ƀ  
ȷ  ȷȭ 

ȸ 

ȸȭ 

x 

y 

xȭ  

yȭ  

    
Eȭ E 

Ů 

ȺɟɔŬɕɧɛŮɜɞɘ ɧˊɤɠ əŬɘ ůŰɖɜ 

ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ, 

ɓɟɑůəɞɡɛŮ ɧŰɘ ɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ 

Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ 

ɀ1(x1, y1) ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ: 

 
1 1

2 2
1

xx yy

a b
+ =  
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ũɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ, ɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ 

2 2

: 1
16 4

x y
C + = ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ 1(2, 3)M  

ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ:
2 3 3

1 1 2 3 8 0
16 4 8 4

x y x y
x y+ = Ú + = Ú + - =. 

¶ ȰůŰɤ ɖ ɏɚɚŮɘɣɖ C ɛô Ůɝɑůɤůɖ 

2 2

2 2
1

x y

b a
+ = əɘ ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ɀ1(x1, y1). 

 

 

 

 

 

 

 

 

ũɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ, ɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ 

2 2

: 1
6 12

x y
C + = ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ 2( 2,2)M -  

ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ:
2 2

1 1 2 6 0
6 12 3 6

x y x y
x y

-
+ = Ú- + = Ú - + =. 

ɄŬɟŬŰɐɟɖůɖ 

ȾɎɗŮ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Ů ɛɘŬɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ C, ɏɢŮɘ ɛŮ Űɖɜ ɏɚɚŮɘɣɖ ɛɞɜŬŭɘəɧ əɞɘɜɧ ůɖɛŮɑɞ (Űɞ ůɖɛŮɑɞ 

ŮˊŬűɐɠ) əɘ ŬɜŰɘůŰɟɧűɤɠ, ɧˊɤɠ Ŭəɟɘɓɩɠ ůɡɛɓŬɑɜŮɘ əŬɘ ɛŮ Űɞɜ əɨəɚɞ. 

ü ȷɜŬəɚŬůŰɘəɐ ɘŭɘɧŰɖŰŬ ɏɚɚŮɘɣɖɠ 

ȰůŰɤ ɏɚɚŮɘɣɖ C ɛŮ əɏɜŰɟɞ Ƀ, ŮůŰɑŮɠ Ⱥ, Ⱥȭ əɘ ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ɀ1(x1, y1). ȼ əɎɗŮŰɖ ŭ ůŰɖɜ 

ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ ŮˊŬűɐɠ ɀ1 ŭɘɢɞŰɞɛŮɑ Űɖ ɔɤɜɑŬ ȭ
Ø

EME. 

 

 

 

 

 

  

  

  

  
  
ɀ1(x1, y1) 

Ů 

ȺɟɔŬɕɧɛŮɜɞɘ ɧˊɤɠ əŬɘ ůŰɖɜ 

ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ, 

ɓɟɑůəɞɡɛŮ ɧŰɘ ɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ 

Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ 

ɀ1(x1, y1) ɏɢɘ Ůɝɑůɤůɖ: 

 

 

1 1

2 2
1

xx yy

b a
+ =  

ȷ 

ȷȭ 

ȸ ȸȭ 
x xȭ 

y 

yȭ 

  

  

  

E 

Eȭ 

      

  

Ƀ Ⱥȭ Ⱥ 

ȷ ȷȭ 

ȸ 

ȸȭ 

x xȭ 

y 

yȭ 

ɀ1(x1, y1) 

Ů 

ŭ 

ű1 
ű2 
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ɆɨɛűɤɜŬ ɛŮ Űɖɜ ɘŭɘɧŰɖŰŬ ŬɡŰɐ, ɏɜŬ ɖɢɖŰɘəɧ əɨɛŬ ɐ ɛɘŬ űɤŰŮɘɜɐ ŬəŰɑɜŬ ˊɞɡ ɝŮəɘɜɞɨɜ Ŭˊô Űɖ 

ɛɑŬ ŮůŰɑŬ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ, ŬɜŬəɚɩɛŮɜŮɠ ůô ŬɡŰɐ, ŭɘɏɟɢɞɜŰŬɘ Ŭˊɧ Űɖɜ Ɏɚɚɖ ŮůŰɑŬ. 

ȼ ɘŭɘɧŰɖŰŬ ŬɡŰɐ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘŮɑŰŬɘ ůŰɞ ůɢŮŭɘŬůɛɧ ɞɟɘůɛɏɜɤɜ Űɨˊɤɜ ɞˊŰɘəɩɜ ɞɟɔɎɜɤɜ əŬɘ 

ůŰɖɜ əŬŰŬůəŮɡɐ Űɤɜ ɚŮɔɞɛɏɜɤɜ çůŰɞɩɜ ɛŮ Ůɘŭɘəɐ ŬəɞɡůŰɘəɐè. Ƀɘ ůŰɞɏɠ ŬɡŰɏɠ ŮɑɜŬɘ 

ŬɑɗɞɡůŮɠ ɛŮ ŮɚɚŮɘˊŰɘəɐ ɞɟɞűɐ, ůŰɘɠ ɞˊɞɑŮɠ ɏɜŬ ˊɟɧůɤˊɞ ˊɞɡ ɣɘɗɡɟɑɕŮɘ ůŰɖ ɛɑŬ ŮůŰɑŬ ɛˊɞɟŮɑ 

ɜŬ ŬəɞɡůŰŮɑ ůŰɖɜ Ɏɚɚɖ ŮůŰɑŬ. ȷəɧɛŬ, ɖ ŬɜŬəɚŬůŰɘəɐ ɘŭɘɧŰɖŰŬ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ ɓɟɑůəŮɘ 

ůˊɞɡŭŬɑŬ ŮűŬɟɛɞɔɐ ůŮ ɛɘŬ ɘŬŰɟɘəɐ ɛɏɗɞŭɞ ˊɞɡ ɚɏɔŮŰŬɘ ɚɘɗɞɗɟɡɣɑŬ. ɆŰɖ ɛɏɗɞŭɞ ŬɡŰɐ, ůŰɖ 

ɛɑŬ ŮůŰɑŬ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ ŰɞˊɞɗŮŰŮɑŰŬɘ ɏɜŬ ɖɚŮəŰɟɧŭɘɞ Ůəˊɞɛˊɐɠ ɡˊŮɟɐɢɤɜ, Ůɜɩ ɞ ŬůɗŮɜɐɠ 

ŰɞˊɞɗŮŰŮɑŰŬɘ ůŮ ŰɏŰɞɘŬ ɗɏůɖ, ɩůŰŮ Űɞ ɜŮűɟɧ Űɞɡ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ůŰɖɜ Ɏɚɚɖ ŮůŰɑŬ . ɇɧŰŮ ɞɘ ˊɏŰɟŮɠ 

Űɞɡ ɜŮűɟɞɨ əɞɜɘɞɟŰɞˊɞɘɞɨɜŰŬɘ Ŭˊô Űɞɡɠ ŬɜŬəɚɩɛŮɜɞɡɠ ɡˊŮɟɐɢɞɡɠ. 
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ȿɡɛɏɜŬ ˊŬɟŬŭŮɑɔɛŬŰŬ 

1. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ ůŰɘɠ ˊŬɟŬəɎŰɤ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ: 

Ŭ. ɏɢŮɘ ŮůŰɑŮɠ Ⱥȭ(-4, 0), Ⱥ(4, 0) əŬɘ ɛŮɔɎɚɞ ɎɝɞɜŬ 2Ŭ=10 

ɓ. ɏɢŮɘ ŮůŰɑŮɠ Ⱥȭ(0, -6), Ⱥ(0, 6) əŬɘ ɛɘəɟɧ ɎɝɞɜŬ 2ɓ=16 

ɔ. ɏɢŮɘ ŮůŰɑŮɠ ( 5,0), ( 5,0)ȭE - E əŬɘ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(-3, 2) 

ŭ. ɏɢŮɘ əɞɟɡűɏɠ ȷȭ(0, -5), ȷ(0, 5) əɘ ŮəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬ 
1

2
e= . 

ȿɨůɖ 

Ŭ. Ƀɘ ŮůŰɑŮɠ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ ɓɟɑůəɞɜŰŬɘ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx, ɞˊɧŰŮ ɖ ɏɚɚŮɘɣɖ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ 

ɛɞɟűɐɠ 

2 2

2 2
: 1

x y
C
a b
+ =. 

ȺɑɜŬɘ 2 10 5a a= Ú = əŬɘ 4g= , ɞˊɧŰŮ:
2 2 2 25 4b a g b= - Ú = - Ú  

25 16 9 3b b bÚ = - Ú = Ú =. 

ȯɟŬ ɖ ɏɚɚŮɘɣɖ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 

2 2

: 1
25 9

x y
C + =. 

ɓ. Ƀɘ ŮůŰɑŮɠ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ ɓɟɑůəɞɜŰŬɘ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ yȭy, ɞˊɧŰŮ ɖ ɏɚɚŮɘɣɖ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ 

ɛɞɟűɐɠ 

2 2

2 2
: 1

x y
C
b a
+ =. 

ȺɑɜŬɘ 2 16 8b b= Ú = əŬɘ 6g= , ɞˊɧŰŮ: 
2 2 2 2 2b a g b a g= - Ú = - Ú 

2 2 2 2 2 2 2 28 6 64 36 100 100 10a b g a a a a aÚ = + Ú = + Ú = + Ú = Ú = Ú =. 

ȯɟŬ ɖ ɏɚɚŮɘɣɖ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 

2 2

: 1
64 100

x y
C + =. 

ɔ. Ƀɘ ŮůŰɑŮɠ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ ɓɟɑůəɞɜŰŬɘ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx, ɞˊɧŰŮ ɖ ɏɚɚŮɘɣɖ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ 

ɛɞɟűɐɠ 

2 2

2 2
: 1

x y
C
a b
+ =. 
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ȼ ɏɚɚŮɘɣɖ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(-3, 2), ɞˊɧŰŮ:

2 2 2

2

2 2 5

2 2 2 2 2 2 2
5 0

( 3) 2 9 4 9 4
1 1 1

5

b a g g a g

aa b a a g a a

= - = >

- >

-
+ = Ú + = Ú + = Ú

- -
 

2

2 2 2 2 2 2 4 2

5 0
9( 5) 4 ( 5) 9 45 4 5

a g

a
a a a a a a a a

>

- >
Ú - + = - Ú - + = - Ú 

4 218 45 0a aÚ - + = (1) 

ŪɏŰɤ 
2w a= , ɞˊɧŰŮ ɖ (1) ɔɑɜŮŰŬɘ 

2 18 45 0w w- + =(2). 

ȼ (2) ŮɑɜŬɘ Űɟɘɩɜɡɛɞ ɤɠ ˊɟɞɠ ɤ, ɞˊɧŰŮ:
2( 18) 4 1 45 324 180 144D= - - Ö Ö = - =. 

Ƀɘ ɚɨůŮɘɠ Űɖɠ (2) ŮɑɜŬɘ:

21
1

1,2 2
2

2

30

15 1518 144 18 12 2

362 1 2 3

2

w
w a

w
w a

w

=
= =° °

= = Ý Ý Ý
=Ö =

=

  

ȺˊŮɘŭɐ 
2 25 0 5a a- > Ú >, ɎɟŬ ɖ Űɘɛɐ 

2 3a =  ŬˊɞɟɟɑˊŰŮŰŬɘ.  

ɆɡɜŮˊɩɠ 
2 15 15a a= Ý = , ɎɟŬ ɖ ɏɚɚŮɘɣɖ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 

2 2

: 1
15 10

x y
C + =. 

ŭ. Ƀɘ ŮůŰɑŮɠ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ ɓɟɑůəɞɜŰŬɘ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ yȭy, ɞˊɧŰŮ ɖ ɏɚɚŮɘɣɖ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ 

ɛɞɟűɐɠ 

2 2

2 2
: 1

x y
C
b a
+ =. 

ȺɑɜŬɘ 5a=  əɘ 
1 1 1 5

2 2 5 2 2

g g
e g

a
= Ú = Ú = Ú =. 

ɆɡɜŮˊɩɠ, 

2

2 2 2 5 25 75 5 3
5 25

2 4 4 2
b a g b b b b

å õ
= - Ú = - Ú = - Ú = Ú =æ ö

ç ÷
. 

ȯɟŬ ɖ ɏɚɚŮɘɣɖ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 

2 2

: 1
75 25

4

x y
C + =. 

2. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ C, ˊɞɡ ɏɢŮɘ əɏɜŰɟɞ Űɖɜ Ŭɟɢɐ Ƀ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ, Űɘɠ 

ŮůŰɑŮɠ Űɖɠ ůô ɏɜŬɜ Ŭˊô Űɞɡɠ ɎɝɞɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ əŬɘ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô ŰŬ ůɖɛŮɑŬ    

ɀ(6, 2) əŬɘ Ɂ(-4, 3). ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ɜŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ ŮůŰɑŮɠ, ŰŬ ɛɐəɖ Űɞɡ ɛŮɔɎɚɞɡ əŬɘ Űɞɡ 

ɛɘəɟɞɨ ɎɝɞɜŬ, əŬɗɩɠ əŬɘ Űɖɜ ŮəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ. 
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ȿɨůɖ 

ȼ ɏɚɚŮɘɣɖ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 

2 2

2 2
: 1, , 0

x y
C k l
k l
+ = >. Ƀɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ ɀ əŬɘ Ɂ 

ɘəŬɜɞˊɞɘɞɨɜ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ, ɞˊɧŰŮ ɏɢɞɡɛŮ: 

2

2

2 2

1

2 2 2 2

2 2 1

2 22 2

6 2 36 4
1 1

36 4 1 (9) 324 36 9

16 9 16 9 1 ( 4) 64 36 4( 4) 3
11

a
k

l b

a b a bk l k l

a b a b

k lk l

=
Ä

=

ë ë
+ = + =î î + = + =ë ëî î

Ú Ú Ú Úì ì ì ì
+ = - - - =-- í íî î + =+ =

îî íí

  

1 1 1 1

260 5 52 52 52 52

16 9 1 1 4 9 1
16 9 1 9 1 9

52 13 13 13

a a a a
a

a b
b b b b

Ä

ëë ë ë
= = = =îî î î=ë î î î î

Ú Ú Ú Ú Ú Úì ì ì ì ì
+ =í î î î îÖ + = + = = =

î î îîí í íí

  

2

2

1 1

52

1 1

13

k

l

ë
=îî

Úì
î =
îí

  

ȯɟŬ ɖ ɏɚɚŮɘɣɖ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 

2 2

: 1
52 13

x y
C + =. 

ɄŬɟŬŰɖɟɞɨɛŮ ɧŰɘ ɞ ɛŮɔŬɚɨŰŮɟɞɠ ˊŬɟɞɜɞɛŬůŰɐɠ ɓɟɑůəŮŰŬɘ ůŰɞ əɚɎůɛŬ ɛŮ ŬɟɘɗɛɖŰɐ Űɞ x, ɎɟŬ 

ɖ ɏɚɚŮɘɣɖ ɏɢŮɘ Űɘɠ ŮůŰɑŮɠ Űɖɠ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx. 

ȺɑɜŬɘ 
2 52 52 2 13 2 4 13a a a a= Ú = Ú = Ú =  əŬɘ 

2 13 13 2 2 13b b b= Ú = Ú = . 

Ⱥˊɑůɖɠ, 
2 2 2 2 2 2 213 52 39 39b a g b a g g g g= - Ú = - Ú = - Ú = Ú =. 

ȯɟŬ ɖ ɏɚɚŮɘɣɖ ɏɢŮɘ ŮůŰɑŮɠ ( 39,0), ( 39,0)ȭE - E , ɛŮɔɎɚɞ ɎɝɞɜŬ 2 4 13a= , ɛɘəɟɧ 

ɎɝɞɜŬ 2 2 13b=  əɘ  ŮəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬ 
39 39 13 3 13 13

2 13 2 132 13

g
e
a

Ö Ö Ö
= = = = Ý

Ö Ö
  

13
eÝ =

3

2 13Ö

3

2
eÝ = . 
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3. ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ ɏɚɚŮɘɣɖ 

2 2

: 1
16 15

x y
C + = əŬɘ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(1, 2). 

Ŭ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ ŮɑɜŬɘ ŮůɤŰŮɟɘəɧ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ. 

ɓ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɢɞɟŭɐɠ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ ˊɞɡ ɏɢŮɘ ɛɏůɞ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ. 

(ȸŬůɘəɐ Ɏůəɖůɖ) 

ȿɨůɖ 

Ŭ. Ŭȭ Űɟɧˊɞɠ 

ȺɑɜŬɘ 
2 216, 15a b= =  ɞˊɧŰŮ

2 2 2 2 2 215 16b a g b a g g= - Ú = - Ú = - Ú  

2 1 1g gÚ = Ú =, ɎɟŬ ɖ ɏɚɚŮɘɣɖ ɏɢŮɘ ŮůŰɑŮɠ Ⱥȭ(-1, 0), Ⱥ(1, 0). 

ũɘŬ ɜŬ ŮɑɜŬɘ Űɞ ɀ ŮůɤŰŮɟɘəɧ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ, ˊɟɏˊŮɘ (ɀȺȭ)+(ɀȺ)<2Ŭ, ŭɖɚŬŭɐ  

(ɀȺȭ)+(ɀȺ)<8, Ŭűɞɨ Ŭ=4. 

2 2 2 2( ) ( ) ( 1 1) (0 2) (1 1) (0 2) 4 4 4ȭME + ME = - - + - + - + - = + + Ý  

( )( ) ( ) 2 4 2 2 2 2 2 2 1 8ȭÝ ME + ME = Ö + = + = + <, ŭɘɧŰɘ: 

( )2 2 1 8 2 1 4 2 3+ < Ú + < Ú < ˊɞɡ ɘůɢɨŮɘ. 

ȯɟŬ Űɞ ɀ(1, 2) ŮɑɜŬɘ ŮůɤŰŮɟɘəɧ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ. 

ɓȭ Űɟɧˊɞɠ 

ȺɑɜŬɘ 

2 21 2 1 4 15 4 16 79
1

16 15 16 15 16 15 240

+ Ö
+ = + = = <

Ö
, ɎɟŬ Űɞ ɀ(1, 2) ŮɑɜŬɘ ŮůɤŰŮɟɘəɧ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ 

ɏɚɚŮɘɣɖɠ. 

ɓ. ȰůŰɤ Ⱦ(xə, yə) əŬɘ ȿ(xȿ, yȿ) ŰŬ ɎəɟŬ Űɖɠ ɢɞɟŭɐɠ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ ɛŮ ɛɏůɞ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ. 

ɇɧŰŮ ŮɑɜŬɘ:

1
22

4
2

2

x x

x x

y yy y

K L

K L

K LK L

+ë
=î + =ëî

Úì ì
+ =+ íî=

îí

  (1). 
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ɇŬ ůɖɛŮɑŬ Ⱦ əŬɘ ȿ Ŭɜɐəɞɡɜ ůŰɖɜ ɏɚɚŮɘɣɖ 

2 2

: 1
16 15

x y
C + =, ɞˊɧŰŮ: 

2 2

1
16 15

x yK K+ = (2) əŬɘ 

2 2

1
16 15

x yL L+ = (3). 

ȷűŬɘɟɩ əŬŰɎ ɛɏɚɖ Űɘɠ (2) əŬɘ (3):
2 2 2 2

2 2 2 20 15( ) 16( ) 0
16 15

x x y y
x x y yK L K L
K L K L

- -
+ = Ú - + - = Ú  

(1)

15( )( ) 16( )( ) 0x x x x y y y yK L K L K L K LÚ - + + - + = Ú  

(1)

30( ) 64( ) 0 32( ) 15( )x x y y y y x xK L K L K L K LÚ - + - = Ú - =- - (4) 

Á ȷɜ x xK L= , ŰɧŰŮ Ŭˊô Űɖɜ (4) ɏɢɞɡɛŮ 32( ) 0 0y y y y y yK L K L K L- = Ú - = Ú =, 

ŭɖɚŬŭɐ K ¹L, ɎŰɞˊɞ. 

Á ũɘŬ x xK L¸  ɖ (4) ɔɑɜŮŰŬɘ:
15 15

32 32

y y

x x
lK L
KL

K L

-
=- Ú =-

-
. 

ɃˊɧŰŮ ɖ ɢɞɟŭɐ Ⱦȿ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ: 

15
2 ( 1) 32 64 15 15 15 32 79 0

32
y x y x x y- =- - Ú - =- + Ú + - = 

4. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖɠ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ 

2 2

: 1
16 9

x y
C + =, ɧŰŬɜ: 

Ŭ.  ŮɑɜŬɘ ˊŬɟɎɚɚɖɚɖ ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬ 1 : 3y xe = -  

ɓ. ɧŰŬɜ ŮɑɜŬɘ əɎɗŮŰɖ ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬ 2 : 4 1y xe =- - 

  

  
O x xȭ 

y 

yȭ 

  

  

ɀ(1, 2) 

Ⱦ(xȾ, yȾ) 

ȿ(xȿ, yȿ) 
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ɔ. ɧŰŬɜ ůɢɖɛŬŰɑɕŮɘ ɛŮ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx ɔɤɜɑŬ 
3

4

p
w=   

ŭ. ɧŰŬɜ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ Ⱦ(4, 9). 

ȿɨůɖ 

ȰůŰɤ ɀ(x0, y0) ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ C. ɇɧŰŮ 

2 2
2 20 0
0 01 9 16 144

16 9

x y
x y+ = Ú + = (1). 

ȼ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ C ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 

0 0
0 0: 1 9 16 144

16 9

xx yy
x x y ye + = Ú Ö + Ö = 

Ŭ. ȺɑɜŬɘ 0
1 1 0 0

0

9 16
/ / 1

16 9

x
x y

y
e e l lÚ = Ú- = Ú =-  (2) 

(ȺɑɜŬɘ 0 0y ¸ ŭɘɧŰɘ ɖ Ů//Ů1 ˊɞɡ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ əŬŰŬəɧɟɡűɖ ŮɡɗŮɑŬ.) 

ȷˊɧ (1) əŬɘ (2) ɏɢɞɡɛŮ:

2

2 2 2

0 0 0 0

16 256
9 16 144 9 16 144

9 81
y y y y

å õ
- + = Ú Ö + = Úæ ö
ç ÷

 

2 2 2 2 2 2

0 0 0 0 0 0

256 1296
16 144 256 144 1296 400 1296

9 400
y y y y y yÚ + = Ú + = Ú = Ú = Ú  

0 0

36 9

20 5
y yÚ =° Ú =°  

Á ũɘŬ 0

9

5
y =  ɖ (2) ɔɑɜŮŰŬɘ 

0 0

16 9 16

9 5 5
x x=- Ö Ú =-, ɞˊɧŰŮ ɖ ɕɖŰɞɨɛŮɜɖ 

ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ  

1

16 9
:9 16 144 144 144 720 5

5 5
x y x y x ye

å õ
- Ö + Ö Ö = Ú- + = Ú- + = Úæ ö
ç ÷

 

5 0x yÚ - + =. 

Á ũɘŬ 0

9

5
y =- ɖ (2) ɔɑɜŮŰŬɘ 

0 0

16 9 16

9 5 5
x x

å õ
=- Ö - Ú =æ ö

ç ÷
, ɞˊɧŰŮ ɖ ɕɖŰɞɨɛŮɜɖ 

ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ  

2

16 9
:9 16 144 144 144 720 5

5 5
x y x y x ye

å õ
Ö Ö + - Ö = Ú - = Ú - = Úæ ö

ç ÷
 

5 0x yÚ - - = . 



ɥɻʃʂʈɻʐʅʆʗ ɩʍʋʎɻʉɻʐʋʇʅʎʈʋʞ ɛ˃ ɤʑʆʀʚʋʑ 

ɫʐʗʈʋʑ ɜʅʗʉʉʂʏ ɫʀʇʚɿɻ 162 
 

ɓ. ȺɑɜŬɘ 0
1 2 0 0

0

9 4
1 ( 4) 1

16 9

x
x y

y
e e l l^ Ú Ö =- Ú- Ö - =- Ú =- (3) 

(ȺɑɜŬɘ 0 0y ¸ ŭɘɧŰɘ ɖ 1e e^  ˊɞɡ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ɞɟɘɕɧɜŰɘŬ ŮɡɗŮɑŬ.) 

ȷˊɧ (1) əŬɘ (3) ɏɢɞɡɛŮ: 

2

2 2 2

0 0 0 0

4 16
9 16 144 9 16 144

9 81
y y y y

å õ
- + = Ú Ö + = Úæ ö
ç ÷

 

2 2 2 2 2 2

0 0 0 0 0 0

16 1296
16 144 16 144 1296 160 1296

9 160
y y y y y yÚ + = Ú + = Ú = Ú = Ú 

0 0 0

36 9 9 10

104 10 10
y y y=° Ú =° Ú =° 

Á ũɘŬ 
0

9 10

10
y =  ɖ (3) ɔɑɜŮŰŬɘ 

0 0

4 9 10 2 10

9 10 5
x x=- Ö Ú =-, ɞˊɧŰŮ ɖ ɕɖŰɞɨɛŮɜɖ 

ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ

1

2 10 9 10
:9 16 144 36 10 144 10 1440

5 10
x y x ye

å õ
- Ö + Ö Ö = Ú- + = Úæ öæ ö
ç ÷

  

10 4 10 40 10 4 10 40 0x y x yÚ- + = Ú - + =. 

Á ũɘŬ 
0

9 10

10
y =-  ɖ (3) ɔɑɜŮŰŬɘ 

0 0

4 9 10 2 10

9 10 5
x x

å õ
=- Ö - Ú =æ öæ ö

ç ÷
, ɞˊɧŰŮ ɖ 

ɕɖŰɞɨɛŮɜɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ

2

2 10 9 10
:9 16 144 36 10 144 10 1440

5 10
x y x ye

å õ
Ö Ö + Ö - Ö = Ú - = Úæ öæ ö

ç ÷
  

10 4 10 40 10 4 10 40 0y x yÚ - = Ú - - =. 

ɔ. ȺɑɜŬɘ 0
0 0

0

93 16
1 1

4 16 9

x
x y

y

p
l ejw ej= = =- Ú- =- Ú = (4) 

(ȺɑɜŬɘ 0 0y ¸ ŭɘɧŰɘ ɖ Ů ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ əŬŰŬəɧɟɡűɖ ŮɡɗŮɑŬ.) 

ȷˊɧ (1) əŬɘ (4) ɏɢɞɡɛŮ: 

2

2 2 2

0 0 0 0

16 256
9 16 144 9 16 144

9 81
y y y y

å õ
+ = Ú Ö + = Úæ ö

ç ÷
 

2 2 2 2 2 2

0 0 0 0 0 0

256 1296
16 144 256 144 1296 400 1296

9 400
y y y y y yÚ + = Ú + = Ú = Ú = Ú 
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0 0

36 9

20 5
y yÚ =° Ú =° 

Á ũɘŬ 0

9

5
y =  ɖ (4) ɔɑɜŮŰŬɘ 

0 0

16 9 16

9 5 5
x x= Ö Ú =, ɞˊɧŰŮ ɖ ɕɖŰɞɨɛŮɜɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ 

ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ  

1

16 9
:9 16 144 144 144 720 5

5 5
x y x y x ye Ö Ö + Ö Ö = Ú + = Ú + = Ú 

5 0x yÚ + - =. 

Á ũɘŬ 0

9

5
y =- ɖ (2) ɔɑɜŮŰŬɘ 

0 0

16 9 16

9 5 5
x x

å õ
= Ö - Ú =-æ ö

ç ÷
, ɞˊɧŰŮ ɖ ɕɖŰɞɨɛŮɜɖ 

ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ  

2

16 9
:9 16 144 144 144 720 5

5 5
x y x y x ye

å õ å õ
Ö - Ö + - Ö = Ú- - = Ú + =- Úæ ö æ ö
ç ÷ ç ÷

 

5 0x yÚ + + = . 

ŭ. ȼ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ C ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ ɏɢŮɘ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ Ⱦ(4, 9), ɞˊɧŰŮ 

0 0 0
0 0 0 0 0

4 9
1 1 4 4 4 4

16 9 4

x y x
y x y x y+ = Ú + = Ú + = Ú = -  (5) 

ȷˊɧ (1) əŬɘ (5) ɏɢɞɡɛŮ:
2 2 2 2

0 0 0 09 16 144 9(4 4 ) 16 144x y y y+ = Ú - + = Ú 

2 2 2 2

0 0 0 0 0 09(16 32 16 ) 16 144 144 288 144 16 144y y y y y yÚ - + + = Ú - + + = Ú  

2 2

0 0 0 0 0 0 0 0160 288 0 5 9 0 (5 9) 0 0 5 9 0y y y y y y y ɐ yÚ - = Ú - = Ú - = Ú = - = Ú  

0 0

9
0

5
y ɐ yÚ = =  

Á ũɘŬ 0 0y =  ɖ (5) ɔɑɜŮŰŬɘ 0 04 4 0 4x x= - Ö Ú =, ɞˊɧŰŮ ɖ ɕɖŰɞɨɛŮɜɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ 

ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ  

1

4 0
: 1 1 4
16 9 4

x y x
xe + = Ú = Ú =  

Á ũɘŬ 0

9

5
y =  ɖ (5) ɔɑɜŮŰŬɘ 0 0

9 16
4 4

5 5
x x= - Ö Ú =-, ɞˊɧŰŮ ɖ ɕɖŰɞɨɛŮɜɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ 

ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 
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2

16 9

1 15 5: 1 1 5 5 0
16 9 5 5

x y

x y x y x ye
-

+ = Ú- + = Ú- + = Ú - + =. 

5. ȰůŰɤ ɖ ɏɚɚŮɘɣɖ 

2 2

2 2
: 1

x y
C
a b
+ = əŬɘ ůɖɛŮɑɞ ɀ(x0, y0) ŮɝɤŰŮɟɘəɧ C. ȷˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ 

ɀ űɏɟɜɞɡɛŮ Űɘɠ ŮűŬˊŰɧɛŮɜŮɠ Ů1 əɘ Ů2 ˊɟɞɠ Űɖɜ ɏɚɚŮɘɣɖ əɘ ɏůŰɤ ȷ əŬɘ ȸ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ 

ŮˊŬűɐɠ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ ȷȸ ŮɑɜŬɘ 0 0

2 2
1

xx yy

a b
+ =. 

ȿɨůɖ 

 

 

 

 

 

 

 

ȰůŰɤ ȷ(x1, y1) əŬɘ ȸ(x2, y2) ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ŮˊŬűɐɠ Űɤɜ Ů1, Ů2 ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ ɛŮ Űɖɜ ɏɚɚŮɘɣɖ C. 

ɇɧŰŮ ŮɑɜŬɘ 1 1
1 2 2
: 1

xx yy
e
a b
+ = əɘ 2 2

2 2 2
: 1

xx yy
e
a b
+ =. ɇɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(x0, y0) ŬɜɐəŮɘ ůŰɘɠ Ů1, Ů2 

ɞˊɧŰŮ ɘůɢɨɞɡɜ 0 1 0 1

2 2
1

x x y y

a b
+ =əŬɘ 0 2 0 2

2 2
1

x x y y

a b
+ =. 

ɄŬɟŬŰɖɟɞɨɛŮ ɧŰɘ ɞɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ ȷ əŬɘ ȸ ɘəŬɜɞˊɞɘɞɨɜ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ 

0 0

2 2
1

xx yy

a b
+ =. 

ȯɟŬ ɖ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬ ȷȸ ŮɑɜŬɘ 0 0

2 2
1

xx yy

a b
+ =. 

ɄŬɟŬŰɐɟɖůɖ 

ȼ ŮɡɗŮɑŬ ȷȸ ɚɏɔŮŰŬɘ ˊɞɚɘəɐ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ ɀ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɖɜ ɏɚɚŮɘɣɖ C, Ůɜɩ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ 

ɚɏɔŮŰŬɘ ˊɧɚɞɠ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ ȷȸ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɖɜ ɏɚɚŮɘɣɖ C. 

  

  

  

  

ɀ(x0, y0) 

ȷ 

ȸ 

Ƀ 

Ů1 

Ů2 

x xȭ 

y 

yȭ 
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6. ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ ɏɚɚŮɘɣɖ 

2 2

2 2
: 1

x y
C
a b
+ =. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧ Űɧˊɞ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ 

ɀ(x0, y0) Ŭˊô ŰŬ ɞˊɞɑŬ ɎɔɞɜŰŬɘ əɎɗŮŰŮɠ ŮűŬˊŰɧɛŮɜŮɠ ˊɟɞɠ Űɖɜ ɏɚɚŮɘɣɖ.            

(ȸŬůɘəɐ Ɏůəɖůɖ) 

ȿɨůɖ 

 

 

 

 

 

 

ȷˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(x0, y0) ŭɘɏɟɢɞɜŰŬɘ ŮɡɗŮɑŮɠ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ 0x x=  (1) əŬɘ 

0 0( ),y y x xl l- = - Í (2). 

Ƀɘ ŮɡɗŮɑŮɠ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ (1) ˊɞɡ ŮűɎˊŰɞɜŰŬɘ ůŰɖɜ ɏɚɚŮɘɣɖ ŮɑɜŬɘ ɞɘ x a=  əŬɘ x a=-, Ůɜɩ ɞɘ 

ŮɡɗŮɑŮɠ ˊɞɡ ŮűɎˊŰɞɜŰŬɘ ůŰɖ C əŬɘ ŮɑɜŬɘ əɎɗŮŰŮɠ ůô ŬɡŰɏɠ ŮɑɜŬɘ ɞɘ y b=  əŬɘ y b=-. 

ȯɟŬ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ (Ŭ, ɓ), (Ŭ, -ɓ), (-Ŭ, -ɓ), (-Ŭ, ɓ) ŮɑɜŬɘ ůɖɛŮɑŬ Űɞɡ ɕɖŰɞɨɛŮɜɞɡ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɞɨ 

Űɧˊɞɡ. 

ũɘŬ ɜŬ ŮűɎˊŰŮŰŬɘ ɛɘŬ ŮɡɗŮɑŬ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ (2) ůŰɖ C, ˊɟɏˊŮɘ Űɞ ˊŬɟŬəɎŰɤ ůɨůŰɖɛŬ ɜŬ ɏɢŮɘ 

ŭɘˊɚɐ ɚɨůɖ: 

0 0

0 02 2
2 2 2 2 2 2

2 2

( )

1

y y x x
y x y x

x y
x y

l
l l

b a a b
a b

- = -ë
= + -ëî

Ú Úì ì
+ =+ = íî

í

  

0 0

2 2 2 2 2 2

0 0

.....
( ) 0

y x y x

x x y x

l l

b a l l a b

= + -ë
Ú Ú Úì

+ + - - =í
 

0 0

2 2 2 2 2 2 2 2

0 0 0 0( ) 2 ( ) [( ) ] 0

y x y x

x y x y x

l l

a l b a l a l b

= + -ë
Úì

+ + - + - - =í
  

ȼ (3) ŬˊɞŰŮɚŮɑ Űɟɘɩɜɡɛɞ ɤɠ ˊɟɞɠ x əŬɘ ɔɘŬ ɜŬ ɏɢŮɘ ŭɘˊɚɐ ɚɨůɖ, ˊɟɏˊŮɘ əŬɘ ŬɟəŮɑ: 

  

  

  

  
Ƀ 

ɀ(x0, y0) 

x xȭ 

y 

yȭ 

(3) 
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2
2 2 2 2 2 2

0 0

2

0 0 [( ) ]0 2 ( ) 4( 0 .....) yy xxa l a l b l ba - - =è øD= Ú - - +ê Úú Ú   

2 2 2 2 2

0 0 0 0( ) 2 0x x y ya l l bÚ - + + - = (4) 

Ƀɘ ɕɖŰɞɨɛŮɜŮɠ əɎɗŮŰŮɠ ŮɡɗŮɑŮɠ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ (2) ɗŬ ŮűɎˊŰɞɜŰŬɘ ůŰɖɜ ɏɚɚŮɘɣɖ Ŭɜ əŬɘ ɛɧɜɞ Ŭɜ 

ɏɢɞɡɜ ůɡɜŰŮɚŮůŰɏɠ ŭɘŮɨɗɡɜůɖɠ Űɘɠ ɟɑɕŮɠ Űɖɠ (4), ŭɖɚŬŭɐ ɚ1=ɟ1 əŬɘ ɚ2=ɟ2. 

ɇɧŰŮ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(x0, y0) ŮɑɜŬɘ ůɖɛŮɑɞ Űɞɡ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɞɨ Űɧˊɞɡ Ŭɜ əŬɘ ɛɧɜɞ Ŭɜ ɘůɢɨŮɘ: 

2 2
2 2 2 20

1 2 1 2 1 2 0 02 2

0

1 1 1
Vieta y

y x
x

b
e e l l r r b a

a

-
^ Ú Ö =- Ú Ö =- Ú =- Ú - = - Ú

-
  

2 2 2 2

0 0x y a bÚ + = +. 

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ɞ ɕɖŰɞɨɛŮɜɞɠ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧɠ Űɧˊɞɠ ŮɑɜŬɘ ɞ əɨəɚɞɠ 
2 2 2 2' :C x y a b+ = +, ůŰɞɜ 

ɞˊɞɑɞ Ŭɜɐəɞɡɜ əŬɘ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ (Ŭ, ɓ), (Ŭ, -ɓ), (-Ŭ, -ɓ), (-Ŭ, ɓ). 

7. ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ ɏɚɚŮɘɣɖ 

2 2

2 2
: 1

x y
C
a b
+ = əŬɘ ɛɘŬ ŰɡɢŬɑŬ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ Ů. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ 

Űɞ ɔɘɜɧɛŮɜɞ Űɤɜ ŬˊɞůŰɎůŮɤɜ Űɤɜ ŮůŰɘɩɜ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ C Ŭˊô Űɖɜ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Ů ŮɑɜŬɘ 

ůŰŬɗŮɟɧ. 

ȿɨůɖ 

 

 

 

 

 

 

ȰůŰɤ ɀ(x0, y0) ŰɡɢŬɑɞ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ. ɇɧŰŮ 

2 2
2 2 2 2 2 20 0

0 02 2
1

x y
x yb a a b

a b
+ = Ú + = (1). 

ȼ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ ůŰɞ ɀ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 

2 2 2 20 0
0 02 2

: 1 0
xx yy

x x y ye b a a b
a b
+ = Ú Ö + Ö - =. 

ȰɢɞɡɛŮ ŰɧŰŮ: 

  

      

ɀ 

Ⱥȭ Ⱥ Ƀ 

Ů 

x xȭ 

y 

yȭ 

d1 d2 



ɥɻʃʂʈɻʐʅʆʗ ɩʍʋʎɻʉɻʐʋʇʅʎʈʋʞ ɛ˃ ɤʑʆʀʚʋʑ 

ɫʐʗʈʋʑ ɜʅʗʉʉʂʏ ɫʀʇʚɿɻ 167 
 

2 2 2 2 2 2 2 2
(1)

0 0 0 0

1
2 2 2 2 4 2 4 2 4 2 2 2 2

0 0 0 0 0 0

( ) 0 ( )
d d(Ⱥȭ,Ů)=

( ) ( )

x y x x

x y x y x y

b g a a b b g a b g a

b a b a b a a

- + Ö - - + +
= = = =

+ + + Ö
  

2 2 2 2 2 2
(1)

0 0 0

4 2 2 2 2 2 2 4 2 4 2 2 2 2 2 2 2 2 4

0 0 0 0 0( ) [( ) ]

x x x

x x x x x

b g a b g a b g a

b a a b b b a b a b b b a a

+ + +
= = = =

+ - + - - +
  

2 2 2 2

0 0 0

2 2 2 4 4 2 2 2 4 2 2

0 0 0( ) ( )

x x x

x x x

b g a b g a b g a

b b a a a a b a g

+ + +
= = =

- + - - -
  

ȳɛɞɘŬ ŮɑɜŬɘ 

2

0

2
4 2 2

0

d d( , )
x

x

b g a
e

a g

-
= E =

-
 , ɞˊɧŰŮ: 

2 2 2 2 2 2 2 2 4

0 0 0 0 0

1 2 4 2 2 4 2 24 2 2 4 2 2
0 00 0

( )( )
d d

x x x x x

x xx x

b g a b g a b g a g a b g a

a g a ga g a g

+ - + - -
Ö = Ö = = =

- -- -
  

2 4 2 2

0( )xb a g-
=

4 2 2

0xa g-

2b= , ůŰŬɗŮɟɧ. 

(ȺɑɜŬɘ 
4 2 2

0 0xa g- > ŭɘɧŰɘ 
2 2a g a g> Ú >  əŬɘ 

2 2

0 0 0x x xa a a a- ¢ ¢ Ú ¢ Ú ², 

ůɡɜŮˊɩɠ 
4 2 2

0xa g> .) 

8. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɞɘ ŮűŬˊŰɧɛŮɜŮɠ ɛɘŬɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ 

2 2

2 2
: 1

x y
C
a b
+ = ůŰŬ ɎəɟŬ ɛɘŬɠ 

ŭɘŬɛɏŰɟɞɡ Űɖɠ ŮɑɜŬɘ ˊŬɟɎɚɚɖɚŮɠ. 

ȿɨůɖ 

 

 

 

 

 

 

 

ȰůŰɤ Ⱦ əŬɘ ȿ ŰŬ ɎəɟŬ Űɖɠ ŭɘŬɛɏŰɟɞɡ. ɇŬ ůɖɛŮɑŬ ŬɡŰɎ ŮɑɜŬɘ ůɡɛɛŮŰɟɘəɎ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɖɜ Ŭɟɢɐ Ƀ 

Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ ɞˊɧŰŮ, Ŭɜ Ⱦ(x0, y0) ŰɧŰŮ ȿ(-x0, -y0). 

Ƀɘ ŮűŬˊŰɧɛŮɜŮɠ ůŰŬ ůɖɛŮɑŬ Ⱦ əŬɘ ȿ ɏɢɞɡɜ ŮɝɘůɩůŮɘɠ 

  

  

  

Ⱦ 

ȿ 

Ƀ x xȭ 

y 

yȭ 

Ů1 

Ů2 
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2 2 2 20 0
1 0 02 2
: 1

xx yy
x x y ye b a a b

a b
+ = Ú Ö + Ö = əɘ  

2 2 2 20 0
2 0 02 2

( ) ( )
: 1

x x y y
x x y ye b a a b

a b

- -
+ = Ú- Ö - Ö =. 

ȺɑɜŬɘ 
2 2

1 0 0 1( , ) / /y xd a b e= -  , 
2 2

2 0 0 2( , ) / /y xd a b e= -  əŬɘ  

2 2

2 2 2 20 0
1 2 0 0 0 02 2

0 0

det( , ) ( ) ( )
y x

y x y x
y x

a b
d d a b a b

a b

-
= = Ö - - Ö - =
-

 

2 2 2 2

0 0 0 0 0x y x ya b a b= - =, ůɡɜŮˊɩɠ 1 2 1 2/ / / /d d e eÚ . 

9. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɤɜ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɤɜ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ 

2
2: 1

3

x
C y+ =, ɞɘ ɞˊɞɑŮɠ 

Űɏɛɜɞɡɜ Űɞɡɠ ɗŮŰɘəɞɨɠ ɖɛɘɎɝɞɜŮɠ Ƀx , Ƀy əŬɘ ůɢɖɛŬŰɑɕɞɡɜ ɛô ŬɡŰɞɨɠ ɘůɞůəŮɚɏɠ 

Űɟɑɔɤɜɞ. 

ȿɨůɖ 

 

 

 

 

 

 

ȰůŰɤ ɀ(x0, y0) ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ ɛŮ 0 0, 0x y ¸ , Ŭűɞɨ ɞɘ ŮűŬˊŰɧɛŮɜŮɠ ůŰɘɠ əɞɟɡűɏɠ Űɖɠ 

ɏɚɚŮɘɣɖɠ ŭŮɜ Űɏɛɜɞɡɜ əŬɘ Űɞɡɠ ŭɨɞ ɎɝɞɜŮɠ. (ȯɟŬ 0 0, 0x y > .) 

ȼ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ ůŰɞ ɀ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 0
0 0 0: 1 3 3

3

xx
yy x x y ye + = Ú Ö + Ö = (1). 

ũɘŬ y=0 ɖ (1) ɔɑɜŮŰŬɘ:0

0 0

3 3
3 ,0x x x

x x

å õ
Ö = Ú = ­Kæ ö

ç ÷
 

ũɘŬ x=0 ɖ (1) ɔɑɜŮŰŬɘ:0

0 0 0

3 1 1
3 3 0,

3
y y y y

y y y

å õ
Ö = Ú = Ú = ­Læ ö

ç ÷
 

  

  

Ƀ 

ɀ 

Ⱦ 

ȿ 

  

  

x xȭ 

y 

yȭ 

Ů 
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ɇɞ Űɟɑɔɤɜɞ OKL ŮɑɜŬɘ ɘůɞůəŮɚɏɠ, ɎɟŬ 
0 0, 0

0 0

0 0

3 1
( ) ( ) 3

x y

x y
x y

>

OK = OL Ú = Ú = (2) 

ɇɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(x0, y0) ŬɜɐəŮɘ ůŰɖɜ ɏɚɚŮɘɣɖ C, ɞˊɧŰŮ:

2 2(2)
2 20 0
0 0

(3 )
1 1

3 3

x y
y y+ = Ú + = Ú  

2
2 2 2 2 20
0 0 0 0 0 0 0

9 1 1 1
1 3 1 4 1

3 4 4 2

y
y y y y y y yÚ + = Ú + = Ú = Ú = Ú = Ú =  

ȷɜŰɘəŬɗɘůŰɩɜŰŬɠ ůŰɖ (2) ɏɢɞɡɛŮ 0 0

1 3
3

2 2
x x= Ö Ú =, ɎɟŬ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ŮˊŬűɐɠ ŮɑɜŬɘ Űɞ 

3 1
,

2 2

å õ
Mæ ö
ç ÷

 əɘ ɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ ŬɡŰɧ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 

3 3
: 3 2 0
2 2

x y x ye + = Ú + - =. 

10. ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ ɏɚɚŮɘɣɖ 

2 2

2 2
: 1

x y
C
a b
+ = əŬɘ ɞ əɨəɚɞɠ 

2 2 2' :C x y a+ = . ȷɜ ɀ1(x1, y1) 

ŮɑɜŬɘ ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ C əŬɘ ɀ2(x2, y2) ŮɑɜŬɘ ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ Űɞɡ Cȭ, ɛŮ x2= x1, ɜŬ ŭŮɑɝŮŰŮ 

ɧŰɘ ɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Ů1 Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ C ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ1 əɘ ɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɞɡ əɨəɚɞɡ Cȭ 

ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ2, ŰɏɛɜɞɜŰŬɘ ůŮ ůɖɛŮɑɞ Űɞɡ ɎɝɞɜŬ xȭx. 

ȿɨůɖ 

 

 

 

 

 

 

 

ȼ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ C ůŰɞ ɀ1 ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 
1 1

1 2 2
: 1

xx yy
e
a b
+ = (1), Ůɜɩ ɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ  

Űɞɡ əɨəɚɞɡ Cȭ ůŰɞ ɀ2 ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 
2

2 1 2: xx yye a+ =  (2). 

ũɘŬ y=0 ɖ (1) ɔɑɜŮŰŬɘ  

2

1

2

1

1
xx

x
x

a

a
= Ú = . 

  

  

  

ɀ2 

ɀ1 

Ƀ 

    
x1 x xȭ 

y 

yȭ 

ɀ 

C 

Cȭ 
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ũɘŬ y=0 ɖ (2) ɔɑɜŮŰŬɘ 

2
2

1

1

xx x
x

a
a= Ú = . 

ȯɟŬ ɞɘ Ů1, Ů2 ŰɏɛɜɞɜŰŬɘ ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ 

2

1

,0
x

aå õ
Mæ ö
ç ÷

 Űɞɡ ɎɝɞɜŬ xȭx. 

11. ȰůŰɤ ɖ ɏɚɚŮɘɣɖ C ɛô ŮůŰɑŮɠ Ⱥȭ(-ɔ, 0), Ⱥ(ɔ, 0) əŬɘ ɛŮɔɎɚɞ ɎɝɞɜŬ 2Ŭ .ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɞ 

ɚɧɔɞɠ Űɤɜ ŬˊɞůŰɎůŮɤɜ ɞˊɞɘɞɡŭɐˊɞŰŮ ůɖɛŮɑɞɡ ɀ(x, y) Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ Ŭˊô Űɖɜ ŮůŰɑŬ 

Ⱥ(ɔ, 0) əŬɘ Űɖɜ ŮɡɗŮɑŬ 

2

: x
a

d
g

=  ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɧɠ əɘ ɑůɞɠ ɛŮ Űɖɜ ŮəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬ Űɖɠ 

ɏɚɚŮɘɣɖɠ. Ƀɛɞɑɤɠ ɔɘŬ Űɖɜ ŮůŰɑŬ Ⱥȭ(-ɔ, 0) əŬɘ Űɖɜ ŮɡɗŮɑŬ 

2

:ȭ x
a

d
g

=- . 

ȿɨůɖ 

ȺɑɜŬɘ 

2
20

a
a g a ag a

g
> > Ú > Ú >, ɎɟŬ ɖ ŮɡɗŮɑŬ 

2

: x
a

d
g

=  ɓɟɑůəŮŰŬɘ ůŰɞ ŮɝɤŰŮɟɘəɧ 

Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ. 

 

 

 

 

 

 

 

ũɘŬ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(x, y) Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ ɘůɢɨŮɘ ɧŰɘ: 

2 2 2 2( ) ( ) 2 ( ) ( 0) ( ) ( 0) 2 .....ȭ x y x ya g g aME + ME = Ú - + - + + + - = Ú Ú  

2 2 2 2 2( ) ( ) d( , )x y x x y x x
g g

a g a g g a a
a a

Ú - + = - Ú - + = - Ú M E = - (1). 

Ⱥˊɑůɖɠ 

2

2

2 2

1 0

d( , )
1 0

x y

x

a

g a
d

g

Ö + Ö -

M = = -
+

 (2), ŭɘɧŰɘ 

2a
a

g
>  əŬɘ xa a- ¢ ¢. 

ȹɘŬɘɟɩɜŰŬɠ əŬŰɎ ɛɏɚɖ Űɘɠ (1) əŬɘ (2) ɏɢɞɡɛŮ: 

  

      

ɀ 

Ⱥ(ɔ, 0)  Ⱥȭ(-ɔ, 0)  Ƀ  

Ů  

x xȭ 

y 

yȭ 

Ɂ   



ɥɻʃʂʈɻʐʅʆʗ ɩʍʋʎɻʉɻʐʋʇʅʎʈʋʞ ɛ˃ ɤʑʆʀʚʋʑ 

ɫʐʗʈʋʑ ɜʅʗʉʉʂʏ ɫʀʇʚɿɻ 171 
 

2

2

2 2

( )d( , )

d( , )

x
x x

x
x

g a g
a a ga a
a a gd

g g

-
- -M E

= = =
-M

-
2( )x

g

a g-

g
e

aa
= =. 

12. ȼ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Ů ɛɘŬɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ 

2 2

2 2
: 1

x y
C
a b
+ = (Ŭ>ɓ>0) ůô ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ Ʌ , 

ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɧ Űɤɜ əɞɟɡűɩɜ ȷ əɘ ȷȭ, ŰɏɛɜŮɘ Űɖɜ ŮɡɗŮɑŬ 

2

: x
a

d
g

=  ůô ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ ɀ. 

ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ 90
Ø

REM=, ɧˊɞɡ Ⱥ(ɔ, 0) ɖ ŮůŰɑŬ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ. 

ȿɨůɖ 

 

 

 

 

  

 

ȼ ɚɨůɖ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ Űɤɜ ŭɨɞ ŮɡɗŮɘɩɜ ŭɑɜŮɘ Űɘɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ ɀ. 

2

2 2 2 2

0 0 22

02
2

00

0

( )
..... ,

( )

xx x y y
x

yx x
y

y

a
b a a b

g b ga
a

g gb g
g

g

ë ë
=Ö + Ö =î î

å õ-î î
Ú Ú ­Mì ì æ ö

= - ç ÷î î=
î îíí

  

ȰɢɞɡɛŮ ŰɧŰŮ: 0 0( , )x ygER= -  əɘ 

22

0

0

( )
,

x

y

b ga
g

g g

å õ-
EM= -æ ö

ç ÷
 . 

ȺɑɜŬɘ: ( )
2

0 0x y
a

g g
g

å õ
ERÖEM= - - +æ ö

ç ÷

2

0

0

( )x

y

b g

g

-
Ö ( )

2 2 2

0x
a g b

g
g g

å õ-
= - - =æ ö

ç ÷
 

( ) ( )
2 2

0 0 0 0 90x x
b b

g g
g g

Øå õ
= - - = - Ö = ÚER^EMÚREM=æ ö

ç ÷
.  

ɄŬɟŬŰɐɟɖůɖ 

ȼ ŮɡɗŮɑŬ  ɞɜɞɛɎɕŮŰŬɘ ŭɘŮɡɗŮŰɞɨůŬ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ. 

2

: x
a

d
g

=

  

  

  

  

Ʌ(x0, y0) 

Ⱥ(ɔ, 0) 

ɀ 

Ƀ 

Ů 

ŭ 

  
Ⱥȭ(-ɔ, 0) x xȭ 

y 

yȭ 

ȰůŰɤ Ʌ(x0, y0), 0 0y ¸ . 

ȼ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ 

ůŰɞ Ʌ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 

0 0

2 2

2 2 2 2

0 0

: 1
xx yy

x x y y

e
a b

b a a b

+ = Ú

Ú Ö + Ö =

 Ⱥˊɑůɖɠ 

2

: x
a

d
g

= . 
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ȺNOTHTA  IV: ȼ ɡˊŮɟɓɞɚɐ 

Ƀɟɘůɛɧɠ 

ȰůŰɤ Ⱥȭ əɘ Ⱥ ŭɨɞ ůɖɛŮɑŬ Ůɜɧɠ Ůˊɘˊɏŭɞɡ. ɃɜɞɛɎɕɞɡɛŮ ɡˊŮɟɓɞɚɐ ɛô ŮůŰɑŮɠ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ Ⱥȭ əɘ Ⱥ 

Űɞ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧ Űɧˊɞ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ Űɞɡ Ůˊɘˊɏŭɞɡ, Űɤɜ ɞˊɞɑɤɜ ɖ ŬˊɧɚɡŰɖ Űɘɛɐ Űɖɠ ŭɘŬűɞɟɎɠ 

Űɤɜ ŬˊɞůŰɎůŮɤɜ Ŭˊɧ ŰŬ Ⱥȭ əɘ Ⱥ ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɐ əŬɘ ɛɘəɟɧŰŮɟɖ Űɞɡ (ȺȭȺ). 

ɇɖɜ ŬˊɧɚɡŰɖ Űɘɛɐ Űɖɠ ŭɘŬűɞɟɎɠ Űɤɜ ŬˊɞůŰɎůŮɤɜ əɎɗŮ ůɖɛŮɑɞɡ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ Ŭˊô Űɘɠ ŮůŰɑŮɠ 

Űɖ ůɡɛɓɞɚɑɕɞɡɛŮ ůɡɜɐɗɤɠ ɛŮ 2Ŭ, Ůɜɩ Űɖɜ ŬˊɧůŰŬůɖ Űɤɜ ŮůŰɘɩɜ ɛŮ 2ɔ. 

ȼ ŬˊɧůŰŬůɖ ȺȭȺ ɞɜɞɛɎɕŮŰŬɘ ŮůŰɘŬəɐ ŬˊɧůŰŬůɖ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ. 

ɆɨɛűɤɜŬ ɛŮ Űɞɜ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ɞɟɘůɛɧ: 

¶  

 

 

 

 

 

¶ ȷˊô Űɖɜ Űɟɘɔɤɜɘəɐ ŬɜɘůɧŰɖŰŬ ůŰɞ Űɟɑɔɤɜɞ ȭEME ɏɢɞɡɛŮ: 

( ) ( ) ( ) 2 2ȭ ȭ a g a gME - ME < EE Ú < Ú < . 

ü Ⱥɝɑůɤůɖ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ 

¶ ȺůŰɑŮɠ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx 

ȰůŰɤ ɛɘŬ ɡˊŮɟɓɞɚɐ C ɛô ŮůŰɑŮɠ Ⱥȭ əɘ Ⱥ əŬɘ ůŰŬɗŮɟɐ ŬˊɧɚɡŰɖ ŭɘŬűɞɟɎ 2Ŭ. ɆŰɞ ŮˊɑˊŮŭɞ Űɖɠ 

ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ŮˊɘɚɏɔɞɡɛŮ ůɨůŰɖɛŬ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ Ƀxy, Űɞ ɞˊɞɑɞ ɏɢŮɘ Ŭɟɢɐ Űɞ əɏɜŰɟɞ Űɞɡ 

ŮɡɗɡɔɟɎɛɛɞɡ ŰɛɐɛŬŰɞɠ ȺȺȭ əŬɘ ůŰɞ ɞˊɞɑɞ ɞ ɗŮŰɘəɧɠ ɖɛɘɎɝɞɜŬɠ Ƀx ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɖɜ ŮůŰɑŬ Ⱥ 

Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ. 

  

 

 

 

 

 

 

 

    

  

Ⱥȭ Ⱥ 

ɀ 

ȰɜŬ ůɖɛŮɑɞ ɀ Űɞɡ Ůˊɘˊɏŭɞɡ 

ŮɑɜŬɘ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ Ŭɜ 

əŬɘ ɛɧɜɞ Ŭɜ 

( ) ( ) 2ȭ aME - ME =. 

C 

      
Ⱥȭ(-ɔ, 0) Ⱥ(ɔ, 0) Ƀ x xȭ 

y 

yȭ 

    
A Aȭ 

ȷɜ ɀ(x, y) ŮɑɜŬɘ ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ 

Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ, ŰɧŰŮ ɗŬ ɘůɢɨŮɘ

( ) ( ) 2ȭ aME - ME =. 

ȺˊŮɘŭɐ (ȺȭȺ)=2Ŭ, ɞɘ ŮůŰɑŮɠ ɗŬ 

ɏɢɞɡɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Ⱥȭ(-ɔ, 0) 

əɘ Ⱥ(ɔ, 0). 
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ȰɢɞɡɛŮ ŰɧŰŮ: 

2 2 2 2( ) ( ) 2 ( ) ( 0) ( ) ( 0) 2ȭ x y x ya g g aME - ME = Ú + + - - - + - = Ú 

2 2 2 2( ) ( ) 2x y x yg g aÚ + + - - + = Ú  

2
2 2 2 2 2( ) ( ) (2 )x y x yg g aÚ + + - - + = Ú 

2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) 2 ( ) ( ) ( ) 4 .....x y x y x y x yg g g g a+ + - + + Ö - + + - + = Ú Ú  

2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) 2x y x y x yg g g aÚ + + Ö - + = + + - Ú 

2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) 2 ( ) 2 ( ) 2x y x x y x x yg g g g g aè ø è ø è øÚ + + + Ö + + - = + + - Úê ú ê ú ê ú  

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 4( ) 4 ( ) 4 ( ) 4x y x x y x yg g g a g aÚ + + - = + + - + + + Ú  

2 2 2 2 4 2 2 2 2 2 2 4 2 24 ( ) 4 4 ( )x y x x y xa g a g a g a gÚ + + = + Ú + + = + Ú  

2 2 2 2 2 2 4 2 2 2 2 2 2 2 2 4 2 2x y x x x ya a a g a g a g a a a gÚ + + = + Ú - + = - Ú  

0
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )x y x y

g a

a g a a a g g a a a g a
> >

Ú - + = - Ú - - = - Ú  

2 2 22 2 2 20

2 2 2 2 2
1 1

x y x yg a b g a

a g a a b

> > = -

Ú - = Ú - =
-

. 

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ɖ ɡˊŮɟɓɞɚɐ ɛô ŮůŰɑŮɠ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ Ⱥȭ(-ɔ, 0) əɘ Ⱥ(ɔ, 0) əŬɘ ůŰŬɗŮɟɐ ŬˊɧɚɡŰɖ ŭɘŬűɞɟɎ  

2Ŭ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ: 

 

 

 

ũɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ, ɖ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ɛô ŮůŰɑŮɠ Ⱥȭ(-13, 0), Ⱥ(13, 0) əŬɘ ůŰŬɗŮɟɐ 

ŬˊɧɚɡŰɖ ŭɘŬűɞɟɎ 2Ŭ=24 ŮɑɜŬɘ 

2 2

2 2
1

12 5

x y
- =, Ŭűɞɨ 2 24 12a a= Ú =  əŬɘ 

2 213 12 169 144 25 5b b b b= - Ú = - Ú = Ú =. 

 

 

 

2 2

2 2
1

x y

a b
- =, ɧˊɞɡ 2 2b g a= -  
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¶ ȺůŰɑŮɠ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ yȭy 

ȰůŰɤ ɛɘŬ ɡˊŮɟɓɞɚɐ C ɛô ŮůŰɑŮɠ Ⱥȭ əɘ Ⱥ əŬɘ ůŰŬɗŮɟɐ ŬˊɧɚɡŰɖ ŭɘŬűɞɟɎ 2Ŭ. ɆŰɞ ŮˊɑˊŮŭɞ Űɖɠ 

ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ŮˊɘɚɏɔɞɡɛŮ ůɨůŰɖɛŬ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ Ƀxy, Űɞ ɞˊɞɑɞ ɏɢŮɘ Ŭɟɢɐ Űɞ əɏɜŰɟɞ Űɞɡ 

ŮɡɗɡɔɟɎɛɛɞɡ ŰɛɐɛŬŰɞɠ ȺȺȭ əŬɘ ůŰɞ ɞˊɞɑɞ ɞ ɗŮŰɘəɧɠ ɖɛɘɎɝɞɜŬɠ Ƀy ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɖɜ ŮůŰɑŬ Ⱥ 

Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ. 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

ũɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ, ɖ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ɛô ŮůŰɑŮɠ  Ⱥȭ(0, -5), Ⱥ(0, 5) əŬɘ ůŰŬɗŮɟɐ ŬˊɧɚɡŰɖ 

ŭɘŬűɞɟɎ 2Ŭ=6 ŮɑɜŬɘ 

2 2

2 2
1

3 4

y x
- =, Ŭűɞɨ 2 6 3a a= Ú = əŬɘ 

2 25 3 25 9 16 4b b b b= - Ú = - Ú = Ú =. 

ɄŬɟŬŰɖɟɐůŮɘɠ 

¶ ȺɑɜŬɘ 
2 2 2 2 2 22 2

g a g a g a g a

b g a g a b g bb g a

>ë > ë > >ë ëî
Ú Ú Úì ì ì ì

= - = + >= - í íî íí

. 

¶ ȳŰŬɜ ɞ ŬɟɘɗɛɖŰɐɠ Űɞɡ əɚɎůɛŬŰɞɠ ɛŮ ˊɟɧůɖɛɞ ç+è ŮɑɜŬɘ Űɞ x
2
, ŰɧŰŮ ɖ ɡˊŮɟɓɞɚɐ ɏɢŮɘ 

ŮůŰɑŮɠ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx. 

¶ ȳŰŬɜ ɞ ŬɟɘɗɛɖŰɐɠ Űɞɡ əɚɎůɛŬŰɞɠ ɛŮ ˊɟɧůɖɛɞ ç+è ŮɑɜŬɘ Űɞ y
2
, ŰɧŰŮ ɖ ɡˊŮɟɓɞɚɐ ɏɢŮɘ 

ŮůŰɑŮɠ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ yȭy. 

¶ ȾɎɗŮ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ 

2 2

2 2
1

x y

k l
- = ɐ 

2 2

2 2
1, , , , 0

y x
k l mn

m n
- = >,ˊŬɟɘůŰɎ ɛɘŬ 

ɡˊŮɟɓɞɚɐ. 

¶ ɇɞ Ŭ2
 ŮɑɜŬɘ ˊɎɜŰŬ ɞ ˊŬɟɞɜɞɛŬůŰɐɠ Űɞɡ əɚɎůɛŬŰɞɠ ɛŮ ˊɟɧůɖɛɞ ç+è. 

¶ ȷɜ ŮɑɜŬɘ Ŭ=ɓ, ŰɧŰŮ ɖ ɡˊŮɟɓɞɚɐ ɚɏɔŮŰŬɘ ɘůɞůəŮɚɐɠ əŬɘ ɖ Ůɝɑůɤůɐ Űɖɠ ɔɟɎűŮŰŬɘ 

2 2
2 2 2

2 2
1

x y
x y a

a a
- = Ú - = ( ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ 

2 2 2y x a- = ). 

 

 ȷɜ ɀ(x, y) ŮɑɜŬɘ ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ 

Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ, ŰɧŰŮ ɗŬ ɘůɢɨŮɘ

( ) ( ) 2ȭ aME - ME =. 

ȺˊŮɘŭɐ (ȺȭȺ)=2Ŭ, ɞɘ ŮůŰɑŮɠ ɗŬ 

ɏɢɞɡɜ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Ⱥȭ(0, -ɔ) 

əɘ Ⱥ(0, ɔ). 

ȺɟɔŬɕɧɛŮɜɞɘ ɧˊɤɠ ˊŬɟŬˊɎɜɤ, 

ɓɟɑůəɞɡɛŮ ɧŰɘ ɖ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ 

ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ɛô ŮůŰɑŮɠ Ⱥȭ, Ⱥ əŬɘ 

ůŰŬɗŮɟɐ ŬˊɧɚɡŰɖ ŭɘŬűɞɟɎ 2Ŭ 

ŮɑɜŬɘ: 

 

 

  

  

  Ⱥ(0, ɔ) 

Ⱥȭ(0, -ɔ) 

Ƀ 

ȷ 

ȷȭ 
x xȭ 

y 

yȭ 

  

  

2 2

2 2
1

y x

a b
- =, ɧˊɞɡ 2 2b g a= -  

 C 
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ü ȽŭɘɧŰɖŰŮɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ 

¶ ȼ ɛɞɟűɐ 

2 2

2 2
1

x y

a b
- =, ɧˊɞɡ 2 2b g a= - . 

              

 

¶ ȷɜ ɀ1(x1, y1) ŮɑɜŬɘ ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ 

2 2

2 2
: 1

x y
C
a b
- =. ɇɧŰŮ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ   

ɀ2(x1, -y1), M3(-x1, y1) əŬɘ ɀ4(-x1, -y1) Ŭɜɐəɞɡɜ Ůˊɑůɖɠ ůŰɖ ɡˊŮɟɓɞɚɐ C, Ŭűɞɨ ɞɘ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɞɡɠ ŮˊŬɚɖɗŮɨɞɡɜ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɐ Űɖɠ. ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ɖ ˊŬɟŬˊɎɜɤ 

ɡˊŮɟɓɞɚɐ ɏɢŮɘ ɎɝɞɜŮɠ ůɡɛɛŮŰɟɑŬɠ Űɞɡɠ ɎɝɞɜŮɠ xȭx əŬɘ yȭy əɘ ɏɢŮɘ əɏɜŰɟɞ ůɡɛɛŮŰɟɑŬɠ 

Űɖɜ Ŭɟɢɐ Ƀ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ. ɇɞ ůɖɛŮɑɞ Ƀ ɚɏɔŮŰŬɘ əɏɜŰɟɞ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ. 

¶ ȷˊô Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ 

2 2

2 2
1

x y

a b
- =, ɔɘŬ 0y=  ɓɟɑůəɞɡɛŮ x a=°, ůɡɜŮˊɩɠ ɖ ɡˊŮɟɓɞɚɐ 

ŰɏɛɜŮɘ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx ůŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷȭ(-Ŭ, 0) əɘ ȷ(Ŭ, 0). ɇŬ ůɖɛŮɑŬ ŬɡŰɎ ɚɏɔɞɜŰŬɘ 

əɞɟɡűɏɠ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ. 

¶ ȷˊô Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ 

2 2

2 2
1

x y

a b
- =, ɔɘŬ 0x= ˊɟɞəɨˊŰŮɘ ɧŰɘ 

2
2 2

2
1 0

y
y b

b
- = Ú =- <. 

ȼ ůɢɏůɖ ŬɡŰɐ ŮɑɜŬɘ ŬŭɨɜŬŰɖ, ɎɟŬ ɖ ɡˊŮɟɓɞɚɐ C ŭŮɜ ŰɏɛɜŮɘ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ yȭy. 

¶ ȺɑɜŬɘ 

2 2 2 2 2
2 2 2 2

2 2 2 2 2
1 1 1 0

x y x y x
x xa a

a b a b a
- = Ú = + Ú ² Ú ² Ú - ² Ú

x aÚ ¢- ɐ x a² . Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ C ɓɟɑůəɞɜŰŬɘ ɏɝɤ Ŭˊô Űɖɜ 

ŰŬɘɜɑŬ Űɤɜ ŮɡɗŮɘɩɜ x= -Ŭ əŬɘ x=Ŭ, ˊɟɎɔɛŬ ˊɞɡ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ɖ ɡˊŮɟɓɞɚɐ ŬˊɞŰŮɚŮɑŰŬɘ 

Ŭˊɧ ŭɨɞ ɢɤɟɘůŰɞɨɠ əɚɎŭɞɡɠ. 

 

    

    

M1 

M2 

M3 

M4 

O 
A Aȭ 

Ⱥ Ⱥȭ 

C 
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¶ ȼ ɛɞɟűɐ 

2 2

2 2
1

y x

a b
- =, ɧˊɞɡ 2 2b g a= - . 

             

¶ ȷɜ ɀ1(x1, y1) ŮɑɜŬɘ ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ 

2 2

2 2
: 1

y x
C
a b
- =. ɇɧŰŮ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ   

ɀ2(x1, -y1), M3(-x1, y1) əŬɘ ɀ4(-x1, -y1) Ŭɜɐəɞɡɜ Ůˊɑůɖɠ ůŰɖ ɡˊŮɟɓɞɚɐ C, Ŭűɞɨ ɞɘ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɞɡɠ ŮˊŬɚɖɗŮɨɞɡɜ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɐ Űɖɠ. ȷɡŰɧ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ɖ ˊŬɟŬˊɎɜɤ 

ɡˊŮɟɓɞɚɐ ɏɢŮɘ ɎɝɞɜŮɠ ůɡɛɛŮŰɟɑŬɠ Űɞɡɠ ɎɝɞɜŮɠ xȭx əŬɘ yȭy əɘ ɏɢŮɘ əɏɜŰɟɞ ůɡɛɛŮŰɟɑŬɠ 

Űɖɜ Ŭɟɢɐ Ƀ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ. ɇɞ ůɖɛŮɑɞ Ƀ ɚɏɔŮŰŬɘ əɏɜŰɟɞ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ. 

¶ ȷˊô Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ 

2 2

2 2
1

y x

a b
- =, ɔɘŬ 0x=  ɓɟɑůəɞɡɛŮ y a=°, ůɡɜŮˊɩɠ ɖ ɡˊŮɟɓɞɚɐ 

ŰɏɛɜŮɘ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ yȭy ůŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷȭ(0, -Ŭ) əɘ ȷ(0, Ŭ). ɇŬ ůɖɛŮɑŬ ŬɡŰɎ ɚɏɔɞɜŰŬɘ 

əɞɟɡűɏɠ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ. 

¶ ȷˊô Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ 

2 2

2 2
1

y x

a b
- =, ɔɘŬ 0y= ˊɟɞəɨˊŰŮɘ ɧŰɘ 

2
2 2

2
1 0

x
x b

b
- = Ú =- <. 

ȼ ůɢɏůɖ ŬɡŰɐ ŮɑɜŬɘ ŬŭɨɜŬŰɖ, ɎɟŬ ɖ ɡˊŮɟɓɞɚɐ C ŭŮɜ ŰɏɛɜŮɘ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx. 

¶ ȺɑɜŬɘ 

2 2 2 2 2
2 2 2 2

2 2 2 2 2
1 1 1 0

y x y x y
y ya a

a b a b a
- = Ú = + Ú ² Ú ² Ú - ² Ú

y aÚ ¢- ɐ y a² . Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ C ɓɟɑůəɞɜŰŬɘ ɏɝɤ Ŭˊô Űɖɜ 

ŰŬɘɜɑŬ Űɤɜ ŮɡɗŮɘɩɜ y= -Ŭ əŬɘ y=Ŭ, ˊɟɎɔɛŬ ˊɞɡ ůɖɛŬɑɜŮɘ ɧŰɘ ɖ ɡˊŮɟɓɞɚɐ ŬˊɞŰŮɚŮɑŰŬɘ 

Ŭˊɧ ŭɨɞ ɢɤɟɘůŰɞɨɠ əɚɎŭɞɡɠ. 

ɄŬɟŬŰɐɟɖůɖ 

ȾɎɗŮ ŮɡɗɨɔɟŬɛɛɞ ŰɛɐɛŬ ˊɞɡ ŰŬ ɎəɟŬ Űɞɡ ŮɑɜŬɘ ůɖɛŮɑŬ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ, ɚɏɔŮŰŬɘ ɢɞɟŭɐ Űɖɠ 

ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ. 

 

    

    

ɀ1 

ɀ2 

ɀ3 

ɀ4 

Ƀ 

Ⱥ 

Ⱥȭ 

ȷ 

ȷȭ 
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ü ȷůɨɛˊŰɤŰŮɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ 

¶ ȼ ɛɞɟűɐ 

2 2

2 2
1

x y

a b
- =, ɧˊɞɡ 2 2b g a= - . 

ȰůŰɤ ɛɘŬ ɡˊŮɟɓɞɚɐ C ɛô Ůɝɑůɤůɖ 

2 2

2 2
1

x y

a b
- = (1) əŬɘ ɛɘŬ ŮɡɗŮɑŬ Ů ɛô Ůɝɑůɤůɖ y xl=  (2), 

ŭɖɚŬŭɐ ɛɘŬ ŮɡɗŮɑŬ ˊɞɡ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɖɜ Ŭɟɢɐ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ. ȼ ŮɡɗŮɑŬ Ů ɏɢŮɘ ɛŮ Űɖ ɡˊŮɟɓɞɚɐ C 

əɞɘɜɎ ůɖɛŮɑŬ, Ŭɜ əŬɘ ɛɧɜɞ Ŭɜ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ Űɤɜ ŮɝɘůɩůŮɤɜ (1) əŬɘ (2) ɏɢŮɘ ɚɨůɖ. 

ȷˊɧ (1) əŬɘ (2) ɏɢɞɡɛŮ: 

2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

( )
1 1

x x x x
x x

l l
b a l a b

a b a b
- = Ú - = Ú - = Ú 

2 2 2 2 2 2( )xb a l a bÚ - =  (3) 

Á ȺˊŮɘŭɐ 
2 2 0a b>  əŬɘ 

2 0x >  ɖ (3) ɏɢŮɘ ɚɨůɖ Ŭɜ əŬɘ ɛɧɜɞ Ŭɜ 
2 2 2 0b a l- > Ú

2 , 0
2 2 2 2

2

a bb b b b
a l b l l l

a a a a

>

Ú < Ú < Ú < Ú- < <.                                              

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ɖ ŮɡɗŮɑŬ : y xe l=  ɗŬ ɏɢŮɘ ɛŮ Űɖɜ ɡˊŮɟɓɞɚɐ 

2 2

2 2
: 1

x y
C
a b
- = Ŭəɟɘɓɩɠ 

ŭɨɞ əɞɘɜɎ ůɖɛŮɑŬ Ŭɜ əŬɘ ɛɧɜɞ Ŭɜ 
b b b

l l
a a a
< Ú- < <. 

Á ȷɜ 
b b

l l
a a
² Ú ¢- ɐ 

b
l
a
² , ɖ (3) ŮɑɜŬɘ ŬŭɨɜŬŰɖ, ɎɟŬ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ ŮɑɜŬɘ 

ŬŭɨɜŬŰɞ, ůɡɜŮˊɩɠ ɖ ŮɡɗŮɑŬ Ů əɘ ɖ ɡˊŮɟɓɞɚɐ C ŭŮɜ ɏɢɞɡɜ əɞɘɜɎ ůɖɛŮɑŬ. 

ɆɡɛˊŮɟŬɑɜɞɡɛŮ ɚɞɘˊɧɜ ɧŰɘ ɞɘ ŮɡɗŮɑŮɠ 1 : y x
b

e
a
=  əɘ 2 : y x

b
e

a
=-  ŭŮɜ ɏɢɞɡɜ əɞɘɜɎ ůɖɛŮɑŬ 

ɛŮ Űɖɜ ɡˊŮɟɓɞɚɐ C əŬɘ ˊŬɟŬŰɖɟɞɨɛŮ Ůˊɑůɖɠ ɧŰɘ ɧɚŬ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ C ˊŮɟɘɏɢɞɜŰŬɘ 

ůŰɘɠ ŭɨɞ əŬŰŬəɞɟɡűɐɜ ɔɤɜɑŮɠ ˊɞɡ ůɢɖɛŬŰɑɕɞɡɜ ɞɘ ŮɡɗŮɑŮɠ Ů1 əɘ Ů2, ůŰɘɠ ɞˊɞɑŮɠ ɔɤɜɑŮɠ 

ˊŮɟɘɏɢŮŰŬɘ əɘ ɞ ɎɝɞɜŬɠ xȭx. 

                     

2 : y x
b

e
a

=-   

1 : y x
b

e
a
=   C 

Ƀ 
ȷ ȷȭ 

Ⱥȭ Ⱥ 

  ɀ(x, y) 

  

  
  

  

  

Ʌ 

x xȭ 

y 

yȭ 
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ȰůŰɤ ůɖɛŮɑɞ ɀ(x, y) Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ C, ɛŮ 0x> əŬɘ0y> . ȷˊɞŭŮɘəɜɨŮŰŬɘ ɧŰɘ ɧŰŬɜ Űɞ x  

ŬɡɝɎɜŮɘ ŬˊŮɟɘɧɟɘůŰŬ (ŭɖɚŬŭɐ x­+¤), ɖ ŬˊɧůŰŬůɖ ɀɅ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ ɀ Ŭˊô Űɖɜ ŮɡɗŮɑŬ 

1 : y x
b

e
a
=   ŰŮɑɜŮɘ ˊɟɞɠ Űɞ 0. ȰŰůɘ Űɞ Ɏɜɤ ŰŮŰŬɟŰɖɛɧɟɘɞ Űɞɡ ŭŮɝɘɞɨ əɚɎŭɞɡ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ 

ˊɚɖůɘɎɕŮɘ, ɧɚɞ əŬɘ ˊŮɟɘůůɧŰŮɟɞ, Űɖɜ ŮɡɗŮɑŬ 1 : y x
b

e
a
= , ɢɤɟɑɠ ˊɞŰɏ ɜŬ ůɡɛˊɏůŮɘ ɛô ŬɡŰɐɜ. 

ɇɖɜ ŮɡɗŮɑŬ 1 : y x
b

e
a
=  ɞɜɞɛɎɕɞɡɛŮ ŬůɨɛˊŰɤŰɖ Űɞɡ ŭŮɝɘɞɨ əɚɎŭɞɡ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ . 

ȿɧɔɤ ůɡɛɛŮŰɟɑŬɠ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx, ɞ ŭŮɝɘɧɠ əɚɎŭɞɠ ɗŬ ɏɢŮɘ ŬůɨɛˊŰɤŰɖ 

əŬɘ Űɖɜ ŮɡɗŮɑŬ 2 : y x
b

e
a

=- . 

ȿɧɔɤ ůɡɛɛŮŰɟɑŬɠ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɖɜ Ŭɟɢɐ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ yȭy, ɞ ŬɟɘůŰŮɟɧɠ əɚɎŭɞɠ Űɖɠ 

ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ɗŬ ɏɢŮɘ Űɘɠ ɑŭɘŮɠ Ŭəɟɘɓɩɠ ŬůɨɛˊŰɤŰŮɠ. 

ȯɟŬ ɞɘ ŬůɨɛˊŰɤŰŮɠ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ 

2 2

2 2
: 1

x y
C
a b
- =ŮɑɜŬɘ ɞɘ ŮɡɗŮɑŮɠ: 

 

 

ȺɑɜŬɘ űŬɜŮɟɧ ɧŰɘ ɞɘ ŬůɨɛˊŰɤŰŮɠ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ŮɑɜŬɘ ɞɘ ŭɘŬɔɩɜɘŮɠ Űɞɡ ɞɟɗɞɔɤɜɑɞɡ ȾȿɀɁ, 

ɛŮ əɞɟɡűɏɠ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ Ⱦ(Ŭ, ɓ), ȿ(Ŭ, -ɓ), ɀ(-Ŭ, -ɓ) əŬɘ Ɂ(-Ŭ, ɓ). 

ɇɞ ɞɟɗɞɔɩɜɘɞ ŬɡŰɧ ɞɜɞɛɎɕŮŰŬɘ ɞɟɗɞɔɩɜɘɞ ɓɎůɖɠ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ. 

        

 

y x
b

a
=  əŬɘ y x

b

a
=  

Ⱦ 

ȿ ɀ 

Ɂ 

Ƀ 
ȷ ȷȭ 

Ⱥ Ⱥȭ 

y x
b

a
=   

y x
b

a
=-   
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ɀɜɖɛɞɜɘəɧɠ əŬɜɧɜŬɠ 

ũɘŬ ɜŬ ɓɟɞɨɛŮ Űɘɠ ŬůɨɛˊŰɤŰŮɠ ɛɘŬɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ, ɗɏŰɞɡɛŮ ůŰɖɜ Ůɝɑůɤůɐ Űɖɠ ɧˊɞɡ 1 Űɞ 0, 

ˊŬɟŬɔɞɜŰɞˊɞɘɞɨɛŮ Űɞ 1
ɞ
 ɛɏɚɞɠ əɘ ŮɝɘůɩɜɞɡɛŮ əɎɗŮ ˊŬɟɎɔɞɜŰŬ ɛŮ Űɞ 0. 

ũɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ, ɏůŰɤ ɖ ɡˊŮɟɓɞɚɐ 

2 2

1
16 9

x y
- =. ȰɢɞɡɛŮ: 

2 2

0
16 9

x y
- = Ú 

0 0
4 3 4 3 4 3

x y x y x yå õ å õ
Ú - Ö + = Ú - =æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷

 ɐ 0
4 3 3 4

x y y x
+ = Ú = ɐ 

3 4

y x
=- Ú 

3

4
y xÚ =   ɐ 

3

4
y x=- . 

ɄŬɟŬŰɐɟɖůɖ 

Ƀɘ ŬůɨɛˊŰɤŰŮɠ Űɤɜ ɘůɞůəŮɚɩɜ ɡˊŮɟɓɞɚɩɜ 
2 2 2x y a- =  əŬɘ 

2 2 2y x a- = ŮɑɜŬɘ ɞɘ ŮɡɗŮɑŮɠ 

y x=  əŬɘ y x=-. 

ü ȺəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ 

Ƀɟɘůɛɧɠ 

ȰůŰɤ ɖ ɡˊŮɟɓɞɚɐ 

2 2

2 2
: 1

x y
C
a b
- =. ɃɜɞɛɎɕɞɡɛŮ ŮəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ C əŬɘ 

ůɡɛɓɞɚɑɕɞɡɛŮ ɛŮ Ů Űɞ ɚɧɔɞ
g

a
 . ȹɖɚŬŭɐ , 1

g
e
a
= >. 

ȺɑɜŬɘ 
2 2g a b= + , ɞˊɧŰŮ 

2 2 2 2
2

2

a bg a b
e e e
a a a

+ +
= Ý = Ý = Ý 

2 2
2 2 2

2 2
1 1 1
b b b

e e e
a a a

Ý = + Ý = - Ý = - 

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ, ɧůɞ ɖ ŮəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬ ɛɘəɟŬɑɜŮɘ əŬɘ ŰŮɑɜŮɘ ɜŬ ɔɑɜŮɘ ɑůɖ ɛŮ 1, Űɧůɞ ɛɘəɟŬɑɜŮɘ ɞ 

ɚɧɔɞɠ 
b

a
, ɎɟŬ əŬɘ Űɞ ɓ ŰŮɑɜŮɘ ɜŬ ɔɑɜŮɘ ɑůɞ ɛŮ 0. ȾŬŰɎ ůɡɜɏˊŮɘŬ, ɧůɞ ˊɘɞ ɛɘəɟɐ ŮɑɜŬɘ ɖ 

ŮəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ Űɧůɞ ˊɘɞ ŮˊɑɛɖəŮɠ ŮɑɜŬɘ Űɞ ɞɟɗɞɔɩɜɘɞ Űɖɠ ɓɎůɖɠ, ŭɖɚŬŭɐ 

Űɧůɞ ˊɘɞ əɚŮɘůŰɐ ŮɑɜŬɘ ɖ ɡˊŮɟɓɞɚɐ. 

¶ 1e­   

 

 

¶ e­+¤  
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¶ ɆŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɖɠ ɘůɞůəŮɚɞɨɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ŮɑɜŬɘ a b= , ɞˊɧŰŮ 2e= . 

ɆɖɛŮɑɤůɖ 

ȰůŰɤ ɡˊŮɟɓɞɚɐ 

2 2

2 2
: 1

x y
C
a b
- =, ɛô ŮůŰɑŮɠ Ⱥȭ, Ⱥ əŬɘ ůɖɛŮɑɞ ɀ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ. Ƀɘ 

ŬˊɞůŰɎůŮɘɠ (ɀȺȭ) əŬɘ (ɀȺ) ɞɜɞɛɎɕɞɜŰŬɘ ŮůŰɘŬəɏɠ ŬˊɞůŰɎůŮɘɠ ɐ ŮůŰɘŬəɏɠ ŬəŰɑɜŮɠ Űɞɡ 

ůɖɛŮɑɞɡ ɀ. 

 

 

 

 

 

 

 

ȰůŰɤ r1=(ME) əŬɘ r2=(MEȭ). ȰɢɞɡɛŮ: 
2 2

1r ( )x yg= - + əŬɘ 
2 2

2r ( )x yg= + +. 

ȺɑɜŬɘ 1 2r r 2a- =  (1) əŬɘ 
2 2

1 2r r 4 xg- =- Ú1 2 1 2(r r )(r r ) 4 xg+ - =- (2) . 

¶ ȰůŰɤ ɧŰɘ Űɞ ɀ ŬɜɐəŮɘ ůŰɞ ŭŮɝɘɧ əɚɎŭɞ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ, ɞˊɧŰŮ x>0. ɇɧŰŮ 1 2r r 0- <, 

ɎɟŬ ɖ (1) ɔɑɜŮŰŬɘ 1 2r r 2a- =- (3).  

ȷˊɧ (2) əŬɘ (3) ɏɢɞɡɛŮ:1 22 (r r ) 4 xa g- + =- Ú1 2 1 2r +r =2 r +r =2Ůx x
g

a
Ö Ö Ú  (4). 

ȷˊɧ (3) əŬɘ (4) ɏɢɞɡɛŮ:

1 2 1 1 1

1 2 1 2 2 2

r +r =2Ů 2r 2Ů 2 r Ů r Ů

r r r r 2 Ů r 2 r Ů

x x x x

x x

a a a

a a a a

Ä = - = - = -ë ë ë ë
Ú Ú Úì ì ì ì

- = - =- - - =- = +í í í í
 . 

 

¶ ȰůŰɤ ɧŰɘ Űɞ ɀ ŬɜɐəŮɘ ůŰɞɜ ŬɟɘůŰŮɟɧ əɚɎŭɞ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ, ɞˊɧŰŮ x<0. ȳɛɞɘŬ 

ɓɟɑůəɞɡɛŮ ɧŰɘ 
1

2

r (Ů )

r (Ů )

x

x

a

a

=- -ë
ì
=- +í

. 

ɆŮ əɎɗŮ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɘůɢɨŮɘ 1r xe a= -  əŬɘ 2r xe a= + . 

Ɇɢɧɚɘɞ 

Ƀɘ ɡˊŮɟɓɞɚɏɠ 

2 2

1 2 2
: 1

x y
C
a b
- = əŬɘ 

2 2

2 2 2
: 1

y x
C
b a
- = ɞɜɞɛɎɕɞɜŰŬɘ ůɡɕɡɔŮɑɠ. 

¶ Ƀɘ ůɡɕɡɔŮɑɠ ɡˊŮɟɓɞɚɏɠ ɏɢɞɡɜ Űɘɠ ɑŭɘŮɠ ŬůɨɛˊŰɤŰŮɠ. 

  

      

ɀ(x, y) 

Ⱥȭ Ⱥ Ƀ x xȭ 

y 

yȭ 

C 

r1 r2 
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¶ ȼ ɡˊŮɟɓɞɚɐ C1 ɏɢŮɘ ŮəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬ 1

g
e
a
=  Ůɜɩ ɖ ɡˊŮɟɓɞɚɐ C2 ɏɢŮɘ ŮəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬ 

2

g
e

b
= . 

ü ȺűŬˊŰɞɛɏɜɖ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ 

Á ȰůŰɤ ɖ ɡˊŮɟɓɞɚɐ ɛô Ůɝɑůɤůɖ 

2 2

2 2
: 1

x y
C
a b
- =əɘ ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ɀ1(x1, y1). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Á ȺɘŭɘəɎ, ůŰɘɠ əɞɟɡűɏɠ ȷ(Ŭ, 0) əŬɘ ȷȭ(-Ŭ, 0) ɖ ɡˊŮɟɓɞɚɐ ɏɢŮɘ ŮűŬˊŰɧɛŮɜŮɠ ɛó ŮɝɘůɩůŮɘɠ 

x a=  əŬɘ x a=-ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ. 

ũɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ, ɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ 

2 2

: 1
10 15

x y
C - = ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ɀ1(-4, 3) ɏɢŮɘ 

Ůɝɑůɤůɖ:
4 3 2

1 1 2 5 2 5 0
10 15 5 5

x y x y
x y x y- - = Ú- - = Ú- - = Ú + + =. 

¶ ȰůŰɤ ɖ ɡˊŮɟɓɞɚɐ ɛô Ůɝɑůɤůɖ 

2 2

2 2
: 1

y x
C
a b
- =əɘ ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ɀ1(x1, y1). 

 

 

 

 

 

 

  

Á ȺɘŭɘəɎ, ůŰɘɠ əɞɟɡűɏɠ ȷ(0, Ŭ) əŬɘ ȷȭ(0, -Ŭ) ɖ ɡˊŮɟɓɞɚɐ ɏɢŮɘ ŮűŬˊŰɧɛŮɜŮɠ ɛó ŮɝɘůɩůŮɘɠ 

y a=  əŬɘ y a=-ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ. 

        

  

  

  

  

  

Ⱥȭ Ⱥ 
ȷȭ ȷ 

ɀ1 

C 

Ů 

ȺɟɔŬɕɧɛŮɜɞɘ ɧˊɤɠ əŬɘ ůŰɖɜ 

ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ əŬɘ Űɖɠ 

ɏɚɚŮɘɣɖɠ, ɓɟɑůəɞɡɛŮ ɧŰɘ ɖ 

ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ůŰɞ 

ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ɀ1(x1, y1) ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ: 

 

 

1 1

2 2
1

xx yy

a b
- =  

  

  

  

  

  

Ⱥ 

Ⱥȭ 

ȷ 

ȷȭ 

Ƀ 

  
  

    
  
ɀ1 

C 

x xȭ 

y 

yȭ 

x xȭ 

y 

yȭ 

  
O 

Ů 

ȺɟɔŬɕɧɛŮɜɞɘ ɧˊɤɠ əŬɘ ůŰɖɜ 

ˊŮɟɑˊŰɤůɖ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ əŬɘ Űɖɠ 

ɏɚɚŮɘɣɖɠ, ɓɟɑůəɞɡɛŮ ɧŰɘ ɖ 

ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ůŰɞ 

ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ɀ1(x1, y1) ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ: 

 
1 1

2 2
1

yy xx

a b
- =  
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ũɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ, ɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ 

2 2

: 1
3 8

y x
C - = ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ɀ1(4, 3) ɏɢŮɘ 

Ůɝɑůɤůɖ:
3 4

1 1 2 2 2 2 0
3 8 2

y x x
y y x x y- = Ú - = Ú - = Ú - + =. 

ɄŬɟŬŰɐɟɖůɖ 

ȾɎɗŮ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ ɛɘŬɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ C ɏɢŮɘ ɛô ŬɡŰɐ ɛɞɜŬŭɘəɧ əɞɘɜɧ ůɖɛŮɑɞ, Űɞ ůɖɛŮɑɞ ŮˊŬűɐɠ. 

ɇɞ ŬɜŰɑůŰɟɞűɞ ŭŮɜ ɘůɢɨŮɘ (ɧˊɤɠ ɘůɢɨŮɘ ůŰɞɜ əɨəɚɞ əŬɘ Űɖɜ ɏɚɚŮɘɣɖ), ŭɖɚŬŭɐ Ŭɜ ɛɘŬ ŮɡɗŮɑŬ Ů 

ɏɢŮɘ ɛŮ Űɖɜ ɡˊŮɟɓɞɚɐ C ɛɞɜŬŭɘəɧ əɞɘɜɧ ůɖɛŮɑɞ, ŭŮɜ ɏˊŮŰŬɘ ŬɜŬɔəŬɑɤɠ ɧŰɘ ɖ Ů ŮűɎˊŰŮŰŬɘ ůŰɖ 

C. ȷˊɞŭŮɘəɜɨŮŰŬɘ ɧŰɘ əɎɗŮ ŮɡɗŮɑŬ ˊŬɟɎɚɚɖɚɖ ůŮ ɛɘŬ ŬůɨɛˊŰɤŰɖ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ (əŬɘ 

ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɐ Ŭˊô Űɖɜ ŬůɨɛˊŰɤŰɖ), ɏɢŮɘ ɛŮ Űɖɜ ɡˊŮɟɓɞɚɐ ɛɞɜŬŭɘəɧ əɞɘɜɧ ůɖɛŮɑɞ ŬɚɚɎ ŭŮɜ 

ŮɑɜŬɘ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ ŬɡŰɐɠ. 

                    

ü ȷɜŬəɚŬůŰɘəɐ ɘŭɘɧŰɖŰŬ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ 

ȰůŰɤ ɡˊŮɟɓɞɚɐ C ɛŮ əɏɜŰɟɞ Ƀ, ŮůŰɑŮɠ Ⱥ, Ⱥȭ əɘ ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ɀ1(x1, y1). ȼ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ 

ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ɀ1 ŭɘɢɞŰɞɛŮɑ Űɖ ɔɤɜɑŬ ȭ
Ø

EME. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ⱥ Ⱥȭ Ƀ 

C 

ȷ ȷȭ 

Ů1 

x xȭ 

y 

yȭ 

Ů 

          

  

Ⱥ Ⱥȭ ȷ ȷȭ Ƀ x xȭ 

y 

yȭ 

ɀ1 

Ů 

C 

ű ű 

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ, ɛɘŬ űɤŰŮɘɜɐ ŬəŰɑɜŬ, 

əŬŰŮɡɗɡɜɧɛŮɜɖ ˊɟɞɠ Űɖ ɛɑŬ 

ŮůŰɑŬ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ, ɧŰŬɜ 

ŬɜŬəɚɎŰŬɘ ůŰɖɜ ŮˊɘűɎɜŮɘŬ 

ŬɡŰɐɠ, ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɖɜ Ɏɚɚɖ 

ŮůŰɑŬ. ȼ ɘŭɘɧŰɖŰŬ ŬɡŰɐ Űɖɠ 

ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ, ůŮ ůɡɜŭɡŬůɛɧ ɛŮ Űɘɠ 

ŬɜŰɑůŰɞɘɢŮɠ ɘŭɘɧŰɖŰŮɠ Űɤɜ Ɏɚɚɤɜ 

əɤɜɘəɩɜ Űɞɛɩɜ, ɓɟɑůəŮɘ 

ŮűŬɟɛɞɔɐ  ůŰɖɜ əŬŰŬůəŮɡɐ  

ŬɜŬəɚŬůŰɘəɩɜ ŰɖɚŮůəɞˊɑɤɜ, əŬɗɩɠ əŬɘ ůŰɖ ɜŬɡůɘˊɚɞȶŬ ɔɘŬ Űɞɜ ˊɟɞůŭɘɞɟɘůɛɧ Űɞɡ 

ůŰɑɔɛŬŰɞɠ Űɤɜ ˊɚɞɑɤɜ. 



ɥɻʃʂʈɻʐʅʆʗ ɩʍʋʎɻʉɻʐʋʇʅʎʈʋʞ ɛ˃ ɤʑʆʀʚʋʑ 

ɫʐʗʈʋʑ ɜʅʗʉʉʂʏ ɫʀʇʚɿɻ 183 
 

ȿɡɛɏɜŬ ˊŬɟŬŭŮɑɔɛŬŰŬ 

1. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ůŰɘɠ ˊŬɟŬəɎŰɤ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ: 

Ŭ. ɏɢŮɘ ŮůŰɑŮɠ Ⱥȭ(-6, 0), Ⱥ(6, 0) əɘ ŬˊɧůŰŬůɖ əɞɟɡűɩɜ 6 

ɓ. ɏɢŮɘ ŮůŰɑŮɠ Ⱥȭ(0, -4), Ⱥ(0, 4) əɘ ŮəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬ 
4

3
e=   

ɔ. ɏɢŮɘ ŮůŰɑŮɠ Ⱥȭ(-5, 0), Ⱥ(5, 0) əŬɘ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ (4 2,3)M  

ŭ. ɏɢŮɘ ŬůɨɛˊŰɤŰŮɠ Űɘɠ ŮɡɗŮɑŮɠ 1

2
:

3
y xe = , 2

2
:

3
y xe =-  əŬɘ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ 

9
,1

2

å õ
M -æ ö
ç ÷

. 

ȿɨůɖ 

Ŭ. ȼ ɡˊŮɟɓɞɚɐ ɏɢŮɘ ŮůŰɑŮɠ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx, ɎɟŬ ɗŬ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ 

2 2

2 2
: 1

x y
C
a b
- =. 

ȺɑɜŬɘ 2 6 3a a= Ú = əŬɘ ɔ=6, ɞˊɧŰŮ 
2 2 2 2 236 9 27b g a b b= - Ú = - Ú = Ú  

27 3 3b bÚ = Ú = . 

ȯɟŬ ɖ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ŮɑɜŬɘ 

2 2

: 1
9 27

x y
C - =. 

ɓ. ȼ ɡˊŮɟɓɞɚɐ ɏɢŮɘ ŮůŰɑŮɠ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ yȭy, ɎɟŬ ɗŬ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ

2 2

2 2
: 1

y x
C
a b
- =. 

ȺɑɜŬɘ ɔ=4 əŬɘ 
4 4 4 4

3
3 3 3

g
e a

a a
= Ú = Ú = Ú =, ɞˊɧŰŮ 

2 2 2b g a= - Ú 

2 216 9 7 7b b bÚ = - Ú = Ú =. 

ȯɟŬ ɖ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ŮɑɜŬɘ 

2 2

: 1
9 7

y x
C - =. 
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ɔ. ȼ ɡˊŮɟɓɞɚɐ ɏɢŮɘ ŮůŰɑŮɠ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx, ɎɟŬ ɗŬ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ 

2 2

2 2
: 1

x y
C
a b
- =. 

ȺɑɜŬɘ ɔ=5 əŬɘ 
2 2 2 2 225b g a b a= - Ú = -, ɞˊɧŰŮ ɖ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ɔɑɜŮŰŬɘ  

2 2

2 2
1

25

x y

a a
- =
-

. ɇɞ ůɖɛŮɑɞ (4 2,3)M ŬɜɐəŮɘ ůŰɖɜ ɡˊŮɟɓɞɚɐ C, ůɡɜŮˊɩɠ ɏɢɞɡɛŮ: 

2 2
2 2 2 2

2 2 2 2

(4 2) 3 32 9
1 1 32(25 ) 9 (25 )

25 25
a a a a

a a a a
- = Ú - = Ú - - = - Ú
- -

 

2

2 2 2 4 4 2 2800 32 9 25 66 800 0 66 800 0
a w

a a a a a a w w
=

Ú - - = - Ú - + = Ú - + =  

ȺɑɜŬɘ 
2( 66) 4 1 800 4356 3200 1156D= - - Ö Ö = - =,ɞˊɧŰŮ: 

2 221
2

1,2 2

2

100
50

5066 1156 66 34 2
16

322 1 2 16
16

2

a g
w

a
w a

a
w

<
= =

=° °
= = = Ý Ý =

Ö =
= =

. 

ȯɟŬ ɖ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ŮɑɜŬɘ 

2 2

: 1
16 9

x y
C - =. 

ŭ. 1
ɖ
 ˊŮɟɑˊŰɤůɖ 

ȼ ɡˊŮɟɓɞɚɐ ɏɢŮɘ ŮůŰɑŮɠ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx, ɞˊɧŰŮ 1

2 2
:

3 3
y x
b b a

e b
a a
= Ú = Ú = , ɎɟŬ 

ɗŬ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 

2 2 2 2

22 2 2

9
: 1 1

42

3

x y x y
C
a a aa
- = Ú - =
å õ
æ ö
ç ÷

.  

ɇɞ ůɖɛŮɑɞ 
9

,1
2

å õ
M -æ ö
ç ÷

ŬɜɐəŮɘ ůŰɖɜ ɡˊŮɟɓɞɚɐ, ɞˊɧŰŮ ɏɢɞɡɛŮ:

2

2

2 2

9

9 12
1

4a a

å õ
-æ ö Öç ÷- = Ú 

2 2

2 2 2

81 9 72
1 1 4 72 18 18 3 2

4 4 4
a a a a

a a a
Ú - = Ú = Ú = Ú = Ú = Ú = 

ɇɧŰŮ 
2 3 2

2 2
3

b b
Ö

= Ú = , ɞˊɧŰŮ ɖ ɡˊŮɟɓɞɚɐ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 

2 2

: 1
18 8

x y
C - =. 
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2
ɖ
 ˊŮɟɑˊŰɤůɖ 

ȼ ɡˊŮɟɓɞɚɐ ɏɢŮɘ ŮůŰɑŮɠ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ yȭy, ɞˊɧŰŮ 1

2 3
:

3 2
y x
a a a

e b
b b
= Ú = Ú = , ɎɟŬ 

ɗŬ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 

2 2 2 2

22 2 2

4
: 1 1

93

2

y x y x
C
a a aa
- = Ú - =
å õ
æ ö
ç ÷

. 

ɇɞ ůɖɛŮɑɞ 
9

,1
2

å õ
M -æ ö
ç ÷

ŬɜɐəŮɘ ůŰɖɜ ɡˊŮɟɓɞɚɐ, ɞˊɧŰŮ ɏɢɞɡɛŮ:

2

2
2

2 2 2 2 2 2 2

9 81
4 4

1 1 1 9 82 4
1 1 1 1 8

9 9
a

a a a a a a a

å õ
Ö - Öæ ö
ç ÷- = Ú - = Ú - = Ú- = Ú =-, ɖ 

ɞˊɞɑŬ ŮɑɜŬɘ ŬŭɨɜŬŰɖ, ɎɟŬ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ ɡˊŮɟɓɞɚɐ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ 

2 2

2 2
: 1

y x
C
a b
- =́ ɞɡ ɜŬ 

ɘəŬɜɞˊɞɘŮɑ Űɘɠ ůɡɜɗɐəŮɠ Űɖɠ Ɏůəɖůɖɠ. 

2. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ C, ˊɞɡ ɏɢŮɘ əɏɜŰɟɞ Űɖɜ Ŭɟɢɐ Ƀ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ, Űɘɠ 

ŮůŰɑŮɠ Űɖɠ ůô ɏɜŬɜ Ŭˊô Űɞɡɠ ɎɝɞɜŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ əŬɘ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô ŰŬ ůɖɛŮɑŬ    

ɀ(1, -1) əŬɘ( )2,  2N . ɆŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ɜŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ ŬůɨɛˊŰɤŰŮɠ əŬɘ Űɖɜ 

ŮəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ.   (ȸŬůɘəɐ Ɏůəɖůɖ) 

ȿɨůɖ 

ȷˊô ŰŬ ŭŮŭɞɛɏɜŬ Űɖɠ Ɏůəɖůɖɠ ŭŮɜ ɛˊɞɟɞɨɛŮ ɜŬ ůɡɛˊŮɟɎɜɞɡɛŮ ůŮ ˊɞɘɞɜ ɎɝɞɜŬ ɓɟɑůəɞɜŰŬɘ ɞɘ 

ŮůŰɑŮɠ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ, ɞˊɧŰŮ ɗŬ ŭɘŬəɟɑɜɞɡɛŮ ŭɨɞ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ. 

1
ɖ
 ˊŮɟɑˊŰɤůɖ 

ȼ ɡˊŮɟɓɞɚɐ ɏɢŮɘ ŮůŰɑŮɠ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx, ɞˊɧŰŮ ɗŬ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 

2 2

2 2
: 1

x y
C
a b
- =. ɇŬ ůɖɛŮɑŬ 

ɀ əŬɘ Ɂ Ŭɜɐəɞɡɜ ůŰɖɜ ɡˊŮɟɓɞɚɐ, ůɡɜŮˊɩɠ ɏɢɞɡɛŮ: 

2

2

2 2

1
2 2 2 2

2 12

2 2
2 2

1 1 1 1
1 1

1 ( 2) 2 2 2

2 4 2 4 1 2 4 12 2 11

k
a

l
b

a b k l k la b

k l k l

a ba b

=
Ä

=

ë ë- = - =î î - = Ö - - + =-ë ëî î
Ú Ú Ú Úì ì ì ì

- = - =í íî î - =- =î îíí
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1 1
1 1

2 1 2 2
2 2

2 4 1 1 3
2 2 1 2 32 4 1

2 2

l l
l l l

k l
k kk k

ë ë
= =ë ëî î- =- = =ë î î î î

Ú Ú Ú Ú Ú Úì ì ì ì ì
- =í î î î î- = =- Ö = =í íî îí í

  

22

2

2

1 1
2

2
3

1 3
2

2

ab

b
a

ë
= ëî =î î

Ú Úì ì
î î == í
îí

 .  

ɃˊɧŰŮ ɖ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ŮɑɜŬɘ 

2 2 2 23
: 1 1

2 2 2 2

3

x y x y
C - = Ú - =. 

ȺɑɜŬɘ 

2
2 21

2 2

3 3

b

a
= = =

3

2

Ö
3= , ɞˊɧŰŮ ɞɘ ŬůɨɛˊŰɤŰŮɠ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ŮɑɜŬɘ ɞɘ 

1 : 3y xe =  əɘ 2 : 3y xe =- . 

Ⱥˊɑůɖɠ 
2 2 2 2 22 8

2
3 3

g a b g g= + Ú = + Ú = əŬɘ 

2 28

2 23 3

2 2

3 3

g

a
= = =

3Ö

2 3Ö
2= , 

ɞˊɧŰŮ ɖ ŮəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ ŮɑɜŬɘ 2
g

e
a
= =. 

2
ɖ
 ˊŮɟɑˊŰɤůɖ 

ȼ ɡˊŮɟɓɞɚɐ ɏɢŮɘ ŮůŰɑŮɠ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ yȭy, ɞˊɧŰŮ ɗŬ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ

2 2

2 2
: 1

y x
C
a b
- =. ɇŬ ůɖɛŮɑŬ 

ɀ əŬɘ Ɂ Ŭɜɐəɞɡɜ ůŰɖɜ ɡˊŮɟɓɞɚɐ, ůɡɜŮˊɩɠ ɏɢɞɡɛŮ: 

2

2

2 2

1
2 2 2 2

2 12

2 2
2 2

1 1 1 1
1 1

1 ( 2) 2 2 2

4 2 4 2 1 4 2 12 2 11

k
a

l
b

a b k l k la b

k l k l

a ba b

=
Ä

=

ë ë- = - =î î - = Ö - - + =-ë ëî î
Ú Ú Ú Úì ì ì ì

- = - =í íî î - =- =î îíí
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1 1
1 1

2 1 2 2
2 2

14 2 1 3
4 2 1 2 2 1 2 3

2 2

k k
k k k

k l
l l l l

ë ë ë=- =-ë ëî î î=- =- =-î î î î î
Ú Ú Ú Ú Ú Úì ì ì ì ì

- = å õî î î î îÖ - - = - - = =- =-í íæ ö îî î íç ÷íí

  

2
2

2

2

1 1
2

2
21 3
32

a
a

b

b

ë
=- ë =-îî î

Ú Úì ì
=-î î=- íîí

 . 

Ƀɘ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ɘůɧŰɖŰŮɠ ŮɑɜŬɘ ŬŭɨɜŬŰŮɠ, ɎɟŬ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ ɡˊŮɟɓɞɚɐ ɛô Ůɝɑůɤůɖ 

2 2

2 2
: 1

y x
C
a b
- =́ ɞɡ ɜŬ ɘəŬɜɞˊɞɘŮɑ Űɘɠ ůɡɜɗɐəŮɠ Űɖɠ Ɏůəɖůɖɠ. 

3. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɢɞɟŭɐɠ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ 
2 2: 4 3 12C x y- =  ɖ ɞˊɞɑŬ ɏɢŮɘ 

ɛɏůɞ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(4, 2).  (ȸŬůɘəɐ Ɏůəɖůɖ) 

ȿɨůɖ 

                      

ȰůŰɤ Ⱦ(x1, y1) əŬɘ ȿ(x2, y2) ŰŬ ɎəɟŬ Űɖɠ ɢɞɟŭɐɠ ˊɞɡ ɏɢŮɘ ɛɏůɞ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ. ɇɧŰŮ

2 2

1 14 3 12x y- =  (1) əŬɘ 
2 2

2 24 3 12x y- =  (2).     

 ȷűŬɘɟɩɜŰŬɠ əŬŰɎ ɛɏɚɖ Űɘɠ (1) əŬɘ(2) ɏɢɞɡɛŮ:

2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 24( ) 3( ) 0 3( ) 4( )x x y y y y x x- - - = Ú - = - Ú 

1 2 1 2 1 2 1 24( )( ) 3( )( )y y y y x x x xÚ + - = + - (3). 

ɀ 

Ƀ Ⱥȭ Ⱥ 

ȷȭ ȷ 

C 

x xȭ 

y 

yȭ 

  

  

K 

ȿ 
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ȳɛɤɠ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(4, 2) ŮɑɜŬɘ Űɞ ɛɏůɞ Űɖɠ ɢɞɟŭɐɠ Ⱦȿ ɞˊɧŰŮ

1 2

1 2

1 21 2

4
82

4
2

2

x x

x x

y yy y

+ë
=î + =ëî

Úì ì
+ =+ íî=

îí

 , 

ɎɟŬ ɖ (3) ɔɑɜŮŰŬɘ 1 2 1 2 1 2 1 2

3
16( ) 24( ) ( )

2
y y x x y y x x- = - Ú - = - (4). 

Á ȷɜ 1 2x x= , ŰɧŰŮ Ŭˊô Űɖɜ (4) ˊɟɞəɨˊŰŮɘ ɧŰɘ 1 2y y= , ŭɖɚŬŭɐ K ¹L, ɎŰɞˊɞ. 

Á ũɘŬ 1 2x x̧  ɖ (4) ɔɑɜŮŰŬɘ 1 2

1 2

3 3

2 2

y y

x x
lKL

-
= Ú =

-
, ɎɟŬ ɖ ɢɞɟŭɐ Ⱦȿ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 

3
2 ( 4) 2 4 3 12 3 2 8 0

2
y x y x x y- = - Ú - = - Ú - - =. 

4. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ 

2 2

: 1
12 2

x y
C - = ɧŰŬɜ: 

Ŭ. ŮɑɜŬɘ ˊŬɟɎɚɚɖɚɖ ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬ 1

1
: 1

2
y xe = +  

ɓ. ŮɑɜŬɘ əɎɗŮŰɖ ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬ 2 :3 2 4 0x ye - + =  

ɔ. ůɢɖɛŬŰɑɕŮɘ ɛŮ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx ɔɤɜɑŬ 60w=   

ŭ. ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ Ʌ(0, 4). 

ȿɨůɖ 

Ŭ. ȰůŰɤ ůɖɛŮɑɞ ɀ(x1, y1) Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ C. ɇɧŰŮ 

2 2
2 21 1
1 11 6 12

12 2

x y
x y- = Ú - = (1) əŬɘ ɖ 

ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ůŰɞ ɀ ɗŬ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 1 1
1 1: 1 6 12

12 2

xx yy
x x y ye - = Ú Ö - Ö =. 

ȺɑɜŬɘ 1
1 1 1

1

1 1
/ / 3

2 6 2

x
x y

y
e e lÚ = Ú = Ú =  (2), ɞˊɧŰŮ Ŭˊɧ (1) əŬɘ (2) ɏɢɞɡɛŮ:

(2)
2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1(3 ) 6 12 9 6 12 3 12 4 2y y y y y y y- = Ú - = Ú = Ú = Ú =° Ú 

(2)
1 1

1 1

2, 6
(2,6)

2, 6

y x

y x

= =ë
Ú ­Mì

=- =-í
 əŬɘ ( 2, 6)ȭM - -, ɞˊɧŰŮ ɞɘ ɕɖŰɞɨɛŮɜŮɠ ŮűŬˊŰɞɛɏɜŮɠ ŮɑɜŬɘ 

ɞɘ : 2 36 12 18 6 0x y x ye - = Ú - - = əɘ : 2 36 12 18 6 0ȭ x y x ye - + = Ú - + =. 
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ɓ. ȺɑɜŬɘ 1
2 1 1

1

3 2
1 4

2 6 3

x
x y

y
e e l^ Ú Ö =- Ú =- Ú =- (3), ɞˊɧŰŮ Ŭˊɧ (1) əŬɘ (3) ɏɢɞɡɛŮ: 

(2)
2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1

6 6
( 4 ) 6 12 16 6 12 10 12

5 5
y y y y y y y- - = Ú - = Ú = Ú = Ú =° Ú 

1 1 1 1(2)

1 1 1 1

6 6 4 30 30
, 4 ,

4 30 305 5 5 5
,

5 56 6 4 30 30
, 4 ,

5 5 5 5

y x x y

y x x y

ë ë
= = = =î î å õî î

Ú Ú ­Mæ öì ì æ ö
ç ÷î î

=- =- =- =-
î îíí

 əŬɘ 

4 30 30
,

5 5
ȭ
å õ

M - -æ öæ ö
ç ÷

, ɞˊɧŰŮ ɞɘ ɕɖŰɞɨɛŮɜŮɠ ŮűŬˊŰɞɛɏɜŮɠ ŮɑɜŬɘ ɞɘ

4 30 6 30
: 12 2 30 3 30 30 0

5 5
x y x ye - = Ú - - = əɘ 

4 30 6 30
: 12 2 30 3 30 30 0

5 5
ȭ x y x ye - + = Ú - + = 

ɄŬɟŬŰɐɟɖůɖ 

ȷˊȭŰɞɜ Űɨˊɞ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ˊɟɏˊŮɘ 

2
21 12 2 3 2 3

12

x
x x x² Ú ² Ú ² Ú ¢- ɐ

2 3x²  əŬɘ 
2

1 1

4 30 16 30
16 12

5 25
x x

Ö
= Ý = > >, ɞˊɧŰŮ ɞɘ Űɘɛɏɠ ˊɞɡ ɓɟɐəŬɛŮ ŮɑɜŬɘ 

ŭŮəŰɏɠ. 

ɔ. ȺɑɜŬɘ 1 1
1 1

1 1

60 3 6 3
6 6

x x
x y

y y
l ejw ej= Ú = Ú = Ú =  (4), ɞˊɧŰŮ Ŭˊɧ (1) əŬɘ (4) 

ɏɢɞɡɛŮ:
2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1

2
(6 3 ) 6 12 108 6 12 102 12

17
y y y y y y- = Ú - = Ú = Ú = Ú 

1 1(2)

1 1

1 1

34 6 102
,

2 34 6 102 3417 17
,

17 17 17 1734 6 102
,

17 17

y x

y y

y x

ë
= =î å õî

Ú =° Ú =° Ú ­Mæ öì æ ö
ç ÷î

=- =-
îí

 əŬɘ  

6 102 34
,

17 17
ȭ
å õ

M - -æ öæ ö
ç ÷

, ɞˊɧŰŮ ɞɘ ɕɖŰɞɨɛŮɜŮɠ ŮűŬˊŰɞɛɏɜŮɠ ŮɑɜŬɘ ɞɘ 
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6 102 6 34
: 12 3 34 0

17 17
x y x ye - = Ú - - = əɘ

6 102 6 34
: 12 3 34 0

17 17
ȭ x y x ye - + = Ú - + =. 

ɄŬɟŬŰɐɟɖůɖ 

ȳɛɞɘŬ, ɧˊɤɠ ˊɟɞɖɔɞɡɛɏɜɤɠ, ɞɘ Űɘɛɏɠ ˊɞɡ ɓɟɐəŬɛŮ ŮɑɜŬɘ ŭŮəŰɏɠ. 

ŭ. ȼ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ůŰɞ ɀ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 1 16 12x x y yÖ - Ö = əɘ ŮˊŮɘŭɐ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ 

Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ Ʌ(0, 4) ɗŬ ŮɑɜŬɘ 
(1)

1 1 1 10 6 4 12 24 12 2x y y yÖ - Ö = Ú- = Ú =- Ú 

2 2(1)
11 1

11 1

624 12 36
(6, 2)

22 2

xx x

yy y

=°ë ë- = = ë
Ú Ú Ú ­M -ì ì ì

=-=- =-íí í
 əŬɘ ( 6, 2)ȭM - -, ɞˊɧŰŮ ɞɘ 

ɕɖŰɞɨɛŮɜŮɠ ŮűŬˊŰɞɛɏɜŮɠ ŮɑɜŬɘ ɞɘ : 6 12 12 2 2 0x y x ye + = Ú + - = əɘ 

: 6 12 12 2 2 0ȭ x y x ye - + = Ú - + =. 

5. ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ ɡˊŮɟɓɞɚɐ 

2 2

2 2
: 1

x y
C
a b
- = əŬɘ ůɖɛŮɑɞ ɀ(x0, y0) ŮəŰɧɠ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ. ȷˊô 

Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ űɏɟɜɞɡɛŮ Űɘɠ ŮűŬˊŰɧɛŮɜŮɠ Ů1, Ů2 əɘ ɏůŰɤ Ⱦ, ȿ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ŮˊŬűɐɠ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ 

ɧŰɘ ɖ ŮɡɗŮɑŬ Ⱦȿ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 0 0

2 2
1

xx yy

a b
- =. 

ȿɨůɖ 

                

 

 

 

 

 

 

əɘ ŮˊŮɘŭɐ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ ɗŬ ŮɑɜŬɘ 0 2 0 2

2 2
1

x x y y

a b
- = (2). 

  

  

  
      

ɀ 

Ⱦ 

ȿ 

Ƀ Ⱥȭ Ⱥ 

C 

Ů1 

Ů2 

x xȭ 

y 

yȭ 

ȰůŰɤ Ⱦ(x1, y1) əŬɘ ȿ(x2, y2) ŰŬ 

ůɖɛŮɑŬ ŮˊŬűɐɠ. ȼ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ 

C ůŰɞ Ⱦ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 

1 1
1 2 2
: 1

xx yy
e
a b
- = əɘ ŮˊŮɘŭɐ 

ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ ɗŬ ŮɑɜŬɘ 

0 1 0 1

2 2
1

x x y y

a b
- = (1).  

ȼ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ C ůŰɞ ȿ ɏɢŮɘ 

Ůɝɑůɤůɖ 2 2
2 2 2
: 1

xx yy
e
a b
- = 
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ɄŬɟŬŰɖɟɞɨɛŮ ɧŰɘ ɞɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ Ⱦ əŬɘ ȿ ɘəŬɜɞˊɞɘɞɨɜ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ

0 0

2 2
1

xx yy

a b
- =, ɎɟŬ ɖ ŮɡɗŮɑŬ Ⱦȿ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 0 0

2 2
1

xx yy

a b
- =. 

ɄŬɟŬŰɐɟɖůɖ 

ȼ ŮɡɗŮɑŬ Ⱦȿ ɚɏɔŮŰŬɘ ˊɞɚɘəɐ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ ɀ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɖɜ ɡˊŮɟɓɞɚɐ C, Ůɜɩ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ 

ɚɏɔŮŰŬɘ ˊɧɚɞɠ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ Ⱦȿ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɖɜ ɡˊŮɟɓɞɚɐ C. 

6. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ Űɞ ɔɘɜɧɛŮɜɞ Űɤɜ ŬˊɞůŰɎůŮɤɜ Ůɜɧɠ ůɖɛŮɑɞɡ ɀ(x1, y1) Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ 

2 2

2 2
: 1

x y
C
a b
- = Ŭˊô Űɘɠ ŬůɨɛˊŰɤŰɏɠ Űɖɠ ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɧ. 

ȿɨůɖ 

 

ɇɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(x1, y1) ŬɜɐəŮɘ ůŰɖɜ ɡˊŮɟɓɞɚɐ, ɞˊɧŰŮ ŮɑɜŬɘ 

2 2
2 2 2 2 2 21 1

1 12 2
1

x y
x yb a a b

a b
- = Ú - =  (1). 

Ƀɘ ŬůɨɛˊŰɤŰŮɠ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ɏɢɞɡɜ ŮɝɘůɩůŮɘɠ 1 : 0y x x y
b

e b a
a
= Ú - = əɘ 

2 : 0y x x y
b

e b a
a

=- Ú + =. ɇɧŰŮ ɏɢɞɡɛŮ 

  M 

K 

ȿ 
Ⱥ Ⱥȭ Ƀ 

Ů1 Ů2 

x xȭ 

y 

yȭ 
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1 1 1 1

1
2 2 2 2

d( , )
( )

x y x yb a b a
e

b a b a

- -
M = =

+ - +
 əŬɘ 

1 1 1 1

2
2 2 2 2

d( , )
( )

x y x yb a b a
e

b a b a

+ +
M = =

+ - +
, 

ɞˊɧŰŮ 

2 2 2 2 2 2(1)
1 11 1 1 1

1 2 2 2 2 22 2 2 2
d( , ) d( , )

x yx y x y b ab a b a a b
e e

a b a bb a b a

-- +
M Ö M = Ö = =

+ ++ +
, ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ 

ůŰŬɗŮɟɧ. 

7. ȼ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ 

2 2

2 2
: 1

x y
C
a b
- =ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(x0, y0) ŰɏɛɜŮɘ Űɘɠ 

ŬůɨɛˊŰɤŰɏɠ Űɖɠ ůŰŬůɖɛŮɑŬ Ⱦ əŬɘ ȿ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ: 

Ŭ. Űɞ ɀ ŮɑɜŬɘ ɛɏůɞ Űɞɡ Ⱦȿ 

ɓ. 
2( ) ( ) gOK Ö OL =  

ɔ. Űɞ Űɟɑɔɤɜɞ OKL ɏɢŮɘ ůŰŬɗŮɟɧ ŮɛɓŬŭɧɜ. 

ȿɨůɖ 

 

ɇɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(x0, y0) ŬɜɐəŮɘ ůŰɖɜ ɡˊŮɟɓɞɚɐ, ɞˊɧŰŮ ɘůɢɨŮɘ ɧŰɘ 

 

2 2
2 2 2 2 2 20 0

0 02 2
1

x y
x yb a a b

a b
- = Ú - =  (1). 

  

  

  

ɀ  

Ⱦ  

ȿ  

Ƀ  Ⱥȭ  Ⱥ  

C 

x  

y  

xȭ  

yȭ  Ů1  Ů2  

Ů  
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ȼ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ ůŰɞ ɀ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 
2 2 2 20 0

0 02 2
: 1

xx yy
x x y ye b a a b

a b
- = Ú Ö - Ö =. 

Ƀɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ Ⱦ ŬˊɞŰŮɚɞɨɜ Űɖ ɚɨůɖ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ Űɤɜ ŮɡɗŮɘɩɜ Ů əɘ 

1 : y x
b

e
a
= , ɞˊɧŰŮ:

2 2 2 22 2 2 2

0 00 0

y x
y x

x x y xx x y y

b
b

a
a

b
b a a bb a a b

a

ë
=ë î=î î

Ú Úì ì
î î Ö - Ö =Ö - Ö =í

îí

  

2

2 2
0 0

2
0 0 0 0

0 0

..... ,

x
x y

x y x y
y

x y

a b

b a a b ab

b a b aab

b a

ë
=î

- å õî
Ú ­Kì æ ö

- -ç ÷î =
î -í

. 

Ƀɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ ȿ ŬˊɞŰŮɚɞɨɜ Űɖ ɚɨůɖ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ Űɤɜ ŮɡɗŮɘɩɜ Ů əɘ 

2 : y x
b

e
a

=- , ɞˊɧŰŮ:

2 2 2 2 2 2 2 2

0 0 0 0

.....

y x
y x

x x y y x x y x

b
b

a
a

b
b a a b b a a b

a

ë
=-ë î=-î î

Ú Ú Úì ì
å õî îÖ - Ö = Ö - Ö - =í æ öî ç ÷í

 

2

2 2
0 0

2
0 0 0 0

0 0

,

x
x y

x y x y
y

x y

a b

b a a b ab

b a b aab

b a

ë
=î

+ å õ-î
Ú ­Lì æ ö

+ +- ç ÷î =
î +í

 . 

ȺɑɜŬɘ 

2 2

2

0 00 0 0 0
(

2 2

x yx y x yx x

a b a b

a b b ab a b a
K L

+
+- ++

= =
0 0x yb a+ - (1)

2 2 2 2

0 0

)

2( )x yb a
=

-
  

2 2(1) 2a b
=

0

2 22

x

a b
0x=   əŬɘ 

2 2

0 0 0 0

2 2

x y x yy y

ab ab

b a b a
K L

-
- ++

= =  

2

0( xab b
=

0 0y xa b+ - 2 2(1)
0

2 2 2 2

0 0

) 2

2(( )

y

x y

a a b

b a

+
=

-

0

2 22

y

a b
0y= , ɎɟŬ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ ŮɑɜŬɘ ɛɏůɞ Űɞɡ 

ŮɡɗɡɔɟɎɛɛɞɡ ŰɛɐɛŬŰɞɠ Ⱦȿ. 
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ɓ. ȺɑɜŬɘ 

2 2
2 2 4 2 2 4

2 2

0 0 0 0 0 0 0 0

( )
( ) ( )x y x y x y x y

a b ab a b a b

b a b a b a b a

å õ å õ
OK = + = + =æ ö æ ö

- - - -ç ÷ ç ÷
  

2 2 22 2 2 2 2 2 2

2 2

0 0 0 0 0 0

( )

( ) ( )x y x y x y

g a ba b a b a b g abg

b a b a b a

= ++
= = =

- - -
  əŬɘ  

2 2
2 2 4 2 2 4

2 2

0 0 0 0 0 0 0 0

( )
( ) ( )x y x y x y x y

a b ab a b a b

b a b a b a b a

å õ å õ-
OL = + = + =æ ö æ ö

+ + + +ç ÷ ç ÷
  

2 2 22 2 2 2 2 2 2

2 2

0 0 0 0 0 0

( )

( ) ( )x y x y x y

g a ba b a b a b g abg

b a b a b a

= ++
= = =

+ + +
, ɞˊɧŰŮ  

2 22 2 2 (1)

2 2 2 2
0 0 0 0 0 0

( ) ( )
x y x y x y

a babg abg a b g

b a b a b a
OK Ö OL = Ö = =

- + -

2

2 2

g

a b

2g= . 

ɔ. ȺɑɜŬɘ 

2 2 2 2

0 0 0 0 0 0 0 0

, , ,
x y x y x y x y

a b ab a b ab

b a b a b a b a

å õ å õ-
OK= OL=æ ö æ ö

- - + +ç ÷ ç ÷
 əŬɘ 

2 2

0 0 0 0

2 2

0 0 0 0

1 1
( ) det( , )

2 2

x y x y

x y x y

a b ab

b a b a

a b ab

b a b a

- -
OKL = OK OL = =

-

+ +

  

3 3 3 3 3 3 3 3(1)

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0

1 1 2 1 2

2 2 2x y x y x y

a b a b a b a b

b a b a b a a
= - - = - = -

- - - 2b

1
2

2
ab ab= Ö =, 

ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɧ. 

8. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ ŮɡɗŮɑŬ : 2 1 0x ye - - =ŮűɎˊŰŮŰŬɘ ůŰɖɜ ɡˊŮɟɓɞɚɐ 
2

2: 1
3

y
C x - =. 

(ȸŬůɘəɐ Ɏůəɖůɖ) 

ȿɨůɖ 

ȿɨɜɞɡɛŮ ŬɟɢɘəɎ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ Űɤɜ Ů əŬɘ C, ɔɘŬ ɜŬ ŭɞɨɛŮ Ŭɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ əɞɘɜɎ ůɖɛŮɑŬ əŬɘ ˊɧůŬ. 

2
2 2 2 22

2 1 0
2 1 2 1

3 (2 1) 3 3 (4 4 1) 3 01
3

x y
y x y x

y
x x x x xx

- - =ë
= - = -ë ëî

Ú Ú Úì ì ì
- - = - - + - =- = í íî

í
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2 2 2 2

2 1 2 1 2 1

3 4 4 1 3 0 4 4 0 4 4 0

y x y x y x

x x x x x x x

ë = - = - = -ë ë
Ú Ú Ú Úì ì ì

- + - - = - + - = - + =í íí
  

2

2 1 2 1 2 2 1 2
(2,3)

( 2) 0 2 0 2 3

y x y x y x

x x x y

= - = - = Ö - =ë ë ë ë
Ú Ú Ú Ú ­Mì ì ì ì

- = - = = =í í í í
. 

ȼ ŮɡɗŮɑŬ əŬɘ ɖ ɡˊŮɟɓɞɚɐ ɏɢɞɡɜ ɛɞɜŬŭɘəɧ əɞɘɜɧ ůɖɛŮɑɞ, ŬɡŰɧ ɧɛɤɠ ŭŮɜ ŬɟəŮɑ ɔɘŬ ɜŬ 

ŮűɎˊŰŮŰŬɘ ɖ ŮɡɗŮɑŬ ůŰɖɜ ɡˊŮɟɓɞɚɐ. ȸɟɑůəɞɡɛŮ ɚɞɘˊɧɜ Űɖɜ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ůŰɞ 

ɀ, ɖ ɞˊɞɑŬ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 
3

: 2 1 2 1 0
3

y
ȭ x x ye - = Ú - - =. ȳɛɤɠ ȭe e¹ , ɎɟŬ ɖ ŮɡɗŮɑŬ Ů 

ŮűɎˊŰŮŰŬɘ ůŰɖɜ ɡˊŮɟɓɞɚɐ C. 

9. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ ŮɛɓŬŭɧɜ Űɞɡ Űɟɘɔɩɜɞɡ ˊɞɡ ůɢɖɛŬŰɑɕŮŰŬɘ Ŭˊô Űɘɠ ŬůɨɛˊŰɤŰŮɠ Űɖɠ 

ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ 

2 2

: 1
4 12

x y
C - = əŬɘ Űɖɜ ŮɡɗŮɑŬ ˊɞɡ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɖɜ ŮůŰɑŬ Ⱥ Űɖɠ 

ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ əŬɘ ůɖɛŬŰɑɕŮɘ ɛŮ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx ɔɤɜɑŬ 30w= . 

ȿɨůɖ 

                       

ȺɑɜŬɘ 
2 2 2 2 24 12 16 4 (4,0), ( 4,0)ȭg a b g g g= + Ú = + Ú = Ú = ­E E - . 

ȺˊŮɘŭɐ 
12 2 3

3
2 2

b

a
= = =, ɞˊɧŰŮ ɞɘ ŬůɨɛˊŰɤŰŮɠ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ɏɢɞɡɜ ŮɝɘůɩůŮɘɠ 

1 : 3y xe =  əɘ 2 : 3y xe =- . 

Ⱥ Ⱥȭ Ƀ 

Ů 

Ů1 Ů2 

x 

y 

xȭ 

yȭ  

  

  

K  

ȿ  



ɥɻʃʂʈɻʐʅʆʗ ɩʍʋʎɻʉɻʐʋʇʅʎʈʋʞ ɛ˃ ɤʑʆʀʚʋʑ 

ɫʐʗʈʋʑ ɜʅʗʉʉʂʏ ɫʀʇʚɿɻ 196 
 

ȼ ŮɡɗŮɑŬ ˊɞɡ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɖɜ ŮůŰɑŬ Ⱥ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ əŬɘ ůɖɛŬŰɑɕŮɘ ɛŮ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx ɔɤɜɑŬ 

30w= ɏɢŮɘ ůɡɜŰŮɚŮůŰɐ ŭɘŮɨɗɡɜůɖɠ 
0 1

30
3

l ej= = , ɞˊɧŰŮ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 

1 1
: 0 ( 4) ( 4)

3 3
y x y xe - = - Ú = -. 

Ƀɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ Ⱦ ŬˊɞŰŮɚɞɨɜ Űɖ ɚɨůɖ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ Űɤɜ Ů əɘ Ů1, ɞˊɧŰŮ: 

3 3
3 3 2 3

1 1
( 4) 3 ( 4) 3 4 2 4 2

3 3

y x y x
y x y x y

y x x x x x x x

ë ë= = ëë ë= = =-î î î î î
Ú Ú Ú Ú ­ì ì ì ì ì

= - = - = - =- =-î îîí íî î í
í í

  

( 2, 2 3)­K - - . 

Ƀɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ ȿ ŬˊɞŰŮɚɞɨɜ Űɖ ɚɨůɖ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ Űɤɜ Ů əɘ Ů2, ɞˊɧŰŮ: 

3 3
3 3 3

1 1
( 4) 3 ( 4) 3 4 4 4 1

3 3

y x y x
y x y x y

y x x x x x x x

ë ë=- =- ëë ë=- =- =-î î î î î
Ú Ú Ú Ú ­ì ì ì ì ì

= - - = - - = - = =î îîí íî î í
í í

 

(1, 3)­L - . 

ȺɑɜŬɘ ( 2, 2 3), (1, 3)OK= - - OL= -ɞˊɧŰŮ ɔɘŬ Űɞ ŮɛɓŬŭɧɜ Űɞɡ Űɟɘɔɩɜɞɡ OKL ɏɢɞɡɛŮ: 

2 2 31 1 1 1
( ) det( , 2 3 2 3 4 3 2 3

2 2 2 21 3

- -
OKL = OK OL = = + = Ö =

-
 ŰŮŰɟ.ɛɞɜ. 

10.   ɁŬ ɓɟŮɗɞɨɜ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ɀ(ə, ɚ) Űɖɠ ɘůɞůəŮɚɞɨɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ 
2 2: 2C x y- =ɔɘŬ ŰŬ 

ɞˊɞɑŬ ɞɘ ŮɡɗŮɑŮɠ Ⱥɀ əɘ Ⱥȭɀ ŮɑɜŬɘ əɎɗŮŰŮɠ, ɧˊɞɡ Ⱥ, Ⱥȭ ɞɘ ŮůŰɑŮɠ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ. 

ȿɨůɖ 

ȺɑɜŬɘ 
2 2 2a b= =, ɞˊɧŰŮ 2 2 2 2 22 2 4 2g a b g g g= + Ý = + Ý = Ý =, ůɡɜŮˊɩɠ ɞɘ 

ŮůŰɑŮɠ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ŮɑɜŬɘ ɞɘ Ⱥ(2,0) əɘ Ⱥȭ(-2, 0). 

ȰɢɞɡɛŮ Ůˊɑůɖɠ ɧŰɘ ( 2, )k lEM= - əŬɘ ( 2, )ȭ k lE M= + , ɞˊɧŰŮ: 

2 20 ( 2, ) ( 2, ) 0 4 0ȭ ȭ k l k l k lEM^E MÚEMÖE M= Ú - Ö + = Ú - + = Ú 

2 2 4k lÚ + = (1). 
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ɇɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(ə, ɚ) ŬɜɐəŮɘ ůŰɖɜ ɡˊŮɟɓɞɚɐ 
2 2: 2C x y- =, ɞˊɧŰŮ 2 2 2k l- = (2). 

ȷˊɧ (1) əŬɘ (2) ɏɢɞɡɛŮ:

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

4 2 6 3 3 3

2 2 3 2 2 1

k l k k k k

k l k l l l l

Ä ëë ë ë ë+ = = = = =°î
Ú Ú Ú Úì ì ì ì ì

- = - = - = = =°îí í í í í
 , ɞˊɧŰŮ ŰŬ 

ɕɖŰɞɨɛŮɜŬ ůɖɛŮɑŬ ŮɑɜŬɘ ŰŬ 1 2 3( 3,1), ( 3, 1), ( 3, 1)M M - M - -əŬɘ 4( 3,1)M - . 

11. ȹɑɜɞɜŰŬɘ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ 
3 1

(1,0), ( , )
2 2

A B əŬɘ 
3 1

( , )
2 2

G - . ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧ Űɧˊɞ 

Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ ɀ(x, y) Űɞɡ Ůˊɘˊɏŭɞɡ ɔɘŬ ŰŬ ɞˊɞɑŬ ɘůɢɨŮɘ 

2 2 2
22( 1)xBM +GM -AM = -  (1). 

ȿɨůɖ 

ȺɑɜŬɘ 
3 1

(x 1, y), ,
2 2

x y
å õ

AM= - BM= - -æ ö
ç ÷

 əŬɘ 
3 1

,
2 2

x y
å õ

GM= - +æ ö
ç ÷

, ɞˊɧŰŮ ɖ (1) 

ɔɑɜŮŰŬɘ:

2 2 2 2

2 2 23 1 3 1
( 1) 2( 1)

2 2 2 2
x y x y x y x
å õ å õ å õ å õ
- + - + - + + - - - = - Úæ ö æ ö æ ö æ ö

ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷
  

2 2 2 2 2 2 29 1 9 1
3 3 2 1 2 4 2

4 4 4 4
x x y y x x y y x x y x xÚ - + + - + + - + + + + - + - - = - + Ú

2 2 2 2 24 4 2 4 2 2x y x x x x yÚ + - + = - + Ú - =. 

ȯɟŬ ɞ ɕɖŰɞɨɛŮɜɞɠ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧɠ Űɧˊɞɠ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ ɀ Űɞɡ Ůˊɘˊɏŭɞɡ ŮɑɜŬɘ ɖ ɘůɞůəŮɚɐɠ 

ɡˊŮɟɓɞɚɐ 
2 2: 2C x y- =.  
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ENOTHTA  V: ȼ Ůɝɑůɤůɖ 2 2 0x y x yA +B +G +D +E= 

ü ɀŮŰŬűɞɟɎ Ŭɝɧɜɤɜ 

Ɇô ɏɜŬ ŮˊɑˊŮŭɞ ɗŮɤɟɞɨɛŮ ůȭůɡŰɖɛŬ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ Ƀxy əɘ ɏůŰɤ ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ Ƀȭ(x0, y0) Űɞɡ 

Ůˊɘˊɏŭɞɡ ŬɡŰɞɨ. ɆŰɞ ɑŭɘɞ ŮˊɑˊŮŭɞ ɗŮɤɟɞɨɛŮ ɏɜŬ ŭŮɨŰŮɟɞ ůɨůŰɖɛŬ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ ɃȭɉY, ɛŮ 

Ŭɟɢɐ Űɞ ůɖɛŮɑɞ Ƀȭ(x0, y0) əŬɘ ůŰɞ ɞˊɞɑɞ ŰŬ ɛɞɜŬŭɘŬɑŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ ɉȭɉ əŬɘ ɈȭɈ 

ŮɑɜŬɘ ɑůŬ ɛŮ ŰŬ ɛɞɜŬŭɘŬɑŬ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ xȭx əŬɘ yȭy ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ. ȯɟŬ ɉȭɉ// xȭx əŬɘ 

ɈȭɈ// yȭy. 

 

 

   

 

 

 

  

ȿɏɛŮ ůŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ŬɡŰɐ ɧŰɘ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ ɃȭɉɈ ɏɢŮɘ ˊɟɞəɨɣŮɘ ɛŮ ˊŬɟɎɚɚɖɚɖ ɛŮŰŬűɞɟɎ 

Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ Ƀxy. 

ȰůŰɤ ŰɩɟŬ ɧŰɘ ɞɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Ůɜɧɠ ůɖɛŮɑɞɡ ɀ ŮɑɜŬɘ (x, y) ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞ Ŭɟɢɘəɧ ůɨůŰɖɛŬ 

Ƀxy əŬɘ (X, Y) ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞ ɜɏɞ ůɨůŰɖɛŬ ɃȭɉɈ. ɇɧŰŮ ɏɢɞɡɛŮ: 

0 0 0 0( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )ȭ ȭ x y x y x y x yOM=OO +O MÚ = + C U Ú = +C +U Ú  

0 0

0 0

x x x x

y y y y

= +C C= -ë ë
Ú Úì ì

= +U U= -í í
 . 

Ƀɘ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ɘůɧŰɖŰŮɠ ɞɜɞɛɎɕɞɜŰŬɘ Űɨˊɞɘ ɛŮŰŬűɞɟɎɠ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ. 

ũɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ, Ŭɜ ɞɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Ůɜɧɠ ůɖɛŮɑɞɡ ɀ ɤɠ ˊɟɞɠ ɏɜŬ əŬɟŰŮůɘŬɜɧ ůɨůŰɖɛŬ ŮɑɜŬɘ 

(3, 4) əɘ ɖ Ŭɟɢɐ Ƀ(0, 0) ɛŮŰŬəɘɜɖɗŮɑ ɛŮ Űɖ ɛŮŰŬűɞɟɎ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ Ƀȭ(-1, 2), ŰɧŰŮ 

ɞɘ ɜɏŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ ɀ ɗŬ ŮɑɜŬɘ: ɉ=3-(-1)=4 əŬɘ Ɉ=4-2=2. 

ȰůŰɤ Ůˊɑůɖɠ ɖ Ůɝɑůɤůɖ 
2 2( 2) ( 1) 9x y- + + =, ́ ɞɡ ˊŬɟɘůŰɎ əɨəɚɞ əɏɜŰɟɞɡ Ⱦ(2, -1) əŬɘ 

ŬəŰɑɜŬɠ ɟ=3. ȷɜ ɛŮ ɛɘŬ ˊŬɟɎɚɚɖɚɖ ɛŮŰŬűɞɟɎ Ŭɝɧɜɤɜ ɖ Ŭɟɢɐ Ƀ(0, 0) ɛŮŰŬəɘɜɖɗŮɑ ůŰɞ əɏɜŰɟɞ 

Űɞɡ əɨəɚɞɡ, ŰɧŰŮ ɞɘ ɜɏŮɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ (ɉ, Ɉ) Ůɜɧɠ ůɖɛŮɑɞɡ ɀ(x, y) Űɞɡ əɨəɚɞɡ ŮɑɜŬɘ ɉ=x-2 

əŬɘ Ɉ=y-(-1)=y+1. 

Ⱥˊɞɛɏɜɤɠ ɖ Ůɝɑůɤůɖ Űɞɡ əɨəɚɞɡ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞ ɜɏɞ ůɨůŰɖɛŬ Ŭɝɧɜɤɜ ɏɢŮɘ Űɖɜ ŬˊɚɞɨůŰŮɟɖ 

ɛɞɟűɐ 
2 2 9C +U =. 

 

  
x xȭ 

y 

yȭ 

i   

j   

Ƀ  

  
i   

j   

Ƀȭ(x0, y0)  X  X ȭ 

Ɉ  

Ɉȭ 

  
ɀ

( , )

(ɉ,Ɉ)

x yë
ì
í
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ü ȼ Ůɝɑůɤůɖ 
2 2 0x y x yA +B +G +D +E= 

ȷˊɞŭŮɘəɜɨŮŰŬɘ ɧŰɘ əɎɗŮ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ 
2 2 0x y x yA +B +G +D +E=(1), ɧˊɞɡ 

, , , ,A B G D EÍ əŬɘ ŭŮɜ ŮɑɜŬɘ ɧɚɞɘ ɑůɞɘ ɛŮ 0: 

¶ ˊŬɟɘůŰɎ əɤɜɘəɐ Űɞɛɐ 

¶ ˊŬɟɘůŰɎ ŭɨɞ ˊŬɟɎɚɚɖɚŮɠ ŮɡɗŮɑŮɠ 

¶ ŮɑɜŬɘ ŬŭɨɜŬŰɖ, ŭɖɚŬŭɐ ŭŮɜ ɡˊɎɟɢŮɘ ůɖɛŮɑɞ Űɞɡ Ůˊɘˊɏŭɞɡ ˊɞɡ ɞɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɞɡ ɜŬ 

Űɖɜ ŮˊŬɚɖɗŮɨɞɡɜ. 

ũɘŬ ɜŬ ɓɟɞɨɛŮ Ŭɜ ɛɘŬ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɛɞɟűɐɠ (1) ˊŬɟɘůŰɎ ɛɘŬ ɔɟŬɛɛɐ əŬɘ ˊɞɘŬ,ŮűŬɟɛɧɕɞɡɛŮ 

ŬɟɢɘəɎ Űɖ ɛɏɗɞŭɞ ůɡɛˊɚɐɟɤůɖɠ ŰŮŰɟŬɔɩɜɞɡ əŬɘ ůŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ ɛŮŰŬűɏɟɞɡɛŮ əŬŰɎɚɚɖɚŬ Űɞɡɠ 

ɎɝɞɜŮɠ. 

ũɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ, ɏůŰɤ ɖ Ůɝɑůɤůɖ 
2 29 25 18 100 116 0x y x y+ + - - =. ȰɢɞɡɛŮ ŰɧŰŮ: 

2 29 25 18 100 116 0x y x y+ + - - = Ú 

2 2 2 2 2 2(3 ) 2 3 3 3 3 (5 ) 2 5 10 10 10 116 0x x y yÚ + Ö Ö + - + - Ö Ö + - - = Ú 

2 2 2 2(3 3) (5 10) 225 [3( 1)] [5( 2)] 225x y x yÚ + + - = Ú + + - = Ú  

2 2
2 2 ( 1) ( 2)

9( 1) 25( 2) 225 1
25 9

x y
x y

+ -
Ú + + - = Ú + =  (2) 

ɆŰɖɜ Ůɝɑůɤůɖ (2) ɗɏŰɞɡɛŮ 1xC= +əŬɘ Ɉ=y-2,ŭɖɚŬŭɐ ɛŮŰŬűɏɟɞɡɛŮ Űɖɜ Ŭɟɢɐ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ 

ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ Ƀȭ(-1, 2), ɞˊɧŰŮ ɖ (2) ɔɑɜŮŰŬɘ 

2 2

1
25 9

C U
+ =́ ɞɡ ŮɑɜŬɘ Ůɝɑůɤůɖ ɏɚɚŮɘɣɖɠ. 

 

 

 

 

 

ü ɆɢŮŰɘəɐ ɗɏůɖ ŮɡɗŮɑŬɠ əŬɘ əɤɜɘəɐɠ 

ȷɠ ɗŮɤɟɐůɞɡɛŮ ɛɘŬ ŮɡɗŮɑŬ : y xe l k= + əŬɘ ɛɘŬ əɤɜɘəɐ 
2 2: 0C x y x yA +B +G +D +E=. 

ȼ ŮɡɗŮɑŬ əŬɘ ɖ əɤɜɘəɐ ɏɢɞɡɜ Űɞ ˊɞɚɨ ŭɨɞ əɞɘɜɎ ůɖɛŮɑŬ, Ŭűɞɨ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ 

2 2 0

y x

x y x y

l k= +ë
ì
A +B +G +D +E=í

   

ɏɢŮɘ Űɞ ˊɞɚɨ ŭɨɞ ŭɘŬəŮəɟɘɛɏɜŮɠ ɚɨůŮɘɠ.   

ɆŰɞ ůɨůŰɖɛŬ ɃȭɉɈ ɏɢɞɡɛŮ: 

¶ ȺůŰɑŮɠ: Ⱥȭ(-4, 0), Ⱥ(4, 0) 

¶ Ⱦɞɟɡűɏɠ:
( 5,0), (5,0)

(0, 3), (0,3)

ȭ

ȭ

A - Aë
ì
B - Bí

  

ɆŰɞ ůɨůŰɖɛŬ Ƀxy ɏɢɞɡɛŮ: 

¶ ȺůŰɑŮɠ: Ⱥȭ(-5, 2), Ⱥ(3, 2) 

¶ Ⱦɞɟɡűɏɠ:
( 6,2), (4,2)

( 1, 1), ( 1,5)

ȭ

ȭ

A - Aë
ì
B - - B -í
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ũɘŬ Űɖɜ Ůˊɑɚɡůɖ Űɞɡ ůɡůŰɐɛŬŰɞɠ ɗɏŰɞɡɛŮ ůŰɖ ŭŮɨŰŮɟɖ Ůɝɑůɤůɖ ɧˊɞɡ y xl k= +, ɞˊɧŰŮ 

ˊɟɞəɨˊŰŮɘ ɛɘŬ ŭŮɡŰŮɟɞɓɎɗɛɘŬ Ůɝɑůɤůɖ. 

¶ ȷɜ ɖ Ůɝɑůɤůɖ ŬɡŰɐ ɏɢŮɘ ŭɨɞ ɟɑɕŮɠ ɎɜɘůŮɠ ɐ ɛɘŬ Ŭˊɚɐ ɟɑɕŬ (ɧŰŬɜ ŮɑɜŬɘ 1
ɞɡ

 ɓŬɗɛɞɨ), 

ŰɧŰŮ ɖ ŮɡɗŮɑŬ əŬɘ ɖ əɤɜɘəɐ ŰɏɛɜɞɜŰŬɘ. 

¶ ȷɜ ɖ Ůɝɑůɤůɖ ɏɢŮɘ ŭɨɞ ɟɑɕŮɠ ɑůŮɠ, ŭɖɚŬŭɐ ŮɑɜŬɘ 2ɞɡ
 ɓŬɗɛɞɨ ɛŮ ŭɘŬəɟɑɜɞɡůŬ ȹ=0, ŰɧŰŮ 

ŬˊɞŭŮɘəɜɨŮŰŬɘ ɧŰɘ ɖ ŮɡɗŮɑŬ ŮűɎˊŰŮŰŬɘ Űɖɠ əɤɜɘəɐɠ. 

¶ ȷɜ ɖ Ůɝɑůɤůɖ ŭŮɜ ɏɢŮɘ ɟɑɕŮɠ, ŰɧŰŮ ɖ ŮɡɗŮɑŬ əŬɘ ɖ əɤɜɘəɐ ŭŮɜ ɏɢɞɡɜ əɞɘɜɎ ůɖɛŮɑŬ. 

ũɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ, ɏɢɞɡɛŮ Űɖɜ ŮɡɗŮɑŬ : 1y xe = - əŬɘ Űɖɜ ɡˊŮɟɓɞɚɐ 

2
2: 1

2

x
C y- =. 

ŪɏŰɞɜŰŬɠ ůŰɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ C ɧˊɞɡ 1y x= - ɏɢɞɡɛŮ:

2
2( 1) 1

2

x
x- - = Ú 

2 2 2
2 2( 2 1) 1 0 2 1 1 0 2 2 0

2 2 2

x x x
x x x x xÚ - - + - = Ú - + - - = Ú- + - = Ú  

2 24 4 0 ( 2) 0 2 0 2x x x x xÚ - + = Ú - = Ú - = Ú =, ́ ɞɡ ŮɑɜŬɘ ŭɘˊɚɐ ɟɑɕŬ ɎɟŬ ɖ 

ŮɡɗŮɑŬ ŮűɎˊŰŮŰŬɘ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ. 

ũɘŬ 2x=  ŮɑɜŬɘ 2 1 1y= - =, ɎɟŬ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ŮˊŬűɐɠ ŮɑɜŬɘ Űɞ ɀ(2, 1). 
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ȿɡɛɏɜŬ ˊŬɟŬŭŮɑɔɛŬŰŬ 

1. ȰůŰɤ ɞ əɨəɚɞɠ 
2 2: ( 2) ( 5) 4C x y- + + = (1). ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɞɡ əɨəɚɞɡ C 

ůŰɞ ůɨůŰɖɛŬ ˊɞɡ ˊɟɞəɨˊŰŮɘ ɧŰŬɜ ɛŮŰŬűŮɟɗŮɑ ɖ Ŭɟɢɐ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ: 

Ŭ. Ƀȭ(3, 2),     ɓ. Ƀȭȭ(2, -5).     (ȸŬůɘəɐ Ɏůəɖůɖ) 

ȿɨůɖ 

Ŭ. ȺɑɜŬɘ x0=3 əŬɘ y0=2, ɞˊɧŰŮ: 
3 3

2 2

x x

y y

C= - =C+ë ë
Úì ì

U= - =U+í í
 . ȷɜŰɘəŬɗɘůŰɩɜŰŬɠ ůŰɖɜ (1) 

ɏɢɞɡɛŮ:
2 2 2 2( 3 2) ( 2 5) 4 ( 1) ( 7) 4C+ - + U+ + = Ú C+ + U+ =. 

 ɓ. ȺɑɜŬɘ x0=2 əŬɘ y0= -5, ɞˊɧŰŮ: 
2 2

5 5

x x

y y

C= - =C+ë ë
Úì ì

U= + =U-í í
. ȷɜŰɘəŬɗɘůŰɩɜŰŬɠ ůŰɖɜ (1) 

ɏɢɞɡɛŮ:
2 2 2 2( 2 2) ( 5 5) 4 4C+ - + U- + = ÚC +U =. 

2. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ Ůɝɑůɤůɖ 
2 4 6 5 0y x y- - + =(1) ˊŬɟɘůŰɎ ˊŬɟŬɓɞɚɐ Űɖɠ ɞˊɞɑŬɠ ɜŬ 

ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ əɞɟɡűɐ, Űɖɜ ŮůŰɑŬ, Űɖ ŭɘŮɡɗŮŰɞɨůŬ əŬɘ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ ůɡɛɛŮŰɟɑŬɠ. 

ȿɨůɖ 

ȼ (1) ɔɟɎűŮŰŬɘ: 
2 2 24 6 5 0 6 9 4 5 9 ( 3) 4( 1)y x y y y x y x- - + = Ú - + = - + Ú - = + (2) 

ŪɏŰɞɡɛŮ 
1 1

3 3

x x

y y

C= + =C-ë ë
Úì ì

U= - =U+í í
 , ŭɖɚŬŭɐ ɛŮŰŬűɏɟɞɡɛŮ Űɖɜ Ŭɟɢɐ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ ůŰɞ 

ůɖɛŮɑɞ Ƀȭ(-1, 3), ɞˊɧŰŮ ɖ (2) ɔɑɜŮŰŬɘ 
2 24U = C. 

ȼ ˊŬɟŬˊɎɜɤ Ůɝɑůɤůɖ ˊŬɟɘůŰɎ ˊŬɟŬɓɞɚɐ ɛŮ ˊŬɟɎɛŮŰɟɞ p=2, əɞɟɡűɐ Űɞ ůɖɛŮɑɞ Ƀȭ(-1, 3), 

ŮůŰɑŬ Űɞ ůɖɛŮɑɞ
0 0,0 (0,3)

2

p
x y

å õ
E + + ­Eæ ö
ç ÷

, ŭɘŮɡɗŮŰɞɨůŬ : 1 1 2x xd + =- Ú =- əŬɘ 

ɎɝɞɜŬ ůɡɛɛŮŰɟɑŬɠ Űɖɜ ŮɡɗŮɑŬ 3 0 3y y- = Ú =. 

                                 
O 

Oȭ Ⱥ ɉ ɉȭ 

Ɉ 

Ɉȭ 

C 

x xȭ 

y 

yȭ x= -2 
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3. ȰůŰɤ ɖ ɔɟŬɛɛɐ 
2 2: 4 9 8 90 193 0C x y x y+ + - + = (1). ɀŮŰŬűɏɟɞɡɛŮ Űɖɜ Ŭɟɢɐ 

Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ Ƀȭ(-1, 5). ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɔɟŬɛɛɐɠ C ůŰɞ ɜɏɞ 

ůɨůŰɖɛŬ Ŭɝɧɜɤɜ ɃȭɉɈ. 

ȿɨůɖ 

ȺɑɜŬɘ x0= -1, y0=5 ɞˊɧŰŮ:
1 1

5 5

x x

y y

ëC= + =C-ë
Úì ì

U= - =U+íí
 . ȷɜŰɘəŬɗɘůŰɩɜŰŬɠ ůŰɖɜ (1) ɏɢɞɡɛŮ: 

2 24( 1) 9( 5) 8( 1) 90( 5) 193 0C- + U+ + C- - U+ + = Ú 

2 24( 2 1) 9( 10 25) 8 8 90 450 193 0Ú C - C+ + U + U+ + C- - U- + = Ú  

24 8Ú C - C 24 9 90+ + U + U225 8+ + C8 90- - U450 193 0- + = Ú  

2 2
2 24 9 36 1

9 4

C U
Ú C + U = Ú + =, ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ɖ Ůɝɑůɤůɖ ɛɘŬɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ. 

4. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖ ɔɟŬɛɛɐ ˊɞɡ ˊŬɟɘůŰɎ ɖ Ůɝɑůɤůɖ 
2 24 9 16 20 0x y x- - - = (1), əŬɗɩɠ 

əŬɘ ŰŬ ůŰɞɘɢŮɑŬ Űɖɠ. (ȸŬůɘəɐ Ɏůəɖůɖ) 

ȿɨůɖ 

ȼ (1) ɔɟɎűŮŰŬɘ: 
2 2 2 2 2 24 9 16 20 0 (2 ) 2 2 4 4 4 9 20 0x y x x x y- - - = Ú - Ö Ö + - - - = Ú 

2 2 2 2 2 2(2 4) 9 36 [2( 2)] 9 36 4( 2) 9 36x y x y x yÚ - - = Ú - - = Ú - - = Ú  

2 2( 2)
1

9 4

x y-
Ú - = (2). 

ŪɏŰɞɡɛŮ 2xC= - əŬɘ yU= , ŭɖɚŬŭɐ ɛŮŰŬűɏɟɞɡɛŮ Űɖɜ Ŭɟɢɐ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ 

Ƀȭ(2, 0), ɞˊɧŰŮ ɖ (2) ůŰɞ ɜɏɞ ůɨůŰɖɛŬ Ŭɝɧɜɤɜ ɃȭɉɈ ˊŬɑɟɜŮɘ Űɖ ɛɞɟűɐ 

2 2

1
9 4

C U
- =. 

ȯɟŬ, ɖ Ůɝɑůɤůɖ (1) ˊŬɟɘůŰɎ ɡˊŮɟɓɞɚɐ C ɛŮ əɏɜŰɟɞ Űɞ ůɖɛŮɑɞ Ƀȭ(2, 0), ŮůŰɑŮɠ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ 

ɉȭɉ (ŭɖɚŬŭɐ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx) əŬɘ ɛŮ Ŭ=3, ɓ=2, ɞˊɧŰŮ 
2 2 2 2 9 4g a b g= + Ú = + Ú  

2 13 13g gÚ = Ú = . 
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5. ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ Ůɝɑůɤůɖ 
2 4 6 5 0y x y- + + = (1). 

Ŭ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ (1) ˊŬɟɘůŰɎ ˊŬɟŬɓɞɚɐ. 

ɓ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ɀ(3, -7). (ȸŬůɘəɐ Ɏůəɖůɖ) 

ȿɨůɖ 

ȼ (1) ɔɟɎűŮŰŬɘ: 

2 2 2 2 24 6 5 0 2 3 3 3 4 5 0 ( 3) 4 4y x y y y x y x- + + = Ú + Ö Ö + - - + = Ú + = + Ú 

2( 3) 4( 1)y xÚ + = + (2) 

ŪɏŰɞɡɛŮ 1xC= +əŬɘ 3yU= +, ŭɖɚŬŭɐ ɛŮŰŬűɏɟɞɡɛŮ Űɖɜ Ŭɟɢɐ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ 

Ƀȭ(-1, -3), ɞˊɧŰŮ ɖ (2) ɔɑɜŮŰŬɘ 
2 4U = C(3). 

ɆŰɞ ůɨůŰɖɛŬ ɃȭɉɈ ɏɢɞɡɛŮ: 

¶ ȺůŰɑŮɠ: 
( 13,0)

( 13,0)

ȭëE -î
ì
Eîí

  

¶ Ⱦɞɟɡűɏɠ:
( 3,0)

(3,0)

ȭA -ë
ì
Aí

  

¶ ȷůɨɛˊŰɤŰŮɠ:

2

3

2

3

ë
U= Cîî
ì
îU=- C
îí

  

ɆŰɞ ůɨůŰɖɛŬ Ƀxy ɏɢɞɡɛŮ: 

¶ ȺůŰɑŮɠ: 
(2 13,0)

(2 13,0)

ȭëE -î
ì
E +îí

 

¶ Ⱦɞɟɡűɏɠ: 
( 1,0)

(5,0)

ȭA -ë
ì
Aí

 

¶ ȷůɨɛˊŰɤŰŮɠ:

2
( 2)

3

2
( 2)

3

y x

y x

ë
= -îî

ì
î =- -
îí

  

O Oȭ 

C 

Eȭ  E  

ȷȭ  ȷ 

2
( 2)

3
y x= -   

2
( 2)

3
y x=- -  

X 
x 

ɉȭ 
xȭ 

yȭ 

y Y 

Yȭ 
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Ƀɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ ɀ(3, -7) ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞ ɜɏɞ ůɨůŰɖɛŬ ŮɑɜŬɘ: 

1 1

1 1

3 ( 1) 4

7 ( 3) 4

C = - - C =ë ë
Úì ì

U =- - - U =-í í
  

ȼ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ (3) ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ɛŮ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ (4, -4) ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ: 

1

3
4 2( 4) 2 4 2( 3) 1 4 2 6 5

x

y
y x y x

C= +

U= +
- U= C+ Ú- U=C+ Ú - + = + + Ú- - = + Ú  

2 11 0x yÚ + + = 

ȯɟŬ ɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ (2) ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ɀ(3, -7) ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 

: 2 11 0x ye + + =. 

6. ŪŮɤɟɞɨɛŮ Űɖɜ ɏɚɚŮɘɣɖ ɛô Ůɝɑůɤůɖ

2 2

1 : 1
5 4

x y
C + = əŬɘ Űɖɜ ɡˊŮɟɓɞɚɐ ɛô Ůɝɑůɤůɖ 

2 2

2 : 1
25 16

x y
C - =. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ ŮɡɗŮɑŬ : 3y xe = + ŮɑɜŬɘ əɞɘɜɐ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɤɜ 

C1, C2. 

ȿɨůɖ 

ȿɨɜɞɡɛŮ ŬɟɢɘəɎ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ Ů əŬɘ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ C1. 

2 2
2 2 2 2

3
3 3

4 5( 3) 20 4 5( 6 9) 20 01
5 4

y x
y x y x

x y
x x x x x

= +ë
ë = + = +ëî

Ú Ú Úì ì ì
+ + = + + + - =+ = ííî

í

  

2 2 2 2

3 3 3

4 5 30 45 20 0 9 30 25 0 (3 5) 0

y x y x y x

x x x x x x

ë = + = + = +ë ë
Ú Ú Ú Úì ì ì

+ + + - = + + = + =í íí
  

5 5
3

3 5 43 3
,

3 5 0 5 4 3 3

3 3

y x
y x

x
x y

ë ë
=- + =-î î= +ë î î å õ

Ú Ú Ú ­M -ì ì ì æ ö
+ = ç ÷í î î=- =

î îí í

  

ɇɞ ůɨůŰɖɛŬ ŮɡɗŮɑŬɠ əɘ ɏɚɚŮɘɣɖɠ ɏɢŮɘ ŭɘˊɚɐ ɟɑɕŬ, ɎɟŬ ɖ ŮɡɗŮɑŬ ŮűɎˊŰŮŰŬɘ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ ůŰɞ 

ůɖɛŮɑɞ 
5 4

,
3 3

å õ
M -æ ö
ç ÷

. 

ȿɨɜɞɡɛŮ ůŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ Ů əŬɘ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ C2. 
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2 2
2 2 2 2

3
3 3

16 25( 3) 400 16 25( 6 9) 400 01
25 16

y x
y x y x

x y
x x x x x

= +ë
ë = + = +ëî

Ú Ú Úì ì ì
- + = - + + - =- = ííî

í

  

2 2 2

3 3

16 25 150 225 400 0 9 150 625 0

y x y x

x x x x x

= + = +ë ë
Ú Ú Úì ì

- - - - = - - - =í í
  

2 2

25
3

3 3 3 3

9 150 625 0 (3 25) 0 3 25 0 25

3

y
y x y x y x

x x x x
x

ë
=- +î= + = + = +ë ë ë î

Ú Ú Ú Ú Úì ì ì ì
+ + = + = + =í í í î =-

îí

  

25

25 163
,

16 3 3

3

x

y

ë
=-îî å õ

Ú ­N - -ì æ ö
ç ÷î =-

îí

 

ɇɞ ůɨůŰɖɛŬ ŮɡɗŮɑŬɠ əɘ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ɏɢŮɘ ŭɘˊɚɐ ɟɑɕŬ, ɎɟŬ ɖ ŮɡɗŮɑŬ ŮűɎˊŰŮŰŬɘ ůŰɖɜ ɡˊŮɟɓɞɚɐ 

ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ 
25 16

,
3 3

å õ
N - -æ ö
ç ÷

. 

ɆɡɜŮˊɩɠ  ɖ ŮɡɗŮɑŬ Ů ŮɑɜŬɘ əɞɘɜɐ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ C1 əŬɘ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ C2. 

7. ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ Ůɝɑůɤůɖ 
2 24 2 16 12 0x y x y+ - - + = (1). 

Ŭ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ (1) ˊŬɟɘůŰɎ ɏɚɚŮɘɣɖ. 

ɓ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ Űɘɛɏɠ Űɞɡ lÍ , ɩůŰŮ ɖ ŮɡɗŮɑŬ : y xe l= + ɜŬ ŮűɎˊŰŮŰŬɘ ůŰɖɜ 

ɏɚɚŮɘɣɖ ˊɞɡ ˊŬɟɘůŰɎ ɖ Ůɝɑůɤůɖ (1).  (ȸŬůɘəɐ Ɏůəɖůɖ) 

ȿɨůɖ 

Ŭ. ȼ (1) ɔɟɎűŮŰŬɘ: 

2 2 2 24 2 16 12 0 2 1 1 4( 4 4 4) 12 0x y x y x x y y+ - - + = Ú - + - + - + - + = Ú 

2 2 2 2( 1) 4( 2) 16 12 0 ( 1) 4( 2) 4x y x yÚ - + - - + = Ú - + - = Ú  

2
2( 1)

( 2) 1
4

x
y

-
Ú + - = (2) 
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ŪɏŰɞɡɛŮ 1xC= - əŬɘ 2yU= -, ŭɖɚŬŭɐ ɛŮŰŬűɏɟɞɡɛŮ Űɖɜ Ŭɟɢɐ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ 

Ƀȭ(1, 2), ɞˊɧŰŮ ɖ (2) ɔɟɎűŮŰŬɘ 

2
2 1

4

C
+U =, ˊɞɡ ˊŬɟɘůŰɎ ɏɚɚŮɘɣɖ. 

ɓ. ȷɟəŮɑ Űɞ ůɨůŰɖɛŬ ŮɡɗŮɑŬɠ əɘ ɏɚɚŮɘɣɖɠ ɜŬ ɏɢŮɘ ŭɘˊɚɐ ɟɑɕŬ. 

2 2 2 24 2 16 12 0 4( ) 2 16( ) 12 0

y x y x

x y x y x x x x

l l

l l

= + = +ë ë
Ú Úì ì

+ - - + = + + - - + + =í í
  

2 2 24( 2 ) 2 16 16 12 0

y x

x x x x x

l

l l l

= +ë
Ú Úì

+ + + - - - + =í
  

2 2 24 8 4 18 16 12 0

y x

x x x x

l

l l l

= +ë
Ú Úì

+ + + - - + =í
  

2 25 2(4 9) 4 16 12 0

y x

x x

l

l l l

= +ë
Úì

+ - + - + =í
 

ȼ Ůɝɑůɤůɖ (3) ŮɑɜŬɘ Űɟɘɩɜɡɛɞ ɤɠ ˊɟɞɠ x əɘ ɏɢŮɘ ŭɘˊɚɐ ɟɑɕŬ Ŭɜ əŬɘ ɛɧɜɞ Ŭɜ

2 20 [2(4 9)] 4 5 (4 16 12) 0l l lD= Ú - - Ö Ö - + = Ú  

2 24(16 72 81) 80 320 240 0l l l lÚ - + - + - = Ú 

2 2 2 216 72 81 20 80 60 0 4 8 21 0 4 8 21 0l l l l l l l lÚ - + - + - = Ú- + + = Ú - - = 

ȼ ŰŮɚŮɡŰŬɑŬ Ůɝɑůɤůɖ ŮɑɜŬɘ Űɟɘɩɜɡɛɞ ɤɠ ˊɟɞɠ ɚ, ɛŮ 

2( 8) 4 4 ( 21) 64 336 400D= - - Ö Ö - = + =, ɞˊɧŰŮ 

1

1,2

2

28 7

8 400 8 20 8 2

12 32 4 8

8 2

l

l

l

= =
° °

= = =
Ö

=- =-

 . 

8. ȰůŰɤ ɖ ɏɚɚŮɘɣɖ 

2 2

: 1
25 16

x y
C + =. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ, ɖ ɞˊɞɑŬ 

ɏɢŮɘ Űɘɠ ɑŭɘŮɠ ŮůŰɑŮɠ ɛŮ Űɖɜ ɏɚɚŮɘɣɖ əɘ ŮűɎˊŰŮŰŬɘ ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬ : 1 0x ye - + =. 

ȿɨůɖ 

ȺɑɜŬɘ 
2 225, 16a b= =  ɞˊɧŰŮ 

2 2 2 2 225 16 9 3g a b g g g= - Ú = - Ú = Ú =, ɎɟŬ ɖ 

ɏɚɚŮɘɣɖ ɏɢŮɘ ŮůŰɑŮɠ ( 3,0), (3,0)ȭE - E . 

(3) 
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ȾɎɗŮ ɡˊŮɟɓɞɚɐ ɛô ŮůŰɑŮɠ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 

2 2

2 2
' : 1

x y
C
a b
- = (1) əɘ ŮˊŮɘŭɐ ɏɢŮɘ 

Űɘɠ ɑŭɘŮɠ ŮůŰɑŮɠ ɛŮ Űɖɜ ɏɚɚŮɘɣɖ ŮɑɜŬɘ 
2 2 2 2 23 9 9 9g g a b b a= Ú = Ú + = Ú = -, ɞˊɧŰŮ 

ɖ (1) ɔɑɜŮŰŬɘ 

2 2
2 2 2 2 2 2

2 2
1 (9 ) (9 )

9

x y
x ya a a a

a a
- = Ú - - = -
-

 (2). 

ȺɑɜŬɘ : 1 0 1x y y xe - + = Ú = +, ɞˊɧŰŮ ŬɜŰɘəŬɗɘůŰɩɜŰŬɠ ůŰɖ (2) ɏɢɞɡɛŮ: 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 4(9 ) ( 1) (9 ) (9 ) ( 2 1) 9x x x x xa a a a a a a a- - + = - Ú - - + + = - Ú 

2 2 2 2 2 2 4 2 2 2 4 2(9 ) 2 9 0 (9 2 ) 2 10 0x x x x xa a a a a a a a a aÚ - - - - - + = Ú - - + - =  

ũɘŬ ɜŬ ŮűɎˊŰŮŰŬɘ ɖ ŮɡɗŮɑŬ ůŰɖɜ ɡˊŮɟɓɞɚɐ ˊɟɏˊŮɘ ɖ ŰŮɚŮɡŰŬɑŬ Ůɝɑůɤůɖ ɜŬ ŮɑɜŬɘ 2
ɞɡ

 ɓŬɗɛɞɨ ɤɠ 

ˊɟɞɠ x, ŭɖɚŬŭɐ ˊɟɏˊŮɘ:

22

2 2 2 4 2

9
9 2 0

2
0

( 2 ) 4 (9 2 ) ( 10 ) 0

aa

a a a a

ë
ë ¸- ¸ î

Ú Úì ì
D=í î- - Ö - Ö - =í

  

4 4 2 6 4 4 6 4 2

3 3 2

2 2

4 4(9 90 2 20 ) 0 ( 2 29 90 ) 0

a a

a a a a a a a a a

ë ë
¸ ¸î î

Ú Ú Úì ì
î î- - - + = - - + - =íí

  

4 6 4 2 6 4 2

3 2 3 2

2 2

2 29 90 0 2 28 90 0

a a

a a a a a a a

ë ë
¸ ¸î î

Ú Ú Úì ì
î î+ - + = - + =íí

  

0

6 4 2 4 2 2 2

3 2 3 2 3 2

2 2 2

14 45 0 14 45 0 ( 9)( 5) 0

aa a a

a a a a a a a

¸
ë ë ë

¸ ¸ ¸î î î
Ú Ú Ú Úì ì ì
î î î- + = - + = - - =í í í

 

2 2 2

3 23 2 3 2

22 2

9 5 5 5ɐ

a g aa a

a a a a

<
ëë ë
¸¸ ¸î î î

Ú Ú Úì ì ì
î î î= = = =í í í

 , ɞˊɧŰŮ 
2 2 29 9 5b a b= - Ú = - Ú 

2 4 2b bÚ = Ú =. 

ɆɡɜŮˊɩɠ ɖ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɕɖŰɞɨɛŮɜɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ŮɑɜŬɘ 

2 2

' : 1
5 4

x y
C - =. 
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ȺɟɤŰɐůŮɘɠ əŬŰŬɜɧɖůɖɠ 3
ɞɡ

 əŮűŬɚŬɑɞɡ 

1. Ɂô ŬˊŬɜŰɐůŮŰŮ ɛŮ ɆɤůŰɧ (Ɇ) ɐ ȿɎɗɞɠ (ȿ) ůŰɘɠ ˊŬɟŬəɎŰɤ ˊɟɞŰɎůŮɘɠ. 

¶ ȼ Ůɝɑůɤůɖ 
2 2 , 0x y a a+ = > ˊŬɟɘůŰɎ əɨəɚɞ. 

¶ ȼ ˊŬɟŬɓɞɚɐ 
2: 2 , 0C x py p= < ɏɢŮɘ Űɖɜ ŮůŰɑŬ Űɖɠ ˊɎɜɤ ůŰɞɜ ɖɛɘɎɝɞɜŬ Ƀxȭ.  

¶ ȳŰŬɜ ɖ ŮəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬ ɛɘŬɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ ŰŮɑɜŮɘ ůŰɞ 0, ŰɧŰŮ ɖ ɏɚɚŮɘɣɖ ŰŮɑɜŮɘ ɜŬ ɔɑɜŮɘ 

əɨəɚɞɠ. 

¶ ȼ ɡˊŮɟɓɞɚɐ ɛô Ůɝɑůɤůɖ 

2 2

2 2
: 1

x y
C
a b
- = ŰɏɛɜŮɘ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ yȭy  ůŮ ŭɨɞ ůɖɛŮɑŬ. 

¶ ȳŰŬɜ ɛɘŬ ŮɡɗŮɑŬ əɘ ɏɜŬɠ əɨəɚɞɠ ɏɢɞɡɜ ɛɞɜŬŭɘəɧ əɞɘɜɧ ůɖɛŮɑɞ, ŰɧŰŮ ɖ ŮɡɗŮɑŬ 

ŮűɎˊŰŮŰŬɘ ůŰɞɜ əɨəɚɞ. 

¶ ȳŰŬɜ ɛɘŬ ŮɡɗŮɑŬ əŬɘ ɛɘŬ ˊŬɟŬɓɞɚɐ ɏɢɞɡɜ ɛɞɜŬŭɘəɧ əɞɘɜɧ ůɖɛŮɑɞ, ŰɧŰŮ ɖ ŮɡɗŮɑŬ 

ŮűɎˊŰŮŰŬɘ ůŰɖɜ ˊŬɟŬɓɞɚɐ. 

¶ Ƀɘ əŬŰŬəɧɟɡűŮɠ ŮűŬˊŰɞɛɏɜŮɠ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ 

2 2

2 2
: 1

x y
C
k l
+ = ŮɑɜŬɘ ɞɘ x k=  əŬɘ  

x k=-. 

¶ ɈˊɎɟɢɞɡɜ ɡˊŮɟɓɞɚɏɠ ˊɞɡ ɞɘ ŬůɨɛˊŰɤŰɏɠ Űɞɡɠ ŮɑɜŬɘ əɎɗŮŰŮɠ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ. 

¶ ȰɜŬ ůɖɛŮɑɞ ɀ(x1, y1) ŮɑɜŬɘ ŮɝɤŰŮɟɘəɧ Ůɜɧɠ əɨəɚɞɡ əɏɜŰɟɞɡ Ⱦ(x0, y0) əŬɘ ŬəŰɑɜŬɠ ɟ, 

Ŭɜ əŬɘ ɛɧɜɞ Ŭɜ ɘůɢɨŮɘ
2 2 2

1 0 1 0( ) ( )x x y y r- + - <. 

¶ ȼ ŭɘŮɡɗŮŰɞɨůŬ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ 
2:C y x=- ŮɑɜŬɘ ɖ ŮɡɗŮɑŬ 

1

4
x= . 

¶ Ƀɘ ŮɚɚŮɑɣŮɘɠ 

2 2

1 2 2
: 1

x y
C
a b
+ = əŬɘ 

2 2

2 2 2
: 1

x y
C
b a
+ =, ɛŮ Ŭ>ɓ>0, ɏɢɞɡɜ Űɖɜ ɑŭɘŬ 

ŮəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬ 
g

e
a
= , ɛŮ 

2 2 2g a b= - . 

¶ ȷɜ Ⱥȭ(-3, 0) əɘ Ⱥ(3, 0), ŰɧŰŮ Űɞ ůɨɜɞɚɞ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ ɀ Űɞɡ Ůˊɘˊɏŭɞɡ ɔɘŬ ŰŬ ɞˊɞɑŬ 

ɘůɢɨŮɘ ( ) ( ) 8ȭME - ME =ŮɑɜŬɘ ɡˊŮɟɓɞɚɐ ɛô ŮůŰɑŮɠ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ Ⱥ, Ⱥȭ. 

¶ Ƀ əɨəɚɞɠ 
2 2 2: ( ) ( ) , 0C x ya a a a- + - = ,̧ ŮűɎˊŰŮŰŬɘ ůŰɞɡɠ ɎɝɞɜŮɠ xȭx əŬɘ yȭy. 

¶ ȼ ˊŬɟŬɓɞɚɐ 
2: 2C y px=  ɏɢŮɘ ŮůŰɑŬ Űɞ ůɖɛŮɑɞ 0,

2

på õ
Eæ ö
ç ÷

. 

¶ ȷɜ ɀ1ɀ2 ŮɑɜŬɘ ɖ ɢɞɟŭɐ ɛɘŬ ɏɚɚŮɘɣɖɠ 

2 2

2 2
: 1, 0

x y
C a b
a b
+ = > >, ŰɧŰŮ ɘůɢɨŮɘ 

1 22 ( ) 2b a¢ MM ¢ . 

¶ ũɘŬ Űɖɜ ŮəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬ Ů Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ɘůɢɨŮɘ ɧŰɘ 0 1e< <. 
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2. Ƀ əɨəɚɞɠ 
2 2 2C: (x ) ya a- + =: 

Ŭ. ŮűɎˊŰŮŰŬɘ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx      

ɓ. ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ ȷ(0, Ŭ) 

ɔ. ŮűɎˊŰŮŰŬɘ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ yȭy 

3. ȼ ŮɡɗŮɑŬ : 1y xe = + əɘ ɞ əɨəɚɞɠ
2 2: 1C x y+ =: 

Ŭ. ŰɏɛɜɞɜŰŬɘ 

ɓ. ŮűɎˊŰɞɜŰŬɘ 

ɔ. ŭŮɜ ɏɢɞɡɜ əɞɘɜɎ ůɖɛŮɑŬ 

4. ȰůŰɤ ɞ əɨəɚɞɠ ɛŮ ˊŬɟŬɛŮŰɟɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ 2 , 2x ysunj hmj= =  ɧˊɞɡ 

[0,2 )j pÍ . ɇɞ ůɖɛŮɑɞ (1, 3)A ŮɑɜŬɘ: 

Ŭ. ŮůɤŰŮɟɘəɧ Űɞɡ əɨəɚɞɡ 

ɓ. ŮɝɤŰŮɟɘəɧ Űɞɡ əɨəɚɞɡ 

ɔ. ůɖɛŮɑɞ Űɞɡ əɨəɚɞɡ 

5.  

 

 

 

 

 

 

 

6. ȼ ˊŬɟŬɓɞɚɐ 
2: 2C y px=  ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(1, -2). ȼ ˊŬɟŬɓɞɚɐ ŬɡŰɐ: 

Ŭ. ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ 
1

, 2
2

å õ
Næ ö
ç ÷

  

  

  

  

ȷ 

Ⱥ 

ȸ 

Ƀ 
  

ŭ 

2 2y px=

  

x xȭ 

y 

yȭ 

ɆŰɞ ŭɘˊɚŬɜɧ ůɢɐɛŬ ŭ ŮɑɜŬɘ ɖ 

ŭɘŮɡɗŮŰɞɨůŬ əɘ Ⱥ ɖ ŮůŰɑŬ Űɖɠ 

ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ 
2: 2 , 0C y px p= >. ɇɞ 

ɛɐəɞɠ Űɖɠ ɢɞɟŭɐɠ ȷȸ ŮɑɜŬɘ ɑůɞ ɛŮ: 

 Ŭ. ȷȸ=
2

p
  

ɓ. ȷȸ=p 

ɔ. ȷȸ=2p 

ŭ. ȷȸ=4p 
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ɓ. ɏɢŮɘ ŮůŰɑŬ Űɞ ůɖɛŮɑɞ (4, 0) 

ɔ. ɏɢŮɘ ŭɘŮɡɗŮŰɞɨůŬ x= -2 

7.  

 

 

 

 

 

 

8.  

 

 

 

 

 

 

  

      ȸ. ɆŰɞ ɑŭɘɞ ůɢɐɛŬ Ŭɜ Űɞ Űɟɑɔɤɜɞ ȭE BE ŮɑɜŬɘ ɘůɧˊɚŮɡɟɞ, ŰɧŰŮ ɖ ŮəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬ Űɖɠ 

      ɏɚɚŮɘɣɖɠ ŮɑɜŬɘ ɑůɖ ɛŮ: 

      Ŭ.
1

2
e=  ,     ɓ. 2e= ,     ɔ. 1e= ,     ŭ. 

3

2
e=  

9. ȷɜ ɞɘ ŮɚɚŮɑɣŮɘɠ 

2 2

1 2 2
: 1
6 4

x y
C + = əŬɘ 

2 2

2 2 2
: 1, 2

2

x y
C a
a
+ = > ŮɑɜŬɘ ɧɛɞɘŮɠ, ŰɧŰŮ: 

Ŭ. 6a= ,     ɓ. 12a= ,     ɔ. 3a= ,     ŭ. 2a= . 

10. ȼ Ůɝɑůɤůɖ 

2 2

2
: 1
4 1

x y
C

l l
+ =

- -
 ˊŬɟɘůŰɎ ɏɚɚŮɘɣɖ ɧŰŬɜ: 

Ŭ. 1 2l< <,     ɓ. 2 2l- < <,    ɔ. 1l>,     ŭ.1 2l¢ ¢  

 

  

  

Ƀ 

ȷ(x0, y0) 

ȸ 
  

2: 2C y px=   

x xȭ 

y 

yȭ 

ɆŰɞ ŭɘˊɚŬɜɧ ůɢɐɛŬ ŮɑɜŬɘ A¸O əŬɘ 

.OA^ABɃɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɞɡ 

ůɖɛŮɑɞɡ ȸ ŮɑɜŬɘ: 

Ŭ. (p, -y0) 

ɓ. (x0, -2y0) 

ɔ. (2p, -y0) 

ŭ. (-p, 2x0) 

  

  

  

        A ȷȭ 

ȸ 

ȸȭ 

Ⱥȭ Ⱥ Ƀ x xȭ 

y 

yȭ 

ȷ. ɆŰɞ ŭɘˊɚŬɜɧ ůɢɐɛŬ ŰŬ 

ůɖɛŮɑŬ Ⱥ əɘ Ⱥȭ ŮɑɜŬɘ ɞɘ ŮůŰɑŮɠ 

Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ 

2 2

2 2
: 1

x y
C
a b
+ =. 

ɇɞ ɛɐəɞɠ Űɞɡ ŰɛɐɛŬŰɞɠ ȸȺ 

ŮɑɜŬɘ: 

Ŭ. ɛŮɔŬɚɨŰŮɟɞ Űɞɡ Ŭ 

ɓ. ɛɘəɟɧŰŮɟɞ Űɞɡ Ŭ 

ɔ. ɑůɞ ɛŮ Ŭ 
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11. Ƀɘ ɡˊŮɟɓɞɚɏɠ 

2 2

1 2 2
: 1
4 3

x y
C - = əŬɘ 

2 2

2 2 2
: 1
3 4

y x
C - = ɏɢɞɡɜ: 

Ŭ. ɑŭɘŮɠ ŬůɨɛˊŰɤŰŮɠ əŬɘ ɑŭɘŬ ŮəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬ 

ɓ. ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɏɠ ŬůɨɛˊŰɤŰŮɠ əŬɘ ɑŭɘŬ ŮəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬ 

ɔ. ɑŭɘŮɠ ŬůɨɛˊŰɤŰŮɠ əŬɘ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɐ ŮəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬ 

ŭ. ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɏɠ ŬůɨɛˊŰɤŰŮɠ əŬɘ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɐ ŮəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬ 

12. ȼ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Ů Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ 

2
2: 1

2

y
C x - =ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ( 3,2)M  ɏɢŮɘ 

Ůɝɑůɤůɖ: 

Ŭ. : 3 1 0x ye - + =,     ɓ. : 3 1 0x ye - - =,    ɔ. : 3 1 0x ye + - =,                              

ŭ. : 3 1 0x ye - - = 

13. ȷɜ Ⱥȭ, Ⱥ ŮɑɜŬɘ ɞɘ ŮůŰɑŮɠ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ 

2 2

: 1
36 9

x y
C - =əŬɘ ůɖɛŮɑɞ ɀ ŬɡŰɐɠ ŰɏŰɞɘɞ 

ɩůŰŮ (ɀȺ)=3, ŰɧŰŮ ŮɑɜŬɘ: 

Ŭ. (ɀȺȭ)=15,     ɓ. (ɀȺȭ)=6,     ɔ. (ɀȺȭ)=12,     ŭ. (ɀȺȭ)=10 

14. ɁŬ ůɡɜŭɏůŮŰŮ ɛŮ ɛɘŬ ɔɟŬɛɛɐ ŰŬ ůŰɞɘɢŮɑŬ Űɖɠ ˊɟɩŰɖɠ ůŰɐɚɖɠ ɛŮ Űô ŬɜŰɑůŰɞɘɢɎ Űɞɡɠ 

ůŰɖ ŭŮɨŰŮɟɖ ůŰɐɚɖ. 

 

 

 

 

 

 

15. Ƀ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧɠ Űɧˊɞɠ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ ɀ(Ŭ, ɓ) Űɞɡ Ůˊɘˊɏŭɞɡ, ɔɘŬ ŰŬ  ɞˊɞɑŬ ɖ Ůɝɑůɤůɖ 

2 0x xb a- + = ɏɢŮɘ ɛɘŬ ŭɘˊɚɐ ɟɑɕŬ, ŮɑɜŬɘ: 

Ŭ. ɛɘŬ ŮɡɗŮɑŬ,     ɓ. ɛɘŬ ɏɚɚŮɘɣɖ,     ɔ. ɛɘŬ ˊŬɟŬɓɞɚɐ,     ŭ. ɛɘŬ ɘůɞůəŮɚɐɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐ 

ȺəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬ 

¶ 
2

2
  

¶ 0 

¶ 
4

5
  

¶ 
5

4
  

¶ 2   

Ⱦɤɜɘəɐ 

¶ Ⱦɨəɚɞɠ 

 

¶ ȽůɞůəŮɚɐɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐ 

 

 

¶ ɈˊŮɟɓɞɚɐ 

 

¶ ȰɚɚŮɘɣɖ 
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16. ɁŬ ůɡɜŭɏůŮŰŮ ɛŮ ɛɘŬ ɔɟŬɛɛɐ ŰŬ ŭŮŭɞɛɏɜŬ Űɖɠ ˊɟɩŰɖɠ ůŰɐɚɖɠ ɛŮ Űô ŬɜŰɑůŰɞɘɢɎ Űɞɡɠ 

ůŰɖ ŭŮɨŰŮɟɖ ůŰɐɚɖ. 

 

 

 

 

 

 

17. ŪŮɤɟɞɨɛŮ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ Ⱦ(-1, -2), ȿ(3, -2) əɘ ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ ɀ Űɖɠ ɔɟŬɛɛɐɠ ɛô Ůɝɑůɤůɖ 

2 2: 5 2 20 16 0C x y x y+ - + + =. ɇɞ ɎɗɟɞɘůɛŬ (ɀȾ)+(ɀȿ) ŮɑɜŬɘ: 

Ŭ. ɛŮɔŬɚɨŰŮɟɞ Űɞɡ 5,     ɓ. ɛɘəɟɧŰŮɟɞ Űɞɡ 5,     ɔ. ɑůɞ ɛŮ 5 

18. ȼ Ůɝɑůɤůɖ 2 24 9 4y x= - ˊŬɟɘůŰɎ: 

Ŭ. ɛɘŬ ˊŬɟŬɓɞɚɐ,     ɓ. ɛɘŬ ɏɚɚŮɘɣɖ,     ɔ. ɛɘŬ ɡˊŮɟɓɞɚɐ,     ŭ. ŭɨɞ Ŭˊô ŬɡŰɏɠ Űɘɠ ɔɟŬɛɛɏɠ 

19. ȻŮɨɔɖ ˊŬɟɎɚɚɖɚɤɜ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɤɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ: 

ȷ. ůô ɏɜŬɜ əɨəɚɞ 

Ŭ. əŬɜɏɜŬ,     ɓ. ɏɜŬ,     ɔ. ŭɨɞ,     ŭ. ɎˊŮɘɟŬ 

ȸ. ůŮ ɛɘŬ ˊŬɟŬɓɞɚɐ 

Ŭ. əŬɜɏɜŬ,     ɓ. ɏɜŬ,     ɔ. ŭɨɞ,     ŭ. ɎˊŮɘɟŬ 

ũ. ůŮ ɛɘŬ ɏɚɚŮɘɣɖ 

Ŭ. əŬɜɏɜŬ,     ɓ. ɏɜŬ,     ɔ. ŭɨɞ,     ŭ. ɎˊŮɘɟŬ 

ȹ. ůŮ ɛɘŬ ɡˊŮɟɓɞɚɐ 

Ŭ. əŬɜɏɜŬ,     ɓ. ɏɜŬ,     ɔ. ŭɨɞ,     ŭ. ɎˊŮɘɟŬ 

 

 

 

 
 

Ⱥɝɑůɤůɖ 

¶ 
2 29 0x y- = 

¶ 
2 2 4 2 6 0x y x y+ - + - = 

¶ 
2 2 2 1 0y x y- - + =  

¶ 
2 24 8 2 4 0x y x y+ - + + =  

¶ 
2 2 2 4 4 0x y x y- + - - =   

Ⱦɤɜɘəɐ 

¶ ȰɚɚŮɘɣɖ 

¶ ɈˊŮɟɓɞɚɐ 

¶ ɄŬɟŬɓɞɚɐ 

¶ ȻŮɨɔɞɠ ŮɡɗŮɘɩɜ 

¶ Ⱦɨəɚɞɠ 
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ȷɆȾȼɆȺȽɆ 

ȺɜɧŰɖŰŬ I 

1. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɞɡ əɨəɚɞɡ C ɧŰŬɜ: 

Ŭ. ɏɢŮɘ ŭɘɎɛŮŰɟɞ Űɞ ŰɛɐɛŬ ɛŮ ɎəɟŬ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ(4, -3) əŬɘ ȸ(-4, 3) 

ɓ. ɏɢŮɘ əɏɜŰɟɞ Űɞ ůɖɛŮɑɞ Ⱦ(1, -2) əŬɘ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ ȷ(3, 1) 

ɔ. ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ(4, -3), ȸ(-2, 1) əŬɘ Űɞ əɏɜŰɟɞ Űɞɡ ŮɑɜŬɘ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ 

ŮɡɗŮɑŬɠ : 4 3 6 0x ye - - = 

ŭ. ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ(-3, 4), ȸ(4, 5) əŬɘ ũ(1, -4) 

Ů. ɏɢŮɘ əɏɜŰɟɞ Űɞ ůɖɛŮɑɞ Ⱦ(3, -1) əɘ ŮűɎˊŰŮŰŬɘ ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬ : 3 4 2 0x ye - + =  

ůŰ. ɏɢŮɘ əɏɜŰɟɞ Űɞ ůɖɛŮɑɞ Ⱦ(2, -1) əɘ ŬˊɞəɧˊŰŮɘ Ŭˊô Űɖɜ ŮɡɗŮɑŬ : 4 3 1 0x ye - - =

ɢɞɟŭɐ ɛɐəɞɡɠ 8 

ɕ. ɏɢŮɘ Űɞ əɏɜŰɟɞ Űɞɡ ůŰɞ 1
ɞ
 ŰŮŰŬɟŰɖɛɧɟɘɞ əɘ ŮűɎˊŰŮŰŬɘ ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬ 

: 4 3 12 0x ye - - = əŬɘ ůŰɞɡɠ ɎɝɞɜŮɠ xȭx, yȭy 

ɖ. ɏɢŮɘ ŬəŰɑɜŬ ɟ=5 əɘ ŬˊɞəɧˊŰŮɘ Ŭˊô Űɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx ɢɞɟŭɐ ɛɐəɞɡɠ 8 Ůɜɩ Ŭˊô Űɞɜ 

ɎɝɞɜŬ yȭy ɢɞɟŭɐ ɛɐəɞɡɠ 6 

ɗ. ɧŰŬɜ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɖɜ Ŭɟɢɐ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ əɘ ŮűɎˊŰŮŰŬɘ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ 

:3 4 12 0x ye + - = ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ ȷ(0, 3) 

ɘ. ŮɑɜŬɘ ŮɔɔŮɔɟŬɛɛɏɜɞɠ ůŰɞ Űɟɑɔɤɜɞ ˊɞɡ ůɢɖɛŬŰɑɕŮɘ ɖ ŮɡɗŮɑŬ : 3 4 60 0x ye + - =ɛŮ 

Űɞɡɠ ɎɝɞɜŮɠ xȭx əŬɘ yȭy. 

2. ɁŬ ŮɝŮŰɎůŮŰŮ ˊɞɘŮɠ Ŭˊô Űɘɠ ˊŬɟŬəɎŰɤ ŮɝɘůɩůŮɘɠ ˊŬɟɘůŰɎɜɞɡɜ əɨəɚɞ. ũɘô ŬɡŰɏɠ 

ɜŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ əɏɜŰɟɞ əŬɘ Űɖɜ ŬəŰɑɜŬ. 

Ŭ. 
2 2 4 6 3 0x y x y+ + - - =,     ɓ. 

2 2 3 4 0x y x+ - - =,                                           ɔ. 

2 2 2 7 0x y x y+ - - + =,     ŭ. 
2 2 6 8 25 0x y x y+ - + + =,                                           

Ů. 
2 23 3 6 9 1 0x y x y+ + - + =,     ůŰ.

2 2(2 3) (2 1) 4x y- + + =,                                        

ɕ. 
2 2 2 24 10 4 16 0x y x ya b a b+ - + + + =,                                                                     

ɖ. 
2 2 (3 1) ( 3) 3 1 0x y x yl l l+ + + + + + + = 
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3. ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ ɖ ůɢŮŰɘəɐ ɗɏůɖ Űɤɜ ŭɨɞ əɨəɚɤɜ əŬɘ ůŰɖ ůɡɜɏɢŮɘŬ (Ŭɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ) ɞɘ 

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɤɜ əɞɘɜɩɜ Űɞɡɠ ůɖɛŮɑɤɜ. 

Ŭ. 
2 2 2 2

1 2: 9, : ( 3) ( 4) 4C x y C x y+ = - + - =  

ɓ. 
2 2 2 2

1 2: 4 2 1 0, : 2 0C x y x y C x y x+ + - + = + - = 

ɔ. 
2 2 2 2

1 2: 1, C : 6 8 9 0C x y x y x y+ = + - - + = 

ŭ. 
2 2 2 2

1 2: ( 3) ( 2) 9, : ( 4) ( 3) 1C x y C x y- + - = - + - =  

Ů. 
2 2 2 2

1 2: 2 20 0, : ( 4) ( 5) 10C x y x C x y+ + - = - + + = 

4. ȹɑɜŮŰŬɘ ɞ əɨəɚɞɠ 
2 2: 4 8 0C x y x y l+ - + + =. ȷɜ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(-1, 0) ŬɜɐəŮɘ 

ůŰɞɜ əɨəɚɞ C, ɜŬ ɓɟŮɑŰŮ: 

Ŭ. Űɞ əɏɜŰɟɞ əŬɘ Űɖɜ ŬəŰɑɜŬ Űɞɡ əɨəɚɞɡ C 

ɓ. Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɞɡ əɨəɚɞɡ Cȭ, ɞ ɞˊɞɑɞɠ ŮűɎˊŰŮŰŬɘ ŮɝɤŰŮɟɘəɎ Űɞɡ əɨəɚɞɡ C ůŰɞ 

ůɖɛŮɑɞ ɀ əɘ ɏɢŮɘ ŭɘˊɚɎůɘŬ ŬəŰɑɜŬ Ŭˊô Űɞɜ əɨəɚɞ C. 

5. ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ Ůɝɑůɤůɖ 
2 2 2 2 1 0, [0,2 )x y x ysunq hmq q p+ - Ö - Ö - = Í. 

 Ŭ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɔɘŬ əɎɗŮ [0,2 )q pÍ ɖ Ůɝɑůɤůɖ ˊŬɟɘůŰɎ əɨəɚɞ, Űɞɡ ɞˊɞɑɞɡ ɜŬ 

ˊɟɞůŭɘɞɟɑůŮŰŮ Űɞ əɏɜŰɟɞ əŬɘ Űɖɜ ŬəŰɑɜŬ. 

ɓ. ȷɜ 
2

p
q= , ɜŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖɠ Űɞɡ əɨəɚɞɡ ůŰŬ ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ 

ɀ(1, 2). 

 ɔ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɔɘŬ Űɘɠ ŭɘɎűɞɟŮɠ Űɘɛɏɠ Űɞɡ ɗ ŰŬ əɏɜŰɟŬ Űɤɜ ˊŬɟŬˊɎɜɤ əɨəɚɤɜ 

ɓɟɑůəɞɜŰŬɘ ůŮ əɨəɚɞ ɛŮ əɏɜŰɟɞ Ƀ(0, 0) əŬɘ ŬəŰɑɜŬ ɟ=1. (ȺɝŮŰɎůŮɘɠ 2002) 

6. ȰɜŬ ůɖɛŮɑɞ ɀ ŭɘŬɔɟɎűŮɘ Űɞɜ əɨəɚɞ 
2 2: ( 6) ( 8) 25C x y- + - =. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖ 

ɛɏɔɘůŰɖ əŬɘ Űɖɜ ŮɚɎɢɘůŰɖ ŬˊɧůŰŬůɖ Űɖɠ Ŭɟɢɐɠ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ Ƀ Ŭˊô Űɞ ɀ. ɄɞɘŮɠ 

ŮɑɜŬɘ ŰɧŰŮ ɞɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɞɡ ɀ; 

7. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɤɜ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɤɜ Űɞɡ əɨəɚɞɡ 
2 2: ( 1) ( 3) 4C x y- + - =

ɞɘ ɞˊɞɑŮɠ ŭɘɏɟɢɞɜŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ Ʌ(0, 1). 

8. ȹɑɜŮŰŬɘ ɞ əɨəɚɞɠ 
2 2: ( 2) 3C x y- + =əŬɘ ɖ ŮɡɗŮɑŬ : y xe l= . ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖ 

ůɢŮŰɘəɐ ɗɏůɖ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞɜ əɨəɚɞ ɔɘŬ Űɘɠ ŭɘɎűɞɟŮɠ Űɘɛɏɠ Űɞɡ lÍ . 



ɥɻʃʂʈɻʐʅʆʗ ɩʍʋʎɻʉɻʐʋʇʅʎʈʋʞ ɛ˃ ɤʑʆʀʚʋʑ 

ɫʐʗʈʋʑ ɜʅʗʉʉʂʏ ɫʀʇʚɿɻ 215 
 

9. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ ŮɡɗŮɑŬ : 3 3x ye hmq sunq hmq sunqÖ + Ö = + - ŮűɎˊŰŮŰŬɘ 

Űɞɡ əɨəɚɞɡ 
2 2: ( 1) ( 3) 9C x y- + - = . 

10. ȹɑɜŮŰŬɘ ɞ əɨəɚɞɠ 
2 2: ( 2) ( 3) 25C x y- + + = əŬɘ Űɞ ůɖɛŮɑɞ Ʌ(1, 4). 

Ŭ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ Űɞ ůɖɛŮɑɞ Ʌ ŮɑɜŬɘ ŮɝɤŰŮɟɘəɧ Űɞɡ əɨəɚɞɡ. 

ɓ. ȷˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ Ʌ űɏɟɜɞɡɛŮ ŭɨɞ ŮűŬˊŰɧɛŮɜŮɠ ˊɟɞɠ Űɞɜ əɨəɚɞ əɘ ɏůŰɤ ȷ, ȸ ŰŬ 

ůɖɛŮɑŬ ŮˊŬűɐɠ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ: 

   i. Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɤɜ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɤɜ Ʌȷ əŬɘ Ʌȸ 

   ii . ŰŬ ɛɐəɖ Űɤɜ ŰɛɖɛɎŰɤɜ Ʌȷ əŬɘ Ʌȸ 

   iii . Űɖ ɔɤɜɑŬ ˊɞɡ ůɢɖɛŬŰɑɕɞɡɜ ɞɘ ŮűŬˊŰɞɛɏɜŮɠ Ʌȷ əŬɘ Ʌȸ 

   iv. Űɖɜ ŬˊɧůŰŬůɖ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ Ʌ Ŭˊô Űɖ ɢɞɟŭɐ ȷȸ. 

11. ȹɑɜɞɜŰŬɘ ɞɘ əɨəɚɞɘ 2 2

1 : 4 2 3 0C x y x y+ - - + = əŬɘ

2 2

2 : 10 4 21 0C x y x y+ - - + =.  

Ŭ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ ŰŬ əɏɜŰɟŬ Ⱦ1, Ⱦ2 əŬɘ Űɘɠ ŬəŰɑɜŮɠ ɟ1, ɟ2 Űɤɜ əɨəɚɤɜ C1 əŬɘ C2 

ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ. 

ɓ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɞɘ ŭɨɞ əɨəɚɞɘ ŰɏɛɜɞɜŰŬɘ əŬɘ ɜŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɤɜ 

əɞɘɜɩɜ Űɞɡɠ ůɖɛŮɑɤɜ ȷ əŬɘ ȸ. 

ɔ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɞɡ Ůɜɧɠ əɨəɚɞɡ ůô ɏɜŬ Ŭˊô ŰŬ əɞɘɜɎ Űɞɡɠ ůɖɛŮɑŬ 

ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ əɏɜŰɟɞ Űɞɡ Ɏɚɚɞɡ əɨəɚɞɡ. 

ŭ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɞɘ ŮűŬˊŰɞɛɏɜŮɠ Űɤɜ ŭɨɞ əɨəɚɤɜ ůô ɏɜŬ əɞɘɜɧ Űɞɡɠ ůɖɛŮɑɞ ŮɑɜŬɘ 

əɎɗŮŰŮɠ. 

Ů. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɘůɢɨŮɘ 
2 2 2

1 2 1 2( ) r rKK = +. 

ůŰ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ ɔɤɜɑŬ Űɤɜ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɤɜ ŭɨɞ ŰŮɛɜɧɛŮɜɤɜ əɨəɚɤɜ (Ⱦ1, ɟ1),     

(Ⱦ2, ɟ2) ůô ɏɜŬ əɞɘɜɧ Űɞɡɠ ůɖɛŮɑɞ ŮɑɜŬɘ ɞɟɗɐ Ŭɜ əŬɘ ɛɧɜɞ Ŭɜ ɘůɢɨŮɘ 

2 2 2

1 2 1 2( ) r rKK = +. 
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12. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ ůɖɛŮɑɞ ɀ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ : y xe =  ɩůŰŮ ŰŬ ŮűŬˊŰɧɛŮɜŬ ŰɛɐɛŬŰŬ ˊɞɡ 

ɎɔɞɜŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ɀ ˊɟɞɠ Űɞɡɠ əɨəɚɞɡɠ 
2 2

1 : ( 1) ( 1) 4C x y- + + = əŬɘ 

2 2

2 : ( 4) 1C x y+ + =ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɑůŬ. 

13. ȹɑɜŮŰŬɘ ɞ əɨəɚɞɠ 
2 2: ( 1) ( 3) 10C x y+ + - =.ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ 

ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖɠ Űɞɡ əɨəɚɞɡ ůŮ əɎɗŮ ɛɑŬ Ŭˊô Űɘɠ ˊŬɟŬəɎŰɤ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ: 

Ŭ. ɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ ŮɑɜŬɘ ˊŬɟɎɚɚɖɚɖ ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬ 1 : 2 1 0x ye - + =  

ɓ. ɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ ŮɑɜŬɘ əɎɗŮŰɖ ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬ 2 : 2 2 5 0x ye + + = 

ɔ. ɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ ůɢɖɛŬŰɑɕŮɘ ɛŮ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx ɔɤɜɑŬ 45w=  . 

14. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖɠ Űɞɡ əɨəɚɞɡ 
2 2: 4C x y+ = ɖ ɞˊɞɑŬ 

ůɢɖɛŬŰɑɕŮɘ ɛŮ Űɞɡɠ ɎɝɞɜŮɠ ɘůɞůəŮɚɏɠ Űɟɑɔɤɜɞ ɛŮ əɞɟɡűɐ Űɞ ůɖɛŮɑɞ Ƀ(0, 0). 

15. ȹɑɜɞɜŰŬɘ ɞɘ əɨəɚɞɘ 
2 2

1 : ( 1) ( 3) 25C x y- + - = əŬɘ 2 2

2 : ( 3) 25C x y- + =. 

Ŭ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖɠ Űɞɡ əɨəɚɞɡ C1 ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ Űɞɡ ȷ(4, -1). 

ɓ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɞɡ əɨəɚɞɡ C1 ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ Űɞɡ ȷ(4, -1) ŮűɎˊŰŮŰŬɘ əŬɘ 

ůŰɞɜ əɨəɚɞ C2. 

16. ȹɑɜɞɜŰŬɘ ɞɘ əɨəɚɞɘ 
2 2 2

1 : ( 3 ) ( 1)C x yl r- + - = əŬɘ 

2 2 2

2 : ( 4) ( )C x y l r+ + - =, ɧˊɞɡ lÍ . ȷɜ ɖ ŮɡɗŮɑŬ :8 6 5 0x ye - + =

ŮɑɜŬɘ əɞɘɜɐ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɤɜ ŭɨɞ əɨəɚɤɜ, ɜŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ ɚ əŬɘ Űɖɜ ŬəŰɑɜŬ ɟ. 

17. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ əɞɘɜɏɠ ŮűŬˊŰɞɛɏɜŮɠ Űɤɜ əɨəɚɤɜ 2 2

1 : 9C x y+ = əŬɘ  

2 2

2 : ( 1) ( 2) 4C x y- + + =. 

18. ŪŮɤɟɞɨɛŮ Űɞɜ əɨəɚɞ 
2 2: 16C x y+ =  əŬɘ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(ɚ-3, ɚ+3), lÍ . 

Ŭ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ ŮɑɜŬɘ ŮɝɤŰŮɟɘəɧ Űɞɡ əɨəɚɞɡ C ɔɘŬ əɎɗŮ lÍ . 

ɓ. ȷˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ űɏɟɜɞɡɛŮ Űɘɠ ŮűŬˊŰɧɛŮɜŮɠ ůŰɞɜ əɨəɚɞ C əɘ ɞɜɞɛɎɕɞɡɛŮ ȷ əŬɘ ȸ 

ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ŮˊŬűɐɠ. 

   i. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ ŮɡɗŮɑŬ ȷȸ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊɧ ůŰŬɗŮɟɧ ůɖɛŮɑɞ (ŬɜŮɝɎɟŰɖŰɞ Űɞɡ ɚ). 

   ii . ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞɡɠ Ŭɟɘɗɛɞɨɠ lÍ , ɔɘŬ Űɞɡɠ ɞˊɞɑɞɡɠ ɖ ŮɡɗŮɑŬ ȷȸ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ 

ůɖɛŮɑɞ Ʌ(3, -1). 
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19. ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ Ůɝɑůɤůɖ
2 2 ( 2) 2 2 0x y x yl l+ + - - + - = (1). 

Ŭ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ Űɘɛɏɠ Űɞɡ lÍ  ɔɘŬ Űɘɠ ɞˊɞɑŮɠ ɖ (1) ˊŬɟɘůŰɎ Ůɝɑůɤůɖ əɨəɚɞɡ. 

ɓ. ũɘŬ Űɘɠ ˊŬɟŬˊɎɜɤ Űɘɛɏɠ Űɞɡ ɚ, ɜŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɞ əɨəɚɞɠ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊɧ ůŰŬɗŮɟɧ 

ůɖɛŮɑɞ. 

ɔ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ Űɘɛɏɠ Űɞɡ lÍ ɩůŰŮ ɞ əɨəɚɞɠ ˊɞɡ ˊŮɟɘɔɟɎűŮŰŬɘ Ŭˊô Űɖɜ (1) ɜŬ 

ŮűɎˊŰŮŰŬɘ ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬ : 4 3 1 0x ye - + =. 

20. ŪŮɤɟɞɨɛŮ ɏɜŬɜ ˊɚɖɗɡůɛɧ Ŭˊɧ 1999 ɛɡɟɛɐɔəɘŬ. ȾɎɗŮ ɛɡɟɛɐɔəɘ ɢŬɟŬəŰɖɟɑɕŮŰŬɘ 

Ŭˊɧ ɏɜŬɜ Ŭɟɘɗɛɧ n=1, 2, 3, é, 1999 əŬɘ əɘɜŮɑŰŬɘ ˊɎɜɤ ůŰɞ əŬɟŰŮůɘŬɜɧ ŮˊɑˊŮŭɞ 

Ƀxy ŭɘŬɔɟɎűɞɜŰŬɠ ɛɘŬ ŰɟɞɢɘɎ ɛô Ůɝɑůɤůɖ 
2 2( 1) 2n( 1)x y x y- + = + -.  

ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ: 

Ŭ. ɖ ŰɟɞɢɘɎ əɎɗŮ ɛɡɟɛɖɔəɘɞɨ ŮɑɜŬɘ əɨəɚɞɠ əŬɘ ɜŬ ɓɟŮɗɞɨɜ ɞɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɞɡ 

əɏɜŰɟɞɡ Űɞɡ 

ɓ. əŬŰɎ Űɖɜ əɑɜɖůɐ Űɞɡɠ ɧɚŬ ŰŬ ɛɡɟɛɐɔəɘŬ ŭɘɏɟɢɞɜŰŬɘ Ŭˊɧ ůŰŬɗŮɟɧ ůɖɛŮɑɞ ȷ 

(ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ɖ űɤɚɘɎ Űɞɡɠ), Űɞɡ ɞˊɞɑɞɡ ɜŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ 

ɔ. ɞɘ Űɟɞɢɘɏɠ ɧɚɤɜ Űɤɜ ɛɡɟɛɖɔəɘɩɜ ŮűɎˊŰɞɜŰŬɘ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ : 1 0x ye + - =ůŰɞ 

ůɖɛŮɑɞ ȷ.  (ȺɝŮŰɎůŮɘɠ 1999) 

21. ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ Ůɝɑůɤůɖ 
2 2 ( 1) 3 0x y x yl l+ + - - - = (1). ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ: 

Ŭ. ɖ (1) ˊŬɟɘůŰɎ əɨəɚɞ Cɚ ɔɘŬ əɎɗŮ lÍ  

ɓ. ɧɚɞɘ ɞɘ əɨəɚɞɘ Cɚ ɏɢɞɡɜ ɛɘŬ əɞɘɜɐ ɢɞɟŭɐ Űɖɠ ɞˊɞɑŬɠ ɜŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ. 

ɔ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ŰŬ əɏɜŰɟŬ Űɤɜ əɨəɚɤɜ Cɚ Ŭɜɐəɞɡɜ ůŮ ůŰŬɗŮɟɐ ŮɡɗŮɑŬ. 

22. ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ ŮɡɗŮɑŬ :5 3 2 0x ye + + = əŬɘ ɞ əɨəɚɞɠ 
2 2: 2 0C x y x+ - - =. 

Ŭ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ ŮɡɗŮɑŬ əŬɘ ɞ əɨəɚɞɠ ŰɏɛɜɞɜŰŬɘ əŬɘ ɜŬ ɓɟŮɗɞɨɜ ɞɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ 

Űɤɜ əɞɘɜɩɜ Űɞɡɠ ůɖɛŮɑɤɜ ɀ əŬɘ Ɂ. 

ɓ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ Ůɝɑůɤůɖ 
2 2 2 (5 3 2) 0x y x x yl+ - - + + + =(1) ˊŬɟɘůŰɎ əɨəɚɞ 

Cɚ ˊɞɡ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ɀ əŬɘ Ɂ, ɔɘŬ əɎɗŮ lÍ . ũɘŬ ˊɞɘŬ Űɘɛɐ Űɞɡ ɚ ɞ 

əɨəɚɞɠ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɖɜ Ŭɟɢɐ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ; 

ɔ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ŰŬ əɏɜŰɟŬ Űɤɜ əɨəɚɤɜ Ŭɜɐəɞɡɜ ůô ŮɡɗŮɑŬ Ůȭ, Űɖɠ ɞˊɞɑŬɠ ɜŬ ɓɟŮɑŰŮ 

Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ. 
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23. ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ Ůɝɑůɤůɖ 
2 2 (2 1) ( 1) 1 0x y x yl l+ - - + - - = (1). 

Ŭ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ (1) ˊŬɟɘůŰɎ əɨəɚɞ Cɚ, ɔɘŬ əɎɗŮ lÍ , Űɞɡ ɞˊɞɑɞɡ ɜŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ 

əɏɜŰɟɞ Ⱦ əŬɘ Űɖɜ ŬəŰɑɜŬ ɟ. 

ɓ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧ Űɧˊɞ Űɤɜ əɏɜŰɟɤɜ Űɤɜ əɨəɚɤɜ Cɚ, ɔɘŬ əɎɗŮ lÍ . 

ɔ. ȷˊô Űɞɡɠ əɨəɚɞɡɠ Cɚ ɜŬ ɓɟŮɗŮɑ ŬɡŰɧɠ ɛŮ Űɖ ɛɘəɟɧŰŮɟɖ ŭɡɜŬŰɐ ŬəŰɑɜŬ. ɄɞɘŬ ŮɑɜŬɘ ɖ 

ŬəŰɑɜŬ ŬɡŰɐ; 

24. ȰůŰɤ C ɞ əɨəɚɞɠ ˊɞɡ ɏɢŮɘ əɏɜŰɟɞ Űɖɜ Ŭɟɢɐ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ əŬɘ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ 

ůɖɛŮɑɞ ȷ(3Ŭ, 0) əŬɘ ɀ ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ Űɞɡ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɧŰŬɜ Űɞ ɀ ŭɘŬɔɟɎűŮɘ Űɞɜ 

əɨəɚɞ C, ŰɧŰŮ Űɞ əɏɜŰɟɞ ɓɎɟɞɡɠ G Űɞɡ Űɟɘɔɩɜɞɡ OAM ŭɘŬɔɟɎűŮɘ Űɞɜ əɨəɚɞ 

2 2 2' : ( )C x ya a- + =. 

25. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧ Űɧˊɞ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ ɀ Űɞɡ Ůˊɘˊɏŭɞɡ, Ŭˊô ŰŬ ɞˊɞɑŬ 

ɎɔɞɜŰŬɘ əɎɗŮŰŮɠ ŮűŬˊŰɧɛŮɜŮɠ ˊɟɞɠ Űɞɜ əɨəɚɞ 
2 2: 2 4 1 0C x y x y+ - - + =. 

26. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧ Űɧˊɞ Űɤɜ ɛɏůɤɜ Űɤɜ ɢɞɟŭɩɜ Űɞɡ əɨəɚɞɡ 

2 2: ( 1) ( 6) 20C x y- + + = ˊɞɡ ɎɔɞɜŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ Ʌ(1, 2). 

27. ȷ. ȹɑɜɞɜŰŬɘ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ(1, 2) əŬɘ ȸ(2, -1).ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧ Űɧˊɞ Űɤɜ 

ůɖɛŮɑɤɜ ɀ Űɞɡ Ůˊɘˊɏŭɞɡ, ɔɘŬ ŰŬ ɞˊɞɑŬ ɘůɢɨŮɘ: 

Ŭ.
2 2( ) ( ) 6MA + MB =,     ɓ.090

Ø

AMB=   

ȸ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧ Űɧˊɞ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ

2 2

2 2

5 6 5 7 1
, ,

1 1

l l l
l

l l

å õ+ + - -
M Íæ ö

+ +ç ÷
. 

28. ȰůŰɤ Űɞ Űɟɑɔɤɜɞ ɛŮ əɞɟɡűɏɠ ȷ(3, 5), ȸ(2, -4) əŬɘ ũ(-5, -1). ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɞ 

ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧɠ Űɧˊɞɠ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ  ɀ Űɞɡ Ůˊɘˊɏŭɞɡ, ɔɘŬ ŰŬ ɞˊɞɑŬ ɘůɢɨŮɘ 

2 2 2 107MA +MB +MG =, ŮɑɜŬɘ əɨəɚɞɠ ɛŮ əɏɜŰɟɞ Űɞ ɓŬɟɨəŮɜŰɟɞ Űɞɡ 

Űɟɘɔɩɜɞɡ ABG. 

29. ȹɑɜɞɜŰŬɘ ɞɘ ŮɡɗŮɑŮɠ 1 : x ye sunq hmq aÖ + Ö = əɘ 2 : x ye hmq sunq bÖ - Ö =, 

[0,2 )q pÍ . ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ Űɞ ůɖɛŮɑɞ Űɞɛɐɠ Űɤɜ ŮɡɗŮɘɩɜ Ů1 əɘ Ů2 ŭɘŬɔɟɎűŮɘ Űɞɜ 

əɨəɚɞ 
2 2 2 2:C x y a b+ = +, ɔɘŬ əɎɗŮ Űɘɛɐ Űɞɡ [0,2 )q pÍ . 
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30. ȹɑɜɞɜŰŬɘ ɞɘ əɨəɚɞɘ 
2 2

1 : 1C x y+ =, 
2 2

2 : ( 2) 4C x y- + =əŬɘ ɖ ŮɡɗŮɑŬ 

: y xe l b= +  , ɧˊɞɡ ,l bÍ . 

Ŭ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ ŬˊɞůŰɎůŮɘɠ Űɤɜ əɏɜŰɟɤɜ Űɤɜ əɨəɚɤɜ C1 əŬɘ C2 Ŭˊô Űɖɜ  ŮɡɗŮɑŬ Ů. 

ɓ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ Űɘɛɏɠ Űɤɜ ɚ əŬɘ ɓ, ɔɘŬ Űɘɠ ɞˊɞɑŮɠ ɖ ŮɡɗŮɑŬ ŮűɎˊŰŮŰŬɘ əŬɘɠ Űɞɡɠ ŭɨɞ 

əɨəɚɞɡɠ. 

ɔ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɞɘ əɞɘɜɏɠ ŮűŬˊŰɧɛŮɜŮɠ Űɤɜ əɨəɚɤɜ C1 əŬɘ C2 ŰɏɛɜɞɜŰŬɘ ˊɎɜɤ ůŰɞɜ 

ɎɝɞɜŬ xȭx əŬɘ ůɢɖɛŬŰɑɕɞɡɜ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ ɔɤɜɑŬ 60
ɞ
. 

31. ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ Ůɝɑůɤůɖ 
2 2 6 8 0x y x ym l+ + + = (1), ɧˊɞɡ ɚ, ɛ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɞɑ Ŭɟɘɗɛɞɑ 

ŭɘɎűɞɟɞɘ Űɞɡ 0. 

Ŭ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɔɘŬ əɎɗŮ Űɘɛɐ Űɤɜ ɚ əŬɘ ɛ ɖ (1) ˊŬɟɘůŰɎ əɨəɚɞ ˊɞɡ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô 

Űɖɜ Ŭɟɢɐ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ. 

ɓ. ȰůŰɤ ɧŰɘ ɔɘŬ Űɞɡɠ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɞɨɠ Ŭɟɘɗɛɞɨɠ ɚ əŬɘ ɛ ɘůɢɨŮɘ ɖ ůɢɏůɖ 3ɛ+2ɚ=0 (2). 

   i. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɧɚɞɘ ɞɘ əɨəɚɞɘ ˊɞɡ ɞɟɑɕɞɜŰŬɘ Ŭˊô Űɖɜ (1) ɔɘŬ Űɘɠ ŭɘɎűɞɟŮɠ Űɘɛɏɠ 

Űɤɜ ɚ əŬɘ ɛ, ɏɢɞɡɜ ŰŬ əɏɜŰɟŬ Űɞɡɠ ůŮ ŮɡɗŮɑŬ Ů ˊɞɡ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɖɜ Ŭɟɢɐ Űɤɜ 

Ŭɝɧɜɤɜ. 

   ii . ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ Űɘɛɏɠ Űɤɜ ɚ əŬɘ ɛ ɏŰůɘ ɩůŰŮ, Ŭɜ ȷ, ȸ ŮɑɜŬɘ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ Űɞɛɐɠ Űɞɡ 

ŬɜŰɑůŰɞɘɢɞɡ əɨəɚɞɡ ɛŮ Űɖɜ ŮɡɗŮɑŬ : 2 0x yh + + =, ɜŬ ɘůɢɨŮɘ 0OAÖOB=. 

   iii . ũɘŬ Űɘɠ Űɘɛɏɠ Űɤɜ ɚ əŬɘ ɛ ˊɞɡ ɓɟɐəŬŰŮ ůŰɞ ˊɟɞɖɔɞɨɛŮɜɞ ŮɟɩŰɖɛŬ, ɜŬ 

ɡˊɞɚɞɔɑůŮŰŮ Űɞ ŮɛɓŬŭɧɜ Űɞɡ Űɟɘɔɩɜɞɡ AOB.  (ȺɝŮŰɎůŮɘɠ 2001) 

32. ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ Ůɝɑůɤůɖ ( 1)( 3) ( 3)( 5) 0x x y y- - + - - = (1). 

Ŭ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ (1) ˊŬɟɘůŰɎ əɨəɚɞ, Űɞɡ ɞˊɞɑɞɡ ɜŬ ˊɟɞůŭɘɞɟɑůŮŰŮ Űɞ əɏɜŰɟɞ əŬɘ 

Űɖɜ ŬəŰɑɜŬ. 

ɓ. ɆŮ ŰɞˊɞɔɟŬűɘəɧ ůɢŮŭɘɎɔɟŬɛɛŬ ɛŮ əŬɟŰŮůɘŬɜɧ ůɨůŰɖɛŬ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ Ƀxy, ŰŬ 

ůɖɛŮɑŬ ȷ(1, 3), ȸ(3, 3), ũ(3, 5) əŬɘ ȹ(1, 5) ˊŬɟɘůŰɎɜɞɡɜ Űɘɠ ɗɏůŮɘɠ ŰŮůůɎɟɤɜ ŭɐɛɤɜ. 

ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɢŬɟŬɢɗŮɑ ˊŮɟɘűŮɟŮɘŬəɧɠ əɡəɚɘəɧɠ ŭɟɧɛɞɠ ˊɞɡ ɜŬ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ 

Ŭˊô Űɞɡɠ ŰɏůůŮɟɘɠ ŭɐɛɞɡɠ. 

ɔ. ȷɜ ɗŮɤɟɐůɞɡɛŮ ɧŰɘ ůŰɞ ɑŭɘɞ ůɨůŰɖɛŬ Ŭɝɧɜɤɜ Űɞɡ ŮɟɤŰɐɛŬŰɞɠ (ɓ), ɞɘ       

ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Ůɜɧɠ ŬɡŰɞəɘɜɐŰɞɡ Ⱦ ɔɘŬ əɎɗŮ ɢɟɞɜɘəɐ ůŰɘɔɛɐ t>0 ŮɑɜŬɘ (t, t+2), ɜŬ 

ɓɟŮɑŰŮ Ŭɜ ɖ ɔɟŬɛɛɐ ůŰɖɜ ɞˊɞɑŬ əɘɜŮɑŰŬɘ Űô ŬɡŰɞəɑɜɖŰɞ ůɡɜŬɜŰɎ Űɞɜ əɡəɚɘəɧ ŭɟɧɛɞ əɘ 

Ŭɜ ɜŬɘ, ůŮ ˊɞɘŬ ůɖɛŮɑŬ;   (ȺˊŬɜŬɚɖˊŰɘəɏɠ 2000) 
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ȺɜɧŰɖŰŬ  II  

33. ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ ɖ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ ˊɞɡ ɏɢŮɘ əɞɟɡűɐ Űɖɜ Ŭɟɢɐ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ əɘ 

ɎɝɞɜŬ ůɡɛɛŮŰɟɑŬɠ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx, ůŮ əŬɗŮɛɘɎ Ŭˊô Űɘɠ ˊŬɟŬəɎŰɤ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ: 

Ŭ. ɧŰŬɜ ɏɢŮɘ ŮůŰɑŬ Űɞ ůɖɛŮɑɞ Ⱥ(-2, 0) 

ɓ. ɧŰŬɜ ɏɢŮɘ ŭɘŮɡɗŮŰɞɨůŬ Űɖɜ ŮɡɗŮɑŬ 
1

4
x=  

ɔ. ɧŰŬɜ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ (1, 3)A . 

34. ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ ɖ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ ˊɞɡ ɏɢŮɘ əɞɟɡűɐ Űɖɜ Ŭɟɢɐ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ əɘ 

ɎɝɞɜŬ ůɡɛɛŮŰɟɑŬɠ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ yȭy, ůŮ əɎɗŮ ɛɑŬ Ŭˊô Űɘɠ ˊŬɟŬəɎŰɤ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ: 

Ŭ. ɧŰŬɜ ɏɢŮɘ ŮůŰɑŬ Ⱥ(0, 6) 

ɓ. ɧŰŬɜ ɏɢŮɘ ŭɘŮɡɗŮŰɞɨůŬ Űɖɜ ŮɡɗŮɑŬ 4y=   

ɔ. ɧŰŬɜ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ ȷ(-2, 1). 

35. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ ŮůŰɑŬ əŬɘ Űɖ ŭɘŮɡɗŮŰɞɨůŬ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ ůŮ əɎɗŮ ɛɑŬ Ŭˊô Űɘɠ 

ˊŬɟŬəɎŰɤ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ: 

Ŭ. 
2 8y x= ,     ɓ.

22x y- = ,     ɔ. 
2 5y x=- ,     ŭ. 

2 1

4
x y= ,     Ů.

21
, 0

2
y x a

a
= ¸

, 

ůŰ.
2 2( 1)y xa= + ,     ɕ.

2 3y x=- ,     ɖ.
2 1

4 15
x y=

-
 

36. ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ ˊŬɟŬɓɞɚɐ 
2: 8C y x= . ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖɠ Űɖɠ 

ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ, ɖ ɞˊɞɑŬ: 

Ŭ. ŮɑɜŬɘ ˊŬɟɎɚɚɖɚɖ ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬ 1 : 5y xe = +  

ɓ. ŮɑɜŬɘ əɎɗŮŰɖ ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬ 2

1
: 3

2
y xe =- +  

ɔ. ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ ȷ(-1, 0) 

ŭ. ŬˊɏɢŮɘ Ŭˊô Űɖɜ ŮůŰɑŬ Ⱥ ŬˊɧůŰŬůɖ ɑůɖ ɛŮ 4 
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Ů. ůɢɖɛŬŰɑɕŮɘ ɛŮ Űɞɡɠ ɎɝɞɜŮɠ Űɟɑɔɤɜɞ ɛŮ ŮɛɓŬŭɧɜ 2 ŰŮŰ. ɛɞɜɎŭŮɠ. 

37. ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ ˊŬɟŬɓɞɚɐ 
2: 4C x y= . ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖɠ Űɖɠ 

ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ: 

Ŭ. ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ȷ(-2, 1) 

ɓ. ɖ ɞˊɞɑŬ ŮɑɜŬɘ ˊŬɟɎɚɚɖɚɖ ůŰɖ ŮɡɗŮɑŬ 1

1
: 3

2
y xe = -  

ɔ. ɖ ɞˊɞɑŬ ŮɑɜŬɘ əɎɗŮŰɖ ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬ 2 : 5y xe =- +  

ŭ. ɖ ɞˊɞɑŬ ůɢɖɛŬŰɑɕŮɘ ɛŮ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx ɔɤɜɑŬ 135
ɞ
 

Ů. ɖ ɞˊɞɑŬ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ Ʌ(-4, 1). 

38. ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ ˊŬɟŬɓɞɚɐ 2

1 : 4C y x=  əŬɘ ɞ əɨəɚɞɠ 
2 2

2 : ( 3) 8C x y- + = . 

Ŭ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ ŰŬ əɞɘɜɎ ůɖɛŮɑŬ A əŬɘ B Űɤɜ C1 əŬɘ C2. 

ɓ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɞɘ C1 əŬɘ C2 ɏɢɞɡɜ Űɘɠ ɑŭɘŮɠ ŮűŬˊŰɧɛŮɜŮɠ ůŰŬ əɞɘɜɎ Űɞɡɠ ůɖɛŮɑŬ     

(ɞ əɨəɚɞɠ əŬɘ ɖ ˊŬɟŬɓɞɚɐ ŮűɎˊŰɞɜŰŬɘ). 

39. ȷ. ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ ˊŬɟŬɓɞɚɐ 
2: 2C y x=  əŬɘ ɖ ŮɡɗŮɑŬ : 8 0x ye l- - =. ɁŬ 

ɛŮɚŮŰɐůŮŰŮ Űɖ ůɢŮŰɘəɐ Űɞɡɠ ɗɏůɖ ɔɘŬ Űɘɠ ŭɘɎűɞɟŮɠ Űɘɛɏɠ Űɞɡ lÍ . 

ȸ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ ŮɡɗŮɑŬ : , 0y xe l b l= + ,̧ ŮűɎˊŰŮŰŬɘ ůŰɖɜ ˊŬɟŬɓɞɚɐ 

2: 2C y px=  Ŭɜ əŬɘ ɛɧɜɞ Ŭɜ p=2ɚɓ. 

40. ȰůŰɤ ɖ ˊŬɟŬɓɞɚɐ 
2: 12C y x= . ȷɜ ɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ 

Űɖɠ (1,2 3)A ŰɏɛɜŮɘ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ ȸ, ɜŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ Űɞ Űɟɑɔɤɜɞ 

EAB ŮɑɜŬɘ ɘůɧˊɚŮɡɟɞ. 

41. ȼ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Ů ɛɘŬɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ 
2: 2C y px=  , ůô ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ȷ 

ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɧ Űɖɠ əɞɟɡűɐɠ Ƀ, ŰɏɛɜŮɘ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ yȭy ůô ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ ȸ əŬɘ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ 

xȭx ůô ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ ũ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ Űɞ ȸ ŮɑɜŬɘ Űɞ ɛɏůɞ Űɞɡ ŮɡɗɡɔɟɎɛɛɞɡ 

ŰɛɐɛŬŰɞɠ ȷũ. 

42. ȼ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Ů ɛɘŬɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ 
2: 2C y px= , ůô ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ɀ 

ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɧ Űɖɠ əɞɟɡűɐɠ Ƀ, ŰɏɛɜŮɘ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx ůŰɞ ȷ. ȼ əɎɗŮŰɖ Ůȭ Űɖɠ Ů ůŰɞ 
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ůɖɛŮɑɞ ɀ ŰɏɛɜŮɘ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx ůŰɞ ȸ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ əŬɘ ȸ ŮɑɜŬɘ 

ůɡɛɛŮŰɟɘəɎ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɖɜ ŮůŰɑŬ Ⱥ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ. 

43. ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ ˊŬɟŬɓɞɚɐ 
2: 2C y px= . ȷɜ ɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ C ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ȷ 

ŰɏɛɜŮɘ Űɖ ŭɘŮɡɗŮŰɞɨůŬ ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ ȸ əŬɘ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ yȭy ůŰɞ  ůɖɛŮɑɞ Ⱦ, ɜŬ ŭŮɑɝŮŰŮ 

ɧŰɘ: 

Ŭ. 90
Ø

AEB=,     ɓ.EK^AB,     ɔ.
2( ) ( ) ( )EK = KA Ö KB. 

44. ȰůŰɤ ɖ ˊŬɟŬɓɞɚɐ 
2: 2C y px=  əɘ ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ȷ(x1, y1). ūɏɟɜɞɡɛŮ Űɖɜ 

ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ ůŰɞ ȷ, ˊɞɡ ŰɏɛɜŮɘ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx ůŰɞ ȸ əŬɘ Űɖɜ 

ˊŬɟɎɚɚɖɚɖ Ŭˊô Űɞ ȷ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx , ˊɞɡ ŰɏɛɜŮɘ Űɖ ŭɘŮɡɗŮŰɞɨůŬ ůŰɞ ũ. ɁŬ 

ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ Űɞ ŰŮŰɟɎˊɚŮɡɟɞ ȷȺũȸ ŮɑɜŬɘ ɟɧɛɓɞɠ. 

45. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ C ˊɞɡ ɏɢŮɘ ŮůŰɑŬ Ⱥ(2, 3) əŬɘ ŭɘŮɡɗŮŰɞɨůŬ 

Űɖɜ ŮɡɗŮɑŬ : 1 0x yd + + =. 

46.  ȰůŰɤ ɖ ˊŬɟŬɓɞɚɐ 
2: 2 , 0C y px p= >. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɔɘŬ əɎɗŮ ůɖɛŮɑɞ ɀ(x, y) 

Űɖɠ C, ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɧ Ŭˊô Űɖɜ əɞɟɡűɐ Űɖɠ, ɘůɢɨŮɘ 
1 1 2

2x p y
+ ² . 

47. ȹɑɜɞɜŰŬɘ ɞɘ ˊŬɟŬɓɞɚɏɠ 
2

1 : 2C y px=  əŬɘ 
2

2 : 2C x py= . 

Ŭ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɞɘ C1 əŬɘ C2 ŰɏɛɜɞɜŰŬɘ ůŰŬ ůɖɛŮɑŬ Ƀ(0, 0) əŬɘ ȷ(2p, 2p). 

ɓ. ȷɜ ɞɘ ŮűŬˊŰɧɛŮɜŮɠ Űɤɜ C1 əŬɘ C2 ůŰɞ ȷ Űɏɛɜɞɡɜ Űɘɠ C2 əŬɘ C1 ůŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȸ əŬɘ ũ 

ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ, ɜŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ ȸũ ŮɑɜŬɘ əɞɘɜɐ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɤɜ C1 əŬɘ C2. 

48. ŪŮɤɟɞɨɛŮ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ(-2, 1), ȸ(0, 3) əɘ ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ ɀ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ 

2: 4C y x= . ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ Űɞ ŮɛɓŬŭɧɜ Űɞɡ Űɟɘɔɩɜɞɡ MAB ŭŮɜ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ 

ŮɑɜŬɘ ɛɘəɟɧŰŮɟɞ Űɤɜ 2 ŰŮŰ. ɛɞɜɎŭɤɜ. 

49. ŪŮɤɟɞɨɛŮ Űɖɜ ŮɡɗŮɑŬ : 2 4 0x ye - + = əŬɘ Űɖɜ ˊŬɟŬɓɞɚɐ 
2: 16C y x= . 

Ŭ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ ŮɡɗŮɑŬ əŬɘ ɖ ˊŬɟŬɓɞɚɐ ŭŮɜ ɏɢɞɡɜ əɞɘɜɎ ůɖɛŮɑŬ. 

ɓ. ȷˊɧ ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ ɀ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ Ů űɏɟɜɞɡɛŮ Űɘɠ ŮűŬˊŰɧɛŮɜŮɠ ůŰɖ C əɘ ɞɜɞɛɎɕɞɡɛŮ 

ȷ əŬɘ ȸ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ŮˊŬűɐɠ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ, ɧŰŬɜ Űɞ ɀ ŭɘŬɔɟɎűŮɘ Űɖɜ ŮɡɗŮɑŬ Ů, ɖ 

ŮɡɗŮɑŬ ȷȸ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊɧ ůŰŬɗŮɟɧ ůɖɛŮɑɞ. 

50. ȰůŰɤ ɧŰɘ Ŭˊɧ ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ ɀ ɎɔɞɜŰŬɘ ŭɨɞ ŮűŬˊŰɧɛŮɜŮɠ ɛɘŬɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ 

2: 2C y px= . ɃɜɞɛɎɕɞɡɛŮ ũ əŬɘ ȹ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ŮˊŬűɐɠ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ ŮɡɗŮɑŬ 
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ũȹ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɖɜ ŮůŰɑŬ Ⱥ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ Ŭɜ əŬɘ ɛɧɜɞ Ŭɜ Űɞ ɀ ŬɜɐəŮɘ ůŰɖ 

ŭɘŮɡɗŮŰɞɨůŬ ŭ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ. 

 

51. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɢɞɟŭɐɠ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ 
2: 4C y x= , ˊɞɡ ɏɢŮɘ ɛɏůɞ Űɞ 

ůɖɛŮɑɞ ɀ(2, 1). 

52. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ əɞɘɜɏɠ ŮűŬˊŰɧɛŮɜŮɠ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ 2

1 : 4C y x=  əŬɘ Űɞɡ əɨəɚɞɡ 

2 2

2

1
:

2
C x y+ = . 

53. ɀɘŬ ŮɡɗŮɑŬ Ů ˊɞɡ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɖɜ ŮůŰɑŬ Ⱥ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ 
2: 2 , 0C y px p= >, 

ŰɏɛɜŮɘ Űɖɜ ˊŬɟŬɓɞɚɐ ůŮ ŭɨɞ ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɎ ůɖɛŮɑŬ ȷ(x0, y0) əŬɘ B(x1, y1). ȼ ŮɡɗŮɑŬ 

Ƀȷ ŰɏɛɜŮɘ Űɖ ŭɘŮɡɗŮŰɞɨůŬ ŭ Űɖɠ C ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ ũ. 

Ŭ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ ȸ ɤɠ ůɡɜɎɟŰɖůɖ Űɤɜ y0 əŬɘ p. 

ɓ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ũȸ//xȭx. 

ɔ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ 
1 1 2

( ) ( ) p
+ =

EA EB
. 

ŭ. Ƀ əɨəɚɞɠ ŭɘŬɛɏŰɟɞɡ ȷȸ ŮűɎˊŰŮŰŬɘ ůŰɖ ŭɘŮɡɗŮŰɞɨůŬ ŭ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ C. 

54. ȷˊɧ ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ ɀ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ : 2 0x pe + =űɏɟɜɞɡɛŮ Űɘɠ ŮűŬˊŰɧɛŮɜŮɠ ˊɟɞɠ 

Űɖɜ ˊŬɟŬɓɞɚɐ 
2: 2C y px=  əɘ ɞɜɞɛɎɕɞɡɛŮ ȷ əŬɘ ȸ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ŮˊŬűɐɠ. ɁŬ 

ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ ɔɤɜɑŬ 
Ø

AOBŮɑɜŬɘ ɞɟɗɐ. 

55. ȽůɧˊɚŮɡɟɞ Űɟɑɔɤɜɞ ŮɑɜŬɘ ŮɔɔŮɔɟŬɛɛɏɜɞ ůŰɖɜ ˊŬɟŬɓɞɚɐ 
2: 2 , 0C x py p= > əŬɘ 

ɖ ɛɘŬ əɞɟɡűɐ Űɞɡ ŮɑɜŬɘ Űɞ ůɖɛŮɑɞ Ƀ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɤɜ ˊɚŮɡɟɩɜ Űɞɡ. 

56. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧ Űɧˊɞ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ ɀ(x0, y0) Űɞɡ Ůˊɘˊɏŭɞɡ, Űɤɜ ɞˊɞɑɤɜ 

ɖ ŬˊɧůŰŬůɖ Ŭˊô Űɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx ɘůɞɨŰŬɘ ɛŮ Űɞ ɛɐəɞɠ Űɖɠ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖɠ ɀȷ ˊɞɡ 

ɎɔŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ ˊɟɞɠ Űɞɜ əɨəɚɞ 
2 2: ( 1) 1C x y- + =. 

57. ȼ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Ů Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ 
2: 16C y x= , ůô ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ɀ, ŰɏɛɜŮɘ Űɞɡɠ 

ɎɝɞɜŮɠ xȭx əŬɘ yȭy ůŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ əŬɘ ȸ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧ 

Űɧˊɞ Űɞɡ ɛɏůɞɡ Ɂ Űɞɡ ŮɡɗɡɔɟɎɛɛɞɡ ŰɛɐɛŬŰɞɠ ȷȸ, ɧŰŬɜ Űɞ ɀ ŭɘŬŰɟɏɢŮɘ Űɖɜ 

ˊŬɟŬɓɞɚɐ C. 

58. ŪŮɤɟɞɨɛŮ Űɖɜ ˊŬɟŬɓɞɚɐ 
2: 2 , 0C y px p= >əŬɘ ŭɨɞ ŮűŬˊŰɧɛŮɜŮɠ Ů1 əɘ Ů2

 

ŬɡŰɐɠ. ɀɘŬ ɛŮŰŬɓɚɖŰɐ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Ů Űɖɠ C ŰɏɛɜŮɘ Űɘɠ Ů1 əɘ Ů2 ůŰŬ ůɖɛŮɑŬ ɀ1 əŬɘ 
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ɀ2 ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ. ɃɜɞɛɎɕɞɡɛŮ Ɂ1 əŬɘ Ɂ2 Űɘɠ ˊɟɞɓɞɚɏɠ Űɤɜ ɀ1 əŬɘ ɀ2 ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ 

ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ yȭy. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ Űɞ ɛɐəɞɠ Űɞɡ ŮɡɗɡɔɟɎɛɛɞɡ ŰɛɐɛŬŰɞɠ Ɂ1Ɂ2 ŮɑɜŬɘ 

ůŰŬɗŮɟɧ. 

ȺɜɧŰɖŰŬ  III  

59. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ ůŮ əɎɗŮ ɛɑŬ Ŭˊô Űɘɠ ˊŬɟŬəɎŰɤ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ: 

Ŭ. ɏɢŮɘ ŮůŰɑŮɠ Ⱥȭ(-2, 0), Ⱥ(2, 0) əŬɘ ɛŮɔɎɚɞ ɎɝɞɜŬ 2Ŭ=6 

ɓ. ɏɢŮɘ ŮůŰɑŮɠ Ⱥȭ(0, -4), Ⱥ(0, 4) əŬɘ ɛɘəɟɧ ɎɝɞɜŬ 2ɓ=10 

ɔ. ɏɢŮɘ ŮůŰɑŮɠ Ⱥȭ(-6, 0), Ⱥ(6, 0) əŬɘ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ ( 10, 3)M  

ŭ. ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ(4, -3) əŬɘ ȸ(-6, 2) 

Ů. ɏɢŮɘ əɞɟɡűɏɠ ȷȭ(0, -10), ȷ(0, 10) əɘ ŮəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬ 
3

5
e=   

ůŰ. ɏɢŮɘ Űɘɠ ŮůŰɑŮɠ Űɖɠ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx, ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ 
135

1,
4

å õ
Mæ öæ ö
ç ÷

 əɘ ɏɢŮɘ 

ŮəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬ 
7

4
e=  

ɕ. ɏɢŮɘ ɛŮɔɎɚɞ ɎɝɞɜŬ ŭɘˊɚɎůɘɞ Űɞɡ ɛɘəɟɞɨ əŬɘ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ ȷ(-6, -2). 

60. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ əɞɟɡűɏɠ, ŰŬ ɛɐəɖ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ, Űɘɠ ŮůŰɑŮɠ əŬɘ Űɖɜ ŮəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬ 

Űɤɜ ˊŬɟŬəɎŰɤ ŮɚɚŮɑɣŮɤɜ: 

Ŭ. 

2
2

1 : 1
4

x
C y+ =,     ɓ.

2 2

2 : 4 9 36C x y+ = ,     ɔ.
2 2

3 : 25 9 225C x y+ =   

61. A. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɞɘ ŮɚɚŮɑɣŮɘɠ 

2 2

1 2 2
: 1

x y
C
a b
+ =əŬɘ 

2 2

2 2 2 2 2
: 1

x y
C
a k b k

+ =
+ +

 

ɏɢɞɡɜ Űɘɠ ɑŭɘŮɠ ŮůŰɑŮɠ. 

ȸ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɞɘ ŮɚɚŮɑɣŮɘɠ 

2 2

1 2 2
: 1

x y
C
a b
+ =əŬɘ 

2 2 2 2

2 2 2
: 1

x y
C
k k

a b
+ = ŮɑɜŬɘ 

ɧɛɞɘŮɠ. 
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62. ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ əŬɛˊɨɚɖ

2 2

2
: 1

5 7 4

x y
C
l l l

+ =
+ + +

, lÍ  . ɁŬ ɓɟŮɗɞɨɜ ɞɘ Űɘɛɏɠ 

Űɞɡ ɚ, ɩůŰŮ: 

Ŭ. ɖ əŬɛˊɨɚɖ C ɜŬ ˊŬɟɘůŰɎ ɏɚɚŮɘɣɖ 

ɓ. ɞɘ ŮůŰɑŮɠ ɜŬ ɓɟɑůəɞɜŰŬɘ ˊɎɜɤ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx 

ɔ. ɖ ɛɑŬ ŮůŰɑŬ ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɖ ( 3,0)E . 

63. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖɠ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ 
2 2: 3 4C x y+ =, ɧŰŬɜ: 

Ŭ. ŮɑɜŬɘ ˊŬɟɎɚɚɖɚɖ ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬ 1 : 3 0x ye - + =  

ɓ. ŮɑɜŬɘ əɎɗŮŰɖ ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬ 2 : 5y xe = - 

ɔ. ůɢɖɛŬŰɑɕŮɘ ɛŮ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx ɔɤɜɑŬ 60
ɞ
 

ŭ. ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(2, -1). 

64. ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ ɏɚɚŮɘɣɖ 
2 2: 3 2C x y+ =əŬɘ ɖ ŮɡɗŮɑŬ : y xe l= +, lÍ . ɁŬ 

ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ Űɘɛɏɠ Űɞɡ ɚ, ɩůŰŮ ɖ ŮɡɗŮɑŬ ɜŬ ŮűɎˊŰŮŰŬɘ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ. 

65. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ əɞɘɜɏɠ ŮűŬˊŰɧɛŮɜŮɠ Űɤɜ ŮɚɚŮɑɣŮɤɜ 

2 2

1 : 1
5 2

x y
C + = əŬɘ 

2
2

2 : 1
6

y
C x + = 

66. ȷ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ ˊɞɡ ŮűɎˊŰŮŰŬɘ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ 

1 4
:

3 3
y xe = - ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(1, -1). 

ȸ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ ˊɞɡ ŮűɎˊŰŮŰŬɘ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ 

1 10
:

6 3
y xe =- + əŬɘ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(-2, 3). 

67. ȰůŰɤ Ů əɘ Ůȭ ɞɘ ŮűŬˊŰɧɛŮɜŮɠ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ 

2 2

2 2
: 1

x y
C
a b
+ =, 0<ɓ<Ŭ ůŰɘɠ 

əɞɟɡűɏɠ Űɖɠ ȷ(Ŭ, 0) əɘ ȷȭ(-Ŭ, 0) ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ əŬɘ ɕ ɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ C ůô ɏɜŬ 

ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ɀ1(x1, y1), ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɧ Űɤɜ ȷ, ȷȭ. ȷɜ ɖ ɕ ŰɏɛɜŮɘ Űɘɠ Ů əɘ Ůȭ ůŰŬ 

ůɖɛŮɑŬ ũ əŬɘ ũȭ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ, ɜŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ: 
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Ŭ. 
2( ) ( )ȭ ȭbAG Ö A G =  

ɓ. ɞ əɨəɚɞɠ ŭɘŬɛɏŰɟɞɡ ũũȭ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɘɠ ŮůŰɑŮɠ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ. 

68. ȼ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Ů ɛɘŬɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ 

2 2

2 2
: 1

x y
C
a b
+ =, 0<ɓ<Ŭ, ůô ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ Ʌ 

ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɧ Űɤɜ əɞɟɡűɩɜ Űɖɠ, ŰɏɛɜŮɘ Űɞɡɠ ɎɝɞɜŮɠ xȭx əŬɘ yȭy ůŰŬ ůɖɛŮɑŬ ũ əŬɘ 

ȹ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ

2 2

2 2
1

( ) ( )

a b
+ =

OG OD
. 

69. ȷˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(-3, 4) űɏɟɜɞɡɛŮ Űɘɠ ŮűŬˊŰɧɛŮɜŮɠ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ 
2

1 : 4C y x=  

əɘ ɏůŰɤ Ⱦ, ȿ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ŮˊŬűɐɠ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ ŮɡɗŮɑŬ Ⱦȿ ŮűɎˊŰŮŰŬɘ ůŰɖɜ 

ɏɚɚŮɘɣɖ 
2 2

2 : 2 3C x y+ =. 

70. ȼ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Ů ɛɘŬɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ 

2 2

2 2
: 1

x y
C
a b
+ =, 0<ɓ<Ŭ, ůô ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ Ʌ 

ŭɘŬűɞɟŮŰɘəɧ Űɤɜ əɞɟɡűɩɜ Űɖɠ, ŰɏɛɜŮɘ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx ůô ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ ũ. ȼ əɎɗŮŰɖ 

Ůȭ Űɖɠ Ů ůŰɞ Ʌ ŰɏɛɜŮɘ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx ůô ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ ȹ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ: 

Ŭ. ɧŰŬɜ Űɞ Ʌ ŭɘŬɔɟɎűŮɘ Űɖɜ ɏɚɚŮɘɣɖ, ŮəŰɧɠ Űɤɜ əɞɟɡűɩɜ Űɖɠ, Űɞ ɔɘɜɧɛŮɜɞ 

( ) ( )OG Ö OD ŮɑɜŬɘ ůŰŬɗŮɟɧ 

ɓ. ɖ ŮɡɗŮɑŬ ɃɅ əŬɘ ɖ əɎɗŮŰɖ Ŭˊô Űɖɜ ŮůŰɑŬ Ⱥ(ɔ, 0) ůŰɖɜ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Ů ŰɏɛɜɞɜŰŬɘ ůŮ 

ůɖɛŮɑɞ ɀ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ 

2

: x
a

d
g

= .  

71. ȰůŰɤ Ů ɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ 

2 2

: 1
16 12

x y
C + = ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ Ʌ(2, 3) əɘ Ůȭ 

ɖ əɎɗŮŰɖ Űɖɠ Ů ůŰɞ Ʌ. ɃɜɞɛɎɕɞɡɛŮ ɀ əŬɘ Ɂ Űɘɠ ˊɟɞɓɞɚɏɠ Űɖɠ ŮůŰɑŬɠ Ⱥ ůŰɘɠ Ů əɘ 

Ůȭ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ Ƀ, ɀ əŬɘ Ɂ ŮɑɜŬɘ ůɡɜŮɡɗŮɘŬəɎ. 

72. ȰůŰɤ ɖ ɏɚɚŮɘɣɖ 
2 2: 2 9C x y+ =. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɢɞɟŭɐɠ Űɖɠ 

ɏɚɚŮɘɣɖɠ ˊɞɡ ɏɢŮɘ ɛɏůɞ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(-1, 1). 

73. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ŰŬ ɛɏůŬ Űɤɜ ˊŬɟŬɚɚɐɚɤɜ ɢɞɟŭɩɜ ɛɘŬɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ 

2 2

2 2
: 1

x y
C
a b
+ =, Ŭɜɐəɞɡɜ ůô ŮɡɗŮɑŬ ˊɞɡ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɖɜ Ŭɟɢɐ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ. 

74. ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ ɏɚɚŮɘɣɖ 

2 2

: 1
16 9

x y
C + =. 

Ŭ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ ŮůŰɑŮɠ Ⱥ, Ⱥȭ əŬɘ Űɘɠ əɞɟɡűɏɠ ȷ, ȷȭ, ȸ, ȸȭ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ. 
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ɓ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ Űɞ ŰŮŰɟɎˊɚŮɡɟɞ ȺȭȸȺȸȭ ŮɑɜŬɘ ɟɧɛɓɞɠ, Űɞɡ ɞˊɞɑɞɡ ɜŬ ɡˊɞɚɞɔɑůŮŰŮ 

Űɞ ŮɛɓŬŭɧɜ. 

75. ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ ɏɚɚŮɘɣɖ 

2 2

2 2
: 1

x y
C
a b
+ =, 0<ɓ<Ŭ. ȷɜ Ⱥ(ɔ, 0), Ⱥȭ(-ɔ, 0)ɞɘ ŮůŰɑŮɠ Űɖɠ, Ů 

ɖ ŮəəŮɜŰɟɧŰɖŰɎ Űɖɠ əŬɘ ɀ(x0, y0) ŰɡɢŬɑɞ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ, ɜŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ: 

Ŭ. 
2 2

0( ) ( ) 4ȭ xgME - ME =  

ɓ. 0 0( ) , ( )x ȭ xa e a eME = - ME = +  

ɔ.
2 2 2( ) ( ) ( )ȭ a bME Ö ME + OM = +. 

76. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ Űɞ ůɖɛŮɑɞ Űɞɛɐɠ Űɤɜ ŮɡɗŮɘɩɜ 1 : ( )y xe a lb a= +  əɘ 

2 : ( )y xe la b a= -  ŬɜɐəŮɘ ůŰɖɜ ɏɚɚŮɘɣɖ 

2 2

2 2
: 1

x y
C
a b
+ =, ɔɘŬ əɎɗŮ Űɘɛɐ Űɞɡ 

l *Í . 

77. ȰůŰɤ ɖ ɏɚɚŮɘɣɖ 

2 2

2 2
: 1

x y
C
a b
+ =, 0<ɓ<Ŭ, ɛô ŮůŰɑŮɠ Ⱥȭ(-ɔ, 0), Ⱥ(ɔ, 0) əɘ 

ŮəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬ Ů. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɡˊɎɟɢŮɘ ůɖɛŮɑɞ ɀ(x0, y0) Űɖɠ C ŰɏŰɞɘɞ ɩůŰŮ 

90ȭ
Ø

E ME=, Ŭɜ əŬɘ ɛɧɜɞ Ŭɜ 
2

2
e² . 

78. ɆŮ ɞɟɗɞəŬɜɞɜɘəɧ ůɨůŰɖɛŬ Ŭɝɧɜɤɜ ɗŮɤɟɞɨɛŮ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ(-1, 0) əŬɘ ȸ(1, 0). ȷɜ 

ɔɘŬ ŰɡɢŬɑɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(x0, y0) ɘůɢɨŮɘ 
2

2 18MA + MB+ MO -MAÖMB=, ɜŬ 

ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ: 

Ŭ. Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ əɘɜŮɑŰŬɘ ůô ɏɚɚŮɘɣɖ, Űɖɠ ɞˊɞɑŬɠ ɜŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ 

ɓ. 
2 2

0 0

9 8
4

x y
+ ², ɔɘŬ əɎɗŮ ɕŮɨɔɞɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ (x0, y0) ůɖɛŮɑɞɡ Űɖɠ C. 

79. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧ Űɧˊɞ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ ɀ(x0, y0) Ŭˊô ŰŬ ɞˊɞɑŬ ɎɔɞɜŰŬɘ 

əɎɗŮŰŮɠ ŮűŬˊŰɧɛŮɜŮɠ ůŰɖɜ ɏɚɚŮɘɣɖ 

2
2: 1

5

x
C y+ =. 

80. ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ ɞ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧɠ Űɧˊɞɠ Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ ɀ ɧŰŬɜ: 

Ŭ. ɀ(3ůɡɜɗ, 4ɖɛɗ),     ɓ.

2

2 2

1 4
, ,

1 1

l l
l

l l

å õ-
M Íæ ö

+ +ç ÷
. 
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ȺɜɧŰɖŰŬ  IV  

81. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ůŮ əɎɗŮ ɛɑŬ Ŭˊô Űɘɠ ˊŬɟŬəɎŰɤ 

ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ: 

Ŭ. ɧŰŬɜ ɏɢŮɘ ŮůŰɑŮɠ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ Ⱥȭ(-5, 0), Ⱥ(5, 0) əŬɘ əɞɟɡűɏɠ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ(3, 0) əŬɘ 

ȷȭ(-3, 0) 

ɓ. ɧŰŬɜ ɏɢŮɘ ŮůŰɑŮɠ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ Ⱥȭ(0, -3), Ⱥ(0, 3) əɘ ŮəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬ 
9

5
e=  

ɔ. ɧŰŬɜ ɏɢŮɘ ŮůŰɑŮɠ ( 5,0), ( 5,0)ȭE - E əŬɘ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ (2 2,1)M   

ŭ. ɧŰŬɜ ɏɢŮɘ ŬůɨɛˊŰɤŰŮɠ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŮɠ 
1

2
y x= , 

1

2
y x=-  əŬɘ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ 

( 3, 1)M -   

Ů. ɧŰŬɜ ɏɢŮɘ Űɘɠ ŮůŰɑŮɠ Űɖɠ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx, ŮəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬ 5e=  əŬɘ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô 

Űɞ ůɖɛŮɑɞ Ʌ(3, 2) 

ůŰ. ɧŰŬɜ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô ŰŬ ůɖɛŮɑŬ Ⱦ(6, -4), (3 2,2)L   

ɕ. ɧŰŬɜ ɏɢŮɘ əɞɘɜɏɠ ŮůŰɑŮɠ ɛŮ Űɖɜ ɏɚɚŮɘɣɖ 

2 2

' : 1
36 81

x y
C + = əɘ ŮəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬ 

4

3
e=  

ɖ. ɧŰŬɜ ɏɢŮɘ Űɘɠ ŮůŰɑŮɠ Űɖɠ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ yȭy, ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(1, 4) əɘ ɏɢŮɘ 

ŮəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬ 2e= . 

82. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖ ůŰŬɗŮɟɐ ŬˊɧɚɡŰɖ ŭɘŬűɞɟɎ, Űɘɠ ŮůŰɑŮɠ, Űɖɜ ŮəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬ əŬɘ Űɘɠ 

ŬůɨɛˊŰɤŰŮɠ Űɤɜ ˊŬɟŬəɎŰɤ ɡˊŮɟɓɞɚɩɜ: 

Ŭ.

2 2

1 : 1
4 3

x y
C - =,     ɓ.

2 2

2 :16 9 144C y x- = ,     ɔ.
2 2

3 : 10C x y- =  

83. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖɠ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ 
2 2: 25 4 100C x y- = : 

Ŭ. ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ 
12

, 11
5

å õ
Kæ ö
ç ÷
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ɓ. ɧŰŬɜ ŮɑɜŬɘ ˊŬɟɎɚɚɖɚɖ ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬ 1 : 3 2y xe = -  

ɔ. ɧŰŬɜ ŮɑɜŬɘ əɎɗŮŰɖ ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬ 2 : 25 1 0x ye - + =  

ŭ. ɧŰŬɜ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ Ʌ(2, 0) 

84. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ˊɞɡ ɏɢŮɘ ˊɎɜɤ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx əɘ 

ŮűɎˊŰŮŰŬɘ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ : 2y xe = - ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(4, 2). 

85. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ˊɞɡ ɏɢŮɘ Űɘɠ ɑŭɘŮɠ ŮůŰɑŮɠ ɛŮ Űɖɜ ɏɚɚŮɘɣɖ 

2 2

' : 1
16 25

x y
C + = əɘ ŮűɎˊŰŮŰŬɘ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ : 1 0x ye - + =. 

86. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ ɞɝŮɑŬ ɔɤɜɑŬ ˊɞɡ ůɢɖɛŬŰɑɕɞɡɜ ɞɘ ŮűŬˊŰɧɛŮɜŮɠ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ 

2 2: 7 32 224C x y- = , ɞɘ ɞˊɞɑŮɠ ɎɔɞɜŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(-3, 4). 

87. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ əɞɘɜɏɠ ŮűŬˊŰɞɛɏɜŮɠ: 

Ŭ. Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ 
2

1 : 8C y x=  əŬɘ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ 
2 2

2 :7 2 14C x y- =  

ɓ. Űɞɡ əɨəɚɞɡ 
2 2

1 : 6 4 0C x y y+ - + =əŬɘ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ 
2 2

2 : 1
4 12

x y
C - =. 

88. A. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ Űɘɛɏɠ Űɞɡ lÍ , Ŭɜ ŮɑɜŬɘ ɔɜɤůŰɧ ɧŰɘ ɖ ŮɡɗŮɑŬ : y xe l= + 

ŮűɎˊŰŮŰŬɘ ůŰɖɜ ɡˊŮɟɓɞɚɐ 
2 2: 4 5C x y- =. 

B. ɁŬ ŮɝŮŰɎůŮŰŮ Ŭɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ Űɘɛɏɠ Űɞɡ lÍ  ɩůŰŮ, ɖ ŮɡɗŮɑŬ : 2 0x ye l+ - =ɜŬ 

ŮűɎˊŰŮŰŬɘ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ 
2 2: 16C x y- = . 

89. ȰůŰɤ ɖ ɡˊŮɟɓɞɚɐ 

2 2

2 2
: 1

x y
C
a b
- =, Ů ɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ ůô ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ       

ɀ1(x1, y1) əŬɘ ɕ ɖ əɎɗŮŰɖ Űɖɠ Ů ůŰɞ ɀ1. ȷɜ ɖ Ů ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ2(0, -ɓ) 

əŬɘ ɖ ɕ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ 3(2 2,0)aM , ɜŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ ɡˊŮɟɓɞɚɐ ɏɢŮɘ 

ŮəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬ 2e= . 

90. ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ Ůɝɑůɤůɖ 

2 2

1
3 5

x y

l l
+ =

+ +
 (1). 

Ŭ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ Űɘɛɏɠ Űɞɡ lÍ  ɔɘŬ Űɘɠ ɞˊɞɑŮɠ ɖ (1) ˊŬɟɘůŰɎ ɡˊŮɟɓɞɚɐ. 

ɓ. ũɘŬ Űɘɠ ˊŬɟŬˊɎɜɤ Űɘɛɏɠ Űɞɡ ɚ ɜŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ ŮůŰɑŮɠ, Űɘɠ əɞɟɡűɏɠ, Űɘɠ ŬůɨɛˊŰɤŰŮɠ 

əŬɘ Űɖɜ ŮəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ. 
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91. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɢɞɟŭɐɠ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ 

2
2: 1

8

y
C x - =, ɖ ɞˊɞɑŬ ɏɢŮɘ 

ɛɏůɞ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(4, 3). 

92. ȷɜ ɀ(x0, y0) ŮɑɜŬɘ ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ ɛɘŬɠ ɘůɞůəŮɚɞɨɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ 

2 2 2: , 0C x y a a- = >, ɛô ŮůŰɑŮɠ Ⱥȭ əɘ Ⱥ, ɜŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ 

2( ) ( ) ( )ȭME Ö ME = OM, ɧˊɞɡ Ƀ ɖ Ŭɟɢɐ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ. 

93. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧ Űɧˊɞ Űɤɜ ɛɏůɤɜ Űɤɜ ɢɞɟŭɩɜ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ 

2 2

: 1
6 4

x y
C - =. 

94. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧ Űɧˊɞ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ Űɞɡ Ůˊɘˊɏŭɞɡ, ɔɘŬ ŰŬ ɞˊɞɑŬ ɞ ɚɧɔɞɠ 

Űɤɜ ŬˊɞůŰɎůŮɤɜ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ Ⱦ(0, 6) əŬɘ Űɖɜ ŮɡɗŮɑŬ
8

:
3

ye =  ŮɑɜŬɘ ɑůɞɠ ɛŮ
3

2
. 

95. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧ Űɧˊɞ: 

Ŭ. Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ 
4 3

,3 , [0,2 ) ,
2 2

p p
ejq q p

sunq

å õ ë û
M Í -ì üæ ö
ç ÷ í ý

  

ɓ. Űɞɡ ůɖɛŮɑɞɡ Űɞɛɐɠ Űɤɜ ŮɡɗŮɘɩɜ 1 : ( )y xe a lb a= + əɘ 2 : ( )y xe la b a= - , 

ɧˊɞɡ 1,0,1ļ -  əŬɘ Ŭ, ɓ>0. 

96. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧ Űɧˊɞ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ Űɞɡ Ůˊɘˊɏŭɞɡ Ŭˊô ŰŬ ɞˊɞɑŬ ɎɔɞɜŰŬɘ 

əɎɗŮŰŮɠ ŮűŬˊŰɧɛŮɜŮɠ ůŰɖɜ ɡˊŮɟɓɞɚɐ 

2 2

2 2
: 1, , 0

y x
C a b
a b
- = >. 

97. ȷɜ Ⱥ1 ŮɑɜŬɘ ɖ ˊɟɞɓɞɚɐ Űɖɠ ŮůŰɑŬɠ Ⱥ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ 

2 2

2 2
: 1

x y
C
a b
- =́ Ɏɜɤ ůŰɖɜ 

ŬůɨɛˊŰɤŰɖ y x
b

a
= , ɜŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ: 

Ŭ. 1( ) aOE =,     ɓ. 1( ) bEE =. 

98. ɇɡɢŬɑŬ ŮɡɗŮɑŬ Ů ŰɏɛɜŮɘ Űɖɜ ɡˊŮɟɓɞɚɐ 

2 2

2 2
: 1

x y
C
a b
- = ůŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ, ȸ əŬɘ Űɘɠ 

ŬůɨɛˊŰɤŰɏɠ Űɖɠ ůŰŬ ůɖɛŮɑŬ ũ, ȹ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ: 

Ŭ. ŰŬ ŮɡɗɨɔɟŬɛɛŬ ŰɛɐɛŬŰŬ ȷȸ əŬɘ ũȹ ɏɢɞɡɜ Űɞ ɑŭɘɞ ɛɏůɞ 

ɓ. ȷũ=ȸȹ, ȷȹ=ȸũ. 
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99. ŪŮɤɟɞɨɛŮ ɛɘŬ ɡˊŮɟɓɞɚɐ 

2 2

2 2
: 1

x y
C
a b
- = əŬɘ Űɘɠ ŮɡɗŮɑŮɠ 

2

: x
a

d
g

=  əŬɘ 

2

:ȭ x
a

d
g

=- . ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ: 

Ŭ. ɞɘ ŮɡɗŮɑŮɠ ŭ əŬɘ ŭȭ ŭŮɜ ɏɢɞɡɜ əɞɘɜɎ ůɖɛŮɑŬ ɛŮ Űɖ C 

ɓ. ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ ɀ ŬɜɐəŮɘ ůŰɖ C Ŭɜ əŬɘ ɛɧɜɞ Ŭɜ Űɞ ɀ ŭŮɜ ŬɜɐəŮɘ ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬ ŭ əɘ ɞ 

ɚɧɔɞɠ Űɤɜ ŬˊɞůŰɎůŮɤɜ ŬɡŰɞɨ Ŭˊô Űɖɜ ŮůŰɑŬ Ⱥ(ɔ, 0) əŬɘ Űɖ ŭ ŮɑɜŬɘ ɑůɞɠ ɛŮ Űɖɜ 

ŮəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬ Ů Űɖɠ C 

ɔ. ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ ɀ ŬɜɐəŮɘ ůŰɖ C Ŭɜ əŬɘ ɛɧɜɞ Ŭɜ Űɞ ɀ ŭŮɜ ŬɜɐəŮɘ ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬ ŭȭ əɘ ɞ 

ɚɧɔɞɠ Űɤɜ ŬˊɞůŰɎůŮɤɜ ŬɡŰɞɨ Ŭˊô Űɖɜ ŮůŰɑŬ Ⱥȭ(-ɔ, 0) əŬɘ Űɖ ŭȭ ŮɑɜŬɘ ɑůɞɠ ɛŮ Űɖɜ 

ŮəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬ Ů Űɖɠ C. (Ƀɘ ŮɡɗŮɑŮɠ ŭ əŬɘ ŭȭ ɞɜɞɛɎɕɞɜŰŬɘ ŭɘŮɡɗŮŰɞɨůŮɠ Űɖɠ C.) 

100. ȹɑɜɞɜŰŬɘ ɞɘ ŮɡɗŮɑŮɠ 1 : 2x ye l l+ =əɘ 2 : 2x ye l- = ,
*lÍ . 

Ŭ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ Űɞ ůɖɛŮɑɞ Űɞɛɐɠ Űɤɜ ŮɡɗŮɘɩɜ ŬɜɐəŮɘ ůŮ ɘůɞůəŮɚɐ ɡˊŮɟɓɞɚɐ C. 

ɓ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ ŮůŰɑŮɠ əŬɘ Űɘɠ ŬůɨɛˊŰɤŰŮɠ Űɖɠ C. 

ɔ. ɁŬ ŮɝŮŰɎůŮŰŮ Ŭɜ ɡˊɎɟɢŮɘ ůɖɛŮɑɞ ɀ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ : y xe =-, ɔɘŬ Űɞ ɞˊɞɑɞ ɜŬ ɘůɢɨŮɘ 

( ) ( ) 8ȭME - ME =. 

101. ȰůŰɤ Ů1, Ů2 ɞɘ ŮəəŮɜŰɟɧŰɖŰŮɠ Űɤɜ ůɡɕɡɔɩɜ ɡˊŮɟɓɞɚɩɜ 

2 2

1 2 2
: 1

x y
C
a b
- =əŬɘ 

2 2

2 2 2
: 1

y x
C
b a
- = ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ 

2 2

1 2

1 1
1

e e
+ =. 

102. ŪŮɤɟɞɨɛŮ ɛɘŬ ɡˊŮɟɓɞɚɐ 

2 2

2 2
: 1

x y
C
a b
- =əŬɘ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ( )2 20, a bG + , 

( )2 20, a bD - + . ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ Űɞ ɎɗɟɞɘůɛŬ Űɤɜ ŰŮŰɟŬɔɩɜɤɜ Űɤɜ 

ŬˊɞůŰɎůŮɤɜ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ ũ əŬɘ ȹ Ŭˊɧ ɛɘŬ ɛŮŰŬɓɚɖŰɐ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ C ŮɑɜŬɘ 

ůŰŬɗŮɟɧ. 

103. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ŰŬ ɛɏůŬ ˊŬɟŬɚɚɐɚɤɜ ɢɞɟŭɩɜ ɛɘŬɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ Ŭɜɐəɞɡɜ ůŰɖɜ 

ɑŭɘŬ ŮɡɗŮɑŬ. 
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ȺɜɧŰɖŰŬ  V 

104. ŪŮɤɟɞɨɛŮ ɏɜŬ əŬɟŰŮůɘŬɜɧ ŮˊɑˊŮŭɞ Ƀxy. ɀŮŰŬűɏɟɞɡɛŮ Űɖɜ Ŭɟɢɐ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ 

ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ Ƀȭ(2, -3). 

Ŭ. ɁŬ ɓɟŮɗɞɨɜ ɞɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ ȷ(-2, 1), ȸ(0, 4) əŬɘ 
1

, 2
2

å õ
G -æ ö
ç ÷

 ůŰɞ 

ɜɏɞ ůɨůŰɖɛŬ Ŭɝɧɜɤɜ ɃȭɉY. 

ɓ. ɆŰɞ ɜɏɞ ůɨůŰɖɛŬ Ŭɝɧɜɤɜ ɃȭɉY ɗŮɤɟɞɨɛŮ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ Ⱥ(-2, 3), Ȼ(-1, -1) əŬɘ 

3
, 3

4

å õ
H -æ ö
ç ÷

. ɁŬ ɓɟŮɗɞɨɜ ɞɘ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ Ⱥ, Ȼ əŬɘ ȼ ůŰɞ Ŭɟɢɘəɧ 

ůɨůŰɖɛŬ Ŭɝɧɜɤɜ Ƀxy. 

105. ɁŬ ŮɝŮŰɎůŮŰŮ Űɘ ˊŬɟɘůŰɎ ůŰɞ ŮˊɑˊŮŭɞ əŬɗŮɛɘɎ Ŭˊô Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ: 

Ŭ.
2 12 0x x- - =,     ɓ.

29 6 1 0y y+ + =,     ɔ.2 4 8 4 0y y x- - - =, 

ŭ.
2 29 4 72 24 144 0x y x y+ - - + =,     Ů. 2 29 16 36 96 252 0x y x y- - - - =. 

106. ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ Ůɝɑůɤůɖ 
2 4 6 10 0x x y+ - + = (1). 

Ŭ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ (1) ˊŬɟɘůŰɎ ˊŬɟŬɓɞɚɐ Űɖɠ ɞˊɞɑŬɠ ɜŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ ŮůŰɑŬ əŬɘ Űɖ 

ŭɘŮɡɗŮŰɞɨůŬ. 

ɓ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖɠ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ ˊɞɡ ˊŮɟɘɔɟɎűŮɘ ɖ (1) ůŰɞ 

ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ɀ(4, 7). 

107. ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ Ůɝɑůɤůɖ 
2 29 2 36 28 0x y x y+ - + + = (1). 

Ŭ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ (1) ˊŬɟɘůŰɎ ɏɚɚŮɘɣɖ Űɖɠ ɞˊɞɑŬɠ ɜŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ ŮůŰɑŮɠ əŬɘ Űɖɜ 

ŮəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬ. 

ɓ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖɠ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ ˊɞɡ ˊŮɟɘɔɟɎűŮɘ ɖ (1), ɞɘ 

ɞˊɞɑŮɠ ɎɔɞɜŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ Ʌ(4, 1). 

108. ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ Ůɝɑůɤůɖ
2 225 2 100 199 0x y x y- - - - = (1). 

Ŭ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ (1) ˊŬɟɘůŰɎ ɡˊŮɟɓɞɚɐ Űɖɠ ɞˊɞɑŬɠ ɜŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ ŮůŰɑŮɠ əŬɘ Űɖɜ 

ŮəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬ. 
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ɓ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖɠ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ˊɞɡ ˊŮɟɘɔɟɎűŮɘ ɖ (1), ɖ 

ɞˊɞɑŬ ŮɑɜŬɘ əɎɗŮŰɖ ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬ : 6 2 1 0x ye - + =. 

109. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ Ůɑŭɞɠ Űɖɠ ɔɟŬɛɛɐɠ ˊɞɡ ˊŬɟɘůŰɎ ɖ Ůɝɑůɤůɖ 

2 2( 1) ( 1) 1 0x y xl l l+ - + + + =,lÍ . 

110. ɁŬ ɛŮɚŮŰɐůŮŰŮ Űɖ ůɢŮŰɘəɐ ɗɏůɖ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ : y xe l= - ɤɠ ˊɟɞɠ Űɖɜ 

ˊŬɟŬɓɞɚɐ 
2: 4 2 2 0C y y x+ - + =, ɔɘŬ Űɘɠ ŭɘɎűɞɟŮɠ Űɘɛɏɠ Űɞɡ lÍ . 

111. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɡˊɎɟɢŮɘ ɛɞɜŬŭɘəɐ ˊŬɟŬɓɞɚɐ C ˊɞɡ ɏɢŮɘ əɞɟɡűɐ Űɖɜ Ŭɟɢɐ Űɤɜ 

Ŭɝɧɜɤɜ, Űɖɜ ŮůŰɑŬ Űɖɠ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx əŬɘ ɖ ŮɡɗŮɑŬ 
1

: y xe l
l

= +  ŮűɎˊŰŮŰŬɘ 

ůŰɖ C ɔɘŬ əɎɗŮ l *Í . 

112. ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ ɏɚɚŮɘɣɖ 

2 2

2 2
: 1

x y
C
a b
+ =. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ, ɔɘŬ əɎɗŮ lÍ , əŬɗŮɛɘɎ 

Ŭˊô Űɘɠ ŮɡɗŮɑŮɠ 
2 2 2

1 : y xe l b l a= + +  əɘ 
2 2 2

2 : y xe l b l a= - +  ŮɑɜŬɘ 

ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ C. 

113. ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ Űɞ Ůɑŭɞɠ əŬɘ ŰŬ ůŰɞɘɢŮɑŬ Űɖɠ əɤɜɘəɐɠ Űɞɛɐɠ 

2 2: 4 0C x y x yk l m+ + + + =, ɖ ɞˊɞɑŬ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(-1, 2) əɘ 

ŮűɎˊŰŮŰŬɘ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ Ƀ(0, 0). 

114. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ əɞɘɜɏɠ ŮűŬˊŰɧɛŮɜŮɠ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ 
2: 8C y x=  əŬɘ Űɖɠ 

ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ 

2
2' : 1

3

y
C x - =. 

115. ɀɘŬ ɡˊŮɟɓɞɚɐ 

2 2

2 2
: 1

x y
C
a b
- =, ɛŮ Ŭ>0, ɓ>0, ɏɢŮɘ ŬůɨɛˊŰɤŰŮɠ Űɘɠ ŮɡɗŮɑŮɠ 

1 : 3y xe = , 2 : 3y xe =-  əɘ ŮűɎˊŰŮŰŬɘ ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬ : 5 8y xe = -. 

ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞɡɠ Ŭɟɘɗɛɞɨɠ Ŭ əŬɘ ɓ. 

116. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ ŮɡɗŮɑŬ : y xe l k= + ŮűɎˊŰŮŰŬɘ ůŰɖɜ əɤɜɘəɐ Űɞɛɐ 

2 2: 1C x ya + =, 0a¸ , Ŭɜ əŬɘ ɛɧɜɞ Ŭɜ 
2 0a l+ ¸ əŬɘ 

2 2( 1)a k l- = . 

117. ȰůŰɤ ɖ ɏɚɚŮɘɣɖ 

2 2

: 1
25 16

x y
C + =. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ˊɞɡ 

ɏɢŮɘ Űɘɠ ɑŭɘŮɠ ŮůŰɑŮɠ ɛŮ Űɖɜ ɏɚɚŮɘɣɖ əɘ ŮűɎˊŰŮŰŬɘ ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬ : 1 0x ye - + =. 
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ũŮɜɘəɏɠ ŮˊŬɜŬɚɖˊŰɘəɏɠ ŬůəɐůŮɘɠ 

1. ȷɜ 2 0RA+RB- RG= əŬɘ 6, 2 3RA = RB = RG =, ɜŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ: 

Ŭ. ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ, ȸ əŬɘ ũ ŮɑɜŬɘ ůɡɜŮɡɗŮɘŬəɎ 

ɓ. Űɞ ůɖɛŮɑɞ ũ ɓɟɑůəŮŰŬɘ ŬɜɎɛŮůŬ ůŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ əŬɘ ȸ 

ɔ. ɖ ɔɤɜɑŬ 90
Ø

ARB=  

ŭ. Űɞ ŭɘɎɜɡůɛŬ v=RB+RG ŮɑɜŬɘ əɎɗŮŰɞ ůŰɞ AG. (ȺˊŬɜŬɚɖˊŰɘəɏɠ 2001) 

2. ȹɑɜŮŰŬɘ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ȷ(2, 1) Űɞɡ əŬɟŰŮůɘŬɜɞɨ Ůˊɘˊɏŭɞɡ Ƀxy. 

Ŭ. ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ ɖ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ Ƀȷ. 

ɓ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ Ů ˊɞɡ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ ȷ əŬɘ ŮɑɜŬɘ əɎɗŮŰɖ 

ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬ Ƀȷ. 

ɔ. ȷɜ ɖ ŮɡɗŮɑŬ Ů ŰɏɛɜŮɘ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ ȸ, ɜŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɞɡ ɨɣɞɡɠ 

Űɞɡ Űɟɘɔɩɜɞɡ ABG ˊɞɡ ɎɔŮŰŬɘ Ŭˊô Űɖɜ əɞɟɡűɐ ȷ. 

ŭ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ ŮɛɓŬŭɧɜ Űɞɡ Űɟɘɔɩɜɞɡ OAB. (ȺˊŬɜŬɚɖˊŰɘəɏɠ 2000) 

3. ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ Ůɝɑůɤůɖ 
2 2( 1) 2 2 0x yl l l l g- + - - - = (1), ɧˊɞɡ lÍ  əŬɘ ɔ 

ˊɟŬɔɛŬŰɘəɐ ůŰŬɗŮɟɎ. 

Ŭ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ (1) ˊŬɟɘůŰɎ ŮɡɗŮɑŬ ɔɘŬ əɎɗŮ lÍ . 

ɓ. ȷɜ1g=-, ɜŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɧɚŮɠ ɞɘ ŮɡɗŮɑŮɠ ˊɞɡ ɞɟɑɕɞɜŰŬɘ Ŭˊô Űɖɜ (1) ŭɘɏɟɢɞɜŰŬɘ Ŭˊô Űɞ 

ɑŭɘɞ ůɖɛŮɑɞ. 

ɔ. ȷɜ 1ģ -, ɜŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧ Űɧˊɞ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ Űɞɡ Ůˊɘˊɏŭɞɡ ˊɞɡ Ŭˊô Űɞ 

əŬɗɏɜŬ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ ɛɧɜɞ ɛɑŬ ŮɡɗŮɑŬ ɖ ɞˊɞɑŬ ŮˊŬɚɖɗŮɨŮɘ Űɖɜ (1). (ȺˊŬɜŬɚɖˊŰɘəɏɠ 2002) 

4. ȹɑɜŮŰŬɘ ɏɜŬ Űɟɑɔɤɜɞ ɛŮ əɞɟɡűɏɠ ȷ(2ɚ-1, 3ɚ+2), ȸ(1, 2) əŬɘ ũ(2, 3), ɧˊɞɡ lÍ  ɛŮ 

2ļ -. 

Ŭ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ȷ əɘɜŮɑŰŬɘ ůô ŮɡɗŮɑŬ ɧŰŬɜ Űɞ ɚ ɛŮŰŬɓɎɚɚŮŰŬɘ ůŰɞ . 

ɓ. ȷɜ ɚ=1, ɜŬ ɓɟŮɑŰŮ: 
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   i. Űɞ ŮɛɓŬŭɧɜ Űɞɡ Űɟɘɔɩɜɞɡ ABG  

   ii . Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɞɡ əɨəɚɞɡ, ˊɞɡ ɏɢŮɘ əɏɜŰɟɞ Űɖɜ əɞɟɡűɐ ȷ(1, 5) əɘ ŮűɎˊŰŮŰŬɘ ůŰɖɜ 

ŮɡɗŮɑŬ ȸũ. (ȺɝŮŰɎůŮɘɠ 2003) 

5. ɇɞ ůɖɛŮɑɞ ȷ(7, 5) ŮɑɜŬɘ ɛɘŬ əɞɟɡűɐ ŰŮŰɟŬɔɩɜɞɡ, Űɞɡ ɞˊɞɑɞɡ ɖ ɛɑŬ ŭɘŬɔɩɜɘɞɠ 

ɓɟɑůəŮŰŬɘ ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬ : 3 6 0x ye + - =. 

Ŭ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ Ɏɚɚɖɠ ŭɘŬɔɤɜɑɞɡ Űɞɡ ŰŮŰɟŬɔɩɜɞɡ. 

ɓ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ Űɞ əɏɜŰɟɞ Űɞɡ ŰŮŰɟŬɔɩɜɞɡ ŮɑɜŬɘ Űɞ ůɖɛŮɑɞ Ⱦ(1, 3). 

ɔ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɞɡ əɨəɚɞɡ ˊɞɡ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɘɠ əɞɟɡűɏɠ Űɞɡ ˊŬɟŬˊɎɜɤ 

ŰŮŰɟŬɔɩɜɞɡ. (ȺˊŬɜŬɚɖˊŰɘəɏɠ 2004) 

6. ȹɑɜɞɜŰŬɘ ɞɘ ŮɡɗŮɑŮɠ 1 :3 4 6 0x ye + + = əɘ 2 :3 4 16 0x ye + + =. 

Ŭ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ ŬˊɧůŰŬůɖ Űɤɜ ˊŬɟŬɚɚɐɚɤɜ ŮɡɗŮɘɩɜ Ů1 əɘ Ů2. 

ɓ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɛŮůɞˊŬɟɎɚɚɖɚɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ Űɤɜ Ů1 əɘ Ů2. 

ɔ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɞɡ əɨəɚɞɡ ˊɞɡ ɏɢŮɘ əɏɜŰɟɞ Űɞ ůɖɛŮɑɞ Űɞɛɐɠ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ Ů1 ɛŮ 

Űɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx əɘ ŬˊɞəɧˊŰŮɘ Ŭˊô Űɖɜ ŮɡɗŮɑŬ Ů2 ɢɞɟŭɐ ɛɐəɞɡɠ d 4 3= . (ȺɝŮŰɎůŮɘɠ 2004) 

7. ɆŰɞ ŮˊɑˊŮŭɞ Ƀxy ɗŮɤɟɞɨɛŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ   

2 26 1 3 4 7 4 0
2 2

x y
w w

sun hm sunw
å õ å õ

- + - - - =æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷

 (1), ɧˊɞɡ [0, ]w pÍ . 

Ŭ. ɁŬ ŭŮɘɢɗŮɑ ɧŰɘ ɖ (1) ˊŬɟɘůŰɎ ɞɘəɞɔɏɜŮɘŬ ŮɡɗŮɘɩɜ ɖ ɞˊɞɑŬ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊɧ ůŰŬɗŮɟɧ 

ůɖɛŮɑɞ ɀ, Űɞ ɞˊɞɑɞ ɜŬ ˊɟɞůŭɘɞɟɘůŰŮɑ. 

ɓ.  ɁŬ ɓɟŮɗɞɨɜ ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɤɜ ŮɡɗŮɘɩɜ ˊɞɡ ŭɘɏɟɢɞɜŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ɀ əŬɘ ůɢɖɛŬŰɑɕɞɡɜ ɛŮ 

Űɞɡɠ ɎɝɞɜŮɠ Űɟɑɔɤɜɞ ɛô ŮɛɓŬŭɧɜ 4. 

ɔ. ɁŬ ɓɟŮɗɞɨɜ ɞɘ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɤɜ ŮɡɗŮɘɩɜ ˊɞɡ ŭɘɏɟɢɞɜŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ɀ əŬɘ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ(2, 0) 

əŬɘ ȸ(4, -2) ɘůŬˊɏɢɞɡɜ Ŭˊô ŬɡŰɏɠ. ɄɞɘŮɠ Ŭˊô Űɘɠ ŮɡɗŮɑŮɠ ŬɡŰɏɠ Ŭɜɐəɞɡɜ ůŰɖɜ ɞɘəɞɔɏɜŮɘŬ 

ŮɡɗŮɘɩɜ ˊɞɡ ˊŬɟɘůŰɎ ɖ (1); ũɘŬ ˊɞɘŬ Űɘɛɐ Űɞɡ ɤ ůɡɛɓŬɑɜŮɘ ŬɡŰɧ; 

8. ŪŮɤɟɞɨɛŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ 
2 2 2 2 ( 2) 4 ( 4) 0x y x yl l l l l- - + + + + = (1). 

Ŭ. ɁŬ ŭŮɘɢɗŮɑ ɧŰɘ ɖ (1) ˊŬɟɘůŰɎ ŭɨɞ ɞɘəɞɔɏɜŮɘŮɠ ŮɡɗŮɘɩɜ ɔɘŬ əɎɗŮ 
*lÍ . 
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ɓ. ɁŬ ŭŮɘɢɗŮɑ ɧŰɘ ɞɘ ŮɡɗŮɑŮɠ əɎɗŮ ɞɘəɞɔɏɜŮɘŬɠ ŭɘɏɟɢɞɜŰŬɘ Ŭˊɧ ůŰŬɗŮɟɧ ůɖɛŮɑɞ Ɇ1 əŬɘ Ɇ2 

ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ, Űɞ ɞˊɞɑɞ əŬɘ ɜŬ ˊɟɞůŭɘɞɟɘůŰŮɑ. 

ɔ. ȷɜ Ɇ1 ŮɑɜŬɘ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ˊɞɡ ɏɢŮɘ ɗŮŰɘəɐ ŰŮŰŬɔɛɏɜɖ, (Ůɚ) ɖ ɞɘəɞɔɏɜŮɘŬ Űɤɜ ŮɡɗŮɘɩɜ ˊɞɡ 

ŭɘɏɟɢɞɜŰŬɘ Ŭˊô ŬɡŰɧ əŬɘ (ɖɚ) ɖ Ɏɚɚɖ ɞɘəɞɔɏɜŮɘŬ ŮɡɗŮɘɩɜ, ŰɧŰŮ: 

  i. ɜŬ ˊɟɞůŭɘɞɟɘůŰɞɨɜ ɞɘ Űɘɛɏɠ Űɞɡ 
*lÍ ɔɘŬ Űɘɠ ɞˊɞɑŮɠ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ŮɡɗŮɑŮɠ Űɤɜ 

ɞɘəɞɔŮɜŮɘɩɜ (Ůɚ) əŬɘ (ɖɚ), ɞɘ ɞˊɞɑŮɠ ŰɏɛɜɞɜŰŬɘ ůŮ ůɖɛŮɑŬ Ʌɚ 

  ii . ɜŬ ŭŮɘɢɗŮɑ ɧŰɘ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ Ʌɚ, ɧŰŬɜ ɡˊɎɟɢɞɡɜ, ŮɑɜŬɘ ůɡɜŮɡɗŮɘŬəɎ 

  iii. ɜŬ ɓɟŮɗɞɨɜ ɞɘ ŮɡɗŮɑŮɠ Űɖɠ ɞɘəɞɔɏɜŮɘŬɠ (ɖɚ), ɞɘ ɞˊɞɑŮɠ ŮűɎˊŰɞɜŰŬɘ Űɞɡ əɨəɚɞɡ 

2 2: 4 4 3C x y+ = əŬɘ ɜŬ ɡˊɞɚɞɔɘůŰŮɑ ɖ ɞɝŮɑŬ ɔɤɜɑŬ ˊɞɡ ůɢɖɛŬŰɑɕɞɡɜ. 

9. ȰůŰɤ ɖ Ůɝɑůɤůɖ 
2 2 2 1 0x y yl+ - - = (1), lÍ . 

Ŭ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ (1) ˊŬɟɘůŰɎ əɨəɚɞ Cɚ, ɔɘŬ əɎɗŮ lÍ , Űɞɡ ɞˊɞɑɞɡ ɜŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ 

əɏɜŰɟɞ Ⱦ əŬɘ Űɖɜ ŬəŰɑɜŬ ɟ. 

ɓ. i. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɞɘ əɨəɚɞɘ Cɚ, ɔɘŬ əɎɗŮ lÍ , ŭɘɏɟɢɞɜŰŬɘ Ŭˊɧ ŭɨɞ ůŰŬɗŮɟɎ ůɖɛŮɑŬ ȷ 

əŬɘ ȸ, Űɤɜ ɞˊɞɑɤɜ ɜŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ. 

     ii . ȷɜ ȷ(1, 0), ɜŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖɠ Űɞɡ əɨəɚɞɡ Cɚ ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ ȷ. 

ɔ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ C, ɛô ŮůŰɑŮɠ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ, ȸ əɘ ŮəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬ 

2

2
e= . 

ŭ. ȷɜ ɀ ŮɑɜŬɘ ɏɜŬ əɞɘɜɧ ůɖɛŮɑɞ Űɤɜ Cɚ əŬɘ C, ɜŬ ɡˊɞɚɞɔɑůŮŰŮ Űɘɠ Űɘɛɏɠ Űɞɡ lÍ  ɏŰůɘ, 

ɩůŰŮ:( ) ( ) 2( )MA + MB = MK. 

10. ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ Ůɝɑůɤůɖ 
2 2 4 22 2 4 0x y x yl l l l+ - + + + - = (1), lÍ .                   

ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ: 

Ŭ. ɖ (1) ˊŬɟɘůŰɎ əɨəɚɞ ɔɘŬ əɎɗŮ lÍ , Űɞɡ ɞˊɞɑɞɡ ɜŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ əɏɜŰɟɞ əŬɘ Űɖɜ ŬəŰɑɜŬ 

ɓ. ɞɘ əɨəɚɞɘ ˊɞɡ ˊŮɟɘɔɟɎűɞɜŰŬɘ Ŭˊô Űɖɜ (1) ŮɑɜŬɘ ɑůɞɘ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ 

ɔ. ŭɨɞ ɛɧɜɞ Ŭˊô Űɞɡɠ əɨəɚɞɡɠ ˊɞɡ ˊŬɟɘůŰɎ ɖ (1) ŭɘɏɟɢɞɜŰŬɘ Ŭˊô Űɖɜ Ŭɟɢɐ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ 

ŭ. ŰŬ əɏɜŰɟŬ Űɤɜ ˊŬɟŬˊɎɜɤ əɨəɚɤɜ Ŭɜɐəɞɡɜ ůŮ əɤɜɘəɐ, Űɖɠ ɞˊɞɑŬɠ ɜŬ ɓɟŮɑŰŮ ŰŬ 

ůŰɞɘɢŮɑŬ. 
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11. ȹɑɜŮŰŬɘ ɞ əɨəɚɞɠ 
2 2: 25C x y+ =  əɘ Ů1, Ů2 ɞɘ ŮűŬˊŰɧɛŮɜŮɠ Űɞɡ əɨəɚɞɡ ˊɞɡ ɎɔɞɜŰŬɘ 

Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(0, -10). ȷɜ ȷ, ȸ ŮɑɜŬɘ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ŮˊŬűɐɠ Űɤɜ Ů1 əɘ Ů2 ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ ɛŮ 

Űɞɜ əɨəɚɞ, ɜŬ ɓɟŮɑŰŮ: 

Ŭ. Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɤɜ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɤɜ Ů1 əɘ Ů2 

ɓ. Űɘɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ ŮˊŬűɐɠ ȷ əŬɘ ȸ 

ɔ. Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ ˊɞɡ ɏɢŮɘ əɞɟɡűɐ Űɖɜ Ŭɟɢɐ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ əŬɘ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô 

ŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ əŬɘ ȸ. (ȺˊŬɜŬɚɖˊŰɘəɏɠ 2001) 

12. ȼ ˊŬɟŬɓɞɚɐ C ɛô Ůɝɑůɤůɖ 
2y xa= ,aÍ , ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ ȷ(2, 4). 

Ŭ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ ŮůŰɑŬ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ ŮɑɜŬɘ Űɞ ůɖɛŮɑɞ Ⱥ(2, 0). 

ɓ. ȰůŰɤ Ⱥȭ Űɞ ůɡɛɛŮŰɟɘəɧ Űɖɠ ŮůŰɑŬɠ Ⱥ ɤɠ ˊɟɞɠ Űɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx. ȷɜ ɀ(x, y) ŮɑɜŬɘ ɏɜŬ 

ɞˊɞɘɞŭɐˊɞŰŮ ůɖɛŮɑɞ ɔɘŬ Űɞ ɞˊɞɑɞ ɘůɢɨŮɘ 
2

'ME =MEÖE E, ɜŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ Űɞ ůɖɛŮɑɞ 

ɀ(x, y) ŬɜɐəŮɘ ůŮ əɨəɚɞ ɛŮ əɏɜŰɟɞ Ƀ(0, 0) əŬɘ ŬəŰɑɜŬ ɟ=2. (ȺˊŬɜŬɚɖˊŰɘəɏɠ 2001) 

ɔ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɤɜ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɤɜ Űɞɡ ˊŬɟŬˊɎɜɤ əɨəɚɞɡ ˊɞɡ ŭɘɏɟɢɞɜŰŬɘ Ŭˊô 

Űɞ ůɖɛŮɑɞ ȷ. 

13. ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ ˊŬɟŬɓɞɚɐ 
2 4y x= . ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ: 

Ŭ. Űɖɜ ŮůŰɑŬ əŬɘ Űɖ ŭɘŮɡɗŮŰɞɨůŬ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ 

ɓ. Űɘɠ ŮɡɗŮɑŮɠ ˊɞɡ ŭɘɏɟɢɞɜŰŬɘ Ŭˊô Űɖɜ ŮůŰɑŬ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ əɘ Ŭˊɏɢɞɡɜ Ŭˊô Űɖɜ Ŭɟɢɐ Űɤɜ 

Ŭɝɧɜɤɜ ŬˊɧůŰŬůɖ 
2

d
2

=   

ɔ. Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖɠ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ˊŬɟɎɚɚɖɚɖ ůŰɖɜ ŮɡɗŮɑŬ 

: 1y xe = -. (ȺɝŮŰɎůŮɘɠ 2002) 

14. ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ ˊŬɟŬɓɞɚɐ 
2

1 : 2C y px=  əŬɘ ɖ ɏɚɚŮɘɣɖ 
2 2 2

2 : 4 2 3C x y p+ = , p>0. 

Ŭ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɞɘ ŮůŰɑŮɠ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ ŮɑɜŬɘ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ 
3

0,
2

på õ
Eæ öæ ö
ç ÷

 əɘ 
3

0,
2

p
ȭ
å õ

E -æ öæ ö
ç ÷

. 
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ɓ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ Űɞɛɐɠ Űɤɜ ŭɨɞ əɤɜɘəɩɜ Űɞɛɩɜ ŮɑɜŬɘ ŰŬ ,
2

p
p

å õ
Kæ ö
ç ÷

 əŬɘ 

,
2

p
p

å õ
L -æ ö
ç ÷

. 

ɔ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɞɘ ŮűŬˊŰɧɛŮɜŮɠ Űɤɜ ŭɨɞ əɤɜɘəɩɜ Űɞɛɩɜ ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ ,
2

p
p

å õ
Kæ ö
ç ÷

 ŮɑɜŬɘ 

əɎɗŮŰŮɠ. (ȺɝŮŰɎůŮɘɠ 2003) 

15. ȹɑɜŮŰŬɘ ɞ əɨəɚɞɠ 
2 2: 9C x y+ =. 

Ŭ. ȷɜ Űɞ ůɖɛŮɑɞ 0 0( , )x yR  ŬɜɐəŮɘ ůŰɞɜ əɨəɚɞ C, ɜŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ Űɞ ůɖɛŮɑɞ 

0 0

5 4
,

3 3
x y

å õ
Mæ ö
ç ÷

 ŬɜɐəŮɘ ůŮ ɏɚɚŮɘɣɖ Űɖɠ ɞˊɞɑŬɠ ɜŬ ɡˊɞɚɞɔɑůŮŰŮ Űɖɜ ŮəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬ. 

ɓ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɘůɞůəŮɚɞɨɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ˊɞɡ ɏɢŮɘ Űɘɠ ɑŭɘŮɠ ŮůŰɑŮɠ ɛŮ Űɖɜ 

ˊŬɟŬˊɎɜɤ ɏɚɚŮɘɣɖ. 

ɔ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɤɜ ŬůɡɛˊŰɩŰɤɜ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ Űɞɡ ŮɟɤŰɐɛŬŰɞɠ (ɓ), əŬɗɩɠ 

əŬɘ Űɖ ɔɤɜɑŬ ˊɞɡ ŬɡŰɏɠ ůɢɖɛŬŰɑɕɞɡɜ. (ȺˊŬɜŬɚɖˊŰɘəɏɠ 2004) 

16. ȰůŰɤ ( ,4 ), ( ,2)x y xa b= = - , ɛŮ ,x yÍ , ŭɨɞ ŭɘŬɜɨůɛŬŰŬ Űɞɡ əŬɟŰŮůɘŬɜɞɨ 

Ůˊɘˊɏŭɞɡ əɎɗŮŰŬ ɛŮŰŬɝɨ Űɞɡɠ. 

Ŭ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɞ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧɠ Űɧˊɞɠ Űɤɜ ůɖɛŮɑɤɜ ɀ(x, y) Űɞɡ Ůˊɘˊɏŭɞɡ ŮɑɜŬɘ ɖ 

ˊŬɟŬɓɞɚɐ 
2: 8C x y= , Űɖɠ ɞˊɞɑŬɠ ɜŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ ŮůŰɑŬ Ⱥ əŬɘ Űɖ ŭɘŮɡɗŮŰɞɨůŬ ŭ. 

ɓ. i. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Ů1, Ů2 Űɤɜ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɤɜ ůŰɖɜ ˊŬɟŬɓɞɚɐ C, ɞɘ ɞˊɞɑŮɠ 

ŭɘɏɟɢɞɜŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ ȷ(1, -1). 

     ii . ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɔɘŬ Űɖ ɔɤɜɑŬ ɤ Űɤɜ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɤɜ Ů1, Ů2 ɘůɢɨŮɘ ɧŰɘ 
10

10
sunw=- . 

ɔ. ȹɑɜŮŰŬɘ Ůˊɘˊɚɏɞɜ ůɖɛŮɑɞ ȸ(x0, y0) Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ C, ɛŮ x0<0, ́ ɞɡ ŬˊɏɢŮɘ Ŭˊô Űɖ 

ŭɘŮɡɗŮŰɞɨůŬ ŭ ŬɡŰɐɠ ŬˊɧůŰŬůɖ d=10. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɞɡ əɨəɚɞɡ C1, ɞ ɞˊɞɑɞɠ 

ɏɢŮɘ ŭɘɎɛŮŰɟɞ Űɞ ŰɛɐɛŬ ɛŮ ɎəɟŬ ŰŬ ůɖɛŮɑŬ Ⱥ əŬɘ ȸ. 
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17. ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ Ůɝɑůɤůɖ 
2 2 3 32 2 4 0x y x y xy- - + = (1). 

Ŭ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ůŮ ůɨůŰɖɛŬ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜɤɜ Oxy ɖ (1) ˊŬɟɘůŰɎ ŭɨɞ ˊŬɟŬɓɞɚɏɠ, Űɤɜ 

ɞˊɞɑɤɜ ɜŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ ŮůŰɑŮɠ Ⱥ1, Ⱥ2 əŬɘ Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɤɜ ŭɘŮɡɗŮŰɞɡůɩɜ ŭ1 əŬɘ ŭ2 

ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ. 

ɓ. ɁŬ ɔɟɎɣŮŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɞɡ əɨəɚɞɡ C ˊɞɡ ɏɢŮɘ ŭɘɎɛŮŰɟɞ Űɞ ŮɡɗɨɔɟŬɛɛɞ ŰɛɐɛŬ Ⱥ1Ⱥ2 

əŬɘ ɜŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɖɜ Ŭɟɢɐ Űɤɜ Ŭɝɧɜɤɜ Ƀ. 

ɔ. ȰůŰɤ Ů ɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ 
2 2x y=  ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ 

1
1,

2

å õ
M -æ ö
ç ÷

.  

ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ ŮɡɗŮɑŬ Ů: 

   i. ŮűɎˊŰŮŰŬɘ əŬɘ ůŰɖɜ ˊŬɟŬɓɞɚɐ 
2 2y x=  

   ii . ŮɑɜŬɘ ˊŬɟɎɚɚɖɚɖ ůŰɖɜ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɞɡ əɨəɚɞɡ C ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ Űɞɡ Ƀ(0, 0). 

18. ȰůŰɤ ɖ Ůɝɑůɤůɖ 
2 24 2 8 0y y xl l- - + = (1). 

Ŭ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɔɘŬ əɎɗŮ lÍ  ɖ (1) ˊŬɟɘůŰɎ ɛɘŬ ˊŬɟŬɓɞɚɐ Cɚ. 

ɓ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧ Űɧˊɞ Űɤɜ əɞɟɡűɩɜ Űɤɜ ˊŬɟŬɓɞɚɩɜ Cɚ, ɧŰŬɜ Űɞ ɚ ŭɘŬŰɟɏɢŮɘ 

Űɞ . 

19. ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ ɏɚɚŮɘɣɖ ɛô ŮůŰɑŮɠ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ xȭx, ɖ ɞˊɞɑŬ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ ɀ(2, 1) 

əɘ ɏɢŮɘ ŮəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬ 
2

2
e= . 

Ŭ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɐ Űɖɠ əŬɘ Űɖɜ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ Ů ůŰɞ ɀ. 

ɓ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɞɡ əɨəɚɞɡ ˊɞɡ ŮűɎˊŰŮŰŬɘ Űɖɠ Ů, ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ ˊɞɡ ŬɡŰɐ ŰɏɛɜŮɘ 

Űɞɜ xȭx əŬɘ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ůɖɛŮɑɞ Ɇ(5, 2). 

ɔ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ, ɛô ŮůŰɑŬ ůŰɞɜ xȭx, ˊɞɡ ŭɘɏɟɢŮŰŬɘ Ŭˊô Űɞ ɀ əŬɘ 

Űɖɜ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ Ůȭ ůŰɞ ɀ. 

ŭ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ ůɡɜɖɛɑŰɞɜɞ Űɖɠ ɞɝŮɑŬɠ ɔɤɜɑŬɠ Űɤɜ Ů əŬɘ Ůȭ. 

20. ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ ɏɚɚŮɘɣɖ 

2 2

: 1
16 9

x y
C + = əŬɘ ɛɘŬ ɡˊŮɟɓɞɚɐ Cȭ ɖ ɞˊɞɑŬ ɏɢŮɘ ŮůŰɑŮɠ Űɖɠ 

əɞɟɡűɏɠ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ əŬɘ əɞɟɡűɏɠ Űɖɠ ŮůŰɑŮɠ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ. 

ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ: 
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Ŭ. Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ əŬɘ Űɘɠ ŬůɨɛˊŰɤŰɏɠ Űɖɠ 

ɓ. Űɞ ŮɛɓŬŭɧɜ Űɞɡ ɞɟɗɞɔɤɜɑɞɡ ɓɎůɖɠ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ 

ɔ. Űɞ ɔɘɜɧɛŮɜɞ 1 2e eÖ , ɧˊɞɡ Ů1 əɘ Ů2 ɞɘ ŮəəŮɜŰɟɧŰɖŰŮɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ əŬɘ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ ŬɜŰɑůŰɞɘɢŬ. 

21. ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ ɏɚɚŮɘɣɖ 

2 2

2 2
: 1, 0

x y
C a b
a b
+ = > >. ȷɜ ɞ əɡəɚɘəɧɠ ŭŬəŰɨɚɘɞɠ, ˊɞɡ 

ůɢɖɛŬŰɑɕɞɡɜ ɞɘ ɞɛɧəŮɜŰɟɞɘ əɨəɚɞɘ ɛŮ əɏɜŰɟɞ Ƀ(0, 0) əŬɘ ŬəŰɑɜŮɠ ɟ1=Ŭ əŬɘ ɟ2=ɓ, ɏɢŮɘ 

ŮɛɓŬŭɧɜ 25ˊ ŰŮŰɟŬɔɤɜɘəɏɠ ɛɞɜɎŭŮɠ, Ůɜɩ ɖ ŮəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬ Űɖɠ C ŮɑɜŬɘ ɑůɖ ɛŮ Űɞ ɛɘůɧ 

Űɖɠ ŮəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬɠ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ 

2 2

' : 1
9 16

x y
C - =, ŰɧŰŮ ɜŬ ɓɟŮɑŰŮ: 

Ŭ. Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ 

ɓ. Űɞ ŮɛɓŬŭɧɜ Űɞɡ Űɟɘɔɩɜɞɡ ˊɞɡ ůɢɖɛŬŰɑɕŮŰŬɘ Ŭˊô Űɘɠ ŬůɨɛˊŰɤŰŮɠ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ əŬɘ Űɖɜ       

ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ ˊŬɟɎɚɚɖɚɖ ůŰɞɜ ɎɝɞɜŬ yȭy əŬɘ ŰɏɛɜŮɘ Űɞɜ ɗŮŰɘəɧ 

ɖɛɘɎɝɞɜŬ Ƀx. 

22. ȰůŰɤ ɖ ɡˊŮɟɓɞɚɐ 

2 2

1 2 2
: 1

y x
C
k l
- = əŬɘ ɖ ɏɚɚŮɘɣɖ 

2 2

2 : 1
36 100

x y
C + =. ɀɑŬ əɞɟɡűɐ 

Űɞɡ ɞɟɗɞɔɤɜɑɞɡ ɓɎůɖɠ Űɖɠ C1 ŮɑɜŬɘ Űɞ ůɖɛŮɑɞ ( )2 2, 2 2L - .  

Ŭ. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ: 

    i. Űɘɠ Űɘɛɏɠ Űɤɜ ə, ɚ, Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ Űɤɜ ŬůɡɛˊŰɩŰɤɜ əŬɘ Űɖɜ ŮəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬ Űɖɠ C1 

    ii . Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ C3, ́ ɞɡ ɏɢŮɘ Űɘɠ ɑŭɘŮɠ ŮůŰɑŮɠ ɛŮ Űɖ ɡˊŮɟɓɞɚɐ C1 əŬɘ ŮɑɜŬɘ 

ɧɛɞɘŬ ɛŮ Űɖ ɏɚɚŮɘɣɖ C2. 

ɓ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɖɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ C1 ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ Űɖɠ ȷ(-3, -1) ŮűɎˊŰŮŰŬɘ 

ůŰɖɜ əɤɜɘəɐ ˊɞɡ ɞɟɑɕŮŰŬɘ Ŭˊô Űɘɠ ˊŬɟŬɛŮŰɟɘəɏɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ 
4 10

5
x sunj= , 

4 10

5
y hmj= , [0,2 )j pÍ . 

23. ȰůŰɤ Ŭɟɘɗɛɧɠ 0a¸ .  

Ŭ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ, ɧŰŬɜ Űɞ ɚ ɛŮŰŬɓɎɚɚŮŰŬɘ ůŰɞ , ɞɘ əɤɜɘəɏɠ Űɞɛɏɠ ˊɞɡ ˊŮɟɘɔɟɎűɞɜŰŬɘ 

Ŭˊô Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ 
2 2 2(2 1) 3( 1) 0x y xl l a l a- - + - - = (1) ŭɘɏɟɢɞɜŰŬɘ Ŭˊɧ 3 ůŰŬɗŮɟɎ 

ůɖɛŮɑŬ. 

ɓ. ɄɞɘŬ əɤɜɘəɐ Űɞɛɐ ˊɟɞəɨˊŰŮɘ Ŭˊô Űɖɜ (1) ɔɘŬ 
1

4
l= ; 

ɔ. ũɘŬ ˊɞɘŬ Űɘɛɐ Űɞɡ 0a¸ Űɞ ŮɛɓŬŭɧɜ Űɞɡ ůɢɖɛŬŰɘɕɧɛŮɜɞɡ Ŭˊô ŰŬ ŰɟɑŬ ůŰŬɗŮɟɎ ůɖɛŮɑŬ 

Űɟɘɔɩɜɞɡ ŮɑɜŬɘ ɑůɞ ɛŮ 32 ŰŮŰɟŬɔɤɜɘəɏɠ ɛɞɜɎŭŮɠ; 
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ūɨɚɚɞ ŮɟɔŬůɑŬɠ 

 

ŪȺɀȷ ȷ 

ȷ1. ɁŬ ŭɩůŮŰŮ Űɞɜ ɞɟɘůɛɧ Űɖɠ ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ ɛô ŮůŰɑŬ ůɖɛŮɑɞ Ⱥ əŬɘ ŭɘŮɡɗŮŰɞɨůŬ ŮɡɗŮɑŬ ŭ. 

 ɀɞɜɎŭŮɠ 6 

ȷ2. ȰůŰɤ ɞ əɨəɚɞɠ
2 2 2:C x y r+ =  əɘ ɏɜŬ ůɖɛŮɑɞ Űɞɡ ɀ(x1, y1). ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ 

ŮűŬˊŰɞɛɏɜɖ Űɞɡ əɨəɚɞɡ C ůŰɞ ůɖɛŮɑɞ Űɞɡ ɀ ɏɢŮɘ Ůɝɑůɤůɖ 
2

1 1xx yy r+ = . 

 ɀɞɜɎŭŮɠ 9 

ȷ3. Ɂô ŬˊŬɜŰɐůŮŰŮ ɛŮ ɆɤůŰɧ (Ɇ) ɐ ȿɎɗɞɠ (ȿ) ůŰɘɠ ˊŬɟŬəɎŰɤ ˊɟɞŰɎůŮɘɠ. 

     i. ȼ Ůɝɑůɤůɖ 
2 2 0x y x y+ +A +B +G= ˊŬɟɘůŰɎ ˊɎɜŰŬ əɨəɚɞ ɧŰŬɜ ũ<0. 

     ii . ɀɘŬ ˊŬɟŬɓɞɚɐ ɛŮ əɞɟɡűɐ Ƀ(0, 0) əŬɘ ŭɘŮɡɗŮŰɞɨůŬ Űɖɜ ŮɡɗŮɑŬ 
2

p
y=-  ɏɢŮɘ ɎɝɞɜŬ 

ůɡɛɛŮŰɟɑŬɠ Űɞɜ xȭx. 

     iii . ȷɜ ɀ1ɀ2 ŮɑɜŬɘ ɖ ŭɘɎɛŮŰɟɞɠ ɛɘŬɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ, ŰɧŰŮ ˊɎɜŰŬ ɘůɢɨŮɘ 2ɓ<(ɀ1ɀ2)<2Ŭ. 

     iv. ɆŰɖɜ Ůɝɑůɤůɖ ɛɘŬɠ ɡˊŮɟɓɞɚɐɠ 

2 2

2 2
: 1

x y
C
a b
- = ɘůɢɨŮɘ ˊɎɜŰŬ Ŭ>ɓ. 

    v. ȷɜ ɛɘŬ ŮɡɗŮɑŬ ɏɢŮɘ ɏɜŬ ɛɧɜɞ ůɖɛŮɑɞ ɛŮ ɛɘŬ ɡˊŮɟɓɞɚɐ, ŰɧŰŮ ˊɎɜŰŬ ŮűɎˊŰŮŰŬɘ ůô ŬɡŰɐ. 

 ɀɞɜɎŭŮɠ 10 

 

ŪȺɀȷ ȸ 

ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ ɏɚɚŮɘɣɖ 
2 2

1 :9 25 225C x y+ =  əŬɘ ɖ ˊŬɟŬɓɞɚɐ 
2

2 : 12C y x= . 

ȸ1. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ ůɡɜŰŮŰŬɔɛɏɜŮɠ Űɤɜ ŮůŰɘɩɜ Ⱥ əɘ Ⱥȭ, Űɞ ɛɐəɞɠ Űɞɡ ɛŮɔɎɚɞɡ ɎɝɞɜŬ əŬɘ 

Űɖɜ ŮəəŮɜŰɟɧŰɖŰŬ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ C1. 

 ɀɞɜɎŭŮɠ 8 

ȸ2. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ ŰŬ əɞɘɜɎ ůɖɛŮɑŬ Ⱦ əŬɘ ȿ Űɖɠ ɏɚɚŮɘɣɖɠ C1 ɛŮ Űɖ ŭɘŮɡɗŮŰɞɨůŬ ŭ Űɖɠ 

ˊŬɟŬɓɞɚɐɠ C2. 

 ɀɞɜɎŭŮɠ 9 

ȸ3. ɁŬ ɡˊɞɚɞɔɑůŮŰŮ Űɖɜ ˊŮɟɑɛŮŰɟɞ əŬɘ Űɞ ŮɛɓŬŭɧɜ Űɤɜ Űɟɘɔɩɜɤɜ ȭEKE əɘ ȭELE. 

 ɀɞɜɎŭŮɠ 8 
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ŪȺɀȷ ũ 

ŪŮɤɟɞɨɛŮ Űɖɜ ɏɚɚŮɘɣɖ 

2 2

1 : 1
9 5

x y
C + = əŬɘ Űɖɜ ɡˊŮɟɓɞɚɐ 

2
2

2 : 1
3

y
C x - =. 

ũ1. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ ɏɚɚŮɘɣɖ C1 əŬɘ ɖ ɡˊŮɟɓɞɚɐ C2 ɏɢɞɡɜ Űɘɠ ɑŭɘŮɠ ŮůŰɑŮɠ. 

 ɀɞɜɎŭŮɠ 6 

ũ2. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɞɘ ŭɨɞ əɤɜɘəɏɠ ŰɏɛɜɞɜŰŬɘ ůŮ 4 ůɖɛŮɑŬ, ŰŬ ɞˊɞɑŬ Ŭɜɐəɞɡɜ ůŰɞɜ ɑŭɘɞ 

əɨəɚɞ. 

 ɀɞɜɎŭŮɠ 9 

ũ3. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɞɘ ŮűŬˊŰɧɛŮɜŮɠ Űɤɜ C1 əŬɘ C2 ůŰŬ əɞɘɜɎ Űɞɡɠ ůɖɛŮɑŬ ŮɑɜŬɘ əɎɗŮŰŮɠ. 

 ɀɞɜɎŭŮɠ 10 

 

ŪȺɀȷ ȹ 

ȹɑɜŮŰŬɘ ɖ Ůɝɑůɤůɖ 
2 2 2 2 (2 1) 0x y y xl+ - + - - = (1), lÍ . 

ȹ1. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ Ůɝɑůɤůɖ (1) ˊŬɟɘůŰɎ əɨəɚɞ ɔɘŬ əɎɗŮ lÍ , Űɞɡ ɞˊɞɑɞɡ ɜŬ 

ɡˊɞɚɞɔɑůŮŰŮ Űɞ əɏɜŰɟɞ əŬɘ Űɖɜ ŬəŰɑɜŬ. 

 ɀɞɜɎŭŮɠ 6 

ȹ2. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɞ ɔŮɤɛŮŰɟɘəɧ Űɧˊɞ Űɤɜ əɏɜŰɟɤɜ Űɤɜ əɨəɚɤɜ ˊɞɡ ˊŮɟɘɔɟɎűɞɜŰŬɘ Ŭˊô Űɖɜ 

Ůɝɑůɤůɖ (1). 

 ɀɞɜɎŭŮɠ 4 

ȹ3. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɞɘ əɨəɚɞɘ ŭɘɏɟɢɞɜŰŬɘ Ŭˊɧ ŭɨɞ ůŰŬɗŮɟɎ ůɖɛŮɑŬ ȷ əŬɘ ȸ. 

 ɀɞɜɎŭŮɠ 7 

ȹ4. ɁŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɘɠ Űɘɛɏɠ Űɞɡ lÍ , ɩůŰŮ ɞ əɨəɚɞɠ ˊɞɡ ˊŮɟɘɔɟɎűŮŰŬɘ Ŭˊô Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ (1) 

ɜŬ ŮɑɜŬɘ ɞ ɛɘəɟɧŰŮɟɞɠ. 

 ɀɞɜɎŭŮɠ 8 

 

 

 

ȾŬɚɐ ŮˊɘŰɡɢɑŬ! 

 

 



ɥɻʃʂʈɻʐʅʆʗ ɩʍʋʎɻʉɻʐʋʇʅʎʈʋʞ ɛ˃ ɤʑʆʀʚʋʑ 

ɫʐʗʈʋʑ ɜʅʗʉʉʂʏ ɫʀʇʚɿɻ 243 
 

ɇɞ ɗɏɛŬ 

ȹɑɜɞɜŰŬɘ ɞɘ ɔɟŬɛɛɏɠ C1, C2 ˊɞɡ ɞɟɑɕɞɜŰŬɘ Ŭˊô Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ 

2 2 2 2

1 : 2 ( ) 2 0C x y x ya a b+ - + + - = əŬɘ 
2 2 2 2

2 : 2 ( ) 2 0C x y x yb b a+ - + + - =, 

ɧˊɞɡ 0<Ŭ<ɓ əŬɘ Ŭ
2
+ɓ

2
<6Ŭɓ. 

 ȷ. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ əŬɗŮɛɘɎ Ŭˊô Űɘɠ ŮɝɘůɩůŮɘɠ C1, C2 ˊŬɟɘůŰɎ əɨəɚɞ ɔɘŬ əɎɗŮ Űɘɛɐ Űɤɜ Ŭ, ɓ. 

ȸ. ɁŬ ɓɟŮɗŮɑ ɖ ůɢŮŰɘəɐ ɗɏůɖ Űɤɜ əɨəɚɤɜ C1, C2. 

ũ. ȷɜ ɞɘ əɨəɚɞɘ C1, C2 ŰɏɛɜɞɜŰŬɘ ůŰŬ ůɖɛŮɑŬ ȷ əŬɘ ȸ, ɜŬ ɓɟŮɑŰŮ Űɖɜ Ůɝɑůɤůɖ Űɖɠ ŮɡɗŮɑŬɠ ˊɞɡ 

ŬɡŰɎ ɞɟɑɕɞɡɜ. 

ȹ. ȷɜ Ůˊɘˊɚɏɞɜ ɘůɢɨŮɘ ɧŰɘ
81

128
ab> , ɜŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɖ ŮɡɗŮɑŬ Űɞɡ ŮɟɤŰɐɛŬŰɞɠ ũ ŮűɎˊŰŮŰŬɘ 

ůŰɖɜ ˊŬɟŬɓɞɚɐ 
2: 8C y x=- . 
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ȾȺūȷȿȷȽɃ 4
Ƀ 
: ŪȺɋɅȽȷ ȷɅȽŪɀɋɁ 

ȺɁɃɇȼɇȷ  Ƚ: ɀŬɗɖɛŬŰɘəɐ ŮˊŬɔɤɔɐ 

ü ȷɟɢɐ ɀŬɗɖɛŬŰɘəɐɠ Ⱥ́ Ŭɔɤɔɐɠ 

ȷɠ ɡˊɞɗɏůɞɡɛŮ ɧŰɘ ɗɏɚɞɡɛŮ ɜŬ ɡˊɞɚɞɔɑůɞɡɛŮ Űɞ ɎɗɟɞɘůɛŬ Űɤɜ ˊɟɩŰɤɜ ɜ ůŮ ˊɚɐɗɞɠ 

ˊŮɟɘŰŰɩɜ Ŭɟɘɗɛɩɜ, ŭɖɚŬŭɐ Űɞ ɎɗɟɞɘůɛŬ( )1 3 5 7 2 1n+ + + +»+ -, ɔɘŬ ɞˊɞɘɞŭɐˊɞŰŮ ɗŮŰɘəɧ 

ŬəɏɟŬɘɞ ɜ. ɈˊɞɚɞɔɑɕɞɡɛŮ Űɞ ˊŬɟŬˊɎɜɤ ɎɗɟɞɘůɛŬ ɔɘŬ ɛŮɟɘəɏɠ Űɘɛɏɠ Űɞɡ ɜ əɘ ɏɢɞɡɛŮ: 

ũɘŬ ɜ=1, 1=1 (=1
2
) 

ũɘŬ ɜ=2, 1+3=4 (=2
2
) 

ũɘŬ ɜ=3, 1+3+5=9 (=3
2
) 

ũɘŬ ɜ=4, 1+3+5+7=16 (=4
2
) 

ɇŬ ɛɏɢɟɘ ŰɩɟŬ ŬˊɞŰŮɚɏůɛŬŰŬ ɛŬɠ ɞŭɖɔɞɨɜ ůŰɞ ůɡɛˊɏɟŬůɛŬ ˊɤɠ Űɞ ɎɗɟɞɘůɛŬ Űɤɜ ɜ ˊɟɩŰɤɜ 

ˊŮɟɘŰŰɩɜ Ŭɟɘɗɛɩɜ ɘůɞɨŰŬɘ ɛŮ Űɞ ŰŮŰɟɎɔɤɜɞ Űɞɡ ˊɚɐɗɞɡɠ Űɞɡɠ.                                               

ȹɖɚŬŭɐ: ( ) 21 2 3 5 7 2 1n n+ + + + +»+ - = (1). 

ȺˊŮɘŭɐ Űɞ ˊɚɐɗɞɠ Űɤɜ ɗŮŰɘəɩɜ ŬəŮɟŬɑɤɜ ŮɑɜŬɘ ɎˊŮɘɟɞ, ŮɑɜŬɘ ŬŭɨɜŬŰɞ ɛŮ Űɞɜ ˊŬɟŬˊɎɜɤ Űɟɧˊɞ 

ɜŬ ŭŮɑɝɞɡɛŮ ɧŰɘ ɖ (1) ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ ɧɚɞɡɠ Űɞɡɠ ɗŮŰɘəɞɨɠ ŬəŮɟŬɑɞɡɠ. ȷɜ ɧɛɤɠ ɛˊɞɟɞɨůŬɛŮ ɜŬ 

ŭŮɑɝɞɡɛŮ ɧŰɘ, ɧŰŬɜ ŬɚɖɗŮɨŮɘ ɞ ɘůɢɡɟɘůɛɧɠ (1) ɔɘŬ ŬɡɗŬɑɟŮŰɞ ɗŮŰɘəɧ ŬəɏɟŬɘɞ ɜ ɗŬ ŬɚɖɗŮɨŮɘ əŬɘ 

ɔɘŬ Űɞɜ ŮˊɧɛŮɜɧ Űɞɡ ɜ+1, ŰɧŰŮ ɞ ɘůɢɡɟɘůɛɧɠ ɗŬ ɑůɢɡŮ ɔɘŬ ɧɚɞɡɠ Űɞɡɠ ɗŮŰɘəɞɨɠ ŬəŮɟŬɑɞɡɠ. 

ȷɡŰɧ ůɡɛɓŬɑɜŮɘ ŭɘɧŰɘ, Ŭɜ ɞ ɘůɢɡɟɘůɛɧɠ ŮɑɜŬɘ Ŭɚɖɗɐɠ ɔɘŬ ɜ=1, ɗŬ ŮɑɜŬɘ Ŭɚɖɗɐɠ əŬɘ ɔɘŬ ɜ+1=2, 

ůɡɜŮˊɩɠ əŬɘ ɔɘŬ (ɜ+1)+1=3 əŬɘ ŭɘŬŭɞɢɘəɎ ɔɘŬ əɎɗŮ ɗŮŰɘəɧ ŬəɏɟŬɘɞ . 

ȰůŰɤ ɚɞɘˊɧɜ ɧŰɘ ɘůɢɨŮɘ ( ) 21 2 3 5 7 2 1n n+ + + + +»+ - =. ɇɧŰŮ:

( )( ) ( ) ( )
2 2

1 2 3 5 7 2 1 2 1  1 2 3 5 7 2 1 2 1

2 1 ( 1)

n n n n

n n n

+ + + + +»+ - + + = + + + + +è ø»+ - + + =

= + + = +

ê ú
  

ȷˊɞŭŮɑɝŬɛŮ ŭɖɚŬŭɐ ɧŰɘ Ŭɜ ɞ ɘůɢɡɟɘůɛɧɠ ŮɑɜŬɘ Ŭɚɖɗɐɠ ɔɘŬ ɏɜŬɜ ŬɡɗŬɑɟŮŰɞ ɗŮŰɘəɧ ŬəɏɟŬɘɞ ɜ, 

ŰɧŰŮ ŮɑɜŬɘ Ŭɚɖɗɐɠ əŬɘ ɔɘŬ Űɞɜ ŮˊɧɛŮɜɧ Űɞɡ ŬəɏɟŬɘɞ ɜ+1. ȯɟŬ ŬɚɖɗŮɨŮɘ ɔɘŬ əɎɗŮ ɗŮŰɘəɧ 

ŬəɏɟŬɘɞ ɜ. 

ȼ ŬˊɞŭŮɘəŰɘəɐ ŬɡŰɐ ɛɏɗɞŭɞɠ ɚɏɔŮŰŬɘ ɛŬɗɖɛŬŰɘəɐ ɐ ŰɏɚŮɘŬ ŮˊŬɔɤɔɐ əŬɘ ůŰɖɟɑɕŮŰŬɘ ůŰɖɜ 

ɚŮɔɧɛŮɜɖ çŬɟɢɐ Űɖɠ ɛŬɗɖɛŬŰɘəɐɠ ŮˊŬɔɤɔɐɠè. 
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ɄŬɟɎŭŮɘɔɛŬ 

ɁŬ ŭŮɘɢɗŮɑ ɧŰɘ ɘůɢɨŮɘ 2n n>  (1), ɔɘŬ əɎɗŮ ɗŮŰɘəɧ ŬəɏɟŬɘɞ ɜ. 

ȷˊɧŭŮɘɝɖ 

ȼ (1) ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ ɜ=1, Ŭűɞɨ 
12 2 1= >. 

ɈˊɞɗɏŰɤ ɧŰɘ ɖ (1) ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ ɜ=ə, ɧˊɞɡ ə ŰɡɢŬɑɞɠ ɗŮŰɘəɧɠ ŬəɏɟŬɘɞɠ. 

ŪŬ ŭŮɑɝɤ ɧŰɘ ɖ (1) ɘůɢɨŮɘ əŬɘ ɔɘŬ Űɞɜ ɗŮŰɘəɧ ŬəɏɟŬɘɞ ɜ=ə+1. 

ȰůŰɤ ɚɞɘˊɧɜ ɧŰɘ 2k k> (2). 

ȺɑɜŬɘ 
(2)2 1

12 2 2 2 2 2 1 1

k

k k k k k k
>

+= Ö = + > + > +    (ŮɑɜŬɘ ə>1 ɞˊɧŰŮ 
12 2 1k> >). 

ȼ ˊɟɧŰŬůɖ ɘůɢɨŮɘ əŬɘ ɔɘŬ ɜ=ə+1, ɎɟŬ ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ əɎɗŮ ɗŮŰɘəɧ ŬəɏɟŬɘɞ ɜ. 

Ʉɞɚɚɏɠ űɞɟɏɠ ɧɛɤɠ ˊɟɏˊŮɘ ɜŬ ŬˊɞŭŮɑɝɞɡɛŮ ɧŰɘ ɛɘŬ ˊɟɧŰŬůɖ Ʌ(ɜ) ŬɚɖɗŮɨŮɘ ɧɢɘ ɔɘŬ əɎɗŮ 

ɗŮŰɘəɧ ŬəɏɟŬɘɞ ɜ, ŬɚɚɎ ɔɘŬ əɎɗŮ ɗŮŰɘəɧ ŬəɏɟŬɘɞ ɜ ɛŮɔŬɚɨŰŮɟɞ ɐ ɑůɞ Ŭˊɧ əɎˊɞɘɞɜ ɞɟɘůɛɏɜɞ 

űɡůɘəɧ Ŭɟɘɗɛɧ.  

ũɘŬ ˊŬɟɎŭŮɘɔɛŬ, Ŭɜ ɗɏɚɞɡɛŮ ɜŬ ŭŮɑɝɞɡɛŮ ɧŰɘ 2 2 1n n> + ɔɘŬ 3n² , ŰɧŰŮ Űɞ ˊɟɩŰɞ ɓɐɛŬ 

ŮɑɜŬɘ ɜŬ ŭɘŬˊɘůŰɩůɞɡɛŮ Űɖɜ ŬɚɐɗŮɘŬ Űɖɠ ŬɜɘůɧŰɖŰŬɠ ɔɘŬ ɜ=3, Ůɜɩ Ŭɜ ɗɏɚɞɡɛŮ ɜŬ ŭŮɑɝɞɡɛŮ ɧŰɘ 

3 2 1n n² + ɔɘŬ 0n² , ŰɧŰŮ Űɞ ˊɟɩŰɞ ɓɐɛŬ ŮɑɜŬɘ ɜŬ ŭɘŬˊɘůŰɩůɞɡɛŮ Űɖɜ ŬɚɐɗŮɘŬ Űɖɠ 

ŬɜɘůɧŰɖŰŬɠ ɔɘŬ ɜ=0. 

ɆŰɖɜ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ŬɡŰɐ ɢɟɖůɘɛɞˊɞɘɞɨɛŮ Űɖɜ ˊŬɟŬəɎŰɤ ɛɏɗɞŭɞ, ɖ ɞˊɞɑŬ ŬˊɞŰŮɚŮɑ ɔŮɜɑəŮɡůɖ 

Űɖɠ Ŭɟɢɐɠ Űɖɠ ɛŬɗɖɛŬŰɘəɐɠ ŮˊŬɔɤɔɐɠ. 

ȹɘŬŰɨˊɤůɖ 

ȰůŰɤ ɛɘŬ ˊɟɧŰŬůɖ Ʌ(ɜ) ˊɞɡ ŬɜŬűɏɟŮŰŬɘ ůŰɞ ɗŮŰɘəɧ ŬəɏɟŬɘɞ ɜ. 

ȷɜ: 

¶ ɖ ˊɟɧŰŬůɖ ŮɑɜŬɘ Ŭɚɖɗɐɠ ɔɘŬ Űɞ ɗŮŰɘəɧ ŬəɏɟŬɘɞ 1, ŭɖɚŬŭɐ ɖ Ʌ(1) ŮɑɜŬɘ Ŭɚɖɗɐɠ, 

əŬɘ 

¶ ɖ ŬɚɐɗŮɘŬ Űɖɠ Ʌ(ə) ůɡɜŮˊɎɔŮŰŬɘ Űɖɜ ŬɚɐɗŮɘŬ Űɖɠ Ʌ(ə+1) ɔɘŬ əɎɗŮ ɗŮŰɘəɧ ŬəɏɟŬɘɞ 

ə,  

ŰɧŰŮ ɖ ˊɟɧŰŬůɖ Ʌ(ɜ) ŬɚɖɗŮɨŮɘ ɔɘŬ ɧɚɞɡɠ Űɞɡɠ ɗŮŰɘəɞɨɠ ŬəŮɟŬɑɞɡɠ ɜ. 
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ɄŬɟɎŭŮɘɔɛŬ 

ɁŬ ŭŮɘɢɗŮɑ ɧŰɘ ɘůɢɨŮɘ 2 2 1n n> + (1), ɔɘŬ əɎɗŮ ɗŮŰɘəɧ ŬəɏɟŬɘɞ 3n² . 

ȷˊɧŭŮɘɝɖ 

ȼ (1) ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ ɜ=3, Ŭűɞɨ 
32 8 2 3 1 7= > Ö + =. 

ɈˊɞɗɏŰɤ ɧŰɘ ɖ (1) ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ ɜ=ə, ɧˊɞɡ ə ŰɡɢŬɑɞɠ ɗŮŰɘəɧɠ ŬəɏɟŬɘɞɠ, ɛŮ 3k² . 

ŪŬ ŭŮɑɝɤ ɧŰɘ ɖ (1) ɘůɢɨŮɘ əŬɘ ɔɘŬ Űɞɜ ɗŮŰɘəɧ ŬəɏɟŬɘɞ ɜ=ə+1. 

ȰůŰɤ ɚɞɘˊɧɜ ɧŰɘ 2 2 1k k> + (2). 

ȺɑɜŬɘ 
(2)

12 2 2 2 2 2 1 2 1 2 2 2 2( 1) 2 2( 1) 1k k k k k k k k k k k+= Ö = + > + + + = + + = + + > + +, 

Ŭűɞɨ ɔɘŬ 3k² ŮɑɜŬɘ 2 6 1k² >. 

ȼ ˊɟɧŰŬůɖ ɘůɢɨŮɘ əŬɘ ɔɘŬ ɜ=ə+1, ɎɟŬ ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ əɎɗŮ ɗŮŰɘəɧ ŬəɏɟŬɘɞ 3n² . 

Ʉɟɞůɞɢɐ 

ȼ ɛɏɗɞŭɞɠ Űɖɠ ɛŬɗɖɛŬŰɘəɐɠ ŮˊŬɔɤɔɐɠ ŬˊɞŰŮɚŮɑŰŬɘ Ŭˊɧ ŭɨɞ ɓɐɛŬŰŬ, ŰŬ ɞˊɞɑŬ ŮɑɜŬɘ ŬˊɞɚɨŰɤɠ 

ŬɜŬɔəŬɑŬ ɜŬ ɘůɢɨɞɡɜ ŰŬɡŰɧɢɟɞɜŬ ɔɘŬ ɜŬ ŮɝŬůűŬɚɑůɞɡɛŮ Űɖɜ ŬɚɐɗŮɘŬ ɛɘŬɠ ˊɟɧŰŬůɖɠ ˊɞɡ 

ŬɜŬűɏɟŮŰŬɘ ůŰɞ ɗŮŰɘəɧ ŬəɏɟŬɘɞ ɜ. ɆŮ əɎɗŮ Ɏɚɚɖ ˊŮɟɑˊŰɤůɖ ɛˊɞɟŮɑ ɜŬ ɞŭɖɔɖɗɞɨɛŮ ůŮ ɚɎɗɞɠ 

ůɡɛˊŮɟɎůɛŬŰŬ, Ŭűɞɨ ɡˊɎɟɢɞɡɜ ˊŮɟɘˊŰɩůŮɘɠ ůŰɘɠ ɞˊɞɑŮɠ ɘəŬɜɞˊɞɘŮɑŰŬɘ Űɞ 1
ɞ
 ɓɐɛŬ ŬɚɚɎ ɧɢɘ Űɞ 

2
ɞ
 əɘ ɎɚɚŮɠ ůŰɘɠ ɞˊɞɑŮɠ ɘəŬɜɞˊɞɘŮɑŰŬɘ Űɞ 2

ɞ
 ɓɐɛŬ ŬɚɚɎ ɧɢɘ Űɞ 1

ɞ
. 

 

ȹɘŬŰɨˊɤůɖ 

ȰůŰɤ Ʌ(ɜ) ɛɘŬ ˊɟɧŰŬůɖ ˊɞɡ ŬɜŬűɏɟŮŰŬɘ ůŰɞ ɗŮŰɘəɧ ŬəɏɟŬɘɞ ɜ, ɛŮ 0n n²  , 0nÍ . 

ȷɜ: 

¶ ɖ ˊɟɧŰŬůɖ ŮɑɜŬɘ Ŭɚɖɗɐɠ ɔɘŬ Űɞ ɗŮŰɘəɧ ŬəɏɟŬɘɞ ɜ0, ŭɖɚŬŭɐ ɖ Ʌ(ɜ0) ŮɑɜŬɘ Ŭɚɖɗɐɠ, 

əŬɘ 

¶ ɖ ŬɚɐɗŮɘŬ Űɖɠ Ʌ(ə) ůɡɜŮˊɎɔŮŰŬɘ Űɖɜ ŬɚɐɗŮɘŬ Űɖɠ Ʌ(ə+1) ɔɘŬ əɎɗŮ ɗŮŰɘəɧ ŬəɏɟŬɘɞ 

0k n² , 

ŰɧŰŮ ɖ ˊɟɧŰŬůɖ Ʌ(ɜ) ŬɚɖɗŮɨŮɘ ɔɘŬ ɧɚɞɡɠ Űɞɡɠ ɗŮŰɘəɞɨɠ ŬəŮɟŬɑɞɡɠ 0n n² . 
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ɄŬɟɎŭŮɘɔɛŬ 1 

ȼ ŬɜɘůɧŰɖŰŬ 
1002 2n n< + ŬɚɖɗŮɨŮɘ ɔɘŬ ɜ=1, 2, 3, é, 100, ɧɛɤɠ ɖ ŬɚɐɗŮɘŬ Űɖɠ Ʌ(100) ŭŮɜ 

ůɡɜŮˊɎɔŮŰŬɘ Űɖɜ ŬɚɐɗŮɘŬ Űɖɠ Ʌ(101) Ŭűɞɨ 
101 100 101 1002 2 101 2 2 101> + Ú - > Ú  

100 1002 (2 1) 101 2 101Ú - > Ú > , ˊɞɡ ɘůɢɨŮɘ. 

ȯɟŬ ɖ ŬɜɘůɧŰɖŰŬ ŭŮɜ ŬɚɖɗŮɨŮɘ ɔɘŬ əɎɗŮ ɗŮŰɘəɧ ŬəɏɟŬɘɞ ɜ. 

ɄŬɟɎŭŮɘɔɛŬ 2 

ȰůŰɤ ɖ ˊɟɧŰŬůɖ 
( 1)

1 2 3 ... 10
2

n n
n

+
+ + + + = + (1). 

ȰůŰɤ ŰɩɟŬ ɧŰɘ ɖ (1) ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ ,n k k *= Í , ŭɖɚŬŭɐ 
( 1)

1 2 3 ... 10
2

k k
k

+
+ + + + = + (2). 

ũɘŬ 1n k= + ɏɢɞɡɛŮ: 
( 1)

1 2 3 ... ( 1) 10 ( 1)
2

k k
k k k

+
+ + + + + + = + + + = 

( 1) 2( 1) ( 1)( 2)
10 10

2 2

k k k k k+ + + + +
= + = +.  

ȼ ˊɟɧŰŬůɖ ŬɚɖɗŮɨŮɘ əŬɘ ɔɘŬ Űɞɜ ŮˊɧɛŮɜɞ ɗŮŰɘəɧ ŬəɏɟŬɘɞ, ɧɛɤɠ ŭŮɜ ŬɚɖɗŮɨŮɘ ɔɘŬ ɧɚɞɡɠ Űɞɡɠ 

ɗŮŰɘəɞɨɠ ŬəŮɟŬɑɞɡɠ Ŭűɞɨ ɔɘŬ ɜ=1 ŮɑɜŬɘ 
1 (1 1)

1 10 1 1 10 1 11
2

Ö +
= + Ý = + Ý = ˊɞɡ ŮɑɜŬɘ 

ɣŮɡŭɐɠ. 

ü ȷɜɘůɧŰɖŰŬ Űɞɡ Bernoulli  

ȰůŰɤ ɏɜŬɠ ˊɟŬɔɛŬŰɘəɧɠ Ŭɟɘɗɛɧɠ 1a>-. ɇɧŰŮ ɔɘŬ əɎɗŮ n *Í  ɘůɢɨŮɘ ɧŰɘ: 

(1 ) 1na na+ ² +  (1). 

ȷˊɧŭŮɘɝɖ 

ũɘŬ ɜ=1 ɖ (1) ɔɑɜŮŰŬɘ 
1(1 ) 1 1 1 1a a a a+ ² + Ö Ý + ² +, ˊɞɡ ɘůɢɨŮɘ. 

ȰůŰɤ ɧŰɘ ɖ (1) ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ ,n k k *= Í , ŭɖɚŬŭɐ (1 ) 1ka ka+ ² +  (2). 

ũɘŬ ɜ=ə+1 ŮɑɜŬɘ: 
(2)

1 2(1 ) (1 ) (1 ) (1 ) (1 ) 1k ka a a ka a ka a ka++ = + Ö + ² + Ö + = + + + =  

21 ( 1) 1 ( 1)k a ka k a= + + + ² + +, Ŭűɞɨ 
2 0ka² . 
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ȼ ůɢɏůɖ ŬɚɖɗŮɨŮɘ əŬɘ ɔɘŬ ɜ=ə+1, ɎɟŬ ŬɚɖɗŮɨŮɘ ɔɘŬ əɎɗŮ ɗŮŰɘəɧ ŬəɏɟŬɘɞ ɜ. 

ȳɛɞɘŬ ŬˊɞŭŮɘəɜɨɞɜŰŬɘ əŬɘ ɞɘ ˊŬɟŬəɎŰɤ ŬɜɘůɧŰɖŰŮɠ: 

¶ (1 ) 1na na+ > +, ɧˊɞɡ 
, 2

, 1, 0

n n

a a a

*Í ²

Í ²- ¸
  

¶ (1 ) 1na na- > -, ɧˊɞɡ 
, 1

n

a a

*Í

Í ¢
 

¶ (1 ) 1na na- ² -, ɧˊɞɡ 
, 2

, 1, 0

n n

a a a

*Í ²

Í ¢ ¸
 

ɀɘŬ ˊŬɟŬɚɚŬɔɐ Űɖɠ Ŭɟɢɐɠ Űɖɠ ɛŬɗɖɛŬŰɘəɐɠ ŮˊŬɔɤɔɐɠ ŬˊɞŰŮɚŮɑ əŬɘ ˊŬɟŬəɎŰɤ ˊɟɧŰŬůɖ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ȼ ɛɏɗɞŭɞɠ Űɖɠ ɛŬɗɖɛŬŰɘəɐɠ ŮˊŬɔɤɔɐɠ ŮɑɜŬɘ ɢɟɐůɘɛɖ ɔɘŬ Űɖɜ ŬˊɧŭŮɘɝɖ ɘůɞŰɐŰɤɜ, ŬɜɘůɞŰɐŰɤɜ 

əŬɘ ŭɘŬűɧɟɤɜ Ɏɚɚɤɜ ˊɟɞŰɎůŮɤɜ Ŭˊô ɧɚɞɡɠ Űɞɡɠ əɚɎŭɞɡɠ Űɤɜ ɛŬɗɖɛŬŰɘəɩɜ ˊɞɡ ŬɜŬűɏɟɞɜŰŬɘ 

ůŰɞɡɠ űɡůɘəɞɨɠ əŬɘ Űɞɡɠ ɗŮŰɘəɞɨɠ ŬəŮɟŬɑɞɡɠ Ŭɟɘɗɛɞɨɠ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

ȹɘŬŰɨˊɤůɖ 

ȰůŰɤ Ʌ(ɜ) ɛɘŬ ˊɟɧŰŬůɖ ˊɞɡ ŬɜŬűɏɟŮŰŬɘ ůŰɞ ɗŮŰɘəɧ ŬəɏɟŬɘɞ ɜ. 

ȷɜ: 

¶ ɖ Ʌ(1) ŮɑɜŬɘ Ŭɚɖɗɐɠ,                                                                                                            

əŬɘ 

¶ ɛŮ Űɖɜ ˊɟɞɦˊɧɗŮůɖ ɧŰɘ ŬɚɖɗŮɨŮɘ ɖ Ʌ(ɜ) ɔɘŬ əɎɗŮ ,n k k< Í , ŬɚɖɗŮɨŮɘ əŬɘ ɖ 

Ʌ(ə), 

ŰɧŰŮ ɖ Ʌ(ɜ) ŬɚɖɗŮɨŮɘ ɔɘŬ əɎɗŮ űɡůɘəɧ Ŭɟɘɗɛɧ ɜ. 
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ȿɡɛɏɜŬ ˊŬɟŬŭŮɑɔɛŬŰŬ 

1. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɔɘŬ əɎɗŮ ɗŮŰɘəɧ ŬəɏɟŬɘɞ ɜ ɘůɢɨŮɘ: 

Ŭ. 
( 1)

1 2 3 ...
2

n n
n

+
+ + + + = ,    ɓ. 

2 2 2 2 ( 1)(2 1)
1 2 3 ...

6

n n n
n

+ +
+ + + + = , 

ɔ. 
21 2 2 5 5 8 ... (3 1) ( 1)n n n nÖ + Ö + Ö + + - = +, 

ŭ. 
1 1 1 1

...
1 3 3 5 5 7 (2 1) (2 1) 2 1

n

n n n
+ + + + =

Ö Ö Ö - Ö + +
. 

ȿɨůɖ 

Ŭ. ȰůŰɤ 
( 1)

1 2 3 ...
2

n n
n

+
+ + + + =  (1), n *Í . 

ũɘŬ ɜ=1, ɖ (1) ɔɑɜŮŰŬɘ 
1 (1 1)

1 1 1
2

Ö +
= Ú =, ˊɞɡ ɘůɢɨŮɘ. 

ȰůŰɤ ɧŰɘ ɖ (1) ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ ɜ=ə, ŭɖɚŬŭɐ 
( 1)

1 2 3 ...
2

k k
k

+
+ + + + = (2),k *Í . 

ũɘŬ ɜ=ə+1 ɏɢɞɡɛŮ: 
(2) ( 1)

1 2 3 ... ( 1) ( 1)
2

k k
k k k

+
+ + + + + + = + + = 

( 1) 2( 1) ( 1) ( 2)

2 2

k k k k k+ + + + Ö +
= = . 

ȼ ˊɟɧŰŬůɖ ɘůɢɨŮɘ əŬɘ ɔɘŬ ɜ=ə+1, ɎɟŬ ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ əɎɗŮ ɗŮŰɘəɧ ŬəɏɟŬɘɞ ɜ. 

ɓ. ȰůŰɤ 
2 2 2 2 ( 1)(2 1)

1 2 3 ...
6

n n n
n

+ +
+ + + + =  (1). 

ũɘŬ ɜ=1, ɖ (1) ɔɑɜŮŰŬɘ 
2 1 (1 1) (2 1 1) 1 2 3

1 1 1 1
6 6

Ö + Ö Ö + Ö Ö
= Ú = Ú =, ˊɞɡ ɘůɢɨŮɘ. 

ȰůŰɤ ɧŰɘ ɖ (1) ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ ɜ=ə, ŭɖɚŬŭɐ 
2 2 2 2 ( 1)(2 1)

1 2 3 ...
6

k k k
k

+ +
+ + + + =  (2), 

k *Í . 

ũɘŬ ɜ=ə+1 ɏɢɞɡɛŮ: 
(2)

2 2 2 2 2 2( 1)(2 1)
1 2 3 ... ( 1) ( 1)

6

k k k
k k k

+ +
+ + + + + + = + + = 

[ ]2 ( 1) (2 1) 6( 1)( 1)(2 1) 6( 1)

6 6

k k k kk k k k + + + ++ + + +
= = =  
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2 2( 1)(2 6 6) ( 1)(2 7 6) ( 1)( 2)(2 3)

6 6 6

k k k k k k k k k k+ + + + + + + + + +
= = = = 

[ ]( 1)( 2) 2( 1) 1

6

k k k+ + + +
=   

ȼ ˊɟɧŰŬůɖ ɘůɢɨŮɘ əŬɘ ɔɘŬ ɜ=ə+1, ɎɟŬ ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ əɎɗŮ ɗŮŰɘəɧ ŬəɏɟŬɘɞ ɜ. 

ɔ. ȰůŰɤ 
21 2 2 5 5 8 ... (3 1) ( 1)n n n nÖ + Ö + Ö + + - = + (1), n *Í . 

ũɘŬ ɜ=1, ɖ (1) ɔɑɜŮŰŬɘ 
21 2 1 (1 1) 2 2Ö = Ö + Ú =, ˊɞɡ ɘůɢɨŮɘ. 

ȰůŰɤ ɧŰɘ ɖ (1) ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ ɜ=ə, ŭɖɚŬŭɐ                 
21 2 2 5 5 8 ... (3 1) ( 1)k k k kÖ + Ö + Ö + + - = + (2), k *Í . 

ũɘŬ ɜ=ə+1 ɏɢɞɡɛŮ: 
(2)

1 2 2 5 5 8 ... (3 1) ( 1)(3 2)k k k kÖ + Ö + Ö + + - + + + = 

(2)
2 2( 1) ( 1)(3 2) ( 1)( 3 2) ( 1)( 1)( 2)k k k k k k k k k k= + + + + = + + + = + + + = 

2( 1) ( 2)k k= + +  

ȼ ˊɟɧŰŬůɖ ɘůɢɨŮɘ əŬɘ ɔɘŬ ɜ=ə+1, ɎɟŬ ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ əɎɗŮ ɗŮŰɘəɧ ŬəɏɟŬɘɞ ɜ. 

ŭ. ȰůŰɤ 
1 1 1 1

...
1 3 3 5 5 7 (2 1) (2 1) 2 1

n

n n n
+ + + + =

Ö Ö Ö - Ö + +
 (1), n *Í . 

ũɘŬ ɜ=1, ɖ (1) ɔɑɜŮŰŬɘ 
1 1 1 1

1 3 2 1 1 3 3
= Ú =

Ö Ö +
, ˊɞɡ ɘůɢɨŮɘ. 

ȰůŰɤ ɧŰɘ ɖ (1) ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ ɜ=ə, ŭɖɚŬŭɐ 

1 1 1 1
...

1 3 3 5 5 7 (2 1) (2 1) 2 1

k

k k k
+ + + + =

Ö Ö Ö - Ö + +
 (2), k *Í . 

ũɘŬ ɜ=ə+1 ɏɢɞɡɛŮ: 
(2)1 1 1 1 1

...
1 3 3 5 5 7 (2 1) (2 1) (2 1) (2 3)k k k k
+ + + + + =

Ö Ö Ö - Ö + + Ö +
 

2(2) 1 (2 3) 1 2 3 1

2 1 (2 1) (2 3) (2 1) (2 3) (2 1) (2 3)

k k k k k

k k k k k k k

+ + + +
= + = = =

+ + Ö + + Ö + + Ö +
 

(2 1)k+
=

( 1)

(2 1)

k

k

Ö +

+

1

2 3(2 3)

k

kk

+
=

+Ö +
 

ȼ ˊɟɧŰŬůɖ ɘůɢɨŮɘ əŬɘ ɔɘŬ ɜ=ə+1, ɎɟŬ ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ əɎɗŮ ɗŮŰɘəɧ ŬəɏɟŬɘɞ ɜ. 
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2. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ, ɔɘŬ əɎɗŮ ɗŮŰɘəɧ ŬəɏɟŬɘɞ 3n² , ɘůɢɨŮɘ 1 22 3n n n+> + + (1). 

ȿɨůɖ 

ũɘŬ ɜ=3, ɖ (1) ɔɑɜŮŰŬɘ
3 1 2 42 3 3 1 2 9 3 1 16 13+> + + Ú > + + Ú >, ˊɞɡ ɘůɢɨŮɘ. 

ȰůŰɤ ɧŰɘ ɖ (1) ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ ɜ=ə, ŭɖɚŬŭɐ 
1 22 3k k k+> + + (2), , 3k k*Í ² . 

ũɘŬ ɜ=ə+1ɏɢɞɡɛŮ:
(2)

2 1 2 22 2 2 2( 3) 2 2 6k k k k k k+ += Ö > + + = + + 

ȷɟəŮɑ ɜŬ ŭŮɑɝɞɡɛŮ ɧŰɘ 
2 22 2 6 ( 1) ( 1) 3k k k k+ + > + + + + Ú 

2 2 22 2 6 2 1 1 3 1 0 ( 1) 1 0k k k k k k k k kÚ + + > + + + + + Ú - + > Ú - + >, ˊɞɡ 

ɘůɢɨŮɘ ŭɘɧŰɘ 3k² . 

ȼ ˊɟɧŰŬůɖ ɘůɢɨŮɘ əŬɘ ɔɘŬ ɜ=ə+1, ɎɟŬ ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ əɎɗŮ ɗŮŰɘəɧ ŬəɏɟŬɘɞ 3n² . 

3. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ, ɔɘŬ əɎɗŮ ɗŮŰɘəɧ ŬəɏɟŬɘɞ 10n² , ɘůɢɨŮɘ 
32n n>  (1). 

ȿɨůɖ 

ũɘŬ ɜ=10, ɖ (1) ɔɑɜŮŰŬɘ 
10 32 10 1024 1000> Ú > , ˊɞɡ ɘůɢɨŮɘ. 

ȰůŰɤ ɧŰɘ ɖ (1) ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ ɜ=ə, ŭɖɚŬŭɐ 
32k k>  (2), , 10k k*Í ² . 

ũɘŬ ɜ=ə+1 ɏɢɞɡɛŮ: 
(2)

1 32 2 2 2k k k+= Ö > . 

ȷɟəŮɑ ɜŬ ŭŮɑɝɞɡɛŮ ɧŰɘ 

3 3
10

3 3 1 1
2 ( 1) 2 1 2

k k
k k

k k

² +å õ å õ
> + Ú < Ú + <æ ö æ ö

ç ÷ ç ÷
 (3). 

ȺɑɜŬɘ 

3 3
1 1 1 1 1 11 1 11

10 1 1 1 1
10 10 10 10

k
k k k k

å õ å õ
² Ú ¢ Ú + ¢ + Ú + ¢ Ú + ¢ Úæ ö æ ö

ç ÷ ç ÷
  

3
1 1331

1 2
1000k

å õ
Ú + ¢ <æ ö
ç ÷

, ɎɟŬ ɖ (3) ɘůɢɨŮɘ. 

ȼ ˊɟɧŰŬůɖ ɘůɢɨŮɘ əŬɘ ɔɘŬ ɜ=ə+1, ɎɟŬ ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ əɎɗŮ ɗŮŰɘəɧ ŬəɏɟŬɘɞ 10n² . 

4. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ, ɔɘŬ əɎɗŮ ɗŮŰɘəɧ ŬəɏɟŬɘɞ 4n² , ɘůɢɨɞɡɜ: 

Ŭ. 1 2 3 ... 2nnÖ Ö Ö Ö >,     ɓ. 
3

1
2

nn+ < . 

ȿɨůɖ 

Ŭ. ȰůŰɤ 1 2 3 ... 2nnÖ Ö Ö Ö > (1), , 4n n*Í ² . 

ũɘŬ ɜ=4, ɖ (1) ɔɑɜŮŰŬɘ
41 2 3 4 2 24 16Ö Ö Ö > Ú >, ˊɞɡ ɘůɢɨŮɘ. 
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ȰůŰɤ ɧŰɘ ɖ (1) ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ ɜ=ə, ŭɖɚŬŭɐ 1 2 3 ... 2kkÖ Ö Ö Ö > (2), , 4k k*Í ² . 

ũɘŬ ɜ=ə+1 ɏɢɞɡɛŮ 
(2) 1 2

11 2 3 ... ( 1) 2 ( 1) 2 2 2
k

k k kk k k
+ >

+Ö Ö Ö Ö Ö + > Ö + > Ö =. 

ȼ ˊɟɧŰŬůɖ ɘůɢɨŮɘ əŬɘ ɔɘŬ ɜ=ə+1, ɎɟŬ ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ əɎɗŮ ɗŮŰɘəɧ ŬəɏɟŬɘɞ 4n² . 

ɓ. ȰůŰɤ 
3

1
2

nn+ <  (1), , 4n n*Í ² . 

ũɘŬ ɜ=4, ɖ (1) ɔɑɜŮŰŬɘ 

4

4 3 3 81
4 1 5 5 80 81

2 2 16

å õ
+ < Ú < Ú < Ú <æ ö

ç ÷
, ˊɞɡ ɘůɢɨŮɘ. 

ȰůŰɤ ɧŰɘ ɖ (1) ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ ɜ=ə, ŭɖɚŬŭɐ 
3 3

1 1
2 2

k

kk k
å õ

+ < Ú > +æ ö
ç ÷

 (2), , 4k k*Í ² . 

ũɘŬ ɜ=ə+1 ɏɢɞɡɛŮ: 

1
(2)3 3 3 3 1

( 1) 1 2
2 2 2 2 2

k k
k

k k k

+
+å õ å õ

= Ö > + = + + > +æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷

, Ŭűɞɨ 

1 5
4 1 5 2

2 2

k
k k

+
² Ú + ² Ú ² >. 

ȼ ˊɟɧŰŬůɖ ɘůɢɨŮɘ əŬɘ ɔɘŬ ɜ=ə+1, ɎɟŬ ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ əɎɗŮ ɗŮŰɘəɧ ŬəɏɟŬɘɞ 4n² . 

5. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɔɘŬ əɎɗŮ ɗŮŰɘəɧ ŬəɏɟŬɘɞ ɜ ɘůɢɨŮɘ 
2 2 2 2

1 1 1 1 1
... 2

1 2 3 n n
+ + + + < -. 

ȿɨůɖ 

ȰůŰɤ ɧŰɘ 
2 2 2 2

1 1 1 1 1
... 2

1 2 3 n n
+ + + + ¢ - (1), n *Í . 

ũɘŬ ɜ=1, ɖ (1) ɔɑɜŮŰŬɘ 
2

1 1
2 1 1

1 1
¢ - Ú ¢, ˊɞɡ ɘůɢɨŮɘ. 

ȰůŰɤ ɧŰɘ ɖ (1) ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ ɜ=ə, ŭɖɚŬŭɐ 
2 2 2 2

1 1 1 1 1
... 2

1 2 3 k k
+ + + + ¢ - (2), k *Í . 

ũɘŬ ɜ=ə+1 ɏɢɞɡɛŮ: 
(2)

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1
... 2

1 2 3 ( 1) ( 1)k k k k
+ + + + + ¢ - +

+ +
 (3) 

ȷɟəŮɑ ɜŬ ŭŮɑɝɞɡɛŮ ɧŰɘ 
2 2

1 1 1 1 1 1
2 2

( 1) 1 ( 1) 1k k k k k k
- + ¢ - Ú ¢ - Ú

+ + + +
 

( 1) 0
2 2 2

2

1 1
( 1) ( 1) 2 1

( 1) ( 1)

k k

k k k k k k k
k k k

+ >

Ú ¢ Ú + ² + Ú + + ² + Ú
+ +

 

1 0kÚ + ², ˊɞɡ ɘůɢɨŮɘ. 
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ɃˊɧŰŮ ɖ (3) ɔɑɜŮŰŬɘ 
2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1
... 2

1 2 3 ( 1) 1k k k
+ + + + + ¢ -

+ +
, k *Í . 

ȼ ˊɟɧŰŬůɖ ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ ɜ=ə+1, ɎɟŬ ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ əɎɗŮ ɗŮŰɘəɧ ŬəɏɟŬɘɞ ɜ. 

6. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɔɘŬ əɎɗŮ ɗŮŰɘəɧ ŬəɏɟŬɘɞ ɜ ɞ Ŭɟɘɗɛɧɠ 
23 1n-  ŮɑɜŬɘ ˊɞɚɚŬˊɚɎůɘɞ Űɞɡ 8. 

ȿɨůɖ 

ȷɟəŮɑ ɜŬ ŭŮɑɝɞɡɛŮ ɧŰɘ 
23 1 .8n pol- = (1), n *Í . 

ũɘŬ ɜ=1, ɖ (1) ɔɑɜŮŰŬɘ 
2 1 23 1 3 1 9 1 8 .8polÖ- = - = - = =. 

ȰůŰɤ ɧŰɘ ɖ (1) ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ ɜ=ə, ŭɖɚŬŭɐ 
23 1 .8k pol- =  (2),k *Í . 

ũɘŬ ɜ=ə+1 ɏɢɞɡɛŮ:
(2)

2( 1) 2 2 2 2 2 2

.8

3 1 3 1 3 3 1 9 3 9 8 9(3 1) 8k k k k k

pol

+ +- = - = Ö - = Ö - + = - + =  

(2)

9 8 8 8(9 1) .8r r pol= Ö + = + = 

ȼ ˊɟɧŰŬůɖ ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ ɜ=ə+1, ɎɟŬ ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ əɎɗŮ ɗŮŰɘəɧ ŬəɏɟŬɘɞ ɜ. 

ɆɖɛŮɑɤůɖ 

ɆɡɛɓɞɚɑůŬɛŮ ɛŮ 8 ,r r *Í  ŰŬ ˊɞɚɚŬˊɚɎůɘŬ Űɞɡ8. 

ũŮɜɘəɎ, ůɡɛɓɞɚɑɕɞɡɛŮ ɛŮ ,a r r *Ö Í  ŰŬ ˊɞɚɚŬˊɚɎůɘŬ Ůɜɧɠ ɗŮŰɘəɞɨ ŬəŮɟŬɑɞɡ Ŭ. 

7. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ, ɔɘŬ əɎɗŮ ɗŮŰɘəɧ ŬəɏɟŬɘɞ ɜ, ɞ Ŭɟɘɗɛɧɠ 
2 1 23 2n n+ ++  ŮɑɜŬɘ ˊɞɚɚŬˊɚɎůɘɞ 

Űɞɡ 7. 

ȿɨůɖ 

ȰůŰɤ 
2 1 23 2 .7n n pol+ +=+  (1), n *Í . 

ũɘŬ ɜ=1, ɖ (1) ɔɑɜŮŰŬɘ 
2 1 31 31 2 3 2 27 8 37 73 .2 polÖ + += + = + = =+  

ȰůŰɤ ɧŰɘ ɖ (1) ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ ɜ=ə, ŭɖɚŬŭɐ 
2 1 23 2 .7k k pol+ +=+  (2), k *Í . 

ũɘŬ ɜ=ə+1 ɏɢɞɡɛŮ: 
2( 1) 1 1 2 2 2 1 1 2 2 2 1 23 2 3 3 2 23 2 k k kk kk ++ + + + + + + + += + = Ö + Ö+ = 

(2)
2 1 2 2 1 2 2 2 1 1 2

.7

9 3 2 2 9 3 9 2 7 2 9(3 2 ) 7 2k k k k k k k k

pol

+ + + + + + + += Ö + Ö = Ö + Ö - Ö = + - Ö = 

2 29 7 7 2 7(9 2 ) .7k kr r pol+ += Ö - Ö = - =  

ȼ ˊɟɧŰŬůɖ ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ ɜ=ə+1, ɎɟŬ ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ əɎɗŮ ɗŮŰɘəɧ ŬəɏɟŬɘɞ ɜ. 
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8. ũɘŬ əɎɗŮ ɗŮŰɘəɧ ŬəɏɟŬɘɞ 3n² , ɜŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ: 

Ŭ. 
1 ( 1)n nn n+> + ,     ɓ. 1 1n nn n+> +. 

ȿɨůɖ 

Ŭ. ȰůŰɤ 
1 ( 1)n nn n+> +  (1), , 3n n*Í ². 

ũɘŬ ɜ=3, ɖ (1) ɔɑɜŮŰŬɘ 
3 1 3 4 33 (3 1) 3 4 81 64+> + Ú > Ú >, ˊɞɡ ɘůɢɨŮɘ. 

ȰůŰɤ ɧŰɘ ɖ (1) ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ ɜ=ə, ŭɖɚŬŭɐ 
1 ( 1)k kk k+> +  (2), , 3k k*Í ². 

ũɘŬ ɜ=ə+1 ɏɢɞɡɛŮ: 
1 1 1 2 1( 1) ( 1 1) ( 1) ( 2)k k k kk k k k+ + + + ++ > + + Ú + > + (3). 

ũɘŬ ɜŬ ŭŮɑɝɤ Űɖɜ (3), ˊɞɚɚŬˊɚŬůɘɎɕɤ ŬɟɢɘəɎ ŰŬ ɛɏɚɖ Űɖɠ (2) ɛŮ 
2( 1)kk ++  ɞˊɧŰŮ: 

1 0
1 2 2 1 2 2 2( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

kk
k k k k k k kk k k k k k k

+>
+ + + + + +Ö + > + Ö + Ú Ö + > + Ú 

1 2 20
2

1

( 1)
( 1)

k kk
k

k

k
k

k

+ +>
+

+

+
Ú + >  

ũɘŬ ɜŬ ɘůɢɨŮɘ ɖ (3), ŬɟəŮɑ ɜŬ ŭŮɑɝɤ ɧŰɘ 

2 2
1

1

( 1)
( 2)

k
k

k

k
k

k

+
+

+

+
> + Ú 

2 2 1 1 2( 1) 1( 1) ( 2) ( 1) [ ( 2)]k k k k kk k k k k k+ + + + +Ú + > Ö + Ú + > + Ú 

1 0
2 1 1 2 2 2[( 1) ] [ ( 2)] ( 1) ( 2) 2 1 2

k
k kk k k k k k k k k k

+ >
+ +Ú + > + Ú + > + Ú + + > + Ú  

1 0Ú >  ˊɞɡ ɘůɢɨŮɘ. 

ɆɡɜŮˊɩɠ ɘůɢɨŮɘ əŬɘ ɖ (3), ɎɟŬ ɖ ˊɟɧŰŬůɖ ɘůɢɨŮɘ ɔɘŬ ɜ=ə+1, ɞˊɧŰŮ ɘůɢɨŮɘ əŬɘ ɔɘŬ əɎɗŮ 

ɗŮŰɘəɧ ŬəɏɟŬɘɞ 3n² . 

ɓ. ȰůŰɤ 1 1n nn n+> + (1), , 3n n*Í ². 

ȼ (1) ɘůɞŭɨɜŬɛŬ ɔɑɜŮŰŬɘ: ( ) ( )
( 1) ( 1)

1 11 1
n n n n

n n n nn n n n
+ +

+ +> + Ú > + Ú 

1 ( 1)n nn n+Ú > +  ˊɞɡ ɘůɢɨŮɘ Ŭˊô Űɞ ŮɟɩŰɖɛŬ Ŭ. 
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ȷůəɐůŮɘɠ 

1. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɔɘŬ əɎɗŮ ɗŮŰɘəɧ ŬəɏɟŬɘɞ ɜ ɘůɢɨŮɘ: 

Ŭ. 

3

3 3 3 3 ( 1)
1 2 3 ...

2

n n
n

+è ø
+ + + + =é ù

ê ú
,     ɓ. 

2 3

1 1 1 1 1 1
...

3 3 3 3 2 2 3n n
+ + + + = -

Ö
, 

ɔ. 
2 3

1 2 3 2
... 2

2 2 2 2 2n n

n n+
+ + + + = -,     ŭ. 

( 1) ( 2) ... 2
2

1 3 5 ... (2 1)

nn n n

n

+ Ö + Ö Ö
=

Ö Ö Ö Ö -
  

2. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɔɘŬ əɎɗŮ ɗŮŰɘəɧ ŬəɏɟŬɘɞ 2n²  ɘůɢɨŮɘ: 

( 1)( 1)
1 2 2 3 3 4 ... ( 1)

3

n n n
n n

- +
Ö + Ö + Ö + + - =  . 

3. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɘůɢɨŮɘ: 

Ŭ. 
22n n> , ɔɘŬ əɎɗŮ ɗŮŰɘəɧ ŬəɏɟŬɘɞ 5n²  

ɓ. 
1 23n n-> , ɔɘŬ əɎɗŮ ɗŮŰɘəɧ ŬəɏɟŬɘɞ 4n² . 

4. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɔɘŬ əɎɗŮ ɗŮŰɘəɧ ŬəɏɟŬɘɞ ɜ, ɞ Ŭɟɘɗɛɧɠ 
3 2 43 2n n+ ++  ŮɑɜŬɘ ˊɞɚɚŬˊɚɎůɘɞ 

Űɞɡ 5. 

5. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ Űɞ ˊɚɐɗɞɠ Űɤɜ ŭɘŬɔɤɜɑɤɜ Ůɜɧɠ ɜ-ɔɩɜɞɡ  ŮɑɜŬɘ 
( 3)

2
n

n n
d

-
= , ɔɘŬ əɎɗŮ 

ɗŮŰɘəɧ ŬəɏɟŬɘɞ 4n² . 

6. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ 3 3 nn> , ɔɘŬ əɎɗŮ ɗŮŰɘəɧ ŬəɏɟŬɘɞ 4n² . 

7. ŪŮɤɟɞɨɛŮ ɏɜŬɜ Ŭɟɘɗɛɧ 5a² . ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɔɘŬ əɎɗŮ ɗŮŰɘəɧ ŬəɏɟŬɘɞ ɜ ɘůɢɨŮɘ 

1
4

na

n

-
²  . 

8. ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ ɔɘŬ əɎɗŮ ɗŮŰɘəɧ ŬəɏɟŬɘɞ 2n² ɘůɢɨɞɡɜ: 

Ŭ. 3 5 6 11n n n n+ + > ,     ɓ. 8 (1 )(1 3 )n n n> + + ,     ɔ. 9 1 2n n> + . 

9. ȹɑɜŮŰŬɘ ɞɟɗɞɔɩɜɘɞ Űɟɑɔɤɜɞ ABG(ɛŮ 90
Ø

A= ) əŬɘ ɛɐəɖ ˊɚŮɡɟɩɜ Ŭ, ɓ, ɔ.  

ɁŬ ŭŮɑɝŮŰŮ ɧŰɘ: 

Ŭ. 
3 3 3a b g> +,     ɓ. 

n n na b g> + , ɔɘŬ əɎɗŮ ɗŮŰɘəɧ ŬəɏɟŬɘɞ 3n² . 
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