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Β Λυκείου –

1 ΔΙΑ

Ορισμοί –

1.01 Σε ο

Α)  Δύο

B)  Δύο

οποία έχουν

Γ)  Δύο

1.02 Για 

 A)  

  B) Α


1.03 Έστ

δεν είναι συ

ισχύει  OA


ΑΒΓΔ  είνα

1.04 Δίν

ώστε ΑΔ Β
 

σημεία  Γ,Δ

1.05 Δίν

ΑΓ . Θεωρο

ΜΛ ΒΑ
 

. 

είναι συνευ

1.06 Δίν

τυχαίο σημε

ΡΑ ΡΓ Ρ
  
 

1.07 Τι σ

τετραπλεύρ

|ΟΑ ΟΓ|
 

 

–Μαθηματικά

ΑΝΥΣΜΑΤ

– Πράξεις  

ορθογώνιο Α

ο ζεύγη ίσων 

ο μη συγγραμ

ν ίσα μέτρα. 

ο ζεύγη αντίθ

 τα σημεία Α

 AB ΔΓ Δ 
  

ΑΔ


+ΒΓ


=Α


τω τα σημεία

υνευθειακά. Α

OΓ OB  
 

αι παραλληλό

εται τρίγωνο

ΒΓ


 και ΒΕ 


Δ ,Ε  είναι συ

εται τρίγωνο

ούμε τα διανύ

 Να αποδείξε

θειακά 

εται παραλλ

είο Ρ . Να απ

ΡΒ ΡΔ
 
  

συμπεραίνετε

ου ΑΒΓΔ ,στ

|ΟΒ ΟΔ|
 

   γ

ά Προσανατο

ΤΑ  

 

ΑΒΓΔ  να σημ

 διανυσμάτω

μμικά διανύ

 

θετων διανυσ

Α,Β,Γ,Δ  να 

ΔB AΓ
 

  

ΑΓ


+ΒΔ


 

α Α,Β,Γ,Δ  π

Αν για κάθε 

OΔ


  να απο

όγραμμο. 

ο ΑΒΓ  και τα

ΑΓ


. Να απο

υνευθειακά. 

ο ΑΒΓ  και το

ύσματα ΜΚ


ετε ότι τα σημ

ληλόγραμμο 

ποδειχθεί ότι

ε για τις διαγ

το οποίο ισχύ

για κάθε σημε

ολισμού 

μειώσετε: 

ων. 

σματα, τα 

σμάτων. 

αποδείξετε ό

ου ανά τρία 

 σημείο O  

δείξετε ότι το

α σημεία Δ,Ε

οδείξετε ότι τ

ο μέσο M  τη

ΓΒ


 και 

μεία Κ,Α,Λ

ΑΒΓΔ  και 

ι 

γώνιες ενός 

ύει ότι: 

είο O ; 

ότι: 

 

ο 

Ε  

τα 

ης 

Λ  

1.

Ρ

ώ

Α

1.

Δ

απ

ση

1.

γι

απ

1.

κα

Α

Ε


1.

Α

Β)

Γ)

 

 

1.

Α

Β)

    

.08 Δίνετα

Ρ  της πλευρά

στε: ΡΜ ΑΡ
 


ΑΒΜΓ  είναι π

.09 Δίνετα

Δ  ώστε να ισχ

ποδείξετε ότι

ημείο M . 

.10 Δίνον

ια τα οποία ι

ποδείξετε ότι

.11 Εξωτε

ατασκευάζου

ΑΛΚΓ , ΒΓΝΜ

ΕΛ ΚΝ ΜΔ 
  

.12 Στο πα

Α)  το AB


 συν

)  το ΓB


 συν

)  το ΓΔ


 συν

.13 Στο πα

Α)  το γ


 συνα

)   το θ


 με συ

                         

αι τρίγωνο Α

άς ΒΓ . Αν M

Ρ ΡΒ ΡΓ
  
  , ν

παραλληλόγ

αι τρίγωνο Α

χύει AΔ AΒ
 

ι: ΜB ΜΓ 
 

νται τα σημεί

ισχύει ότι: A


ι τα σημείαA

ρικά ενός τρ

υμε παραλλη

Μ . Να αποδε

Δ 0
 

 

αρακάτω σχή

ναρτήσει των

αρτήσει των 

αρτήσει των 

αρακάτω σχή

αρτήσει των  

υναρτήσει τω

                   




ΑΒΓ  και τυχα

M  είναι σημεί

να αποδείξετ

γραμμο. 

ΑΒΓ . Να βρε

Β AΓ
 

 και ν

ΜΔ ΜA 
 

 γ

ία Α,Β,Γ,Δ  

AΓ ΔΕ ΔΓ  
  

A  καιB  ταυτ

ριγώνου ΑΒΓ

ηλόγραμμα Α

είξετε ότι  

ήμα να γράψ

ν AΔ


, BΓ


, 

 AΔ


, AB


 ,  

ν AΔ


, BΓ


 ,  

ήμα να γράψ

 ε,δ,ζ
 

 

ων  γ,δ, ε,κ
  

 

 


 


 


 


 





 Α 

 

3

2016-17

αίο σημείο 

ίο τέτοιο, 

τε ότι το 

είτε σημείο 

να 

για κάθε 

  του χώρου, 

ΒΕ


  Να 

τίζονται.  

Γ  

ΑΒΔΕ , 

ψετε  

ΓΔ


 

 ΓΔ


 

BΑ


 

ψετε: 

 




 


 


 

 Β 

 Δ

 Γ 

3 

7 
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Γινόμενο αριθμού με διάνυσμα 

1.14 ΈστωΚ , Λ   τα μέσα των πλευρών ΑΒ ,  

ΓΔ   τετραπλεύρου ΑΒΓΔ , να αποδείξετε ότι 

ΑΓ ΒΔ 2ΚΛ 
  

  

1.15 Αν Μ , N  είναι τα μέσα των διαγωνίων 

ΑΓ  και ΒΔ  ενός τετράπλευρου ΑΒΓΔ  να 

αποδείξετε ότι: ΑΒ ΓΔ 2ΜΝ 
  

  

1.16 ΈστωΟ,Α,Β,Γ,Δ  σημεία τέτοια ώστε 

ΟΑ α
 

, ΟΒ β


, ΟΓ α 2β 
 

 και ΟΔ 2α β 
 

.  

Να εκφράσετε συναρτήσει των α


 και β


.τα  

διανύσματα ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΑΓ, ΒΔ
    

  

1.17 Σε ένα παραλληλόγραμμο ΟΑΒΓ είναι 

ΟΑ α
   και ΟΓ γ

  . Ένα σημείο Δ βρίσκεται στην 

πλευρά ΑΒ, έτσι ώστε ΔΒ 2ΑΔ . Να εκφράσετε τα 

ΓΒ


, ΒΓ


, ΑΒ


, ΑΔ


, ΟΔ


, ΔΓ


  συναρτήσει των α ,  

γ
 . 

1.18 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ  και ένα σημείο Δ  

ώστε AΔ xAB yAΓ 
  

, με x y 1  . Να δείξετε 

ότι το Δ  είναι σημείο της ευθείας ΒΓ .  

1.19 Έστω παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ  και τα 

σημεία E , Z  της ΑΓ  ώστε 4ΑΕ 4ΖΓ ΑΓ  . Αν 

ΑΒ α
 

, βΒΓ 
 

 δείξτε ότι τοΕΒΖΔ  είναι παρ/μο 

1.20 Αν 2ΑΛ 3ΒΛ 2ΜΒ 
  

=ΑΚ


+ΑΜ


+ΒΚ


, 

να αποδείξετε ότι  ΚΛ MΛ
 

 . 

1.21 Αν για τα σημεία  Ο,Α,Β,Γ  ισχύει 

3ΟΑ 4ΟΒ 7ΟΓ 
  

 . Nα δείξετε ότι τα Α,Β,Γ  

είναι συνευθειακά και ότι το Γ  βρίσκεται μεταξύ 

των Α  και Β   

1.22 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ . Να προσδιοριστεί 

σημείο Ρ  ώστε να ισχύει: ΑΡ


+ 3ΒΡ


= ΓΡ


 

1.23 Αν για τα σημεία Α, Β, Γ, Δ, Ε ισχύει ότι 

3ΕΒ 5ΑΒ 7ΕΑ 2AΔ 10ΕΓ 0    
     

, να αποδείξετε 

ότι τα σημεία Β, Γ, Δ  είναι συνευθειακά.  

1.24 Έστω τρίγωνο ΑΒΓ  και τα σημεία Δ,Ε,Ζ  

ώστε: 3ΑΔ


= ΑΒ


, 2ΓΕ


=ΒΓ


 και 5ΑΖ


= 3 ΑΓ


. 

Να αποδείξετε ότι τα Δ,Ε,Ζ  είναι συνευθειακά.  

1.25 Δίνονται τα διανύσματα α


, β


 με α //


β


 

και τα σημεία Α,Β,Γ ,Ο . Αν ΟA 2α 3β 
  

, 

ΟB 5α β 
  

, ΟΓ 11α 3β 
  

, να αποδείξετε ότι τα 

Α,Β,Γ  είναι συνευθειακά και ότι ΒΓ 2ΑΒ . 

1.26 Δίνονται τα σημεία Α,Β,Γ  με 

διανύσματα θέσης ,ως προς σημείο αναφοράς το 

Ο, τα  OA α , OB β , OΓ 3α - 2β  
      

       όπου α ,β
 

  

μη συγγραμικά.  Να δείξετε ότι τα Α,Β,Γ  είναι 

συνευθειακά . 

1.27 Έστω τρίγωνο ΑΒΓ  και τα σημεία Δ,Ε,Ζ  

ώστε: 3ΑΔ


= ΑΒ


, 2ΓΕ


=ΒΓ


 και 5ΑΖ


= 3 ΑΓ


. Να 

αποδείξετε ότι τα Δ,Ε,Ζ  είναι συνευθειακά 

1.28 Αν O, O  είναι τα κέντρα δύο 

παραλληλογράμων ΑΒΓΔ  και Α Β Γ Δ     να 

αποδείξετε ότι ΑΑ ΒΒ ΒΓ ΔΔ 4ΟΟ         

1.29 Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ  και τα 

μέσα Ε  και Ζ  των πλευρών του ΒΓ  και ΓΔ  

αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι 2AΕ 2AΖ 3AΓ 
  

 

1.30 Αν τα τμήματα ΑΔ , ΒΕ  και ΓΖ  έχουν 

κοινό μέσον να αποδείξετε ότι 

AB AΓ AΕ AΖ 2AΔ   
    

  

1.31 Τα διανύσματαα

και β


 δεν είναι 

συγγραμικά και ισχύει ότι κα λβ 0 
 

.  

Να δείξετε ότι κ λ 0   



Β Λυκείου –

1.32 Αν 

ΑΒ, ΓΔ  αντ

είναι το μέσ

Α)  AB


Β)  AΓ


Γ)  AΔ


1.33 Αν 

κέντρου Ο  

το σημείο το

ΟΑ ΟΒ Ο 
  

1.34 Δίν

εσωτερικό τ

Αν τα διανύ

ΟA α
 

 και

και 
5α

ΟΔ 


1.35 Δίν

να ισχύει A


με λ,μ R *

1.36 Δίν

μεταβλητό σ

διάνυσμα α


σταθερό  

1.37 Αν 
κοινό μέσον

AB AΓ A 
  

1.38 Δίν

γεωμετρικό 

ώστε να ισχ

A)  ΜΑ


Γ)  ΜΑ


–Μαθηματικά

Ε  και Ζ  είν

τίστοιχα, τετ

σον του ΕΖ , 

AΓ AΔ  
 

ΒΔ 2ΕΖ 
 

 

Δ ΒΓ 2ΕΖ 
  

 

ΑΒ  και ΓΔ

 που είναι κά

ομής τους να

ΟΑ ΟΔ 2 
 

εται ευθύγρα

του σημείο Δ

ύσματα θέση

ι OB β


, να

α 2β
7



 

εται τρίγωνο

AΜ λAB μ 
 

* . Να αποδεί

εται τετράπλ

σημείο Μ . Ν

ΜA 4Μα  
  

τα τμήματα 
ν να αποδείξ

AΕ AΖ 2A 
  

εται τρίγωνο

 τόπο των ση

χύει:  

Α BΓ
 

  

Α ΜΒ ΜΑ 
  

ά Προσανατο

ναι τα μέσα τ

τραπλεύρου 

 να αποδείξε

4AΚ


 

 

 

 είναι χορδές

άθετες μεταξύ

α αποδείξετε 

ΟΣ


 

αμμο τμήμα 

Δ  τέτοιο ώστε

ης των Α  και

α δείξετε ότι A


ο ΑΒΓ  και ση

μAΓ


 και ΒΜ


ίξετε ότι  λ 

λευρο ΑΒΓΔ

Να αποδείξετ

ΜΒ 2ΜΓ 3Μ 
  

 ΑΔ , ΒΕ  κα
ξετε ότι 

AΔ


  

ο ΑΒΓ . Να β

ημείων Μ  το

B)  ΜΑ


Α ΜΓ
 

 

ολισμού 

των πλευρών

ΑΒΓΔ  και Κ

ετε ότι   

ς ενός κύκλο

ύ τους και Σ

ότι: 

ΑΒ  και ένα

ε  
2

AΔ ΔB
5



ι Β  είναι 

2
AΔ (β α

7
 

 

ημείο M  ώσ

Μ λAΓ μΒA 
  

1
2μ  .  

 και ένα 

τε ότι το 

ΜΔ


 είναι 

αι ΓΖ  έχουν 

βρείτε το 

ου επιπέδου 

Α ΜB
 

 

ν 

Κ  

ου 

Σ  

α 

B .  

α)

στε 

A


 

1.

συ

ότ

B)

αρ

κ

δι

1.

κα

Ο

το

1.

εί

ση

Α


1.

ση

1.

Δ

εί

να

δι

1.

το

Α

δι

β


 

 

 

 

.39 A)  T

υγγραμμικά 

τι κ λ 0   

)  Να βρ

ριθμούς κ ,λ,

κα λ(α β)  
 

ιανυσμάτων 

.40 Δίνετα

αι σημείο Δ  

Οι ΒΔ , ΑΜ  τ

ο Ε είναι μέσ

.41 Έστω 

ίναι σημείο τ

ημείο τομής τ

ΑΓ 4ΑΣ
 

 . 

.42 Δίνετα

ημείο Μ , ώσ

.43 Έστω 

Δ ,Ε  ώστε ΟΔ


ίναι το σημεί

α εκφράσετε 

ιανυσμάτων 

.44 Στο δι

ου ΒΓ  και 3Α

Αν είναι AB 


ιανύσματα B


. 

Tα διανύσματ

 και ισχύει κα


ρείτε μη μηδε

μ  έτσι ώστε 

μ(α β) 0  
 

 α,β


. 

αι τρίγωνο Α

 στην πλευρά

τέμνονται στ

ο της ΑΜ  κα

παραλληλόγ

ης ΑΒ  ώστε 

των ΑΓ , ΔΕ

αι τετράπλευ

στε: ΜΑ


+Μ


τρίγωνο ΟΑ

1
Δ ΔΑ

3

 

  κα

ίο τομής των 

 το διάνυσμα

 ΟΑ, ΟΒ
 

 

ιπλανό τρίγω

ΑΕ ΕΓ  

α


 και AΓ 


BΖ


 και AΖ


 σ

Β

ατα α


 και  β


α λβ 0 
 

. Ν

ενικούς πραγ

 να ισχύει 

 για κάθε ζεύ

ΑΒΓ , η διάμε

ά ΑΓ  ώστε: 

το Ε. Να απο

αι ΒΕ 3ΕΔ

γραμμο ΑΒΓ

ε 3ΑΕ ΑΒ
 

  κ

Ε  να αποδείξ

υρο ΑΒΓΔ . Ν

ΜΒ


+ΜΓ


+ΜΔ


ΑΒ . Θεωρούμ

αι 
2

ΟΕ ΟΒ
3


 

 ευθειών ΑΕ

α ΟΡ  συναρ

ωνο είναι το 

β


, να εκφρά

συναρτήσει τ

Α

Δ

Ε

Ζ

5

2016-17

 δεν είναι 

Να δείξετε 

γματικούς 

ύγος 

εσος ΑΜ  

ΓΔ 2ΔΑ . 

οδείξετε ότι 

. 

ΓΔ . Αν Ε  

και Σ το 

ξετε ότι 

Να βρεθεί 

Δ


= 0


 

με σημεία 

Β


. Αν Ρ  

Ε  και ΒΔ , 

ρτήσει των 

 Δ  μέσον 

άσετε τα 

των  α


 και 

Γ

5 

7 
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Συντεταγμένες διανύσματος 

1.45 Δίνεται το σημείο  2 2Α λ 4λ 3,λ λ 6   

, λ R . Να βρείτε τις τιμές του λ , ώστε: 

Α)  Το Α  να είναι σημείο του άξονα x x . 

Β)  Το Α  να είναι σημείο μόνο του άξονα y y  .  

1.46 Έστω το σημείο  A 2,3 . Να βρείτε το 

σημείο  

Α)  B  όταν τα A,B  είναι συμμετρικά ως προς 

 K 0,1  

Β)  B  όταν τα A,B  είναι αντιδιαμετρικά σημεία 

κύκλου με κέντρο το  K 1,0  

1.47 Να βρείτε τα κ ,λ R  ώστε τα σημεία 

 A κ 1,2    B λ 2,λ   να είναι συμμετρικά ως 

προς  

A)  το  Ο 0,0   

Β)  τον άξονα x x  

Γ)  την ευθεία y x   

1.48 Αν τα σημεία  A 3,5 ,  B 1,7  είναι οι 

διαδοχικές κορυφές παραλληλογράμμου και 

 M 1,1  το σημείο τομής των διαγωνίων του, να 

βρείτε τις άλλες κορυφές του. 

1.49 Έστω σημείο  A 1,2  . Να βρείτε: 

A)  Το διάνυσμα AB


 όταν  B 3,0  

B)  Το Γ  όταν  AΓ 3, 5


    

Γ)  Το Δ  όταν 2AΔ 3ΔΕ
 

  και  Ε 3, 1  

1.50 Να βρείτε τα x,y R , ώστε τα διανύσματα 

 3 3α x y ,x y  


 και β ( 7, 1)  


 να είναι 

αντίθετα. 

1.51 Δίνονται τα διανύσματα α=(-2,4)


 και      

 β 3, 2 


. Να βρεθεί διάνυσμα u=(x,y)


   ώστε 

να είναι: 

Α)   u α β 
  

    Β)  u α β 
  

 

Γ)   u κα
 

, κ R     Δ)  u κα λβ 
  

, κ ,λ R  

1.52 Να βρείτε τις τιμές του x R  ώστε τα 

διανύσματα α (x,1)


 και β (9,x)

  να είναι 

αντίρροπα. 

1.53 Οι τετμημένες των σημείων Α και Β είναι 

ρίζες της εξίσωσης: 2 2x (λ 3λ 2)x 199 0     . Να 

βρείτε τις τιμές του λ R , ώστε το μέσο του 

ευθυγράμμου τμήματος ΑΒ  να έχει τετμημένη 

ίση με 3 . 

1.54 Δίνονται τα σημεία    A 2,9 ,  B 3,4  

 Γ 5,7  και το διάνυσμα x (κ – 2,λ –5)

 . 

Α)   Να βρείτε τις συντεταγμένες των 

διανυσμάτων  AB , BΓ  και ΑΓ   
  

. 

Β)   Να βρείτε τις τιμές των πραγματικών κ,λ 

για τις οποίες ισχύει: x BΓ–2AB
  
  

Γ)  Να υπολογίσετε το μέτρο του  BΓ–2AB
 

 

Δ)  Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι 

ορθογώνιο στο Γ.  

1.55 Να υπολογίσετε τη γωνία που σχηματίζει 

καθένα από τα διανύσματα  α 2 , 2

  , 

 β 0, 1

  ,  γ 2,0


  ,  δ 1, 3


    με τον 

άξονα x x  

1.56 Να χωρίσετε το ευθύγραμμο τμήμα με 

άκρα τα σημεία Α(-1,2) και Β(3,5) σε τρία ίσα μέρη 



Β Λυκείου –

1.57 Αν 

τιμές του x

Α)   α 


1.58 Έστ

βρείτε:  

Α)   σημ

τρίγωνοΜΑ

Β)  σημ

να είναι ορθ

1.59 Για 

σημεία 1M

3M α 2β,α

1.60 Να 

σημεία Α 1

συνευθειακά

1.61  Να

σημεία  Α(κ

Γ (κ, λ),με κ,

1.62 Να 

γραμμικός σ

 w 3,1


 

1.63 Να 

οποίο είναι 

1.64 Να 

 α 6,8 


 μ

1.65 Να 

 α 3 i β j 
 

–Μαθηματικά

 2α x 5x  


R , έτσι ώσ

0


  Β) α


τω τα σημεία

μείο M  της ε

ΑΒ  να είναι 

μείο N  του x

θογώνιο στο 

 κάθε  , 

 α β,α β  ,

α 2β  είναι

 βρείτε τις τιμ

1,0 ,  2Β μ ,

ά  

α βρείτε για π

κσυνφ,λημφ)

,λR* και 0<

 γραφεί το δι

συνδυασμός 

 βρείτε το μο

 ομόρροπο μ

 βρείτε διάνυ

με μέτρο τριπ

 βρείτε τα α,

y y

  και  α

ά Προσανατο

26,x 9   , ν

τε  

α//x x


   και 

α  Α 3,2 , Β

ευθείας y x

ισοσκελές Μ

x x , ώστε το τ

 N  

R , να εξετάσ

, 2M α β,α

ι συνευθειακ

μές του μR,

3 , Β 5μ,9

ποιες τιμές το

, Β (κημφ - λ

<φ<π,  είναι σ

ιάνυσμα u 


 των v 2, 


οναδιαίο διάν

με το α 2i 


υσμα β


 αντί

πλάσιο του 

,β R  αν ισχ

α 1 i 2β j 
 



ολισμού 

να βρείτε τις

α 0
 

  

5, 4 . Να 

x 1  ώστε  το

ΜΑ=ΜΒ  

τρίγωνο NΑ

σετε αν τα 

α β  και 

κά 

,  ώστε τα 

9  να είναι 

ου φ , τα 

λσυνφ) και  

συνευθειακά

 2,6   ως 

1  και 

νυσμα το 

j


.  

ίρροπο του 

α


.  

χύει ότι 

i j
 

 

ς 

ο 

ΑΒ  

ά.  

1.

δι

1.

ση

συ

1.

δι

μη

v


u


1.

β


Α

εί

Β)

σχ

Γ)

γ


Δ)

αν

1.

Δ

στ

1.

Γ

μέ

Β

 

.66 Να βρ

ιανύσματος 

.67 Να βρ

ημεία Α 1,0

υνευθειακά. 

.68 Να βρ

ιανύσματος 

η κυρτή γων

v 10


 και είν

 u 3, 4 


 

.69 Δίνον

 x,2x 1   

Α)  Να απ

ίναι συγγραμ

)  Αν x 

χηματίζει το 

)  Αν x 

γ 3i
 

 ως γρα

)  Αν x 

ντίρροπο του

.70 Έστω 

είξτε ότι το δ

τη διχοτόμο 

.71 Θεωρο

 1, 1   και 

έσον του τμή

ΒΔ  

ρείτε τις συντ

α


 αν ισχύει 

ρείτε τις τιμές

 ,  2Β μ ,3

 

ρείτε τις συντ

v


 αν είναι γ

ία με τον  ημ

ναι παράλλη

νται τα διανύ

 με x R  

ποδείξετε ότι

μμικά για κά

3    να βρε

 α


 με τον άξ

1  , να γρά

αμμικό συνδι

2  , να βρε

υ α


 που να έ

α


, β


,  μη μη

διάνυσμα  
α

α





της γωνίας τ

ούμε τα σημε

 
13 1

Δ ,
3 2

 


ήματος ΑΓ  ε

τεταγμένες το

 ότι α α  

ς του μR, ώ

,  Γ 5μ,9  ν

τεταγμένες το

γνωστό ότι σχ

μιάξονα  Ox

ηλο προς το δ

ύσματα α 


ι τα διανύσμ

άθε x R  

είτε τη γωνία

ξονα x x  

άψετε το διάν

ιασμό των α


είτε  διάνυσμ

έχει μέτρο 

ηδενικά διαν

α β

α β

 

  είναι π

των α


 και β


εία  Α 3, 4 , 





. Να αποδε

είναι σημείο τ

7

2016-17

ου 

4,8  

ώστε τα 

να είναι 

ου 

χηματίζει 

, έχει 

διάνυσμα 

x 1,2  και 

ατα δεν 

α που 

νυσμα 

 και β


 

μα 

10 . 

νύσματα. 

παράλληλο 


  

  Β 5, 3 , 

είξετε ότι το 

της ευθείας 

7 

7 
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ΕΣΩΤΕΡΙΚΟ ΓΙΝΟΜΕΝΟ  

1.72 Αν 2 2x y 36  , να βρείτε την ελάχιστη 

και τη μέγιστη τιμή  του  6x 8y   

1.73 Δίνονται τα διανύσματα α


 και β


 όπου: 

  π
α,β

6




 
, α 2


 και β 2 2


 να βρεθούν τα   

 2α β
 

 και  2α 3β
   α β

 
  

1.74 Δίνονται τα διανύσματα α


 και β


 με 

α β α β  
   

. Να αποδείξετε ότι: α β
 

  

1.75 Έστω τα διανύσματα α


 και β


 με α 3


 

και β 1


 και   π
α,β

6




 
. Να βρείτε το α β

 
  

1.76 Αν α 1


, β 2


,   π
α,β

3




 
, α β γ 0  
   

, να βρείτε το γ


 και το α γ β γ  
   

  

1.77 Αν τα διανύσματα α


 και β


 έχουν ίσα 

μέτρα και είναι κάθετα να αποδείξετε ότι και τα  

2α β
 

, α 2β
 

 είναι κάθετα και έχουν ίσα μέτρα. 

1.78 Έστω τα μη μηδενικά διανύσματα α


,β


 με  

β 2 α
 

 και α (α β) 
  

. Δείξτε ότι ότι   π
α,β

3




 
  

1.79 Αν α β
 

,    α β α 3β  
   

 και α β 2 
 

, 

να δείξετε ότι α 3


και β 1


  

1.80 Αν  α 3(x 1),2x 


,  β 3 ,1 


 και 

 α,β π /3



 

, να βρείτε το x  

1.81 Έστω τα διανύσματα α


, β


 με   2π
α,β

3




 
 

, 2 α β 2 5 
 

.  Να βρείτε τη γωνία των 

διανυσμάτων 2α β
 

 και α


  

1.82 Δίνονται τα διανύσματα α


 και β


 με 

α β 1 
 

,  α,β π 3



 

. Να βρείτε το x


 αν 

 x // α β
  

 και  β α x 
  

 

1.83 Έστω τα διανύσματα α,β,γ
  

 με α 1


, 

β 2


, γ 3


 και  α 2β γ 0  
  

. Να αποδείξετε 

ότι α β β γ 3γ α 1      
     

 

1.84 Αποδείξτε ότι το διάνυσμα β


 είναι κάθετο 

στο διάνυσμα  2
β x

β x
β


 

   
  για κάθε διάνυσμα x


.  

1.85 Αν α


=(-3,4), β


=(2,-5). Να βρείτε 

διάνυσμα x


 ώστε x α 5
 
   και x β 8

 
   . 

1.86 Δίνονται τα διανύσματα α


, β


, γ


. Αν 

α 1

 , β 2,  γ 5


  , 2α 3β γ 0

   
    να βρείτε το 

α β γ
  
  . 

1.87 Έστω τα μοναδιαία διανύσματα α


, β


. 

Αν τα διανύσματα γ 2α 4β
  
  , δ α β

  
   

σχηματίζουν γωνία 2π/3 να βρείτε την γωνία των 

διανυσμάτων α


 , β


  



Β Λυκείου –

1.88 Ανα

δύο κάθετες

οποίες η μια

1.89 Αν 

προβολή το

1.90 Έστ

Α)  Να 

που ισαπέχε

Β)  Να 

κάθετες μετα

οποίες έχει τ

1.91 Έστ

βπροβ α 4


α β 2 β
  

  
 

1.92 Αν 

διανύσματα

και p //β
 

  

1.93 Να 

έχει αναλυθ

οποίες η μία

1.94 Αν 

εξίσωση: x


1.95 Σε π

διανύσματα

βρείτε την γ

των αξόνων

–Μαθηματικά

αλύσετε το δι

ς μεταξύ τους

α έχει τη διεύ

α (2,3)


 κα

ου α β
 

 στο 

τω τα σημεία

 βρείτε  το ση

ει από τα Α  

 αναλύσετε τ

αξύ τους συν

τη διεύθυνση

τωα


, β

μη μη

4β


 και 4προβ

2




  και   α




α (1,2)


 κα

α p


 και q


 ώ

 και  q β
 

  

 βρεθεί διάνυ

θεί σε δύο κά

α είναι η 4,

1 α β 0  
 

 ,

(x α) β γ   
   

πλαγιογώνιο

α α


= (1, 2), 


γωνία των μο

ν. 

ά Προσανατο

ιάνυσμα β 


ς συνιστώσες

ύθυνση του α


αι β ( 1,4) 


, 

α β
 

.  

αΑ( 3,5) , Β(

ημείο Μ του 

 και Β  

το διάνυσμα 

νιστώσες, μια

η του MB


 

ηδενικά διαν

αβ β α
 

  να δ

4 β


 

αι β (3, 4)


 ν

ώστε να ισχύο

υσμα δ


  με 

άθετες συνιστ

2   

, να λύσετε ω

γ


 

ο σύστημα αξ

β


= (3, 0) είν

οναδιαίων δι

ολισμού 

 9,19   σε 

ς, από τις 

 α 5, 3 


.  

 να βρείτε τη

4, 2) : 

άξονα yy  

 AM


 σε δύο 

α από τις 

νύσματα.  Αν

δείξετε ότι 

να βρεθούν τ

ουν: α p q 
  

δ 40


 που

ώσες, από τις

ως προς x


 τη

ξόνων τα 

αι κάθετα. Ν

ιανυσμάτων 

ην 

 

ν  

τα 

q


 

υ 

ς 

ην  

Να 

ν 

1.

α


εί

1.

ότ

1.

α


1.

δε

1





1.

Α

απ

ισ

1.

α


1.

οξ

1.

Ν

1.

α


.96 Αν για

α β γ 0  
   

  κ

ίναι ομόρροπ

.97 Αν ισχ

τι α β





 

.98 Αν α


α β α 3 
  

.99 Αν α


είξετε ότι είν

2
21 α x

        

.100 Έστω 

Αν ισχύει (ΑΒ


ποδείξετε ότι

σοσκελές με κ

.101 Nα δε

α

1

α προβ β α


 
 

.102 Αν τα

ξεία γωνία, δ

.103 Δίνετα

Να λύσετε την

.104 Αν ισχ

α β α β  
  

α τα διανύσμ

και 6 α 3β


πο του  α


 κα

χύει  α β





β α β  
  

. 

, β


 μη συγγ

αι αδύνατη  

2 α β x
 

  

ΑΔ διάμεσος

Β ΑΓ)ΑΓ (Α
 

 

ι το ΑΒΓ  είν

κορυφή το Α

είξετε ότι για 

2α

1

α προβ β


 


α διανύσματα

δείξτε ότι 


αι το διάνυσμ

ν εξίσωση  x


χύει α β 


2αβ


 

ματα α,β,γ
  

 

β 2 γ


 να δ

αι αντίρροπο

1
· α β

2


 


, ν

, να αποδεί

γραμικά διαν

 η εξίσωση 

2

1 β
        

ς του τριγών

ΑΔ ΒΓ)ΑΒ
  
   ν

ναι ορθογώνι

Α . 

α κάθε *v N

v

1
...

α προβ
 




α α


 και β


 σχ

 ,    
  

σμα α  0





 

x α·  x  x
  
  


α β 2 


 να

9
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 ισχύει: 

ειχτεί ότι β


 

ο του  του γ


 

να δείξετε 

ξετε ότι 

νύσματα, να 

0  

νου ΑΒΓ . 

να 

ιο και 

*  ισχύει 

vα

v

β αβ



   

χηματίζουν 

 det , 
 

 

8α·α
 

   

α δείξετε ότι 

9 
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1.105 Aν   α 3 ,1 αβ 
 

 και 
β

β 3,
2

 
 
 
 




 

Α)  Να βρείτε τη γωνία των  α, β
 

. 

Β)  Να βρείτε την  προβολή του διανύσματος 

β


 στο διάνυσμα α


    

1.106 Για τις  διανυσματικές ακτίνες  ΟΑ


=α


, 

ΟΒ


=β


 και ΟΓ


= γ


 των σημείων Α, Β  και Γ  

ισχύει ότι: α


= β 3


, γ


= 7  και  α


+2β


-3 γ


= 0


 

Α) Δείξτε ότι τα  Α, Β, Γ  είναι συνευθειακά 

Β) Να υπολογίσετε τα α


.β


, α


. γ


 , β


. γ


 

καθώς και την γωνία των α


  και β


 

Γ) Αν για το διάνυσμα x


 ισχύουν οι : x


//(

β


- γ


)  και ( x


+α


) (β


+ γ


) να δείξετε ότι x


=

21
4

 (β


- γ


)  και  να βρείτε  το x


 

1.107 Έστω α


 και β


 δύο μη συγγραμμικά 

διανύσματα.  Αν ισχύει  ότι 

   αβ |α| α 2 |β| β  
    

  να υπολογίσετε την 

γωνία των α


 και β


 και να αποδείξετε ότι η  

απροβ β


 είναι μοναδιαίο διάνυσμα ομόρροπο του 

α


.   

1.108 Δίνονται τα διανύσματα , ,  
  

με 

1     
  

  και  0   
   

 

Α.  Να αποδείξετε ότι: 

  α.          
     

  

 β.  
2

4 
 

 και  1  
 

 

Β .  Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των  

σημείων , ,     για τα οποία ισχύει ότι A  
 

, 

  
 

,   
 

, καθώς και το είδος του τριγώνου 

  

1.109 Για τα διανύσματα α ΚΑ
 

, β ΚΒ
 

, 

γ ΚΓ
 

 όπου τα Α, Β, Γ  είναι σημεία του κύκλου 

με κέντρο Κ  και ακτίνα 1  ισχύει ότι α β γ 0  
   

. 

Έστω ότι Ε  είναι το αντιδιαμετρικό σημείο του Β

. Να δείξετε ότι:    

Α)   α β 1 
 

   Β) ΕΑ α β 
  

 

Γ) AB 3


      Δ) Το ΑΒΓ  είναι ισόπλευρο. 

1.110 Έστω  Ο  ένα  σημείο αναφοράς και 

α ΟΑ
 

, β ΟΒ
 

, γ ΟΓ
 

, δ ΟΔ
 

, ε ΟΕ
 

 

διανύσματα,   ώστε α β γ 0  
   

, α β γ 1  
  

. 

Να δείξετε ότι:   Α) 

 α β β γ γ α 1     
     

 

Β)  
1

α β β γ γ α
2

      
     

 

Γ)  α β β γ γ α 3     
     

 

Δ)  Τα διανύσματα α β
 

 και α β
 

 είναι 

κάθετα μεταξύ τους. 

Ε)  Αν φ  είναι η γωνία  α β
 

 και β γ
 

 και 

ω  είναι η  γωνία των  α β
 

 και β γ
 

 τότε 

2συνφ 2συνω 1    

1.111 Στο διπλανό σχήμα  το  

τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι ισόπλευρο  

και ΑΒ 10 . Να υπολογίσετε 

 τα AB AΓ
 

,  AB ΓΒ
 

,   AB ΑΔ
 

,  

BΓ ΑΔ
 

,    AB ΒΓ
 

 

1.112 Στο διπλανό σχήμα το 

τετράπλευρο ΑΒΓΔ  είναι 

ορθογώνιο παραλληλόγραμμο. 

Να αποδείξετε ότι 

ΜA ΜΓ ΜB ΜΔ
   

   

 

Α 

Μ 

Δ Γ 

Β 



Β Λυκείου –

2 ΕΥ

Να βρεθεί η

2.01 Διέρ

παράλληλη

Εφαρμογή: 

2.02 Διέρ

κάθετη σε ευ

Εφαρμογή: 

2.03 Διέρ

σχηματίζει γ

α)  Α (-

β)  Α (4

2.04 Είνα

Εφαρμογή: 

2.05 Διέρ

παράλληλη

- 2)   

2.06 Διέρ

κάθετη σε δ

2.07 Διέρ

δοσμένη γω

Εφαρμογή: 

2.08 Απέ

(ε΄).  Εφα

  d =

2.09  Να

είναι παράλ

και ορίζουν

12 τ.μ.  

–Μαθηματικά

ΥΘΕΙΑ  

η εξίσωση της

ρχεται από σ

 σε ευθεία (ε

  Α (1, - 1) κα

ρχεται από σ

υθεία (ε΄).  

   Α (- 1, 1)   κ

ρχεται από σ

γωνία φ με τ

- 2, 3)  και  

4, - 5)  και  

αι μεσοκάθετ

 Α (- 2, 1)  

ρχεται από τ

 σε διάνυσμα

και  ν


 = 

ρχεται από τ

ιάνυσμα ν


. 

ρχεται από τ

ωνία με γνωσ

 Α (3,-1)  ω 

έχει απόστασ

αρμογή:  

= 2  από 

α βρείτε τις εξ

λληλες προς 

ν με τους άξο

ά Προσανατο

ς ευθείας (ε)  

σημείο Α (x0, 

΄).   

αι   (ε΄): 2x+y 

σημείο Α (x0, 

  

και  (ε΄): 2x+y

σημείο Α (x0, 

τον  x΄x. Εφα

φ = 30 

φ = 90 

τη σε γνωστό

και  Β (2

το Α (x0, y0) κ

α ν


.  Εφαρμ

 (0, 1) 

το Α (x0, y0) κ

 Εφαρμογή

το Α  και σχη

στή ευθεία (ε)

ο45 , (ε) : y 

ση d από γνω

 

 (ε΄): 2x+y-1=

ξισώσεις των

την ευθεία   

ονες τρίγωνο 

ολισμού 

 όταν: 

 y0) και είναι

 - 1 = 0  

 y0) και είναι

  

y+1=0 

 y0) και 

αρμογή:  

ό τμήμα: 

2, 3) 

και είναι 

μογή:   Α (3

και είναι 

ή:   Α (5, - 2)  

ηματίζει 

) 

2x  

ωστή ευθεία 

= 0  

ν ευθειών που

2x - 3y - 12 =

 με εμβαδόν 

ι 

ι 

(3, 

 και  ν


 =

υ 

= 0 

 

2.

το

2.

ε2

ση

στ

2.

Β 

συ

βα

πε

2.

 2

Π

2.

αν

A

2.

ση

+y

ση

πρ

2.

2)

y-

τω

2.

δι

εξ

τι

= (- 1, 3) 

.10 Διέρχε

ους άξονες τρ

.11 Έστω 

2: -x+4y+3=0 

ημείο Μ της 

την ε2.  

.12  Δίνετ

 (3, - 2) και Γ

υντεταγμένες

αρυκέντρου 

ερικέντρου τ

.13 Να απ

2y2-3xy-2x2=0

Ποια είναι η σ

.14 Nα βρ

ν είναι B 1,2

AM : x 2y 

.15  Φωτε

ημείο  Σ (2, 3

y+1=0, μετά 

ημείο  Μ (1, 1

ροσπίπτουσα

.16  Τριγώ

) και οι εξισώ

-1=0  δύο δια

ων πλευρών τ

.17 Σε ένα

ιάμεσος ΒΜ

ξισώσεις x y

ις εξισώσεις τ

εται από το (

ρίγωνο εμβα

οι ευθείες ε1:

 και το σημεί

ε1, ώστε το μ

ται τρίγωνο Α

 (1, 4). Να βρ

ς του ορθοκέ

 του εκκέντρ

του.  

ποδείξετε ότι

0  παριστάνει

σχετική θέση 

ρεθούν οι κορ

2 , AΓ : 2x 

1  

ινή ακτίνα δ

3) και προσπί

την ανάκλασ

1). Να βρεθο

ας και της αν

ώνου ΑΒΓ δίν

ώσεις x-3y+1=

αμέσων του. Ν

του τριγώνου

α τρίγωνο Α

 και το ύψος

y 4 0   και 

των πλευρών

(-1,2) και σχη

αδού 3 τμ 

: 2x - 3y + 1 =

ίο Α (1, - 2). Ν

μέσο του ΑΜ 

ΑΒΓ με Α (- 1

ρεθούν οι οι 

έντρου του  

ρου του  και τ

ι η εξίσωση 

ει ζεύγος δύο

 τους; 

ρυφές  τριγώ

y 5   και η δ

διερχόμενη α

ίπτουσα στην

σή της διέρχ

ούν οι εξισώσ

νακλώμενης 

ίνονται η κορ

= 0 και  

Να βρείτε τι

ου ΑΒΓ. 

ΑΒΓ  είναι A

ς ΓΔ  έχουν α

 3x y 4 0  

ν του τριγώνο

11

2016-17

ηματίζει με 

= 0,  

Να βρεθεί 

 να ανήκει 

1, 2),  

 

του  

 ευθειών. 

ώνου ΑΒΓ  

διάμεσος  

από το 

ν ευθεία x 

εται από το 

σεις της 

ακτίνας. 

ρυφή Α (1, 

ις εξισώσεις 

 1,1 . Η 

αντίστοιχα 

0 . Να βρείτε

ου .  

1 

7 

ε 
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2.18 * Δίνονται οι ευθείες 1ε : x y 0   και 

2ε : 2x y 3   και το σημείο  Δ 5,2
.Αν A  η τομή 

των δύο ευθειών να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας 

που περνά από το Δ  και τέμνει την 1ε  στο Γ  και 

την 2ε  στο B  έτσι ώστε    ΓB AB
 

2.19 Να βρείτε την εξίσωση της πλευράς ΒΓ  

ενός τριγώνου ΑΒΓ , αν  A 2,3  και δύο διαμέσοι 

έχουν εξισώσεις  1ε : x 4y 4 0    και  2ε :

4x 5y 9    

2.20 **Σε τρίγωνο ΑΒΓ  με  Β 1,3  οι 

εξισώσεις του ύψους ΑΔ  και της διχοτόμου ΑΕ  

είναι αντίστοιχα x 2y 4   και x y 3  . Να 

βρεθούν οι συντεταγμένες των άλλων κορυφών 

του. 

2.21 Ένα τετράγωνο ΑΒΓΔ  έχει την πλευρά 

ΑΒ  στην ευθεία: x y 1 0   . Αν το κέντρο K  έχει 

συντεταγμένες  K 1,2  να βρείτε τις κορυφές του 

τετραγώνου. 

2.22 Nα αποδείξετε ότι   δεν υπάρχει ευθεία 

που να διέρχεται από το σημείο M(1,2)  και να 

σχηματίζει με τους αρνητικούς  ημιάξονες 

τρίγωνο 

2.23 Δίνεται ορθογώνιο και ισοσκελές τρίγωνο 

ΑΒΓ . Έστω Μ  μεταβλητό σημείο της πλευράς 

ΒΓ . Αν Δ  και Ε  είναι οι προβολές του Μ  στις 

ΑΒ  και ΑΓ  αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι η 

μεσοκάθετος του ΔΕ  διέρχεται από σταθερό 

σημείο. 

2.24 Είναι τα σημεία  1, 2  και  2,1  προς 

το ίδιο μέρος της ευθείας 3x 5y 2  ; 

2.25 Να βρείτε το συμμετρικό του σημείου 

 3,1 ως προς την ευθεία 2y x 1   

2.26 Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των 

σημείων, τα οποία ισαπέχουν από τις ευθείες  

3x 2y 4 0    και  3x 2y 6 0    

2.27  Ένα σημείο P του επιπέδου κινείται  στην 

ευθεία y = x. Να δείξετε ότι το συμμετρικό σημείο 

του Ρ ως προς την ευθεία x+2y-1=0 κινείται στην 

ευθεία 7x-y-2=0  

2.28  Το σημείο A (3,-1) είναι κορυφή του 

τετραγώνου , του οποίου μία πλευρά έχει εξίσωση 

3x-2y-5=0. Να βρεθούν οι εξισώσεις των άλλων 

πλευρών του.  

2.29 Να βρεθεί η μεσοπαράλληλη των   

ευθειών  3x-y+1= 0  και  -6x+2y-3=0  

2.30 Έστω οι ευθείες  ε : 5x 12y 10 0    και  

 ζ : 5x 12y 20 0   .  Να βρείτε την ευθεία  η , 

που είναι παράλληλη αυτές και η απόσταση των

 η ,  ε είναι διπλάσια από την απόσταση των 

 η  και  ζ . 

2.31 Να βρείτε τις κορυφές B  και Δ ,  

τετραγώνου ΑΒΓΔ , αν  A 3,3  και  Γ 1,3   

2.32 Δίνονται οι εξισώσεις  

 ε :     2λ 1 x λ 4 y λ 3λ 2 0         και  

 η :  λ 2 x 3λy λ 4 0      με λ R . 

Α)  Να αποδείξετε ότι (ε) και (η)  

παριστάνουν ευθεία, για κάθε τιμή του λ . 

Β)  Να βρείτε τις τιμές λ  , έτσι ώστε οι ευθείες 

να είναι κάθετες. 

Γ)  Να αποδείξετε ότι η ευθεία  η  διέρχεται 

από σταθερό σημείο     
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3 ΚΥΚΛΟΣ 

3.01 Να βρείτε τις εφαπτόμενες του κύκλου  

2 2x y 5  , που διέρχονται από το  A 3,1  και να 

αποδείξετε ότι οι εφαπτόμενες αυτές είναι κάθετες 

3.02 Να βρεθεί η εξίσωση του κύκλου που έχει 

διάμετρο το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ με Α(1,3) και 

Β (- 3, 5) 

3.03 Να βρεθεί η εξίσωση του κύκλου που έχει 

κέντρο το σημείο (8,- 6) και διέρχεται από την 

αρχή των αξόνων 

3.04 Να βρεθεί η εξίσωση του κύκλου που είναι 

εγγεγραμμένος στο τρίγωνο που σχηματίζει η 

ευθεία x+y - 6 = 0 με τους άξονες x΄x και y΄y. 

3.05 Να βρεθεί η εξίσωση του κύκλου που 

διέρχεται από το σημείο (2,1) και εφάπτεται στις 

ευθείες 3x+y+6=0 και  

3x + y - 12 = 0. 

3.06 Να βρεθεί η εξίσωση του κύκλου που έχει 

κέντρο το σημείο (3, 3) και εφάπτεται των αξόνων 

x΄x και y΄y 

3.07 Να βρεθεί η εξίσωση του κύκλου που  έχει 

κέντρο το σημείο (- 3, 2), εφάπτεται στον άξονα 

y΄y 

3.08 Να βρεθεί η εξίσωση του κύκλου που έχει 

το κέντρο του στην ευθεία  

 2x +y+1= 0 και διέρχεται από τα σημεία Α(-1, 2) 

και Β (3,0).  

3.09 Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου με 

ακτίνα 2 , έχει το κέντρο του στην ευθεία y 2x  

και εφάπτεται στον x x  

3.10 Να βρείτε τις εξισώσεις των κύκλων που 

διέρχονται από τα σημεία  A 1,1  και  B 3,1  και 

αποκόπτουν από την ευθεία x 3y 16   χορδή 

μήκους 10  

3.11 Να βρεθεί η εξίσωση του κύκλου που  έχει 

ακτίνα 4, εφάπτεται στον άξονα x΄x και διέρχεται 

από το σημείο (5, 4) 

3.12 Να βρεθεί η εξίσωση του κύκλου που  

διέρχεται από τα σημεία (3, 1), (- 1, 3) και έχει 

κέντρο πάνω στην ευθεία y = 3x-2 

3.13 Να βρεθεί ο κύκλος που περνά από τα 

σημεία (-3,4), (5,0) και  2,9  

3.14 Να βρεθούν τα σημεία Μ της ευθείας 

x y 3 0   , από τα οποία οι εφαπτόμενες προς 

τον κύκλο    22x 2 y 3 50    , είναι κάθετες 

μεταξύ τους  

3.15 Βρείτε την εξίσωση της χορδής του κύκλου

2 2x y 9  που έχει μέσο το  1,2  

3.16 Να βρείτε την εξίσωση της χορδής του 

κύκλου 2 2x y 25   που διέρχεται από το σημείο 

 1,3  και έχει μήκος ίσο με 8  μονάδες 

3.17 Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτομένων  

του κύκλου 2 2x y 4   που είναι παράλληλες 

στην ευθεία  x+y=0 

3.18 Να βρείτε τις εξισώσεις των κύκλων, οι 

οποίοι εφάπτονται στον κύκλο: x2+y2=25  στο 

σημείο Α(3,4) και έχουν ακτίνα R=10. 
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3.31 Δίνονται οι κύκλοι C1: 2 2x y 1   και    

C2:    22x 3 y 2 4      

Α)  Να δείξετε ότι δεν έχουν κοινό σημείο.  

Β)  Από όλα τα ζεύγη σημείων (Α, Β), όπου το 

Α ανήκει στον C1 και το Β στον C2, να βρεθεί αυτό 

για το οποίο τα Α, Β απέχουν τη μικρότερη 

απόσταση.  

Δ)  Να βρεθεί το ζεύγος σημείων (Γ, Δ) (Γ 

στον C1,  Δ στον C2) με τη μεγαλύτερη απόσταση.  

3.32 Για κάθε κ R ,  δίνεται η εξίσωση 

2 2C : x y 2x 3y 1 κ(x y 2) 0        . 

Α)  Να αποδείξετε ότι η C παριστάνει κύκλο 

για κάθε κ R  

Β)  Βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των κέντρων 

των κύκλων. 

Γ)  Να αποδείξετε ότι όλοι οι κύκλοι 

διέρχονται από δύο σταθερά σημεία.  

3.33 Θεωρούμε τον κύκλο C: 2 2x y 4   και 

την ευθεία ε: y=2x+ 5.  

Α)   Να δείξετε ότι ο κύκλος και η ευθεία δεν 

έχουν κοινά  σημεία.  

Β)    Από ένα σημείο Μ της ευθείας ε φέρνουμε 

τις εφαπτομένες στον κύκλο και ονομάζουμε Α 

και Β τα σημεία επαφής. Να δείξετε ότι, όταν το 

σημείο Μ διαγράφει την ευθεία ε, η ευθεία ΑΒ 

διέρχεται από σταθερό σημείο.  

3.34 Να δείξετε ότι η εξίσωση  2 2x 4xy y   

παριστάνει δύο ευθείες που καθεμιά σχηματίζει με 

την x y 0   γωνία  o30  

3.35 Να δείξετε ότι για κάθε για κάθε A,B R  

τέτοια ώστε  A B 0  ,  η ευθεία 

2 2ε : Ax By 2 A B 0     εφάπτεται σε έναν 

σταθερό κύκλο  (απ¨ 2 2x y 4  )   

3.36 Δίνονται τα σημεία Α(-2,0), Β(2,0), Μ1(1,

3 ) 

Α)   Να δείξετε ότι Μ1Α   Μ1Β.  

Β)   Να βρεθεί η εξίσωση του κύκλου που 

περνά από τα σημεία Α, Β, Μ1. 

Γ)   Να δείξετε ότι κάθε σημείο Μ (xο,yο) για 

το οποίο ισχύει ΜΑ   ΜΒ, ανήκει στον κύκλο 

του ερωτήματος (Β).  

3.37 Δίνεται το σημείο   A 1,1  και ο κύκλος 

   22x 1 y 7 9     

Α)  Να αποδείξετε ότι το Α είναι εξωτερικό 

σημείο του κύκλου 

Β)  Βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτομένων του 

κύκλου που άγονται από το Α 

Γ)  Να βρείτε την οξεία γωνία των δύο 

εφαπτομένων 

Δ) Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που 

περικλείουν οι εφαπτόμενες και ο κύκλος. 

3.38 Έστω οι κύκλοι: 1C :

2 2 2(x α) (y 1) ρ     και 2C : 2 2 2x (y α) ρ    

με ρ 0 . Αν η ευθεία ε : 4x 3y 2 0    είναι 

κοινή εφαπτομένη των κύκλων 1C , 2C  , να 

αποδείξετε ότι α 1   και 
1

ρ
5

  ή α 3   και 

7
ρ

5
   (www.mathematica.gr) 

3.39 Να βρεθούν οι εξισώσεις των κύκλων 

καθένας από τους οποίους εφάπτεται στους 

άξονες  και στην ευθεία 
3

y x 5
4

   .    

3.40 Δίνεται η οικογένεια κύκλων :  

2 2(x 1 3λ) (y 4λ  λ5) , R2       Να αποδείξετε 

ότι όλοι οι παραπάνω κύκλοι εφάπτονται σε δύο 

σταθερές ευθείες, . (απ: 4x-3y=-29 και 4x-3y = -21)     

(www.mathematica.gr) 
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4 ΠΑΡΑΒΟΛΗ 

4.01  Να βρεθεί η εξίσωση της παραβολής με 

κορυφή το (0, 0) όταν:  

Α)  είναι συμμετρική ως προς το θετικό 

ημιάξονα Οx και έχει παράμετρο p = 5 

Β)  είναι συμμετρική ως προς τον άξονα Οx 

και διέρχεται από το σημείο (-1,4) 

Γ)  είναι συμμετρική ως προς τον άξονα Οy 

και διέρχεται από το σημείο (2, 2) 

Δ)  έχει άξονα συμμετρίας τον Οy και εστία 

Ε(0,-4)  

Ε)  έχει εστία Ε (- 2, 0) και διευθετούσα : x= 2  

4.02  Να βρεθεί η εξίσωση της παραβολής με 

κορυφή το (0, 0) όταν έχει άξονα συμμετρίας τον 

Οx και εφάπτεται της ευθείας y = 4x + 1 

4.03  Ισόπλευρο τρίγωνο ΟΑΒ  είναι 

εγγεγραμμένο στην παραβολή 2y 4px  με 

κορυφή το Ο . Να βρεθούν οι εξισώσεις των 

πλευρών του.  

4.04 Εστω  η παραβολή 2y  4x .  Να βρείτε  

Α) τις ευθείες που διέρχονται από την εστία της 

παραβολής και απέχουν από την αρχή των 

αξόνων  απόσταση ίση με 
2

2
 

Β) την εξίσωση της εφαπτομένης της  που είναι 

παράλληλη στην ευθεία y=x–1 

4.05 Έστω η παραβολή C : 2y 2px  και μια 

χορδή της ΑΒ  παράλληλη με τον άξονα y y , η 

οποία περνάει από την εστία. Να αποδειχθεί ότι:  

Α)     AB 2 EK , όπου Κ  το σημείο που 

τέμνει ο άξονας x΄x  τη διευθετούσα 

Β)  οι εφαπτόμενες στα Α και Β διέρχονται 

από το Κ 

4.06 Να βρείτε την εξίσωση της χορδής της 

παραβολής 2y 12x που έχει μέσο το  M 3,2  

4.07 Δίνεται η παραβολή 2y 4x  και η ευθεία   

 ε : y x 1  .  

Α)  Να βρείτε τα κοινά σημεία A, B  της  ε  

και της παραβολής. 

Β)  Να δείξετε ότι οι εφαπτόμενες της 

παραβολής στα  A, B  είναι κάθετες. 

Γ)  Να δείξετε ότι κάθε ευθεία που περνά από 

την εστία και τέμνει την παραβολή σε δύο σημεία 

έχει την ιδιότητα (Γ).  

4.08 Ο κύκλος του 

διπλανού σχήματος 

διέρχεται από την 

εστία της παραβολής. 

Να βρεθούν οι 

εξισώσεις του κύκλου 

και της παραβολής.  

y

x
10

C

	

4.09 Από το σημείο   2,  3   προς την 

παραβολή  2y  8x   γράφονται δύο εφαπτόμενες 

ευθείες. Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτομένων 

αυτών ευθειών και να αποδείξετε ότι είναι κάθετες.  

4.10 ** Δίνεται η παραβολή C : 2y 2px  και 

δύο χορδές  ,  , ώστε γωνία  90  . Να 

αποδειχθεί ότι η   διέρχεται από σταθερό 

σημείο.  

4.11 Να αποδείξετε ότι ο κύκλος  

2 2x y 6x 1 0     εφάπτεται στην παραβολή 

2y 4x . 
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6 ΥΠΕΡΒΟΛΗ 

6.01  Ο κύκλος με εξίσωση x2 + y2 = 16 διέρχεται 

από τις κορυφές της υπερβολής C του διπλανού 

σχήματος, της οποίας η μια ασύμπτωτη έχει 

εξίσωση  y=- 4
3

x. Να βρεθούν:  

6.02 Α)  οι εστίες της 

υπερβολής 

Β) η εστιακή της απόσταση 

Γ)  η εξίσωσή της 

Δ)  να προσδιοριστεί το 

ορθογώνιο βάσης της 

υπερβολής 

Ε)    η εκκεντρότητά της.  

x

y
C

	

6.03 Να βρείτε την εξίσωση της υπερβολής που 

έχει τις εστίες της στον άξονα x΄x συμμετρικές ως 

προς την αρχή των αξόνων και ακόμα:  

Α)   έχει εστιακή απόσταση (Ε΄Ε)=6 και ε= 3
2

 

Β)  έχει εστιακή απόσταση (Ε΄Ε) = 20 και 

ασύπτωτες τις  y = 4
3

 x και y=- 4
3

x 

6.04 Να βρείτε την υπερβολή, η οποία 

διέρχεται από τα σημεία  3,1  και  9,5  

6.05 Να βρεθούν οι εξισώσεις των 

εφαπτομένων της υπερβολής 2 22x 4y 100   που 

είναι παράλληλες προς την ευθεία 3x y 0  .  

6.06 Δίνεται η παραβολή με εστία  E 2p,0 , 

p 0 . Να βρείτε την εξίσωση της υπερβολής της 

οποίας η μια εστία της συμπίπτει με την εστία της 

παραβολής , και η μια κορυφή της με το μέσο του 

OE  όπου O  η αρχή των αξόνων. Βρείτε τα σημεία 

της παραβολής και της υπερβολής 

6.07 Να βρείτε την εξίσωση της ισοσκελούς 

υπερβολής που έχει τις ίδιες εστίες με την έλλειψη 

2x

25
+

2y

16
=1 

6.08  Δίνεται η υπερβολή C : 
22

2 2

yx
1

α β
   και 

 1 1Μ x ,y  ένα σημείο της διαφορετικό από τις 

κορυφές της. Αν η κάθετη  ε  της εφαπτομένης 

 ε  στο M  τέμνει τους άξονες x x , y y  στα Γ και 

Δ αντίστοιχα  

Α)  να βρεθεί συναρτήσει των 1 1x , y  η εξίσωση 

της (ε΄) καθώς και οι  συντεταγμένες των Γ  και Δ  

Γ)  να βρεθούν οι συντεταγμένες του μέσου 

N  του ΓΔ  

Δ)  να αποδειχθεί ότι ο γεωμετρικός τόπος του 

Ν  είναι μια υπερβολή 1C  

Ε)  να αποδειχθεί ότι οι υπερβολές C  και 1C  

έχουν τις ίδιες εκκεντρότητες, αλλά τις εστίες σε 

διαφορετικούς άξονες.  

6.09 Δίνεται η υπερβολή 
22

2 2

yx
1

α β
    με 

κλάδους 1C  και 2C  και τυχαίο σημείο της 

 1 1M x ,y  στον κλάδο 1C ,  1y 0 .  

Α)  Να γράψετε την εξίσωση της εφαπτόμενης 

 ε  στο σημείο Μ  και να βρείτε τα σημεία τομής 

της  ε  με τους άξονες.  

Β)  Να δείξετε ότι η  ε  τέμνει τον x΄x σε 

σημείο μεταξύ των κορυφών της υπερβολής 

Γ)  Αν η  ε  τέμνει τον κλάδο 2C  στο 

 2 2M΄ x ,y , να δείξετε ότι 1 2y y 0 .  

 



Β Λυκείου –

7 ΓΕΩ

7.01 Στο 

των σημείων

από τις παρα

Α)  x 4

Β)  2 

Γ)  x 2

Δ)  3 

7.02 Στο 

των σημείων

από τις παρα

Α)  M 3

Β)  M 2

Γ)  M ε

Δ)  M 3

7.03 Να β

σημείων σε κ

περιπτώσεις 

Α)   M λ 2

Γ) M ημθ, λ

7.04 Στο 

των σημείων

από τις παρα

Α)  M λ

Β)  M



7.05 Να β

σημείων Μ γ

Α(2, 1) 

–Μαθηματικά

ΩΜΕΤΡΙΚ

 επίπεδο να π

ν  M x,y  για

ακάτω σχέσε

4  και y R  

y 1    και 

2  και  2 y 

y 3    και 2

 επίπεδο να π

ν  M x,y  για

ακάτω σχέσε

 23, α 4α 1 

2κ 1,5 5κ 

εφθ, 2 , θ

3,συνθ , θ

βρεθεί ο γεω

κάθε μια από

 για κάθε λ,

2,λ 2   

2λ 1  για κ

 επίπεδο να π

ν  M x,y  για

ακάτω σχέσε

2 2λ 2,λ 2 

1 1
,

λ 1 1 λ


 

βρείτε το γεω

για τα οποία

ά Προσανατο

ΚΟΙ ΤΟΠΟ

προσδιορίσετ

α τα οποία ισ

εις: 

   

x R  

y 2   

2 x 4   

προσδιορίσετ

α τα οποία ισ

εις: 

1 , α R  

 , , κ 1,2 

π π
,

2 2
  
 

. 

[0,π) , 

μετρικός τόπ

ό τις παρακά

μ, t R  

 Β)  M 2,λ

κάθε θ R , λ

προσδιορίσετ

α τα οποία ισ

εις: 

 ,   λ R  

1


,    λ R 

ωμετρικό τόπ

α ισχύει MA


ολισμού 

ΟΙ  – ΣΥΝΟ

τε το σύνολο

σχύει κάθε μ

 

τε το σύνολο

σχύει κάθε μ

  

πος των 

άτω 

  

λ R  

τε το σύνολο

σχύει κάθε μ

 1   

πο των 

2 , όπου 

ΟΛΑ ΣΗΜΕ

ο 

μια 

ο 

μια 

ο 

μια 

7.

Α

ση

πα

Β)

ελ

7.

Μ

Β(

7.

Μ

κα

7.

Μ

οπ

x'

7.

ση

κύ

ακ

7.

φέ

ευ

τό

7.

Κ

τέ

γε

7.

M

ΕΙΩΝ 

.06 Έστ το

Α)  Να βρ

ημείων  γι

αραγματικού

)  Να βρ

λάχιστα από 

.07 Να βρ

Μ για τα οποί

(-1, 0) 

.08 Να βρ

Μ για τα οποί

αι Β(3, 1) 

.09 Να βρ

Μ των ευθύγρ

ποίων τα άκρ

x και y'y αντ

.10 Να απ

ημεία  Μ(2 +

ύκλο και να 

κτίνα του.  

.11 Από τ

έρνουμε τη Μ

υθεία y=x. Αν

όπο του Μ 

.12 Δίνετα

Κ(5,0).  Από το

έμνει τον C σ

εωμετρικό τό

.13 Βρείτε

M  όταν M η

ο  σημείο 

ρείτε το γεωμ

α τις διάφορ

ύ    

ρείτε το σημε

 την αρχή τω

ρείτε το γεωμ

ία ισχύει ΜΑ

ρείτε το γεωμ

ία ισχύει (ΜΑ

ρείτε το γεωμ

ραμμων τμημ

ρα Α και Β κ

τίστοιχα. 

ποδείξετε ότι

+ 3συνφ, 3ημφ

προσδιορίσε

τυχαίο σημείο

ΜΑ   y'y κα

ν (ΑΒ)=4 να 

αι κύκλος C: 

ο Κ φέρνουμ

στα σημεία Α

όπο των μέσω

ε τη γραμμή 

ημθ 1,2 συ 

 3, 2 1   

μετρικό τόπο

ρες τιμές του 

είο   που α

ων αξόνων. 

μετρικό τόπο

ΑΜΒ, όπου

μετρικό τόπο

Α)=2(ΜΒ) όπ

μετρικό τόπο

μάτων ΑΒ μή

κινούνται στο

ι για κάθε φ 

φ - 4) βρίσκο

ετε το κέντρο

ο Μ του επιπ

αι τη ΜΒ κάθ

 βρείτε το γε

 2 2x y 4   

με τυχαία ευθ

Α και Β. Να β

ων των χορδώ

 όπου ανήκει

υνθ , θ R  
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  με R . 

 των 

 

πέχει 

των σημείων

υ Α(1, 0) και 

των σημείων

που Α(1, 2) 

 των μέσων 

ήκους 8, των 

ους άξονες 

 R τα 

ονται σε 

ο και την 

πέδου Οχy 

θετη στην 

ωμετρικό 

 και σημείο 

θεία που 

βρείτε τον 

ών ΑΒ. 

ι το σημείο 

1 

7 

ν 

 

ν 
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7.14 Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των 

σημείων από τα οποία οι εφαπτόμενες προς τον 

κύκλο 2 2x y 4   είναι κάθετες 

7.15 Να βρείτε τη γραμμήC στην οποία ανήκει 

το σημείο M  σε κάθε μια από τις περιπτώσεις   

Α)    M εφθ,ημθ , 
π

θ R κπ ,   κ Ζ
2

     
 

  

Β)    M 1 συνθ,2 ημθ  , θ R  

7.16 Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των μέσων 

των χορδών του κύκλου 2 2C : x y 2x 0   , που 

διέρχονται από την αρχή των αξόνων. 

7.17 Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των μέσων 

των χορδών του κύκλου 2 2x y 169  , που 

διέρχονται από το  4,2  

7.18 Να βρείτε τη γραμμήC στην οποία ανήκει 

το σημείο M  όταν 2

1 1
M ,

λ λ
  
 

 για κάθε *λ R  

7.19 Θεωρούμε το τρίγωνο ΑΒΓ . Να βρεθεί ο 

γεωμετρικός τόπος των σημείων M  του επιπέδου 

του για τα οποία ισχύει κάθε μια από τις 

παρακάτω σχέσεις:  Α)    ΜA MΒ 0 
 

      

Β)      ΜA ΑΒ 0 
 

     Γ)  AB AM AΓ AM 0   
   

 

7.20 Δίνονται τα σημεία  Α 2, 1 ) και  Β 1,3 . 

Να βρείτε το σύνολο των σημείων Μ  για τα οποία 

ισχύουν:   ΜΑΒ 3  τμ 

7.21 Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των 

σημείων Μ , των οποίων το τετράγωνο της 

απόστασης  από το σημείο  Α 1,0  είναι ίσο με το 

εξαπλάσιο της απόστασης από την ευθεία y 1  

7.22 Να βρείτε τη γραμμήC στην οποία ανήκει 

το σημείο M  σε κάθε μια από τις επόμενες 

περιπτώσεις  

Α)   
1

M ,εφθ
συνθ

 
 
 

, 
π

θ R κπ ,κ Ζ
2

     
 

 

Β)  
4

M ,3εφθ
συνθ

 
 
 

  
π π

θ ,
2 2

   
 

 

7.23 Έστω τα σημεία  A 1,2  και  B 0,1 . Να 

βρείτε το γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ , των 

οποίων ο λόγος των αποστάσεων από τα σημεία 

 Α 1,2  και  Β 0,1  είναι ίσος με 3  

7.24 Έστω τα σημεία  Α 1, 2 ,  Β 0,1 . Να 

βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ  για 

τα οποία ισχύει: 2 2MA MB 3MA MB
   

    

7.25 Δίνεται ο κύκλος 2 2C : x y 6x 0   .  Να 

βρείτε το γεωμετρικό τόπο των κέντρων Μ των 

κύκλων που έχουν ακτίνα ρ=2 και εφάπτονται του 

κύκλου C : α) εξωτερικά β) εσωτερικά 

7.26 Έστω τα σημεία  Α 1, 2 ,  Β 3,4 . Να 

βρείτε το γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ  του 

επιπέδου ώστε 2AM AB MA
 

  . 

7.27 Δίνεται το σημείο  Α 3,0 . Να βρείτε το 

γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ  του επιπέδου 

για τα οποία ισχύει: OM OM 2OA 7
      

 
 

7.28 Έστω τα σημεία  Α 0,1 ,  Β 1,2  και 

 Γ 1, 2 . Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των 

σημείων Μ  για τα οποία ισχύουν: 

   ΜΑΒ 3 ΑΒΓ  

 



Β Λυκείου –

ΓΕΩΜΕΤΡ

7.30 Για 

Α)  Βρε

Β)  Να 

7.32 Για 

Α)  Να 
Α και Β στο

Β)  Να 

7.34  Για

Α)  Να 

Β)  Αν 

–Μαθηματικά

ΡΙΚΟΙ ΤΟ

7

Α

Β

 
 
 
 
 

 κάθε κ R  

είτε τους γεωμ

 βρείτε το ελά

7.31

Α)  

Β)  

 κάθε κ R  

 βρείτε τους γ
ο επίπεδο 

 βρείτε το ελά

7

Α

Β

α κάθε λ R

 βρείτε το γεω

Κ είναι το ση

ά Προσανατο

ΟΠΟΙ ΚΑΙ Α

.29 Για κά

Α)  Να βρ

)  Να βρ

δίνονται τα 

μετρικούς τό

άχιστο AB


 

 Για κάθε 

Να βρείτ

Να βρείτ

δίνονται τα 

γεωμετρικού

άχιστο AB


 

7.33  Για 

Α)  Να β

Β)  Αν Ο

δίνονται τα 

ωμετρικό τόπ

ημείο Κ 9,12

ολισμού 

ΑΚΡΟΤΑΤ

άθε κ R  δίν

ρείτε τους γεω

ρείτε το μέγισ

σημεία A κ ,

όπους των  Α

 

 κ R δίνοντ

τε τους γεωμε

τε το ελάχιστο

σημεία A κ ,

ύς τόπους των

 

κάθε  λ R δ

βρείτε το γεω

Ο είναι η αρχ

σημεία Λ 3λ



πο των σημεί

2  να  βρείτε

ΤΑ 

νονται τα ση

ωμετρικούς τ

στο και το ελ

,κ 1  και Β

Α και Β στο επ

ται τα σημεία

ετρικούς τόπ

ο AB


 

,κ 1  και  

ν σημείων  

δίνονται τα σ

ωμετρικό τόπ

χή των αξόνω

22
λ,  - 4λ

3




 

ίων Λ στο επ

ε το ελάχιστο

ημεία A κ ,κ

τόπους των σ

λάχιστο  AB


 Β κ 2,2 κ 

πίπεδο 

α  2 2A κ ,κ 

πους των σημ

 Β 2κ ,2κ 1

σημεία  Λ 4


πο των σημείω

ων να βρείτε

πίπεδο 

ο  ΚΛ


 καθώ

1  και Β κ

σημείων Α κα

 

  

1 και  2Β κ ,

μείων Α και Β

  

50
4λ,  - 3λ

4




 

ων Λ στο επί

 ελάχιστο  Ο


ώς ο λ R  

κ ,κ 2  

αι Β στο επίπ

2,κ 1  

Β στο επίπεδο

ίπεδο 

ΟΛ


 καθώς ο
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 λ R  

3 
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7.36  Για

Μ 9 συνκ

Α)  Να 

Β)  Να 

7.37 Για 

 ε : 4x 3y

Α)  Να 
Β)  Για 

Μ από την ε

7.39 Για 

Α)  Να 

Β)  Να 

7.41 Για 

Κ 5συνt, 4η

Α)  Να 

Β)  Να 

sch.gr/mipapa

α κάθε κ

κ ,12 ημκ   κ

 βρείτε τους γ

  βρείτε το ελ

 κάθε  δ

22  

 βρείτε το γεω
 κάθε κ R , 

ευθεία   ε  

7

Λ

Α

Β

 κάθε κ R  κ

 βρείτε τους γ

 βρείτε ελάχι

 κάθε  κ R  

ημt   και Θ
 βρείτε τους γ

 βρείτε ελάχι

κ R

κ R

agr 

7.35 

Α)  

Β)  

μέγισ

 

και λ R  δί

και Λ συνλ ,

γεωμετρικού

λάχιστο και μ

δίνονται τα 

ωμετρικό τόπ
 να  βρείτε τη

7.38  Για κ

22
Λ 3λ,  - 4

3




Α)  Να β

Β)  να  β

και  t R δίν

γεωμετρικού

ιστο και το μ

7.40 Για

Α)  Να
Β)  Να

Γ)  Να

 και t R δίν

 2ημt,2συνt

γεωμετρικού

ιστο και το μ

Για κάθε κ

Να βρείτ

Αν Λ 3

στο ΛΜ


 

νονται τα ση

,ημλ  

ύς τόπους των

μέγιστο ΛΜ


σημεία Μ 9

πο των σημεί
ην ελάχιστη 

κάθε   κ

4λ 


 

βρείτε τους γ

βρείτε το ελάχ

νονται τα ση

ύς τόπους των

μέγιστο   ΘΚ


α κάθε  t R δ

α βρείτε τους 
α αποδείξετε ό

α βρείτε ελάχ

νονται τα σημ

  

ύς τόπους των

μέγιστο   ΘΚ


κ R

κ R δίνοντ
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3,3   να  βρεί

ημεία  

ν σημείων Λ

 

9 συνκ ,12 

ίων Μ στο επ
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και λ R δίν

γεωμετρικούς

χιστο  ΛΜ

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ν σημείων Κ

Κ


 καθώς ο t
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μεία  
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Κ
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 καθώς ο t
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Λ και Μ στο ε

ημκ  και η ε

πίπεδο 
στη απόσταση
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ς τόπους των
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ύς τόπους τω
α Α,  Κ και Θ
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α Μ 9 συνκ ,
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Θ είναι συνευ
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
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R  

Μ 9 σ

R

ΓΕΝΙΚ

,12 ημκ   

πεδο 
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και Ν στο επ

R  

2συνκ  

αι Θ 2ημt 1

Κ και Θ στο ε
υθειακά 

R  

συνκ ,12 ημ

ΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

 και  

πίπεδο 

1,2συνt  

επίπεδο 

μκ

Σ 
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φωτεινών α
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Δ) Να 
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Α) Να 

Β) Αν 

σηµείο. 

Γ)  Αν 

μια ευθεία η

8.04 Α 

παριστάνει 

Β Σε τ

 B 3,3 , Γ 3

περιφερειακ

Γ Αν 

αυτοκινήτο

κινείται το α

–Μαθηματικά

ΝΙΚΑ ΘΕΜ

 τα διανύσμα

 δείξετε ότι  

 βρεθεί ο πρα

 αναλυθεί το
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ακτίνων που 
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εται η εξίσωσ
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γ 1  ,να απ

γ 1  να βρε

η οποία επαλ

Δίνεται η ε

 κύκλο και ν

τοπογραφικό

3,5  και Δ 1

κός κυκλικός

θεωρήσουμε

υ K  για κάθ

αυτοκίνητο 

ά Προσανατο

ΜΑΤΑ 

ατα  α, β 


 ισ

α (-1, 2)


 κα

αγματικός αρ

ο διάνυσμα  

μα  α 


 

σύστημα συν

ωτεινή ακτίν

υντεταγμένες

σκονται  στα

διέρχονται α

ε ποιο από τα

Μ. 

ε το εμβαδόν

ση  ε :  2λ 
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ποδείξετε ότι

είτε τον γεωμ

ληθεύει την π

ξίσωση    x
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
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

σ
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έσεις  2α  3

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ην ακτίνα το
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0  είναι t,
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
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ύσματα κα 

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σωση  ευθείας

εριστρεφόμε

5  και Μ 1,

Μ . 

εται πλησιέστ

ται από το φά

0  με λ,μ R

αριστάνει ευθ

ζονται από τη

ων εκείνων πο

 0 . Να απο

υ. 

τημα συντετα

ν δήμων. Να

τέσσερις δήμ

ωτήματος B

t 2 , να βρ

κό δρόμο κα

και  α - 3β 


β   και  2α 3
 

ες, από τις οπ

ς    λ 1 x 

νος φάρος Φ

,3 . Να βρεί

τερα στη φωτ

άρο Φ  και τα

 

θεία γραμμή

ην  ε διέρχο

ου από το κα

οδείξετε ότι η

αγμένων xOy

α αποδείξετε 

ους. 

, οι συντεταγ

είτε αν η γρα

ι αν ναι, σε π

 (-7, 8)  . 

3β 


να είναι 

ποίες η μία ν

 λ 1 y λ  

Φ . 

ίτε τις εξισώσ

τεινή ακτίνα

τα πλοία Λ  κ

. 

ονται από το

αθένα διέρχετ

η εξίσωση αυ

y  τα σημεία

 ότι μπορεί ν

γμένες ενός 

αμμή, στην ο

ποια σημεία;
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κάθετα. 

α είναι 

3 0  , όπου 

σεις των 

α που 

και Μ . 

ο ίδιο 

ται μόνο 

υτή 

  A 1,3 ,  

να χαραχθεί 

οποία 

;  

5 

7 
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8.05 Σε ορθοκανονικό σύστημα αξόνων Οxy  δίνονται τα σημεία  Α 2,3   και  B 3, 2 . 

Α    Να δείξετε ότι το τρίγωνο ΟΑΒ  είναι ορθογώνιο  και ισοσκελές. 

Β     Να βρείτε  σημείο Μ του άξονα x x , ώστε τα σημεία Α, Μ, Β  να είναι συνευθειακά. 

8.06 Δίνεται τετράγωνο ΑΒΓΔ για το οποίο γνωρίζουμε ότι  Α(-4,3) και η μια διαγώνιος του έχει εξίσωση  

x-ψ+1=0. Να προσδιορίσετε τις συντεταγμένές των κορυφών του καθώς και το μήκος της πλευράς του. 

8.07 Δίνεται ο κύκλος C: 2 2x y 25   και  1ε ,  2ε  οι εφαπτόμενες του κύκλου από το σημείο  Μ 0, 10 . 

Αν Α  και Β  είναι τα σημεία επαφής των  1ε ,  2ε  με τον κύκλο,να βρείτε 

Α)  τις εξισώσεις των εφαπτομένων  1ε ,  2ε    

Β)  τις συντεταγμένες των σημείων επαφής Α  και Β   

Γ)  την εξίσωση της παραβολής που έχει κορυφή την αρχή των αξόνων και διέρχεται από τα σημεία Α  

και Β . 

8.08 Αν  ΡΑ ΡΒ 2ΡΓ 0
  

  


 και |ΡΑ| 6, |ΡΒ||ΡΓ| 2 3
  

    να δείξετε ότι: 

Α τα σημεία Α, Β, Γ  είναι συνευθειακά και ότι το  σημείο Γ  είναι ανάμεσα στα  Α, Β  

Β η γωνία  AΡΒ  είναι ο90  

Γ το διάνυσμα v ΡΒ ΡΓ
 

 είναι κάθετο στο ΑΓ


. 

8.09 Ενός παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ , η πλευρά ΑΒ  ανήκει στην ευθεία με εξίσωση 3x 7y 27 0    και 

η πλευρά ΑΔ στην ευθεία 4x y 5 0   . Οι διαγώνιοι AΓ , ΒΔ  του παραλληλογράμμου τέμνονται στο 

σημείο 
5

Κ 2,
2

 
 
 

. 

Α Να αποδείξετε ότι η κορυφή Γ  έχει συντεταγμένες  6,2 .     

Β Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας στην οποία ανήκει η πλευρά ΒΓ .   

Γ Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας στην οποία ανήκει η διαγώνιος ΒΔ .   

8.10 Η παραβολή με εξίσωση 2y αx  διέρχεται από το σημείο  Α 2,4 , όπου α R . 

Α. Να αποδείξετε ότι η εστία της παραβολής είναι το σημείο  Ε 2,0 .    

Β. Έστω Ε΄ το συμμετρικό της εστίας Ε  ως προς τον άξονα y y . Αν  M x,y  είναι ένα οποιοδήποτε 

σημείο για το οποίο ισχύει 
2

ΜΕ ΜΕ Ε Ε
  

   να αποδείξετε ότι το σημείο  Μ x,y  ανήκει στον κύκλο με κέντρο 

την αρχή των αξόνων  O 0,0  και ακτίνα 2  

Γ Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτομένων του παραπάνω κύκλου που διέρχονται από το σημείο A . 
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μεία του επιπ

ότι ο συντελε

ότι η μεσοκά

σο του τμήμα
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ίσωση x2 + y2

ε τιμή των μ, 

υς πραγματι

 ότι, όλοι οι κ

αι λ, έχουν τα

τα μ, λ έτσι, ώ

OA  OB   
 

ές των μ, λ πο

5  είναι µία

ξίσωση της ά

ο κέντρο του

ξίσωση του κ

ολισμού 
2y 2xσυνθ 

θ η  ε παρισ

ίσωση της εφ

άφορες τιμές

α ρ 1 .  

x . Να βρείτε

από την εστία

ης της παραβ

πέδου  Α 1,1

εστής διεύθυν

θετος του ευθ

ατος  ΑΒ   κα
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2 +6μx+8λy =

 λ, η παραπά

ικούς αριθμο

κύκλοι που ο

α κέντρα του

ώστε, αν Α, Β

 0.    

ου βρήκατε σ

 κορυφή τετρ

άλλης διαγων

υ τετραγώνου

κύκλου που δ

2yημθ 1  

στάνει κύκλο

φαπτομένης τ

ς του θ  τα κέ

: 

α E και απέχο

βολής που είν

  και  Β 5,3

νσης του δια

θ. τμήματοςΑ
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Β είναι τα ση

στο ερώτημα
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υ είναι το ση
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0 , 0 θ 2π 

ο του οποίου

του κύκλου σ
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ουν από το 
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 . 

ανύσματος A


ΑΒ   είναι η 

 σημεία τομή
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λ πραγματικ

παριστάνει κ
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π  
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

 είναι ίσος
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ής του άξονα
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του αντίστοιχ
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αση ίση με   
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8.16 Δίνεται η εξίσωση  2 2x y 4x 2y 3 0      και το σημείο  Μ 2,1 . 

Α Να αποδείξετε ότι η εξίσωση αυτή παριστάνει κύκλο με κέντρο το σημείο  Κ 2, 1  και ακτίνα 

ρ 2  .  

Β Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτομένων του κύκλου που διέρχονται από το σημείο  Μ 2,1 . 

Γ Αν Α, Β  είναι τα σημεία επαφής των παραπάνω εφαπτομένων με τον κύκλο, να βρείτε το εμβαδόν 

του τριγώνου ΜΑΒ . 

8.17 Δίνονται τα διανύσματα α


 καιβ


 για τα οποία ισχύουν|α| 2


, |β| 3


 και |2α β| 7 


 

Α Να υπολογίσετε την γωνία (α ,β)
 

.  Β Να αποδείξετε ότι:  3α 2β 


 

8.18 Δίνεται ο κύκλος µε εξίσωση  2 2x y 9   . 

Α    Αν το σημείο  o oP x ,y  ανήκει στον παραπάνω κύκλο, να δείξετε ότι το σημείο o o

5 4
M x , y

3 3
 
 
 

 

ανήκει σε έλλειψη της  οποίας να υπολογίσετε την εκκεντρότητα. 

Β  Να βρείτε την εξίσωση της ισοσκελούς υπερβολής η οποία έχει τις ίδιες εστίες µε την παραπάνω 

έλλειψη. 

Γ  Να βρείτε τις εξισώσεις των ασυμπτώτων της υπερβολής του ερωτήματος β καθώς και τη γωνία που 

σχηματίζουν οι ασύμπτωτες. 

8.19 Δίνονται οι εξισώσεις    λ κ 1 x 2 κ λ y λ κ 1 0       
 (1) και     2 2x y κ 1 x λ 2 y κ 0      

 

(2) με κ,λ R  

A)  Να δείξετε ότι η εξίσωση (1) παριστάνει ευθεία για κάθε κ,λ R  η οποία διέρχεται από σταθερό 

σημείο Α. 

B)  Να βρεθούν οι τιμές των κ,λ R  ώστε η εξίσωση (2) να παριστάνει κύκλο του οποίου να βρείτε το 

κέντρο και την ακτίνα σαν συνάρτηση των κ ,λ . 

Γ)  Αν τα κ ,λ  παίρνουν τις ίδιες τιμές και για τις δύο εξισώσεις, να βρείτε την εξίσωση του κύκλου και 

της ευθείας ώστε ο κύκλος να εφάπτεται της ευθείας στο σημείο Α .  

8.20 Δίνεται ο κύκλος 2 2
1C : x y 2   και η εξίσωση 2 2x y 2 λ(x y 2) 0       (1) 

Α)  Να προσδιορίσετε την εξίσωση  ε της εφαπτομένης ε του C 1   στο σημείο του  Α 1,1  

Β)  Να εξετάσετε για ποιες τιμές του λ R  η (1) παριστάνει εξίσωση κύκλου. 

Γ)  Τι παριστάνει η  1   για λ 2  

Δ)  Να αποδείξετε ότι η  1  διέρχεται από σταθερό σημείο, το οποίο και να βρεθεί. 

Ε)  Να αποδείξετε ότι κάθε κύκλος της  1   εφάπτεται στην ευθεία  ε  (του πρώτου ερωτήματος)  

Στ)  Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των κέντρων της  1 . 
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–Μαθηματικά
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 δείξετε ότι π

 δείξετε ότι η

Α(4,0) το σημ

ται από το ση

 βρείτε τις συ

ι Κ το κέντρο

ά Προσανατο

ναδιαία διαν

αι από το σημ

 u,v
 

 είναι κ

ι  κέντρο το σ

ότι η ευθεία 

νός παραλληλ

y 2 . Επίσης

την πλευρά τ

ης απέναντι 

ότι το κέντρο

ξίσωση της π

πό το κέντρο

ένεια   λε : (λ

ια κάθε τιμή 

ό σημείο. 

ότι η ευθεία 

ς γωνίας των

ίσωση της εφ

τήματος. 

ση  (ε)  : κx -(

ότι η παραπά

ότι οι ευθείες

ιμές  του κ γι

ση  22x 16x

παριστάνει κύ

η ευθεία ε:y=x

μείο που η ευ

ημείο Α.   

υντεταγμένες

ο του παραπά

ολισμού 

νύσματα u,v
 

μείο Α ( 2 ,

άθετα, δηλαδ

σημείο Κ(1,-1

y x 2 3  

λογράμμου Α

ς, είναι γνωσ

του ΑΒΓΔ  η 

 πλευράς της

ο  του παραλλ

παραβολής η

ο Κ του παρα

λ 1)x (λ 1  

 της παραμέτ

ε   της οικογ

ν αξόνων.  

απτομένης τ

(κ+1)ψ + 2=0

άνω εξίσωση 

ς με εξίσωση 

ια τις οποίες 

2x 2y – 16y 

ύκλο με κέντ

x-4 είναι εφα

υθεία ε τέμνε

ς των σημείω

άνω κύκλου. 

v


 και ο κύκλο

2 ) , να αποδ

δή u v
 

 

1)  και ακτίνα

2  εφάπτετα

ΑΒΓΔ  έχει σ

στό ότι  μια ε

 οποία ανήκε

ς. 

λληλογράμμο

η οποία έχει ά

αλληλογράμμ

1)y 2λ 0   ό

τρου λ  η λε

γένειας η οπο

της παραβολή

0  , κ Є R. 

 παριστάνει 

(ε) διέρχοντα

 η παραπάνω

48 0   

τρο Κ(4,4) κα

απτομένη του

ει τον άξονα 

ων τομής του 

 

ος  2 2C : x y

είξετε ότι : 

α ρ 6  

αι στο κύκλο 

συντεταγμένε

εκ των υπολο

ει στην ευθεί

ου είναι το ση

άξονα συμμε

μου.  

όπου λ R   

  παριστάνε

οία διέρχεται

ής η οποία εί

  ευθεία για κ

αι για κάθε τ

ω ευθεία σχη

αι ακτίνα ρ=2

υ παραπάνω

 x΄x . Να βρε

 κύκλου και 

2 3u v x 
 

C  

ες Α(-4,6) .Η 

οίπων πλευρώ

ία (ε)  και  

ημείο Κ(-3,4)

ετρίας τον xx

 και η παραβ

ι ευθεία και ό

ι από την αρχ

ίναι παράλλ

κάθε τιμή του

τιμή του  κ απ

ματίζει με το

2 2    

 κύκλου. 

εθεί η άλλη εφ

της ευθείας Ο

x u 3v y 
 

 πλευρά ΒΓ  α

ών, ανήκει σ

). 

x , κορυφή τη

βολή 2y 4x

ότι όλες οι ευ

χή των αξόν

ληλη προς τη
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πό σταθερό σ

ους άξονες τρ

εφαπτομένη τ

ΟΚ όπου Ο η

29

2016-17

4 0   . 

ανήκει στην 

τη ευθεία 

ην αρχή των

 

υθείες λε  

ων είναι η 

ν  ευθεία ε  

σημείο. 

ρίγωνο με 

του κύκλου 

η αρχή των 

9 

7 

 

ν 



30   ΓΕΝΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

http://users.sch.gr/mipapagr 
 

8.26 Δίνονται οι ειθείες  2
1ε : 2λ x λy 2  ,  2

1
ε : 4λx y

λ
     με λ R . 

Δ1  Να αποδείξετε ότι οι ευθείες τέμνονται για κάθε λ R  

Δ2 Να αποδείξετε ότι το σημείο τομής τους είναι το    2

1 1
Μ ,

2λ λ
  
 

. 

Δ3 Να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ  για τις διάφορες τιμές του λ R   

8.27 Δίνονται τα μη μηδενικά διανύσματα  u,v
 

  με  γωνία 0(u,v)=90
 

.  

Α)  Να αποδείξετε ότι οι ευθείες    1ε : u v x u v y 5 0    
  

  και  2ε : u v x u v y 25 0    
  

  είναι 

παράλληλες.  

Β)  Να βρείτε τις εξισώσεις των ευθειών 1 2ε ,ε  αν για τα u,v
 

  ισχύει ότι u 3, v 4 
 

 

Γ)  Αν 1ε : x y 1 0    και 2ε : x y 5 0   , να βρείτε την εξίσωση `του κύκλου C  ο οποίος εφάπτεται 

στις 1 2ε ,ε  και το κέντρο του είναι επί της ευθείας ε : 2x y 0  .  

8.28 Δίνονται τα διανύσματα  u,v
 

 με u 1, v 2 
 

 και η γωνία των διανυσμάτων 060 .  

Α)  Να υπολογιστούν  η ακτίνα και το κέντρο του κύκλου 2 2C : x y (u v 5)x 2u v y 9 0       
  

  

Β)  Να βρεθούν οι εξισώσεις των εφαπτομένων που άγονται από το σημείο A(2,3)  προς τον κύκλο  C   

8.29 Δίνεται η εξίσωση  2 2x y 4κx 2y 4κ 0 : 1     , με κ R  

Δ1 Να δείξετε ότι η (1) παριστάνει κύκλο  κC  για κάθε κ R  με 
1

κ
2

  και να βρείτε συναρτήσει του κ 

το κέντρο του και την ακτίνα του 

Δ2 Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των κέντρων  κC  για τις διάφορες τιμές του 
1

κ R
2

    
 

 

Δ3 Να αποδείξετε ότι οι  κC  διέρχονται από σταθερό σημείο Μ του οποίου να προσδιορίσετε τις 

συντεταγμένες  

8.30 Δίνεται ο κύκλος  22x y 1 5    και το σημείο  A 0, 6  

Α) Να βρείτε  τις  εξισώσεις των εφαπτομένων 1 2,   του κύκλου που διέρχονται από το σημείο Α 

Β)  Αν 1 : 2x y 6 0    και 2 : 2x y 6 0    να βρείτε σε ποια σημεία τέμνουν τον άξονα χ΄χ    

Γ)  Να βρείτε την εξίσωση της έλλειψης που έχει εστίες τα παραπάνω σημεία και μήκος μεγάλου άξονα 

10   

8.31 Έστω Μ(5λ, λ3), λIR   σημεία σε σύστημα Οxy. 

Δ1  Να δείξετε ότι τα σημεία  Μ ανήκουν σε ευθεία ε, της οποίας να βρείτε την εξίσωση. 

Δ2  Να δείξετε  ότι το σημείο Μο (1, 1) της ε, βρίσκεται πλησιέστερα στην αρχή των αξόνων. 

Δ3  Να βρείτε την εξίσωση έλλειψης C, που έχει κέντρο το Ο, μια κορυφή της  

το σημείο (2,0) και περνά από το Μο.  
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8.32 Σε σ

Δ1  Να

·ΣM


 = 0 είν

Δ2 Ότα

έλλειψη. 

Δ3 Αν 

Δ4 Να 

αρχή των αξ

8.33 Δίν

Γ1 Να 

α)  Οι ε

β) Οι ε

Γ2α) Να 

 Για 

β)  Να 

γ)  Να 

8.34 Δίν

2 2x y 2  


Δ1. Δείξ

Δ2. Για 

2C : (x 2) 

Δ3. Nα 

ερωτήματος

8.35 A) Δ

α)  να α

β)  Αν 

 1   

Β)  Δίν

ερωτήματος

–Μαθηματικά

σύστημα Οxψ

α αποδείξετε 

ναι ο κύκλος

αν το σημείο 

 η εξίσωση τη

 αποδείξετε ό

ξόνων. 

ονται οι  λε

 δειχθεί ότι: 

ευθείες  λε  

ευθείες  λε  

 βρεθεί η τιμ

 την τιμή του

 βρείτε την α

 βρείτε το εμ

ονται τα μη 

2 x 2 2   


ξτε ότι η εξίσ

 α 1, β 1 


2(y 2) 6    

 εξετάσετε αν

ς Δ2.  

Δίνεται η  α

αποδείξετε ό

α ,  β


 μοναδ

εται ο κύκλο

ς (ii), να εφάπ

ά Προσανατο

ψ δίνονται τ

ότι ο γεωμετ

ς  x 2+ψ2 = 4. 

 Ν(κ, λ) κινεί

ης έλλειψης  

ότι ˆEBΟ  =60

  : y λ 1 x 

διέρχονται α

διέρχονται α

ή του λ ώστε

υ λ που βρήκ

απόσταση τω

βαδόν τετρα

μηδενικά δια

22 y    
 

σωση (1)  παρ

1  και συν(α,


 

ν η εστία της 

 α β 1 x 2  


τι όλες οι πα

ιαία διανύσμ

ος   2x κ 

πτεται του π

ολισμού 

α σημεία Ρ(

τρικός τόπος 

 

ίται στον πα

 είναι 2 y
x

4


0ο  όπου Β μια

x 4  και  λε

από το σημεί

από σταθερό 

ε οι ευθείες να
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αγώνου που έ

ανύσματα


2 0 

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1
,β)

4



, να α

 παραβολής 

2 αβ y 4  


αραπάνω ευθ

ματα με α,β


2 1
y 2 .

10
 
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2,0) και Σ (2

 των σημείων

αραπάνω κύκ

2

1
4
  να βρε

α από τις κορ

  λ : 3 λ x 

ίο  A 0,4  γι

 σημείο Β του

α είναι παρά

): 

ων ευθειών π

έχει τις δύο α

 


,  και η ε

) 

λο ακτίνας 

αποδείξετε ότ

 2y 8x  βρίσ

0   1 . με  α


θείες διέρχον

 π
β ,

3



 να βρ

 Να βρείτε τ

ύκλου. 

2, 0). 

ν Μ(x , ψ) το

κλο να αποδε

ίτε τις εστίες 

ρυφές του μι

y λ 0  , με 

α κάθε πραγ

υ οποίου να 

άλληλες 

που προκύπτ

απέναντι πλε

ξίσωση   

2   


 

τι ο κύκλος (1

σκεται στο εσ

α


.β R


 

ται από σταθ

ρείτε την εξίσ
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 Ε και Ε΄ και
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8.36 Δίνονται τα διανύσματα  α 2x 1,y 2  


 και  β 2x 1,y 2  


. 

Δ1.   Αν α β
 

 , να αποδείξετε ότι ο γεωμετρικός τόπος 1C  των σημείων Μ(χ,y) είναι έλλειψη  

Δ2.   Αν  ισχύει ότι  
2

2α β 12y 64 0   
 

 , να αποδείξετε ότι ο γεωμετρικός τόπος 2C  των σημείων  

M(x,y) είναι κύκλος , του οποίου να βρείτε το κέντρο και την ακτίνα. 

Δ3.   Να βρείτε τα κοινά σημεία των δύο παραπάνω γεωμετρικών τόπων  1C  και  2C . 

Δ4.   Να βρείτε τις εφαπτόμενες του παραπάνω κύκλου οι οποίες άγονται από το σημείο Α(2,2) και στην 

συνέχεια να βρείτε το μήκος της χορδής που αποκόπτει η μια από αυτές από την έλλειψη. 

8.37 Θεωρούμε τα διανύσματα α (x, y) και β (συνθ,ημθ) 


, όπου θ παράμετρος τέτοια ώστε 
π

θ 0,
2

  
 

. 

Α1.  Δείξτε ότι η εξίσωση α.β κ


 παριστάνει ευθεία για κάθε  θ ε (0, π/2), όπου κ πραγματικός αριθμός 

σταθερός.  

Α2.  Αν Ρ(x0, y0) είναι το ίχνος της κάθετης που φέρνουμε από την αρχή των αξόνων στην παραπάνω 

ευθεία, δείξτε ότι  2 2 2
0 0x y κ  .  

Β1.  Να δείξετε ότι η εξίσωση  2 2 2(x y – ) ( ) 0        


παριστάνει κύκλο για κάθε πραγματική τιμή 

του λ εκτός της τιμής –2κ. Βρείτε το κέντρο και την ακτίνα του κύκλου.  

Τι συμβαίνει όταν λ = -2κ; 

Β2.  Να δείξετε ότι ο κύκλος διέρχεται από το σημείο Ρ του ερωτήματος Α2. 

8.38 Δίνεται ο κύκλος 2 2C : x y  4    και το σημείο Α(2,4). Να δείξετε ότι: 

Α)  το Α είναι εξωτερικό σημείο του κύκλου  

Β)  να βρείτε τις εφαπτομένες του κύκλου που άγονται από  το Α  

Γ)  αν Β, Γ τα σημεία επαφής των προηγούμενων εφαπτομένων να βρείτε την προβολή του Α στη ΒΓ.  

Δ)  να βρείτε το συμμετρικό του Α ως προς την ΒΓ  

Ε)  να βρεiτε τη γωνία των εφαπτομένων  

Στ)  να βρείτε το εμβαδό του τριγώνου ΑΒΓ.  

8.39 Δίνεται η ευθεία ε με εξίσωση  α β x α y 2 0
       
 

 και  φ  η οξεία γωνία των διανυσμάτων α


,β


. Αν 

το διάνυσμα  γ 2, 1


    είναι κάθετο στην ευθεία  ε , τότε:  

Α Δείξτε ότι α 0
 

  και ότι  
2

|β|
συνφ



  

Β Αν επιπλέον γνωρίζετε ότι οφ 60  και  α 3,4


   τότε: 

 α)  Δείξτε ότι |β| 4


  

 β)  Να υπολογίσετε το μέτρο του διανύσματος α


-2β

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8.40 Δίν

Δ1)  Να 
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Δ3)  Να 

8.41 Δίν

Α)  Να 

Β)  Να 

Γ)  Να 
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8.42 Δίν

ότι: 

Α)  y 


Β)  β 
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 
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   
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 
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