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7ο Διαγώνισμα 

  13-4-2022 

Θέμα Α 
Α1. Έστω μια συνάρτηση  f  ορισμένη σ’ ένα διάστημα Δ και 

0x  ένα  εσωτερικό  σημείο του Δ. Αν η  f  

παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο  
0x και είναι παραγωγίσιμη στο σημείο αυτό, τότε να αποδείξετε ότι:  

 0f x 0   

μονάδες 7 

 Α2. Έστω  f  μια συνάρτηση ορισμένη σε ένα διάστημα Δ. Τι ονομάζετε αρχική συνάρτηση    

        ή παράγουσα της  f  στο Δ ;  

μονάδες 4 

A3. Θεωρήστε τον παρακάτω ισχυρισμό: 

      « Αν μια συνάρτηση f είναι συνεχής στο  α,β  με  
β

α
f x dx 0 , τότε είναι και  f x 0  για κάθε  

          x α,β ». 

     α) Είναι αληθής, ή ψευδής η πρόταση; 

    β) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτημα α. 

μονάδες 1+3 

Α4. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας, δίπλα στο γράμμα  

      που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση, τη λέξη Σωστό, αν η πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η πρόταση  

      είναι λανθασμένη. 

     α) 
4 4 2(x 1)dx (x x 1)dx

 

 
     , για κάθε 0  . 

     β) Μία συνάρτηση f λέγεται γνησίως αύξουσα σε ένα διάστημα Δ του πεδίου ορισμού της, αν  

         υπάρχουν 1 2x ,x Δ  με 1 2x x  τέτοια, ώστε    1 2f x f x . 

     γ)
x

1
lim xημ 1

x

 
 

 
. 

μονάδες 6 

Α5. Να μεταφέρετε στο τετράδιό σας το γράμμα που αντιστοιχεί στην σωστή απάντηση στις παρακάτω  

      προτάσεις. 

  Α) Δίνονται οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f1, f2, f3, f4.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
        

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Αυτές που ικανοποιούν τις υποθέσεις του θεωρήματος Rolle στο [α, β] είναι οι  
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    α) f2 και f4              β) μόνο η f4               γ) μόνο η f2             δ) f2 και f3           ε) f1 και f4 

 

Β) Δίνονται οι συναρτήσεις  f,g δύο φορές παραγωγίσιμες στο . Αν    f x g x   για κάθε  x , 

τότε ποια από τις παρακάτω συνθήκες πρέπει επιπλέον να ισχύει ώστε     f x g x για  κάθε x ; 

    α) f , g συνεχείς στο             β)    f 0 g 0                γ)    f 0 g 0              

   δ)    f x g x                          ε) καμία άλλη συνθήκη 

μονάδες 4 

 

Θέμα Β 

Δίνονται οι συναρτήσεις  f x x 2    και  g x 8 x   . 

Β1. Να βρείτε τις συναρτήσεις f g   και 
g

f
. 

μονάδες 2+2 

Β2. Να βρείτε τη συνάρτηση  h x g f . 

μονάδες 5 

Β3. Να δείξετε ότι η f αντιστρέφεται, να ορίσετε την αντίστροφη της και να βρείτε τον τύπο της. 

μονάδες 5 

Β4. Να σχεδιάσετε στο ίδιο σύστημα αξόνων  τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f  και 1f   . 

μονάδες 5 

Β5.Να βρείτε  τα όρια : 

       α) 
 

 x 4

g x
lim

f x
  και     β) 

 

 x 4

g x
lim ln

f x
 

μονάδες 6 

Θέμα Γ 

Δίνεται η συνάρτηση  
2

2

x 2x
f x

x


 . 

Γ1. Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα.  

μονάδες 3 

Γ2. Να μελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς την κυρτότητα και να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής 

παράστασης αν υπάρχουν .  

μονάδες 5 

Γ3. Να κάνετε την γραφική παράσταση της συνάρτησης f.  

μονάδες 4 

Γ4. Να βρείτε :  

      (i)   Να βρείτε το σύνολο τιμών της συνάρτησης f.  

      (ii)  To πλήθος ριζών της εξίσωσης  f x κ , για τις διάφορες τιμές του κ  

μονάδες 3+4 

Γ5. Να δείξετε ότι υπάρχει μοναδικό  λ 3,4  ώστε το εμβαδόν του χωρίου που ορίζεται από την  

γραφική παράσταση της συνάρτησης f  , τον άξονα x΄x και τις ευθείες x = 1 και x = 2, να είναι ίσο με το 

εμβαδόν του χωρίου που ορίζεται από την γραφική παράσταση της συνάρτησης f , τον άξονα x΄x  και 

τις ευθείες x = 2 και x= λ .  

μονάδες 6 

 

Θέμα Δ 

Έστω ότι για την παραγωγίσιμη στο συνάρτηση f ισχύει    
2x 1 2f x e α x 1 1 , α .     . 

Δ1. Να αποδείξετε ότι α = 1 και  
2x 1 2f x e x ,x .   . 

μονάδες 6 

Δ2. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  f x 1  έχει μοναδική θετική ρίζα 
0x και αν  
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   1 1 2 2Β x ,f (x ) , Γ x ,f (x ) συμμετρικά σημεία της 
fC ως προς τον άξονα y΄y με 

1x 0 ώστε  

   1 2f x f x 1 , τότε να αποδείξετε ότι 
1 0 2 0x x και x x   . 

μονάδες 7 

Δ3. Να υπολογίσετε το όριο

3

2
λ

x 1

λ
λ

lim e dx.

   

μονάδες 4 

Δ4.    Αν g x xf x ,x τότε :   

   i. Για κάθε λ > 0 να υπολογίσετε το  
λ

λ

g x dx


 . 

   ii. Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του χωρίου Ω που περικλείεται από τη gC , τον άξονα x΄x και τις      

      ευθείες x = 0 και 
0x x , όπου ο 

0x είναι ο μοναδικός θετικός αριθμός για τον οποίο ισχύει     

         0 0f x f x 1   , είναι  
2 4

0 02e(x 1) 2 ex
Ε Ω .

4e

  
  

μονάδες 8 

 

 

 

Ευχόμαστε Επιτυχία! 
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Λύσεις 
 

Θέμα Α 
 

Α1. Ας υποθέσουμε ότι η  f  παρουσιάζει στο 
0x  τοπικό μέγιστο. Επειδή το 

0x  είναι εσωτερικό σημείο 

του Δ και η  f  παρουσιάζει σ’ αυτό τοπικό μέγιστο, υπάρχει δ 0  τέτοιο, ώστε  0 0x δ,x δ Δ    και 

   0f x f x , για κάθε  0 0x x δ,x δ   .     (1) 

Επειδή, επιπλέον, η  f  είναι παραγωγίσιμη στο
0x , ισχύει  

       
0 0

0 0

0
x x x x

0 0

f x f x f x f x
f x lim lim

x x x x  

 
  

 
.  

Επομένως, 

— αν  0 0x x δ,x  , τότε, λόγω της (1), θα είναι  
   0

0

f x f x
0

x x





, οπότε θα έχουμε 

   
   

0

0

0
x x

0

f x f x
f x lim 0

x x


  


          (2) 

— αν  0 0x x ,x δ  , τότε, λόγω της (1), θα είναι 
   0

0

f x f x
0

x x





, οπότε θα έχουμε 

    
   

0

0

0
x x

0

f x f x
f x lim 0

x x


  


.        (3) 

Έτσι, από τις (2) και (3) έχουμε  0f x 0  . Η απόδειξη για τοπικό ελάχιστο είναι ανάλογη.    

 

Α2. Αρχική συνάρτηση ή παράγουσα της  f  στο Δ  ονομάζεται κάθε συνάρτηση F που είναι 

παραγωγίσιμη στο Δ και ισχύει    F x f x  ,  για κάθε  x . 

 

A3. α) Ψευδής 

β) Έστω η συνάρτηση  f x x, x   . 

   Είναι  
3

2
3 3

1 1
1

x
f x dx xdx 4 0

2 


 
    

 
   , όμως  f x 0  στο  1,0  και  f x 0  στο  0,3 . 

 

Α4. α) Σ  β) Λ   γ) Σ    

 

Α5. Α γ   Β β 

 

Θέμα Β 
Β1. Οι συναρτήσεις f,g έχουν πεδία ορισμού αντίστοιχα   fD 0,  ,  gD ,8   . 

Είναι  f g f gD D D 0,8     και       g f g

f

D D D x / f x 0 0,4 4,8        αφού 

 f x 0 x 2 0 x 2 x 4        . 

Οι συναρτήσεις f g   και 
g

f
 έχουν αντίστοιχα τύπους       f g x f x g x x 8 x 2        

και  
 

 

g xg 8 x
x

f f x x 2

 
  

 
. 

      

Β2. Για να ορίζεται η  h x g f πρέπει:   
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  2

f

2

g

x 0x D x 0 x 0
0 x 100

f x D x 100x 2 8 x 10

     
        

     

 . 

Επομένως η  h g f  έχει πεδίο ορισμού  hD 0,100  και τύπο  

       h x g f x g f x 10 x     .      

 

Β3. Έστω 
1 2 fx ,x D  με 

1 2x x . Τότε : 

1 2 1 2x x x 2 x 2            1 2f x f x f στο 0,  [  οπότε αντιστρέφεται.  

Η f είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής στο  0, οπότε έχει σύνολο τιμών το 

          
x

f 0, f 0 , lim f x 2, 2 2,


        


,το οποίο είναι το πεδίο ορισμού της αντίστροφης 

της f. 

Είναι    
y 2

2
f x y x 2 y x y 2 x y 2



          

   
21f y y 2    οπότε η 

1f   έχει τύπο    
21f x x 2   .        

 

Β4. H γραφική παράσταση της f κατασκευάζεται εύκολα με 

μετατόπιση της γραφικής παράστασης της x  κατά δύο μονάδες 

προς τα κάτω. 

H γραφική παράσταση της 1f    κατασκευάζεται εύκολα με 

μετατόπιση της γραφικής παράστασης της 2x  κατά δύο μονάδες 

προς τα αριστερά ή 

σαν συμμετρική της γραφικής παράστασης της f ως προς την 

ευθεία y x . 

 

Β5. α) 
 

 
 

 
 

x 4 x 4

g x 1
lim lim g x 2

f x f x  

 
       

 
 αφού  

x 4
lim f x 4 2 0


    

και για      
f

x 4 f x f 4 f x 0    
[

. 

 

β) Είναι 
 

 
 

 
 

x 4 x 4

g x 1
lim lim g x 2

f x f x  

 
        

 
 αφού  

x 4
lim f x 4 2 0


    

και για      
f

x 4 f x f 4 f x 0    
[

. 

Αν θέσουμε 
 

 

g x
u

f x
  τότε u   όταν x 4 και 

 

  ux 4

g x
lim ln lim ln u

f x 
   . 

 

Θέμα Γ 
Γ1.   Πρέπει 

2x 0 x 0   , άρα    fD ,0 0,    .  

Είναι 
   

 

2

2

2

x 2x,         x ,0 2,
x 2x

x 2x,      x 0,2  

     
  

  

άρα,  

 
   

 

2

2

2

2

x 2x
,         x ,0 2,

x
f x

x 2x
,      x 0,2  

x

 
   

 
  



ή  
   

 

2
1 ,         x ,0 2,

x
f x

2
1 ,      x 0,2  

x


    

 
  

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Για x 0  και x 2 , η f είναι συνεχής ως άθροισμα συνεχών με  
2

2 2
f x 1 0

x x

 
     

 
 

Για  x 0,2 ,  
2

2 2
f x 1 0

x x

 
       

 
.  

Η f είναι συνεχής στο 
*
,  f x 0   στα διαστήματα ( ,0) , ( 2,  )  ,  f x 0   για κάθε  x 0,2  

άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στα διαστήματα  

( ,0) και [2,  ) και  γνησίως φθίνουσα στο 

διάστημα  (0,2]. 

Επομένως  η f παρουσιάζει για x = 2 τοπικό ελάχιστο 

το f (2) 0 . 

 

Γ2.  Για x 0  και x 2 , η f΄ είναι συνεχής ως άθροισμα συνεχών με  
2 4 3

2 4x 4
f x

x x x

 
      

 
 

Για  x 0,2 ,  
2 4 3

2 4x 4
f x

x x x

 
     

 
.  Ο πίνακας προσήμων της δεύτερης παραγώγου έχει ως εξής  

                 x                                  0                                2                     

 f x  +  + - 

 f x  

 

 

  

Επομένως η f είναι κυρτή στα διαστήματα    ,0 , 2,   ,κοίλη στο  0,2 .  

Αναζητούμε την κατακόρυφη ασύμπτωτη για x = 0 . 

 
x 0 x 0

2
lim f x lim( 1 )

x  
     ,   

x 0 x 0

2
lim f x lim(1 )

x  
    , άρα η ευθεία x = 0 είναι κατακόρυφη 

ασύμπτωτη της 
fC . 

Είναι
x x

2
lim f (x) lim 1 1

x 

 
   

 
, άρα η ευθεία y = 1 είναι οριζόντια ασύμπτωτη της γραφικής 

παράστασης της f στο  . 

Είναι 
x x

2
lim f (x) lim 1 1

x 

 
   

 
, άρα η ευθεία y = 1 είναι οριζόντια ασύμπτωτη της γραφικής 

παράστασης της f στο  . 

Γ3.    
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Γ4.   (i)  ff D [0, )   

         (ii) Aν κ ( ,0)   , η εξίσωση  f x κ  είναι αδύνατη .  

 x           0                2         

 f x  +         + 

 f x  1 2    1 
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Αν κ 0  η εξίσωση   f x 0 έχει ακριβώς μία λύση την x=2. 

Αν κ (0,1)  η εξίσωση   f x κ έχει ακριβώς δύο λύσεις μία ακριβώς στο (1,2) ως γνησίως φθίνουσα 

και μία ακριβώς στο (2, )  ως γνησίως αύξουσα. 

Αν  κ 1  η εξίσωση   f x 1 έχει ακριβώς μία λύση την x=1. 

Αν κ (1, )   η εξίσωση   f x κ έχει ακριβώς δύο λύσεις μία ακριβώς στο (0,1) ως γνησίως φθίνουσα 

και μία ακριβώς στο ( , 0)  ως γνησίως αύξουσα. 

 

Γ5.  Έστω Ε(Ω1) το εμβαδόν του χωρίου που ορίζεται από την γραφική  παράσταση της συνάρτησης f , 

τον x΄x και τις ευθείες x = 1 και x = 2. Η f είναι συνεχής στο [1,2] και  f x 0  για κάθε  x 1,2 , άρα  

   
2

2

1 1

1

2
Ε Ω 1 dx x 2ln | x | 2 2ln 2 1 1 ln 4

x

 
             

 
  

Έστω Ε(Ω2) το εμβαδόν του χωρίου που ορίζεται από την γραφική  παράσταση της συνάρτησης f , τον 

x΄x και τις ευθείες x = 2 και x = λ. Η f είναι συνεχής στο [2,λ] και  f x 0 για κάθε  x 2,λ , άρα  

   
λ

λ

2 2

2

2
Ε Ω 1 dx x 2ln | x | λ 2ln | λ | 2 2ln 2 λ 2ln λ 2 ln 4

x

 
            

 
  

Αρκεί η εξίσωση  1 ln 4 λ 2ln λ 2 ln 4 λ 2ln λ 1 0 g λ 0              να έχει μοναδική λύση στο 

διάστημα (3,4) . 

Έστω    g x x 2ln x 1, x 3,4    . Η g είναι συνεχής στο [3,4] ως άθροισμα και σύνθεση συνεχών 

συναρτήσεων.  

  2g 3 3 2ln3 1 2 ln9 ln e ln9 0         (γιατί 
2 2 2e 3 e 9 ln e ln9 ln e ln9 0        ) και  

  3g 4 4 2ln 4 1 3 ln16 ln e ln16 0        . Οπότε    g 3 g 4 0  , άρα από θεώρημα Bolzano 

υπάρχει ένα τουλάχιστον  0x 3,4  ώστε  0g x 0 .  

Είναι    
2 x 2

g x x 2ln x 1 1 0
x x

         για κάθε  x 3,4 ,  άρα η g είναι γνησίως αύξουσα στο 

[3,4] , οπότε το x0 είναι μοναδικό . Άρα υπάρχει μοναδική λύση της εξίσωσης  g x 0  με x=λ.  

 

 

Θέμα Δ 

Δ1.        
2x 1 2Έχουμε ότι x ισχύει f x e α x 1 1 0 f 1 f 1           

1 2Κατάσυνέπεια το x 1 (όπως και το x 1) είναι θέση ελαχίστου. Είναι προφανώς    

εσωτερικασημεία του και επειδή η f είναι παραγωγίσιμη  

   1 2στο είναι και στα σημεία x 1 και x 1 οπότε από το Θεώρημα Fermat ισχύει f ΄ 1 f ΄ 1 0 .     

 
     

2x 1 2

x 1 x 1 x 1

e α x 1 1f x f (1) f x f (1)
Αλλά f ΄ 1 lim lim και lim

x 1 x 1 x 1



  

   
  

  
 

     
2 2 2x 1 2 x 1 2 x 1 2

x 1

x 1 x 1x 1 x 1 x 1

e α x 1 1 e α x 1 1 e α x 1 1
lim lim lim

x 1 x 1 x 1  

  


    

        
 

  
 

    
 

22
2

0 x 1 2x 1 2 x 10

DLHx 1 x 1 x 1

e α x 1 1 ΄e α x 1 1 e 2x 2αx
Επίσης lim lim lim

x 1 x 1 ΄ 1  

 

  

     
 

 
2 2α,   

1οπότε ως παραγωγίσιμη η f στο x 1 έχουμε  f ΄ 1 2 2α   2 2α 0 2 2α 0 α 1.        

2Ομοίως γιαx 1 βρίσκουμε α 1.    

   
2 2 2x 1 2 x 1 2 x 1 2'Αρα f x e x 1 1 e x e x ,x γιατί            

y 2y ισχύει e y 1 ,οπότε για y x 1, για όλα τα x έχουμε        
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2 2 2 2x 1 2 x 1 2 x 1 2 x 1 2e x 1 1 e x e x e x .             

 

Δ2. Η f είναι παραγωγίσιμη στο  0,  με    
2 2x 1 x 1f x 2xe 2x 2x e 1      . 

Για κάθε x > 0 είναι    
2 2 2

x 0 x 0
x 1 x 1 x 1 2 2f x 0 2x e 1 0 e 1 0 e 1 x 1 0 x 1 x 1

 
                    

Για κάθε    x 0,1 είναι f x 0   και για κάθε x > 1 είναι  f x 0  , επειδή η f είναι συνεχής, είναι 

γνησίως φθίνουσα στο  0,1  και γνησίως αύξουσα στο  1, . 

Είναι    
2x 1 2

x 0 x 0

1
lim f x lim e x

e 



 
   ,  f 1 0  και 

 
x
lim f x


    
2 2

2

2
x 1 2 x 1

x 1x x

x
lim e x lim e 1 1 0 ,γιατί

e


 

 

  
         

  
 

2 2

2

2 2 2

2 y x 1 y x 1
x 1 y

yx 1 x 1 x 1x DLH x x x y x x u
y y

x 2x 1 1
lim lim lim lim 0 και lim e lim e .

ee 2xe e



   


         
 

        

Στο διάστημα  1Δ 0,1  η f είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα, οπότε έχει αντίστοιχο σύνολο τιμών το 

 1

1
f Δ 0,

e

 
 
 

. Το 1 δεν περιέχεται στο  1f Δ , οπότε η εξίσωση  f x 1  είναι αδύνατη στο 
1Δ . 

Στο διάστημα  2Δ 1,   η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα, οπότε έχει αντίστοιχο σύνολο τιμών 

το    2f Δ 0,  . Το 1 περιέχεται στο  2f Δ οπότε, λόγω μονοτονίας, υπάρχει μοναδικό 0 2x Δ

τέτοιο, ώστε  0f x 1 . 

   

   

 
 

  
 

 

 

1 1 2 2 f

1 2 1 2 2 1

2 f x 0
2

1 2 1 1

0 1 0

Αν Β x ,f (x ) , Γ x ,f (x ) συμμετρικά σημεία της C ως προς τον

άξονα y΄y με x 0 τότε x x 1 με x 0 και f (x ) f (x ) 2 .

Έχουμε f x f (x ) 1 f x 1 f x 1.

Αλλά μοναδική θετική ρίζα της εξίσωσης f x 1 είναι η x x ,οπότε x x ,

οπότε από



    

    

  

  2 0την 1 προκύπτει ότι x x . 

 

 

Δ3. 
2 2x 1 2 x 1 2Έχουμε f (x) 0 , x f (x) 0 , x 0 e x 0 e x               

3
3 3 3 3

2 2 2

λλ λ λ λ3 9 3
x 1 2 x 1 x 1

λ λ λ λλ

x λ λ
e dx x dx e dx e dx

3 3

    
     

 
   

9

9 3 6

λ λ

1
λ 1

λ λ λ
και lim lim .

3 3 

  
       

 
 
 

 

3

2
λ

x 1

λ
λ

Άρα lim e dx


  . 

 
 

Δ4. i.    Αν g x xf x ,x τότε λ 0 έχουμε :     

 
λ

λ

g x dx


        
0 λ 0 λ

1 2

λ 0 λ 0

g x dx g x dx xf x dx xf x dx Ι Ι όπου
 

       

   
0 λ

1 2

λ 0

Ι xf x dx και Ι xf x dx


    
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1Για το Ι θέτουμε x u dx du.    Για x = -λ είναι u= λ και για x = λ είναι u = - λ οπότε

    
   

 

2u 1 20 λ λf u e u f u

1 2

λ 0 0

Ι uf u du uf u du uf u du I

   

              

 
λ

2 2

λ

Άρα g x dx Ι I 0.


     

 

ii.          
0 0 0x x x

0 0 0

Είναι x 0 και f x 0 άρα Ε Ω g x dx xf x dx xf x dx        

 
000 0 0

22 2 2
0

xxx x x 44
x 1x 1 2 x 1 3 x 1 0

00 0 0 0

x1 x 1 1
x e x dx xe dx x dx e e

2 4 2 2e 4

     
          

   
    

2 4 2 4

0 0 0 0x 1 x 2e(x 1) 2 ex1

2 2e 4 4e

   
     

   
2 2

0 0x 1 x 12 2

0 0 0 0γιατί από Δ2 έχουμε f x f x 1 e x 1 e x 1
 

          

 
 

 

 


