Πρώτη μέρα στο σχολείο. 
1η ώρα
1. Γνωριμία με τους μαθητές. Οδηγίες για την συμπεριφορά στην Τάξη και το σχολείο.

2. (1.1) Η έννοια του διανύσματος. (Μεγέθη μονόμετρα- διανυσματικά).
3. Στοιχεία του διανύσματος: Αρχή- Πέρας- Μέτρο- Μηδενικό και Μοναδιαίο διάνυσμα-  

    Φορέας διανύσματος.

4. Η έννοια της διεύθυνση και της φοράς. (Αυτοκίνητα στον δρόμο) 

5. Ομόρροπα και αντίρροπα διανύσματα.
6. Ίσα διανύσματα

7. Να γίνει η εφαρμογή σελ. 15
Ασκήσεις βιβλίου: -

 Ασκήσεις :
[image: image1.wmf]Δ
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1. Αν ΑΒΓΔ είναι τετράγωνο να εξετάσετε αν είναι αληθείς οι                      

    παρακάτω σχέσεις:

    α)

[image: image590.png]B(2W),
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, , 
[image: image3.wmf]AD=BG
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    β) 
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[image: image6.wmf]BG

=

AD


2. Δίνεται ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ. Να εξετάσετε αν είναι αληθείς οι σχέσεις: 
[image: image7.wmf]AB=AG=BG

uuuruuuruuur

  

    και   
[image: image8.wmf]AB=AG=BG
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3. Ποιες σχέσεις είναι σωστές;

        i) Αν 
[image: image9.wmf]α

­­b

rr

 και 
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           ii) Αν 
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 και 
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 τότε 
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      iii) Αν 
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 τότε 
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                          iv) 
[image: image17.wmf]α(α)
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4. Δίνεται κανονικό εξάγωνο ΑΒΓΔΕΖ με κέντρο Ο. Να βρείτε ομάδες ίσων διανυσμάτων

5. Αν για τα  σημεία Α,Β,Γ,Δ και Ε ισχύουν οι ισότητες 
[image: image18.wmf]AG=BD
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 και 
[image: image19.wmf]EB=DA
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, να δείξετε ότι  

    το Δ είναι το μέσον του ΓΕ.

6. Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) και ΒΕ, ΓΔ τα ύψη του. Φέρνουμε τα 
    διανύσματα 
[image: image20.wmf]EH=BA
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 και 
[image: image21.wmf]DZ=GA
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. Να δείξετε ότι το ΑΗΖ είναι ισοσκελές.

2η ώρα
(1.1) Η έννοια του διανύσματος.
1. Αντίθετα διανύσματα.
2. 
[image: image22.wmf]AB
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3. Γωνία δύο διανυσμάτων, 0ο(
[image: image23.wmf](
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<180ο. Να τονιστεί ότι πρέπει να έχουν την ίδια αρχή.

4. Αν 
[image: image24.wmf](
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=0ο τότε 
[image: image25.wmf]α
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, ενώ 
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=180ο τότε 
[image: image27.wmf]α
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Ασκήσεις βιβλίου: -
Ασκήσεις:

1. Δίνεται ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ.  

   α) Να υπολογίσετε τις γωνίες: 
[image: image28.wmf](
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2. Αν 
[image: image31.wmf]α, β
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 είναι μη μηδενικά διανύσματα, ποιες σχέσεις είναι σωστές;

     i) 
[image: image32.wmf](
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      ii) 
[image: image33.wmf](

α,)(α,)

b=--b

rrrr

      iii) 
[image: image34.wmf](
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3. Ποιες σχέσεις είναι σωστές;

        i) Αν 
[image: image35.wmf]a­­b
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 και 
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 τότε 
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           ii) Αν 
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 και 
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 τότε 
[image: image40.wmf]α
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      iii) Αν 
[image: image41.wmf]a­­b
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 τότε 
[image: image42.wmf]α
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                          iv) 
[image: image43.wmf]α(α)
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[image: image582.png]


4.  Να βρείτε την γωνία των 
[image: image44.wmf]a

r

 και 
[image: image45.wmf]b
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3η ώρα

(1.2) Πρόσθεση- Αφαίρεση διανυσμάτων
1. Πρόσθεση δύο διανυσμάτων με τον κανόνα του παραλληλογράμμου.

2. Πρόσθεση περισσοτέρων διανυσμάτων.

3. Ιδιότητες της πρόσθεσης διανυσμάτων.

4. Αφαίρεση διανυσμάτων. (Προσθέτουμε στο πρώτο, το αντίθετο του δεύτερου).
Ασκήσεις βιβλίου: 1, 2, 3, 4, 5, 7.
[image: image583.png]300
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Ασκήσεις: 

1. α) Να υπολογίσετε τα αθροίσματα: 
[image: image46.wmf]AB
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,  
[image: image47.wmf]AB+BG+GA
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    β) Nα κατασκευάσετε το 
[image: image48.wmf]AB+AG
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    γ) Να συγκρίνετε τα  
[image: image49.wmf]AB

+BD
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[image: image50.wmf]AG+GD
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[image: image584.png]T



2. α)  Να υπολογίσετε τα αθροίσματα:

          
[image: image51.wmf]AB
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[image: image52.wmf]AB+BG+GD
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[image: image54.wmf]AB+DG
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[image: image55.wmf]AB+BA
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[image: image56.wmf]AB+GD
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,  
[image: image57.wmf]AB+AD
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[image: image58.wmf]DA+DG
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    β) Να συγκρίνετε τις διαφορές: 

        i) 
[image: image59.wmf]O
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 και 
[image: image60.wmf]OB-OA
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     ii) 
[image: image61.wmf]ΟΓΔ

-O
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 και 
[image: image62.wmf]OA-OD
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     iii) 
[image: image63.wmf]ΓAB
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 και 
[image: image64.wmf]DG-DB
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3. Σε ένα τετράγωνο ΑΒΓΔ  να συγκρίνετε :
    i) 
[image: image65.wmf]ABA
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 και 
[image: image66.wmf]ABA

-D
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    ii) 
[image: image67.wmf]AB+AD
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 και 
[image: image68.wmf]AB-AD
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4η ώρα

(1.2) Πρόσθεση- Αφαίρεση διανυσμάτων. (2ο μάθημα).
1. Να εκφράσετε την πλευρά ΒΓ ενός τριγώνου ΑΒΓ συναρτήσει των 
[image: image69.wmf]AB
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[image: image70.wmf]A
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2. Να εκφράσετε τις πλευρές  ενός παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ συναρτήσει των 
[image: image71.wmf]AB
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[image: image72.wmf]A
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. (Με τις ονομασίες αυτές οι ασκήσεις λύνονται ευκολότερα).

3. Μία σχέση της μορφής 
[image: image73.wmf]AB
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 την μετασχηματίζουμε συνήθως ως 

    
[image: image74.wmf]AB
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.
4. Σημείο αναφοράς- Διάνυσμα θέσης. 
[image: image75.wmf]O-O
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. 
5. Μέτρο αθροίσματος διανυσμάτων 
[image: image76.wmf]a-b£a+b£a+b

rrr

rrr


Ασκήσεις βιβλίου: 6
Ασκήσεις:

1. Δίνεται κανονικό εξάγωνο ΑΒΓΔΕΖ κέντρου Ο με 
[image: image77.wmf]AB
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[image: image78.wmf]B
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. Να εκφράσετε τα  

    τμήματα ΓΔ, ΑΔ, ΔΕ, ΑΖ, ΒΕ  συναρτήσει των 
[image: image79.wmf]a

r

 και 
[image: image80.wmf]b
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2. α) Αν 
[image: image81.wmf]α
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[image: image82.wmf]β
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[image: image83.wmf]a

r

=5,  
[image: image84.wmf]a+b
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=9, να βρείτε το 
[image: image85.wmf]b
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    β) Αν 
[image: image86.wmf]g
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=3 και  
[image: image87.wmf]b+g
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=1, να δείξετε ότι 
[image: image88.wmf]β
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[image: image89.wmf]g
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3. Δίνεται τετράπλευρο ΑΒΓΔ. Να δείξετε ότι 
[image: image90.wmf]AB

ΔΓ

+=AG+DB
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5η ώρα

(1.2) Πρόσθεση- Αφαίρεση διανυσμάτων. (3ο μάθημα).
1. Διάνυσμα 
[image: image91.wmf]AB
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 σημαίνει: Πηγαίνω από το Α στο Β.
2. Μεθοδολογία λύσης ασκήσεων:
    α) Μέθοδος των διαδρομών. Για να εκφράσουμε ένα διάνυσμα συναρτήσει άλλων  

         διανυσμάτων. (Συνήθως εργαζόμαστε πάνω σε σχήμα)

    β) Μέθοδος του σημείου αναφοράς.

         Την χρησιμοποιούμε:

         i) Για να αποδείξουμε μία διανυσματική ισότητα.
         ii) Για να βρούμε τη θέση ενός σημείου 
         iii) Για να δείξουμε ότι δύο σημεία συμπίπτουν.
3. Σημεία που συμπίπτουν: Κ(Λ αν 
[image: image92.wmf]0
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 ή 
[image: image93.wmf]AK=AL
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4. Εύρεση σημείου: Αρκεί να βρούμε σχέση της μορφής: 
[image: image94.wmf]AM=
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γνωστό διάνυσμα.
5. Απλοποίηση παραστάσεων: Αναζητούμε σχέσεις της μορφής:  

    
[image: image95.wmf]  
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Ασκήσεις:

1.  Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Κατασκευάζουμε εξωτερικά του τριγώνου τα παραλληλόγραμμα  

     ΑΒΔΕ, ΑΛΚΓ και ΒΓΝΜ. Να δείξετε ότι 
[image: image96.wmf]0
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2. Αν για τα σημεία Α,Β,Γ,Κ,Λ ισχύει 
[image: image97.wmf]AL+KG=KB+GL
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, τότε το Γ είναι μέσον του ΑΒ.

3. Αν 
[image: image98.wmf]AB

+GA=KB+GL
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, να δείξετε ότι τα σημεία Κ και Λ συμπίπτουν.

4. Αν 
[image: image99.wmf]NBAMNM
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, να δείξετε ότι τα σημεία Α και Β συμπίπτουν.

5. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Να βρείτε σημείο Μ ώστε:  
[image: image100.wmf]ΑΒ0

AM++AG=
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6.  Δίνεται τετράπλευρο ΑΒΓΔ. Να βρείτε σημείο Μ ώστε:  
[image: image101.wmf]AG+BM=BD-GD
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7. Να απλοποιήσετε τις παραστάσεις: α) 
[image: image102.wmf]AB-GB-AG
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     β) 
[image: image103.wmf]AG-BG-DB
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    γ) 
[image: image104.wmf]AB-GE+BG-AG
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8. Το ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο. Να συμπληρώσετε τις ισότητες:

[image: image585.png]


       α) 
[image: image105.wmf]....
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   β) 
[image: image106.wmf]....
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       γ) 
[image: image107.wmf]....
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    δ) 
[image: image108.wmf]...
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       ε) 
[image: image109.wmf]...
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 στ) 
[image: image110.wmf]....0
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6η ώρα

(1.3) Διάνυσμα επί αριθμό.
1. Ορισμός του πολλαπλασιασμού διανύσματος επί αριθμό.

2. Ιδιότητες του πολλαπλασιασμού.

3. Γραμμικός συνδυασμός.
4. Βασική άσκηση (Διάμεσος τριγώνου): Σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ φέρουμε τη διάμεσο ΑΜ. Να  

    δείξετε ότι: 
[image: image111.wmf]ABA
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.
Ασκήσεις βιβλίου: 1, 2, 3, 7, 8, 9

Ασκήσεις:
1. Αν 
[image: image112.wmf]a
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=6, να βρείτε το μέτρο των διανυσμάτων 
[image: image113.wmf]2
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2. Έστω 
[image: image114.wmf]OA

=a

uuur

r

, 
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. Να εκφράσετε τα διανύσματα 
[image: image117.wmf], , 
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     συναρτήσει των 
[image: image118.wmf] 

και β
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3. Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και το μέσο Μ της ΑΒ. Αν 
[image: image119.wmf]AD=a
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[image: image120.wmf]AB=b
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    εκφράσετε τα διανύσματα 
[image: image121.wmf], , , 
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 συναρτήσει των 
[image: image122.wmf] 
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4. Δίνονται τα διανύσματα 
[image: image123.wmf] 

και ΓΔ

AB

uuuruuur

. Αν Κ και Λ είναι τα μέσα των 
[image: image124.wmf] 

και ΓΔ

AB
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, να  

    δείξετε ότι 
[image: image125.wmf]2

KL=AG+BD
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.

5. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Να βρείτε σημείο Μ ώστε 
[image: image126.wmf]MAMBM0

++G=
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7η ώρα

(1.3) Παράλληλα διανύσματα.

1. Ορισμός της παραλληλίας.
2. Για να δείξουμε ότι δύο διανύσματα 
[image: image127.wmf]AB
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 και 
[image: image128.wmf]Γ
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είναι παράλληλα αρκεί να δείξουμε ότι  

    συνδέονται με σχέση της μορφής: 
[image: image129.wmf]×
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3. Για να δείξουμε ότι τρία σημεία Α, Β, Γ είναι συνευθειακά αρκεί να δείξουμε ότι δύο από τα  

    διανύσματα  
[image: image130.wmf]AB, 

ΓB, AΓ

uuuruuuruuur

 είναι παράλληλα.
Ασκήσεις βιβλίου: 4, 5, 10, 11, Β: 2 (με κ=3), 5, 6, 8, 9

Ασκήσεις:
1. α) Αν 
[image: image131.wmf]33

BD-GA=BG-DB
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, να δείξετε ότι 
[image: image132.wmf]AB­¯GD
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.

    β) Ομοίως αν 
[image: image133.wmf]232

AL+BL+MB=AK+AM+BK
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 τότε 
[image: image134.wmf]KL­¯ML
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.
2. Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και τα σημεία Ε, Ζ της διαγωνίου ΑΓ με  ΑΕ=ΖΓ=
[image: image135.wmf]4

1

ΑΓ. 
      i) Να εκφράσετε τα 
[image: image136.wmf]DE

 και 
[image: image137.wmf]DZ

 συναρτήσει των  
[image: image138.wmf]ΑΒ=α
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 και 
[image: image139.wmf]ΒΓ=β
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.
     ii) Να δείξετε ότι το ΕΒΖΔ είναι παραλληλόγραμμο.

3. Αν 
[image: image140.wmf]OA=
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[image: image141.wmf]34

OB=a+b+g
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 και  
[image: image142.wmf]ΟΓ=2α+3βγ
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, να δείξετε ότι τα Α, Β, Γ είναι  

     συνευθειακά και το Γ είναι το μέσον του ΑΒ.

4. Αν 
[image: image143.wmf]9

ΚΑ2ΚΒ7ΚΓ=0
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r

, να δείξετε ότι τα Α, Β, Γ είναι συνευθειακά.

8η ώρα

(1.4) Άξονας- Καρτεσιανό επίπεδο.

1. Διανύσματα σε άξονα. Πάνω σε μία ευθεία ορίζουμε ως αρχή ένα σημείο Ο και ένα  

    μοναδιαίο διάνυσμα 
[image: image144.wmf]i

r

 με φορά προς τα δεξιά. Η ευθεία τώρα είναι ένας άξονας.
2. [image: image586.png]


Σε κάθε σημείο του άξονα αντιστοιχίζεται  

    ένας αριθμός που λέγεται τετμημένη του  

    σημείου. Δύο σημεία ορίζουν ένα διάνυσμα  

    π.χ. 
[image: image145.wmf](
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3. Κάθε διάνυσμα σε άξονα πρέπει να έχει τη μορφή π.χ.. Έτσι έχουμε:  

    
[image: image146.wmf](
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(
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D
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, δηλαδή έχει μήκος 3και φορά προς τα δεξιά.

    
[image: image147.wmf](
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, δηλαδή έχει μήκος 4 και φορά προς τα αριστερά. 

[image: image587.png]


4. Διανύσματα στο επίπεδο. 
5. Άλλο Α(3,2) και άλλο 
[image: image148.wmf]OA
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=(3,2). Το 3 του Α είναι η  

    τετμημένη του, (το Γ), ενώ το 3 του 
[image: image149.wmf]OA
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 είναι το  

    διάνυσμα 
[image: image150.wmf]O3i

G=

uuur

r

.

6. Συνιστώσες και  συντεταγμένες του διανύσματος.
7. Το 
[image: image151.wmf]a

r

=(0,0) λέγεται μηδενικό διάνυσμα.
Ασκήσεις βιβλίου: 3i, 7

Ασκήσεις:
1. Πάνω στον άξονα x′x παίρνουμε τα σημεία Α, B, Γ με xA=2, xΒ=–3 και xΓ=5. Να βρείτε τα  

    διανύσματα 
[image: image152.wmf]AB, , 

AGGB

uuuruuuruuur

. Να γίνει το ίδιο αν τα σημεία βρίσκονται στον άξονα y′y.

2. Να σχεδιάσετε το διάνυσμα 
[image: image153.wmf]AB
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 με Α(–1,2) και Β(3,2). Ομοίως το 
[image: image154.wmf]GD
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 με Γ(–2,1) και Δ(–2,3)
3. Να σχεδιάσετε τα διανύσματα:

      i) 
[image: image155.wmf]u3i

=

r

r

 με αρχή το Α(–1,0).                     ii) 
[image: image156.wmf]v4j

=-

r

r

 με πέρας το B(2,–3).  

    iii) 
[image: image157.wmf]a

r

=(3,1) με αρχή το Ο(0,0).                   iv) 
[image: image158.wmf]b

r

=(–2,1) με αρχή το Κ(3,–1).                 

     v) 
[image: image159.wmf]g

r

=(–2,–3) με τέλος το Λ(1,2).               vi) 
[image: image160.wmf]AB

uuur

=(2,–3) με Α(–1, 2).

9η ώρα

(1.4) Διάνυσμα με γνωστά άκρα, Ίσα διανύσματα, Πράξεις με διανύσματα.

1. Βασικός κανόνας: Αυτό που ζητάμε, το βαφτίζουμε! π.χ. σημείο Α(x,y) ή 
[image: image161.wmf]a

r

=(x,y)

2. Αν Α(x1,y1) και Β(x2,y2) είναι δύο σημεία, τότε 
[image: image162.wmf]2121

(xx, yy)

AB=--

uuur

.
3. Αν 
[image: image163.wmf](x,y)

aa

a=

r

 και 
[image: image164.wmf](x,y)

bb

b=

r

 τότε xα=xβ και yα=yβ.

4. 
[image: image165.wmf](xx,yy)

abab

a+b=++

r

r


5. 
[image: image166.wmf](x,y)

aa

la=ll

r


Ασκήσεις βιβλίου: 4
Ασκήσεις:

1) Δίνονται τα σημεία Α(2,–1) και Β(3,1). Να βρείτε τις συντεταγμένες των διανυσμάτων: 

    
[image: image167.wmf]OA, OB, AB, OA2OB

+

uuuruuuruuuruuuruuur

, όπου Ο είναι η αρχή των αξόνων.
2) Αν 
[image: image168.wmf]a

r

=(2,–1) και 
[image: image169.wmf](1,3)

b=

r

, να βρείτε τα διανύσματα  
[image: image170.wmf],

a+b

r

r

 
[image: image171.wmf]a-b

r

r

,  2
[image: image172.wmf]a

r

,  –3
[image: image173.wmf]b

, 
[image: image174.wmf]23

a-b

r

r


3) Αν Α(2, 1) και 
[image: image175.wmf]AB

uuur

=(5,–2) να βρείτε το Β.

4) Αν 
[image: image176.wmf]AB

uuur

=(–3,1) και Β(2,–4), να βρείτε το Α.

5) Αν 
[image: image177.wmf]a

r

=(1, 2), 
[image: image178.wmf]b

r

=(3, –7) και 
[image: image179.wmf]g

r

=(–2, 5), να βρείτε τα διανύσματα  
[image: image180.wmf]a-b+g

r

rr

 και 
[image: image181.wmf]38

a+b-g

r

rr

.

6) Αν το διάνυσμα 
[image: image182.wmf]a

r

=(x2–x–2, x+2y–3) είναι μηδενικό, να βρείτε τα x, y.
7) Αν 
[image: image183.wmf]AB

=GD

uuuruuur

 και Α(1, 2),  Β(3,2),  Γ(–2,–1), να βρείτε το Δ.

8) Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με Α(–1,6), Β(2,1), Γ(4,4). Να βρείτε την κορυφή Δ. 

9) Δίνονται τα σημεία Α(1,3) και Β(0,5). Να βρείτε σημείο Μ, ώστε 
[image: image184.wmf]32

MA=MB

uuuuruuuur

.

10) Δίνονται τα διανύσματα 
[image: image185.wmf]a

r

=(λ+1, 2) και 
[image: image186.wmf]b

r

=(4, 6). Να βρείτε το λ ώστε 
[image: image187.wmf]3

a=b

r

r

         

11) Αν 
[image: image188.wmf]a

r

=(2x–1, y+2) και 
[image: image189.wmf]b

r

=(x–y, x–3), να βρείτε τα x, y ώστε: i) 
[image: image190.wmf]a

r

=0,  ii) 
[image: image191.wmf]a

r

=
[image: image192.wmf]b

r

,  iii) 
[image: image193.wmf]a

r

=–
[image: image194.wmf]b

r

.

12) Να γράψετε το διάνυσμα 
[image: image195.wmf]v

r

=(4,13) ως γραμμικό συνδυασμό των 
[image: image196.wmf]a

r

=(2, 3) και 
[image: image197.wmf]b

r

=(–1, 2).

13) Να αναλυθεί το διάνυσμα 
[image: image198.wmf]g

r

=(–4,10) σε δύο  συνιστώσες παράλληλες προς τα 
[image: image199.wmf]a

r

=(1, 2) και  

      
[image: image200.wmf]b

r

=(–2, 2).



10η ώρα

(1.4) Μέσον διανύσματος, Μέτρο διανύσματος, Απόσταση σημείων.

1) To μέσον Μ το ΑΒ έχει συντεταγμένες xM=
[image: image201.wmf]AB

xx

2

+

 και yM=
[image: image202.wmf]AB

yy

2

+

.
2) Αν 
[image: image203.wmf]a

r

=(x,y) τότε 
[image: image204.wmf]22

xy

a=+

r

.

3) Η απόσταση δύο σημείων Α και Β είναι (ΑΒ)= 
[image: image205.wmf]22

ABAB

(xx)(yy)

-+-

 
Ασκήσεις βιβλίου:- 

Ασκήσεις:

1. Αν Α(1,–1) και Β(3,2), να βρείτε τις συντεταγμένες του μέσου Μ του ΑΒ.

2. Να βρείτε το συμμετρικό του Α(1,2) ως προς Μ(–2,4).

3. Σε τμήμα ΑΒ δίνεται Α(3, 2) και το μέσον Μ(6, 5), να βρείτε το σημείο Β.

4. Αν Α(1,2) , Β(4,5) και M ένα σημείο ώστε ΑΜ=2·ΜΒ, να βρείτε:

    α) τις συντεταγμένες του Μ  






          

    β) τις συντεταγμένες του συμμετρικού του Μ ως προς Α.                                              

5. Αν  Α(–3,5) και  Β(1,7) είναι διαδοχικές κορυφές του παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ και Μ(1,1)  

    είναι το σημείο τομής των διαγώνιων του, να βρείτε τις άλλες κορυφές.
6. Αν Α(1, 2) και Β(3, 5), να βρείτε το 
[image: image206.wmf]AB

uuur

 και 
[image: image207.wmf]AB

uuur

.
7. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με Α(3,7) , Β(1,3) και  Γ(5,–1). Να βρείτε τα μήκη των διαμέσων ΑΚ,  

    ΒΛ, ΓΜ.

8. Να βρείτε το y ώστε το διάνυσμα 
[image: image208.wmf]a

r

=
[image: image209.wmf]3

,y

2

æö

ç÷

ç÷

èø

 να είναι μοναδιαίο.
9. Αν 
[image: image210.wmf]a

r

=(–4, 
[image: image211.wmf]a

r

–2), να βρείτε το 
[image: image212.wmf]a

r

.  








10. Αν 
[image: image213.wmf](

)

3,

a=-b

r

r

 και 
[image: image214.wmf](

)

1,2

b=-a

r

r

 να βρείτε τα 
[image: image215.wmf]a

r

 και 
[image: image216.wmf]b

r

.

11. Αν 
[image: image217.wmf]a+a×

rr

(1,–1)=(4,–2), να βρείτε το 
[image: image218.wmf]a

r

.

11η ώρα

(1.4) Παράλληλα διανύσματα

1. Υπενθύμιση της ορίζουσας 2ας τάξης. 
2. 
[image: image219.wmf]a

r

//
[image: image220.wmf]b

r

 αν 
[image: image221.wmf]a

r

=λ
[image: image222.wmf]b

r

 ή  det(
[image: image223.wmf]a

r

,
[image: image224.wmf]b

r

)=0.
3. Ομόρροπα διανύσματα, αν έχουν ομόσημες συντεταγμένες και αντίρροπα αν έχουν  

    ετερόσημες.

Ασκήσεις βιβλίου: 5, 6
Ασκήσεις:

1. α) Να εξετάσετε αν τα διανύσματα 
[image: image225.wmf]a

r

=(–3,4) και 
[image: image226.wmf]b

r

=(0,2) είναι παράλληλα. 

    β) Ομοίως τα 
[image: image227.wmf]a

r

=(–6,8) και 
[image: image228.wmf]b

r

=(9,–12).
2. Δίνονται τα διανύσματα 
[image: image229.wmf]a

r

=(x,2) και 
[image: image230.wmf]b

r

=(12, x–2). Να βρείτε το x ώστε τα διανύσματα να  

     είναι:  i) ομόρροπα     ii) αντίρροπα.  







3. Δίνονται τα σημεία Α(1, 1) , Β(–3, 2) και Γ(–5, x). Να βρείτε το x ώστε τα Α, Β, Γ να είναι  

    συνευθειακά.






                               

4. Να δείξετε ότι τα σημεία Α(α, β+γ), Β(β,γ+α), Γ(γ, α+β) είναι συνευθειακά.

5. Να βρείτε διάνυσμα
[image: image231.wmf]a

r

=(x,y) με μέτρο 3
[image: image232.wmf]5

, αντίρροπο του 
[image: image233.wmf]b

r

=(–1, 2).              

6. Δίνονται τα διανύσματα 
[image: image234.wmf]a

r

=(k, 1–k), 
[image: image235.wmf]b

r

=(k+1, 2) και 
[image: image236.wmf]g

r

=(6,–10).

     α) Να βρείτε το k ώστε 
[image: image237.wmf]a

r

+
[image: image238.wmf]b

r

//
[image: image239.wmf]g

r

.  





               

     β) Να βρείτε το 
[image: image240.wmf]56

a-b

r

r

.

7. Δίνονται τα διανύσματα 
[image: image241.wmf]a

r

=(x+1, 2) και 
[image: image242.wmf]b

r

=(x, 2x+1). 

    α) Να δείξετε ότι είναι μη συγγραμμικά για κάθε x
[image: image243.wmf]Î

R.
    β) Για x=–2 να βρείτε διάνυσμα 
[image: image244.wmf]u

r

 αντίρροπο του 
[image: image245.wmf]a

r

 που να έχει μέτρο 2
[image: image246.wmf]5

.
    γ) Για x=–1 να γράψετε το 
[image: image247.wmf]3i

g=

r

r

 ως γραμμικό συνδυασμό των 
[image: image248.wmf]a

r

 και 
[image: image249.wmf]b

r

.  

8. Δίνονται τα διανύσματα 
[image: image250.wmf]a

r

=(x2+1, 1) και 
[image: image251.wmf]b

r

=(2y–y2, 1). Αν τα διανύσματα είναι συγγραμμικά 

    να βρείτε τα x, y. 









  

9. Δίνονται τα διανύσματα 
[image: image252.wmf]a

r

=(–1,2) και 
[image: image253.wmf]b

r

=(x,y) με 
[image: image254.wmf]b

r

=5 και det
[image: image255.wmf](,)

ab

urr

=10. Να βρείτε το 
[image: image256.wmf]b

r

.
12η ώρα

(1.4) Συντελεστής διεύθυνσης διανύσματος.

1. Να δοθούν οι παρακάτω πίνακες, αν δεν έχουν διδαχθεί στην Άλγεβρα.
	Γωνία ω
	0ο
	30ο
	45ο
	60ο
	90ο
	120ο
	135ο
	150ο

	εφω
	0
	
[image: image257.wmf]3

3


	1
	
[image: image258.wmf]3


	(
	–
[image: image259.wmf]3


	–1
	–
[image: image260.wmf]3

3




	Γωνία ω
	0ο
	30ο
	45ο
	60ο
	90ο
	120ο
	135ο
	150ο

	εφω
	0
	
[image: image261.wmf]3

3


	1
	
[image: image262.wmf]3


	(
	–
[image: image263.wmf]3


	–1
	–
[image: image264.wmf]3

3




2. Ορισμός της γωνίας ενός διανύσματος με τον άξονα x'x. 0( φ <2π.

	x
	y
	           ω

	+
	+
	  0ο< ω< 90ο

	–
	+
	90ο <ω< 180ο

	–
	–
	180ο<ω< 270ο

	+
	–
	270ο<ω< 360ο


3. Αν 
[image: image265.wmf]a

r

=(x,y) τότε εφφ=
[image: image266.wmf]y

x

=λ.

4. Αν y=0, τότε  
[image: image267.wmf]a

r

//x'x. Αν x=0 τότε  
[image: image268.wmf]a

r

//y'y.

5. 
[image: image269.wmf]a

r

//
[image: image270.wmf]b

r

 αν λ1=λ2. Να γίνει η απόδειξη.

Ασκήσεις:

1. Να βρείτε τον συντελεστή διεύθυνσης και την γωνία που σχηματίζει το 
[image: image271.wmf]AB

uuur

 με τον άξονα x'x  

    i) Α(3,0) και Β(0,–
[image: image272.wmf]3

)  ii) Α(2,3) και Β(5,3)  iii) A( 1,2) και B(1,4)  iv) A(–1,–2) και Β(–4,1).

2. Να βρείτε την γωνία των παρακάτω διανυσμάτων  με τον άξονα x'x.

    
[image: image273.wmf]α2i2j

=+

r

r

r

,  
[image: image274.wmf]3i3j

b=-+

rr

r

,   
[image: image275.wmf]3i3j

g=+

r

r

r

,   
[image: image276.wmf]3j

d=

rr

,   
[image: image277.wmf]ij

e=-

r

r

r

,   
[image: image278.wmf]3i

z=-

r

r

,   
[image: image279.wmf]4j

h=-

r

r

   
3. Δίνεται το διάνυσμα 
[image: image280.wmf]a

r

=(2μ–1,μ+1). Να βρείτε το μ ώστε:

     α) Το 
[image: image281.wmf]a

r

 να έχει συντελεστή διεύθυνσης 1/3.




           

     β) Το 
[image: image282.wmf]a

r

 να είναι ομόρροπο του 
[image: image283.wmf]v

r

=(3,5).






     γ) Το
[image: image284.wmf]a

r

 να είναι παράλληλο στον x'x.





           

     δ) Το 
[image: image285.wmf]a

r

 να είναι παράλληλο στην διχοτόμο της πρώτης γωνίας των αξόνων.                 

     ε) Το 
[image: image286.wmf]a

r

 να έχει αντίθετες συντεταγμένες.





            

4. Δίνονται τα διανύσματα
[image: image287.wmf]a

r

=(5k, 3–λ) και 
[image: image288.wmf]b

r

=(4–λ, 4k) με k, λ(R.

    α) Για ποιες τιμές των k και λ τα διανύσματα είναι ίσα;                                          

    β) Αν λ=8, k>0 και τα διανύσματα είναι παράλληλα, τότε το k είναι ίσο με:

         Α:4,  Β:1,  Γ:2,  Δ:3,  Ε:5. Να γράψετε την σωστή απάντηση.       
                 

5. Να βρείτε διάνυσμα 
[image: image289.wmf]a

r

 έχει το ίδιο μήκος με το 
[image: image290.wmf]b

r

=(4, –3)και την διεύθυνση του 
[image: image291.wmf](1,3)

g=

r

.  

6. Δίνονται τα διανύσματα 
[image: image292.wmf]a

r

=(x+1, 2) και 
[image: image293.wmf]b

r

=(x, 2x+1).

     α) Να δείξετε ότι είναι μη συγραμμικά για κάθε τιμή του x..

     β) Να βρείτε την γωνία που σχηματίζει το 
[image: image294.wmf]a

r

 με τον άξονα x'x αν: i) x=–3   ii) x=–1.

7. Δίνονται τα διανύσματα 
[image: image295.wmf]a

r

=(
[image: image296.wmf]3

,3) και 
[image: image297.wmf]b

r

=(3,3). Να βρείτε την γωνία που σχηματίζουν τα  

      δύο διανύσματα. 

13η ώρα

(1.5) Εσωτερικό γινόμενο.

1. Ορισμός του εσωτερικού γινομένου, 
[image: image298.wmf](

)

 , 

a×b=absunab=b×a

rrrr

rrrr

$

 που χρησιμοποιείται όταν  

    γνωρίζουμε τα μέτρα των διανυσμάτων και την γωνία τους.

2. Ιδιότητες

    
[image: image299.wmf](

)

 , 

a×b=absunab=b×a

rrrr

rrrr

$

  Ισχύει η αντιμεταθετική ιδιότητα

    Αν 
[image: image300.wmf]0

 

τότε 900

a^ba×b=absun=

rrr

rrr


    Αν 
[image: image301.wmf]0

 

τότε 0

a­­ba×b=absun=ab

rrrr

rrrr


    Αν 
[image: image302.wmf]0

 

τότε 180

a­¯ba×b=absun=-ab

rrrr

rrrr


    
[image: image303.wmf]2

0

0

a×a=aasun=aa=a

rrrrrrr

. 
    
[image: image304.wmf]ij

×

rr

=0, αφού είναι κάθετα και 
[image: image305.wmf]22

ij

=

rr

=1.

3. Αν το εσωτερικό γινόμενο είναι θετικός αριθμός, η γωνία των διανυσμάτων είναι οξεία.
4. Δεν ισχύει ο νόμος της διαγραφής. Δηλαδή δεν απλοποιούμε 
[image: image306.wmf]a

r

×b=a

r

r

×g

r

 
5. Δεν ισχύει η προσεταιριστική ιδιότητα γενικώς. 
[image: image307.wmf](

)

(

)

a×bg¹ab×g

rr

rrrr


6. Ισχύουν οι γνωστές μας ταυτότητες 
[image: image308.wmf](

)

2

22

2

a+b=a+ab+b

rrr

rrr

,  
[image: image309.wmf](

)

2

22

2

a-b=a-ab+b

rrr

rrr


     
[image: image310.wmf](

)

(

)

22

=

a-ba-ba+b

rrr

rrr

.
Ασκήσεις βιβλίου: 5, 7, 13, 15  B: 2, 4, 7, 8
Ασκήσεις:
1. Αν  
[image: image311.wmf]3,4

a=b=

urr

 και  
[image: image312.wmf](, )

3

p

ab=

urr

$

, να υπολογίσετε τις παραστάσεις:  i) 
[image: image313.wmf]a×b

urr

   ii) 
[image: image314.wmf](

)

(

)

34

-ab

r

r

  

    iii) 
[image: image315.wmf]2

a

ur

   iv) 
[image: image316.wmf]2

b

r

   v) 
[image: image317.wmf]()()

a+ba-b

urrurr

    vi) 
[image: image318.wmf]2

()

a+b

urr


2. Αν  
[image: image319.wmf]2, 3

a=b=

urr

 και  
[image: image320.wmf](, )

3

p

ab=

urr

$

, να υπολογίσετε: i) 
[image: image321.wmf]α+β

r

r

   ii)
[image: image322.wmf]αβ

-

r

r

    iii) 
[image: image323.wmf]3

α+4β

r

r


3. Αν  
[image: image324.wmf]2

a=

r

,
[image: image325.wmf]3

b=

r

 
[image: image326.wmf]g

r

=1 με 
[image: image327.wmf](,)

ab

urr

$

=
[image: image328.wmf](,)

gb

rr

$

=
[image: image329.wmf]3

p

,  
[image: image330.wmf]2

(,)

3

p

ag=

urr

$

 να υπολογίσετε: 

    i) 
[image: image331.wmf]2(3)

a×-b

r

r

       ii) 
[image: image332.wmf]()

a+b×g

r

rr

       iii) 
[image: image333.wmf]α+β+γ

r

r

r


4.  Αν  
[image: image334.wmf]3

,

2

=

b

=

a

 και  
[image: image335.wmf]2

(, )

3

p

ab=

r

r

$

, να υπολογίσετε το 
[image: image336.wmf]32

a+b

urr

.

5. Δίνεται ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ με πλευρά α=2. Αν ΑΔ είναι το ύψος του, να υπολογίσετε τα  

    εσωτερικά. γινόμενα: i) 
[image: image337.wmf]ABA

×G

uuuruuur

      ii) 
[image: image338.wmf]AB×BG

uuuruuur

      iii) 
[image: image339.wmf]AD×AG

uuuruuur

     iv) 
[image: image340.wmf]B

G×DA

uuuruuur


6. Αν 
[image: image341.wmf]2,3

a=b=

urr

 και  
[image: image342.wmf]2

(2 , 3)

3

p

-ab=

urr

$

, να βρείτε το 
[image: image343.wmf]a×b

urr


7. Να δείξετε ότι   i) 
[image: image344.wmf]a+b=a-bÛa^b

urrurrurr

     

                              ii) 
[image: image345.wmf](

)

()

a+b^a-bÛa=b

urrurrurr


                             iii) 
[image: image346.wmf]222

α α

+b=a+bÛ^b

rrurrrr


14η ώρα

(1.5) Εσωτερικό γινόμενο.

1. Αναλυτική έκφραση εσωτερικού γινομένου. 
[image: image347.wmf]×

αβ

r

r

=x1(x2+y1(y2  που χρησιμοποιείται όταν  

    γνωρίζουμε τις συντεταγμένες των δύο διανυσμάτων.
2. 
[image: image348.wmf](

λα)β=α(λβ)λ(αβ)

×=×

rrr

rrr


3. 
[image: image349.wmf]αβ

^Û

r

r

λ1(λ2= –1.

4. 
[image: image350.wmf](

)

β

, 

β

a×

suna=

ab

r

r

r

r

$

r

r

  ή  
[image: image351.wmf](

)

1212

2222

1122

xxyy

, 

β

xyxy

+

suna=

++

r

r

$

                                    
5. Με το εσωτερικό γινόμενο μπορούμε:
    α. Να βρούμε το μέτρο ενός διανύσματος.

    β. Να βρούμε την γωνία δύο διανυσμάτων.
    γ. Να δείξουμε ότι δύο διανύσματα είναι κάθετα.

    δ. Να αποδείξουμε μία διανυσματική ισότητα.
    ε. Να αποδείξουμε ασκήσεις της Ευκλείδειας Γεωμετρίας.
6. Ερωτήσεις κατανόησης: 12
Ασκήσεις βιβλίου: 1, 2, 3, 4, 6, 11, 12

Ασκήσεις: 
1) Σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι Α(1,2),  Β(–2,1) και Γ(3,6). Να βρείτε την γωνία Α.
2) Δίνονται τα διανύσματα 
[image: image352.wmf](1,3)

a=

ur

 και 
[image: image353.wmf](3,3)

b=

r

. Να βρείτε την γωνία τους.

3) Αν 
[image: image354.wmf]a

r

=(–1,2), 
[image: image355.wmf]b

r

=(3,–2), 
[image: image356.wmf]g

r

=(1,3), να υπολογίσετε τα 
[image: image357.wmf]u()()

=b×ga+a×bg

rrururrr

r

 και 
[image: image358.wmf]v

=aa

rr

r


4) Δίνονται τα διανύσματα 
[image: image359.wmf]a

r

=(1,λ+2) , 
[image: image360.wmf]b

r

=(2,1) και 
[image: image361.wmf]g

r

=(0,7). Να βρείτε το λ ώστε:  

    i) 
[image: image362.wmf]β

a^

r

r

   ii) 
[image: image363.wmf]//

β

a

r

r

   iii)  
[image: image364.wmf]2

β

a-=g

r

rr

                                               
5) Αν 
[image: image365.wmf]4i3j

a=+

r

r

r

 να βρείτε: 
     i)  Ένα μοναδιαίο διάνυσμα 
[image: image366.wmf]b

r

 παράλληλο στο 
[image: image367.wmf]a

r

. 
     ii) Ένα μοναδιαίο διάνυσμα 
[image: image368.wmf]g

r

 κάθετο στο 
[image: image369.wmf]a

r

.
6) Αν 
[image: image370.wmf](1,2)

a=-

r



 EMBED Equation.DSMT4 [image: image371.wmf](3,2)

b=--

r

 και 
[image: image372.wmf]g

r

=(–2,3), να βρείτε το είδος των γωνιών 
[image: image373.wmf](,)

ab

r

r

$

,
[image: image374.wmf](,)

ag

rr

$

,
[image: image375.wmf](,)

gb

r

r

$

.
7) Αν 
[image: image376.wmf](3,2)

a=

r

και 
[image: image377.wmf](2,)

b=l

r

να βρείτε το λ ώστε: i) 
[image: image378.wmf]( , )

ab

r

r

$

=900   ii) 
[image: image379.wmf]//

ab

r

r

  iii) 
[image: image380.wmf]( , )

ab

r

r

$

=45ο. 
8) Δίνεται η συνάρτηση f(x)=x2–
[image: image381.wmf](

)

a×b

r

r

x+
[image: image382.wmf]a×b

r

r

–1 της οποίας η γραφική παράσταση εφάπτεται

    στον άξονα x′x.  i) Να βρείτε το 
[image: image383.wmf]a×b

r

r

.  

                              ii) Αν 
[image: image384.wmf]22

2450

a+b-b-a+=

rr

rr

να βρείτε τα 
[image: image385.wmf], 

ab

r

r

.
9) Να δείξετε ότι οι διαγώνιες ορθογωνίου είναι ίσες.

10) Να δείξετε ότι η διάμεσος ορθογωνίου τριγώνου είναι ίση με το μισό της υποτείνουσας.

11) Δίνεται τετράγωνο ΑΒΓΔ με πλευρά 2. Στις πλευρές ΑΒ και ΒΓ θεωρούμε τα σημεία  Ζ και  

      Ε αντίστοιχα ώστε ΑΖ=ΓΕ. Να δείξετε ότι ΑΕ
[image: image386.wmf]^

ΔΖ. 

15η ώρα

(1.5) Εσωτερικό γινόμενο.

1. Προβολή διανύσματος σε διάνυσμα. 
[image: image387.wmf]b

a

×=

r

r


[image: image388.wmf]a

×pro

b

b

a

r

r

r

. Τα χρώματα για απομνημόνευση.
2. Όταν ζητάμε το 
[image: image389.wmf]a

probb

r

r

 θα ξεκινάμε από την σχέση 
[image: image390.wmf]a

×b=×probb

r

r

r

r

r

aa

.
    Όταν ζητάμε το 
[image: image391.wmf]b

proba

r

r

 θα ξεκινάμε από την σχέση 
[image: image392.wmf]b

×a=×proba

r

r

r

r

r

bb

. 
3. Να μάθουν την παρακάτω μεθοδολογία. (Εφαρμογές 1, 2)
[image: image588.png]


    Επειδή η προβολή του 
[image: image393.wmf]b

r

 πάνω στο 
[image: image394.wmf]a

r

 είναι διάνυσμα συγγραμμικό του 
[image: image395.wmf]a

r

 θα ισχύει:   

   
[image: image396.wmf]a

probb=l×a

r

r

r

. Άρα

   
[image: image397.wmf]a×b

r

r

=
[image: image398.wmf]a

a×probb

r

r

r

   ή

   
[image: image399.wmf]a×b

r

r

=
[image: image400.wmf]2

a×l×a=l×a

rrr

 ή 

    Δηλαδή 
[image: image401.wmf]a×b=

r

r


[image: image402.wmf]2

l×a

r

 και υπολογίζουμε το λ.

4. Ερωτήσεις κατανόησης: 9, 13

Ασκήσεις βιβλίου: 12, 14
Ασκήσεις: 

1. Αν 
[image: image403.wmf]a

r

=5, 
[image: image404.wmf]b

r

=30 και 
[image: image405.wmf](

)

, 

ab

r

r

$

=60ο, να βρείτε την προβολή του 
[image: image406.wmf]b

r

 πάνω στο 
[image: image407.wmf]a

r

.                

2. Να βρείτε την προβολή του 
[image: image408.wmf]b

r

=(8,16)  πάνω στο 
[image: image409.wmf]a

r

=(3,1).    


           

3. Αν 
[image: image410.wmf]b

r

=1
 και , να υπολογίσετε την γωνία 
[image: image413.wmf](, )

ab

r

r

$

. 




4. Αν 
[image: image414.wmf]a

r

=5, 
[image: image415.wmf]b

r

=20 και 
[image: image416.wmf](

)

, 

ab

r

r

$

=60ο
, να δείξετε ότι =2
[image: image419.wmf]a

r

 και  
[image: image420.wmf]b

r

+16
[image: image421.wmf]3

b

proba=b

r

r

r

.

5. Να βρείτε το μέτρο της προβολής του 
[image: image422.wmf]2i4j

a=+

rr

r

 πάνω στο 
[image: image423.wmf]4i3j

b=+

rrr


6. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με 
[image: image424.wmf]AG

uuur

=(–2,1) και 
[image: image425.wmf]BG

uuur

=(–2,–2). Να υπολογίσετε:

     α) Το 
[image: image426.wmf]AB

uuur

           β) 
[image: image427.wmf]AB×AG

uuuruuur

          γ) την 
[image: image428.wmf]ˆ

B

            δ) 
[image: image429.wmf]BG

probAB

uuur

uuur


7. Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (Α=90ο), με ΑΒ=4 και ΑΓ=7. Να υπολογίσετε τα γινόμενα:  

    
[image: image430.wmf]) ABA,   ) ABB,   ) AB

×G×GG×G

iiiiii

uuuruuuruuuruuuruuuruuur

.

8. Σε τρίγωνο ΑΒΓ φέρνουμε το ύψος ΑΔ. Να δείξετε ότι:  i) 
[image: image431.wmf]AB×BG=-BD×BG

uuuruuuruuuruuur


   ii) 
[image: image432.wmf]2

BD×BG+AB×AG=AB

uuuruuuruuuruuuruuur

 
9. α) Αν 
[image: image433.wmf]a

r

=4 και 
[image: image434.wmf]()2

a

proba-b=a

r

r

rr


, να δείξετε ότι =–16. 

     β) Αν 
[image: image437.wmf](, )

ab

r

r

$

=120ο
, να δείξετε ότι =8. 

10. Αν για τα διανύσματα 
[image: image440.wmf]a

r

 και 
[image: image441.wmf]b

r

 ισχύουν 
[image: image442.wmf]1

4

a

probb=a

r

r

r

 και 
[image: image443.wmf]3

b

proba=b

r

r

r

, να υπολογίσετε  

      την γωνία 
[image: image445.wmf](, )

ab

r

r

$

.









 

11. Αν 
[image: image446.wmf]a

r

=1, 
[image: image447.wmf]b

r

=2, 
[image: image448.wmf](, )

ab

r

r

$

=120ο  και 
[image: image449.wmf](k)2

a

proba+b=-a

r

r

rr

, να βρείτε το k.                       

12. Αν 
[image: image450.wmf]a

r

=3, 
[image: image451.wmf]b

r

=2 και 
[image: image452.wmf](

)

, 

ab

r

r

$

=60ο, να δείξετε ότι 
[image: image453.wmf]4()3

a

b

×proba-b+×probb

r

r

rr

r

=
[image: image454.wmf]a

r

–
[image: image455.wmf]b

r

.
16η ώρα

(2.1)  Εξίσωση γραμμής. (Συντελεστής διεύθυνσης)
1. Ορισμός της εξίσωσης γραμμής.
2. Συντελεστής διεύθυνσης ευθείας.

3. Αν 
[image: image456.wmf]a

r

//ε τότε 
[image: image457.wmf]a

l

r

=λε.

4. Η ευθεία που διέρχεται από τα Α(xΑ,yΑ) και Β(xΒ,yΒ) έχει λ=
[image: image458.wmf]BA

BA

yy

xx

-

-

.
5. Αν ε1//ε2 τότε λ1=λ2. 
6. Αν ε1(ε2 τότε λ1(λ2=–1.

Ασκήσεις βιβλίου: 1, 2.
Ασκήσεις: 

1) Να βρείτε τον συντελεστή διεύθυνσης και την γωνία που σχηματίζουν οι παρακάτω ευθείες   

    με τον x'x: 

     α) αν διέρχεται από τα σημεία Α(1,2) και Β(–2,–1)

     β) αν διέρχεται από τα σημεία Α(–1,2) και Β(2,–1)

     γ) αν διέρχεται από τα σημεία Α(1,0) και Β(4,
[image: image459.wmf]3

) 

     δ) αν διέρχεται από τα σημεία Α(1,2) και Β(1,–1) 

     ε) αν διέρχεται από τα σημεία Α(1,2) και Β(–2,2)

2) Να βρείτε τον συντελεστή διεύθυνσης της ευθείας που είναι :

     α) Παράλληλη προς το διάνυσμα 
[image: image460.wmf]a

r

=(3, –3)
     β) Κάθετη στο διάνυσμα 
[image: image461.wmf]b

r

=(2, 1)
3) Να γίνουν οι γραφικές παραστάσεις των ευθειών: α) y=|x|    β) y=|x|–2    γ) |y|=|x|.
17η ώρα

(2.1)  Εξίσωση ευθείας. (1η ώρα)
1. y–yo=λ(x–xo), που παίρνει τη μορφή y=αx+β. 
2. y–y1=
[image: image462.wmf]21

21

yy

xx

-

-

(x–x1),      >>                     >>
3. Η "κατακόρυφη" x=xo.

4. Η "οριζόντια" y=yo.

5. Ειδικές περιπτώσεις: y=λx, οι διχοτόμοι: y=x και y= –x.

Ασκήσεις βιβλίου: 3, 4, 5, 6.
Ασκήσεις: 

1) Να βρείτε το σημείο τομής των ευθειών:  

     i) ε1: y=2x–3 και  ε2: y=–
[image: image463.wmf]11

x

22

-

 
   ii) ε1: x+2y–1=0  και  ε2: 2x+4y–1=0.  
2) Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με Α(–5, 4), Β(2, 3) και Γ(–3,–2). Να βρείτε την εξίσωση του  ύψους  

    ΑΔ και της διαμέσου ΒΜ.

                                                               
3) α) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ε που διέρχεται από το σημείο Α(1, 2) και είναι  

        παράλληλη στην η: y=–3x+2. 

    β) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ε που διέρχεται από το σημείο Α(1, 2) και είναι κάθετη   

        στην η: y=
[image: image464.wmf]1

2

x–7.

4) Δίνεται η ευθεία ε: y=x+1 και το σημείο Α(2, 1).

    α) Να βρείτε τις συντεταγμένες της προβολής του Α στην ε.

                          

    β) Να βρείτε τις συντεταγμένες του συμμετρικού του Α ως προς την ε.
                          

5) Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με κέντρο Κ(2, 1) και  οι πλευρές ΑΒ: y=x+1 και 

    ΑΔ: y=–2x+4. Να βρείτε τις εξισώσεις των άλλων πλευρών.          

6) Να δείξετε ότι τα παρακάτω σημεία είναι συνευθειακά:

     i) Α(β+γ, α), Β(α+γ, β) και Γ(α+β, γ)

    ii) Α(k+1, 1), Β(k+2, 2) και Γ(k+3, 3)

18η ώρα

(2.1)  Εξίσωση ευθείας. (2η ώρα)
1. Όταν ένα σημείο βρίσκεται σε γνωστή ευθεία π.χ. y=2x+3 τότε το "βαφτίζουμε" Μ(x, 2x+3).
2. Όταν μία ευθεία διέρχεται από σημείο Α(xo,yo), την "βαφτίζουμε" y–yo=λ(x–xo).
3. Όταν μία ευθεία έχει συντελεστή διεύθυνσης λ, την "βαφτίζουμε" y=λx+β και x=xo.
Ασκήσεις βιβλίου: B: 1, 3, 6,  Γ: 1
Ασκήσεις: 

1) Να βρείτε τις ευθείες που έχουν συντελεστή διεύθυνσης λ=2 και τέμνουν τους άξονες στα  

     Α, Β ώστε (ΑΒ)=
[image: image465.wmf]5

.
2) Να βρείτε τις ευθείες που διέρχονται από το Α(2,1) και τέμνουν τους άξονες στα Β, Γ ώστε   

    (ΟΒ)∙(ΟΓ)=1.
19η ώρα

(2.1)  Εξίσωση ευθείας. (3η ώρα)
1. Γεωμετρικοί τόποι.
Ασκήσεις βιβλίου: 7
Ασκήσεις: 

1) Να βρείτε τον γ. τ. των σημείων Μ(2–μ, 3μ+1) για κάθε μ(R.

2) Να βρείτε τον γ. τ. των σημείων που ισαπέχουν από τα Α(1,3) και Β(5,1).

3) Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) και Μ το μέσον του ύψους ΑΔ. Αν Κ είναι σημείο   

    της ΑΒ ώστε ΑΚ=
[image: image466.wmf]3

1

ΑΒ, να δείξετε ότι τα Γ, Μ, Κ είναι συνευθειακά.

4) Δίνονται τα σημεία Α(1,3) και Β(–4,8). 

     α) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ε που διέρχεται από αυτά.                              

     β) Να βρείτε την γωνία που σχηματίζει η ε με τον άξονα x'x.

                   

     γ) Για ποια τιμή του α το σημείο Κ(4α+3, 2α–5) είναι σημείο της ευθείας;
            

5)  Δίνονται οι ευθείες ε1: y=x+5 και ε2: y=10. Έστω Α το σημείο τομής των ευθειών  ε1, ε2.  

    Θεωρούμε τα σημεία Β(6,11) και Δ(10,10).  Να βρείτε: 

     α) Ένα σημείο Γ(x,10) έτσι ώστε 
[image: image467.wmf]ΒΓ

BA×

uuuruuur

=0.        



             

     β) Την ευθεία που διέρχεται από το Δ(10,10) και είναι κάθετη στην ε1.                   

     γ) Την γωνία των 
[image: image468.wmf]AB

uuur

 και 
[image: image469.wmf]AD

uuur

.  



20η ώρα

(2.2)  Η Εξίσωση Ax+By+Γ=0. (1η ώρα)
1. Έχει νόημα, αν Α(0 ή Β(0. (0x+0y+4=0 ?)
2. Αν την λύσουμε ως προς y η εξίσωση παίρνει τη μορφή y=λx+β.

3. Αν Α=0 η εξίσωση παίρνει τη μορφή y=yo. (έχει συντελεστή διεύθυνσης 0).

4. Aν Β=0 η εξίσωση παίρνει τη μορφή x=xo. 

5. Αν Γ=0 η εξίσωση παίρνει τη μορφή y=αx. 
Ασκήσεις βιβλίου: 1, 2, 3, 4, 5, 6 Β: 3, 5, 6, 7.
Ασκήσεις: 

1) α) Να βρείτε το λ ώστε η ε: (λ2–3λ+2)x+(2λ–λ2)y+(3–λ)=0 να παριστάνει ευθεία.         

    β) Πότε ε//x'x;









    γ) Πότε ε//
[image: image470.wmf]a

r

=(1,–2);








2) Δίνονται οι ευθείες ε: (λ–1)x+(2λ+1)y+λ+5=0 και η: (2λ–1)x+(λ–2)y+λ–3=0. Να βρείτε το λ   

    ώστε οι ευθείες να τέμνονται πάνω στον άξονα y'y. Ποιες είναι οι συντεταγμένες του  

    σημείου τομής;                                                                        

3) Ένα τρίγωνο ΑΒΓ έχει ύψη ΒΔ: 3x+y=11 και  ΓΕ: x–y+3=0. Αν Α(2, 1) να βρείτε: 

     α) Την εξίσωση της ΑΓ.






       

     β) Τις συντεταγμένες του Γ. 






        

      γ) Την εξίσωση του ύψους ΑΖ.
4) Έστω σημείο Α με διάνυσμα θέσης –
[image: image471.wmf]i2j

+

rr

. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας που   

     διέρχεται από το Α και είναι παράλληλη στο διάνυσμα 
[image: image472.wmf]u3ij

=-

rr

r

.

21η ώρα

(2.2)  Η Εξίσωση Ax+By+Γ=0. (2η ώρα)
1. Το διάνυσμα 
[image: image473.wmf]d

r

=(Β, –Α) είναι παράλληλο στην ευθεία Αx+Βy+Γ=0.
2. Το διάνυσμα 
[image: image474.wmf]h

r

=(Α,Β) είναι κάθετο στην ευθεία Αx+Βy+Γ=0.

3. Αν οι εξισώσεις περιέχουν παράμετρο ΔΕΝ δουλεύουμε με τους συντελεστές διεύθυνσης,  

   αλλά με τα παράλληλα διανύσματα.
Ασκήσεις βιβλίου: 
Ασκήσεις: 

1) Δίνονται οι ευθείες ε: x+μy=2 και η: μx+(μ+2)y=6. Να βρείτε το μ ώστε ε
[image: image475.wmf]^

η.             
2) Δίνεται η εξίσωση  x2–y2+6x+9=0.   

     α) Να δείξετε ότι παριστάνει δύο κάθετες ευθείες ε1  και ε2.

     β) Να βρείτε ένα σημείο Μ(κ,λ) κ,λ>0 τέτοιο ώστε το διάνυσμα 
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=(3,κ) να είναι  

       παράλληλο στη μία  και το 
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=(–16,4λ) παράλληλο στην άλλη.
3) Οι ευθείες ε1: μx+(μ–6)y+μ+2=0 και ε2: (μ–2)x+(μ–5)y–μ–3=0 είναι παράλληλες. Να βρείτε  

    το μ. 
4) Να βρείτε τα λ, μ ώστε οι ευθείες ε1:x+μy+1=0 και ε2: 2μx+2y+λ=0 να είναι παράλληλες


5) Δίνονται οι ευθείες ε: μx+(2μ+1)y=μ–1 και η: (μ–1)x+(2μ–1)y=μ.

     α) Να δείξετε ότι τέμνονται πάντοτε.

    β) Να βρείτε τον γ.τ. του σημείου τομής.
22η ώρα

(2.2)  Η Εξίσωση Ax+By+Γ=0. (3η ώρα)
1. Οικογένεια ευθειών. Να γίνει η εφαρμογή 1.

2. Γωνία δύο ευθειών. Να γίνει η εφαρμογή 3.

Ασκήσεις βιβλίου: Β: 2, 4
Ασκήσεις: 

1) α) Να βρείτε τη σχετική θέση των ευθειών ε: (μ–1)(x+y)=μ(1+y)–(2+x) και η: 3x–y=1 για τις  

         διάφορες τιμές  του μ.   

                                                                                    

    β) Να βρείτε το μ ώστε η γωνία των δύο ευθειών να είναι  i) 90o  ii) 45o.               
2) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ζ που διέρχεται από το Α(–2, 1) και σχηματίζει με την 

    ε: 2x+y=6 γωνία 45o. 

3) α) Να δείξετε ότι η εξίσωση ε: (x+y–5)+λ(2x+y–7)=0, λ(R παριστάνει ευθεία που διέρχεται   

          από σταθερό σημείο. 




                                             

      β) πότε ε//x'x;

      γ) πότε ε//y'y;

      δ) πότε διέρχεται από το Ο(0,0);                              

4) Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ:y=3x–1, διάμεσος ΓΜ: y=5 και ύψος ΑΔ: y=–2x+14. 
      α) Να βρείτε τα σημεία Α, Μ και Β.   



        

      β) Να βρείτε την πλευρά ΒΓ, το Γ και τη γωνία Β.

5) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το Α(2,1) και σχηματίζει 

    με τον άξονα x'x γωνία θ με συνθ=0,6.
6) Να βρείτε την γωνία των ευθειών ε1: x=3 και ε2:x+y+1=0.  
7) Να βρείτε την γωνία που σχηματίζουν οι ευθείες ε: x–
[image: image478.wmf]3

y=5 και η:
[image: image479.wmf]3

x+y=7.

23η ώρα

(2.3)  Απόσταση σημείου από ευθεία. 
1. d(Μο, ε)=
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2. Μεσοπαράλληλη δύο ευθειών. Οι ευθείες Ax+By+Γ1=0 και Ax+By+Γ2=0 είναι παράλληλες.  

    Η μεσοπαράλληλος τους είναι  Ax+By+
[image: image481.wmf]12

Γ+Γ
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=0.
3. Η διχοτόμος δύο ευθειών.
4. Να γίνει η εφαρμογή 1
Ασκήσεις βιβλίου: 1, 2, 3, 4, 5, 6,  Β: 1, 2, 4, 5, 8, 9.
Ασκήσεις: 

1) Να  βρείτε την  εξίσωση της  μεσοπαράλληλης  των ευθειών  ε1: 3x+4y+12=0 και    

    ε2: 3x+4y+22=0.

2) Να βρείτε την διχοτόμο των ευθειών ε1: x+2y–5=0 και ε2: 2x+y–7=0.                   

3) Έστω τρίγωνο ΑΒΓ με κορυφές Α(–1,0), Β(3,2) και Γ(–3,4). Να δείξετε ότι:

     α) 
[image: image482.wmf]ˆ
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=90o και 
[image: image483.wmf]ˆ

B

=45o.

     β) H διχοτόμος της Α είναι η ε: 3x–3y+3=0. 

24η ώρα

(2.3)  Εμβαδόν τριγώνου. 
1. (ΑΒΓ)=
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2. Να γίνει η εφαρμογή 2.
Ασκήσεις βιβλίου: 7, 8, 9, 10  Β: 3, 10.

Ασκήσεις: 

1. Σε σύστημα συντεταγμένων Οxy η ευθεία (λ–1)x+(λ+1)y–λ–3=0, λ(R περιγράφει  

    την φωτεινή ακτίνα που εκπέμπει ένας  περιστρεφόμενος φάρος Φ.  

    α) Να βρείτε τις συντεταγμένες του φάρου Φ.      



                     

    β) Τρία πλοία βρίσκονται στα σημεία  Κ(2, 2), Λ(–1, 5) και Μ(1, 3). Να βρείτε τις εξισώσεις   

        των φωτεινών ακτίνων που διέρχονται από τα πλοία Κ, Λ, Μ. 

     γ) Να υπολογίσετε ποιο από τα πλοία Κ και Λ βρίσκεται πλησιέστερα στη φωτεινή  ακτίνα    

        που διέρχεται από το πλοίο Μ.                                  

    δ) Να υπολογίσετε το εμβαδόν της θαλάσσιας περιοχής που ορίζεται από το φάρο Φ και τα   

        πλοία M και Λ.
                                       
2. Να βρείτε την ευθεία που περνάει από την αρχή των αξόνων και σχηματίζει με την ευθεία   

     ε: x+y=3 και τον άξονα y'y τρίγωνο εμβαδού 9 τ.μ.       
                           
3. Δίνονται τα σημεία Α(1,1) και Β(5,5) και η ευθεία ε:x–2y–1=0. Να βρείτε σημείο Γ της ε  

    ώστε το εμβαδόν του ΑΒΓ να είναι ίσο με 4.                                              

4. Nα βρείτε τις ευθείες που είναι παράλληλες στην 2x+3y+6=0 και σχηματίζουν με τους   

    άξονες τρίγωνο με εμβαδόν 12 τ.μ.  



                    

5. Δίνονται τα σημεία Α(1+μ, 2μ), Β(2–μ, 4) και Γ(–1, 2). 

    α. Να δείξετε ότι είναι κορυφές  τριγώνου.

    β. Αν (ΑΒΓ)=5 τ.μ. να βρείτε το μ.                                                                

6. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με κορυφές Α(2λ–1, 3λ+2), Β(1,2) και Γ(2,3) όπου λ(R και λ≠–2. 

    α. Να δείξετε ότι το σημείο Α κινείται σε ευθεία όταν το λ μεταβάλλεται στο R.  

    β. Αν λ=1 να βρείτε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ.              
7. Δίνονται τα σημεία A(1,3), B(2,5) και Γ(μ, 2μ+3).

    α) Να δείξετε ότι το Γ κινείται σε ευθεία, την οποία να βρείτε.                              

    β) Να δείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ έχει σταθερό εμβαδόν για κάθε θέση του Γ.               

        (Να δικαιολογήσετε την απάντηση).

8. α) Να δείξετε ότι η εξίσωση 2y2–3xy–2x2=0 παριστάνει δύο κάθετες ευθείες ε1 και ε2.  

    β) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας που είναι παράλληλη στον άξονα x'x και σχηματίζει με  

         τις ε1 και ε2 τρίγωνο με εμβαδόν 20τμ. 




             

9. Δίνονται τα σημεία A(1,–3), B(5,0). Να βρείτε τον γ.τ. των σημείων Μ, για τα οποία  

     (ΜΑΒ)=12.  







10. Ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ έχει κορυφή το Α(1,2) και η βάση ΒΓ ανήκει στην ευθεία 

      ε: x+2y–10=0. Αν το εμβαδόν του είναι 5 να βρείτε τις κορυφές Β και Γ.

25η ώρα

(3.1)  Εξίσωση του κύκλου. (1η ώρα)
1. Ο κύκλος x2+y2=ρ2.
2. Το απόστημα μιας χορδής είναι κάθετο στην χορδή στο μέσον της.
Ασκήσεις βιβλίου: 1, 4
Ασκήσεις: 

1. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου αν:

     α) έχει ακτίνα ρ=4.

     β) το Α(–3,4) είναι ένα σημείο του.

     γ) εφάπτεται στην ευθεία ε: x+y=4.

     δ) εφάπτεται στην ευθεία η: x+3=0.

2. Να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ(5συνθ, 5ημθ). 

               
3. Αν f(x)=3x2 να δείξετε ότι η εξίσωση f(x)+f(y)=18 παριστάνει κύκλο.

4. Να δείξετε ότι η ευθεία ΑΒ με Α(2,–3) και Β(–2,3) είναι διάμετρος του x2+y2=13.

5. Να βρείτε τη θέση των σημείων Α(4,–3), Β(–3,2) και Γ(3,–5) ως προς τον κύκλο x2+y2=25.

6. Να βρείτε την εξίσωση της χορδής του κύκλου x2+y2=25 αν έχει μέσον το Μ(3,1).

7. Δίνεται ο κύκλος x2+y2=25 και η ευθεία ε: y=x+4. 

   α) Να δείξετε ότι η ευθεία τέμνει τον κύκλο. 

   β) Να βρείτε τις συντεταγμένες του μέσου της χορδής που ορίζουν ο κύκλος με την ευθεία. 

8. Δίνονται τα σημεία Α(–4,0) και Β(4,0). Να βρείτε τον γ.τ. των σημείων Μ(x,y) για τα οποία η  

    γωνία ΑΜΒ είναι ορθή. 







    

9. Δίνονται τα σημεία Α(–1,y) και Β(2x,y). Να βρείτε τον γ.τ. των σημείων Μ(x,y) αν  
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10. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που έχει κέντρο O(0,0) και κόβει από την ευθεία 

      ε: 3x+4y–15=0 χορδή με μήκος 8.                                                                                     

11. Να βρείτε το μήκος της χορδής που αποκόπτει ο κύκλος C: x2+y2=25 από την ευθεία  

      ε: y=
[image: image486.wmf]3
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26η ώρα

(3.1)  Εφαπτομένη κύκλου. (2η ώρα)
1. Η εφαπτομένη του κύκλου x2+y2=ρ2 στο σημείο Α(x1,y1) είναι ε: x1(x+y1(y=ρ2.
2. Μία ευθεία είναι εφαπτομένη κύκλου, αν απέχει από το κέντρο όσο η ακτίνα.
3. Η εφαπτομένη κύκλου είναι κάθετη στην ακτίνα στο σημείο επαφής. 
4. Μία ευθεία είναι εφαπτόμενη σε κύκλο, αν απέχει από το κέντρο του, όσο η ακτίνα.
5. Να γίνει η εφαρμογή 1.
Ασκήσεις βιβλίου: 2, 3
Ασκήσεις: 

1. Να βρείτε το μ ώστε ο κύκλος  x2+y2=25 να εφάπτεται στην ευθεία 2x+y=μ.
2. Να δείξετε ότι η ευθεία ε: x+3y=10 είναι εφαπτομένη του κύκλου x2+y2=10.
3. Να βρείτε τις εφαπτόμενες του κύκλου x2+y2=25 στα σημεία : Α(3,4), Β(–4,3), Γ(5,0) και   

    Δ(0,–5). 

4. Να βρείτε την εφαπτομένη του κύκλου x2+y2=10, η οποία είναι:

     α) Παράλληλη στην η: x+3y=4  








     β) Κάθετη στην ζ: 3x+y=2.                                                                  

  

5. Δίνεται ο κύκλος x2+y2=10 και το σημείο Μ(4, 2). Να βρείτε:

      α) Τη θέση του σημείου ως προς τον κύκλο. 

      β) Τις εξισώσεις των εφαπτόμενων από το Μ προς τον κύκλο.         

      γ) Την γωνία των εφαπτόμενων.                                                               

6. Δίνεται ο κύκλος x2+y2=5 και το σημείο Ρ(3,1). Να δείξετε ότι οι εφαπτόμενες του κύκλου  

    που διέρχονται από το Ρ είναι κάθετες.

7. Να βρείτε τις εφαπτόμενες του κύκλου x2+y2=α2 στα σημεία Α(ασυνθ, αημθ) και   

    Β(–αημθ, ασυνθ) και να δείξετε ότι είναι κάθετες.
8. Να βρείτε την εφαπτομένη του κύκλου x2+y2=16 που σχηματίζει με τον x'x γωνία 120o.

9. Δίνονται οι κύκλοι C1:x2+y2=5 και C2:x2+y2=10. Να βρείτε:

      α) Την εφαπτόμενη του  κύκλου C1 στο σημείο Α(2,1).

      β) Το μήκος της χορδής ΒΓ που αποκόπτει ο κύκλος C2 από την παραπάνω εφαπτόμενη.

10. Δίνεται ο κύκλος x2+y2=10 και το σημείο Α(3,4). Από το Α φέρουμε τις  εφαπτόμενες προς  

     αυτόν και έστω Λ και Μ τα σημεία επαφής. Να δείξετε ότι η ΛΜ έχει εξίσωση 3x+4y=10.
27η ώρα

(3.1)  Ο κύκλος με εξίσωση x2+y2+Ax+By+Γ=0. (3η ώρα)
1. Ο κύκλος με κέντρο Κ(xo,yo) και ακτίνα ρ έχει εξίσωση: (x–xο)2+(y–yο)2=ρ2.
2. Ο κύκλος με εξίσωση x2+y2+Ax+By+Γ=0 έχει κέντρο Κ
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3. Τα x2, y2 δεν πρέπει να έχουν συντελεστές διαφορετικούς από το 1, αλλιώς κάνουμε 

    απλοποιήσεις.
4. Να διακρίνετε περιπτώσεις ανάλογα με το πρόσημο της παράστασης Α2+Β2–4Γ.

Ασκήσεις βιβλίου: 5, 6.
Ασκήσεις: 

1. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που έχει κέντρο Κ((1,2) και διέρχεται από το Α(5,5).
2. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που έχει διάμετρο ΑΒ με Α(–2,1) και Β(4,5).

3. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου με κέντρο Κ((1,2) και εφάπτεται στην ευθεία ε:3x+4y=6.
4. Να  βρείτε την εξίσωση του κύκλου που έχει  κέντρο το σημείο τομής των  ευθειών  

    ε: 2x–y+5=0 και η: x+y+1=0 και περνάει από το Ο(0,0).

                   

5. Να βρείτε τη θέση των σημείων Α(0,3), Β(3,3) και Γ(–1,2) προς τον κύκλο (x–1)2+(y–3)2=4.

6. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που έχει το κέντρο πάνω στην διχοτόμο y=x  και διέρχεται  

    από τα σημεία Α(1,3) και Β(5,1).  





      

7. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που έχει κέντρο Κ(4, –3/4) και κόβει από την ευθεία 

     ε: 3x–4y=0 χορδή με μήκος 8.                                                                                           

8. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που διέρχεται από τα σημεία Κ(0, 6), Λ(–1,–1) και 
    Ν(6, 6).


                                                                         
9. α) Να δείξετε ότι η εξίσωση x2+y2+6x–8y=0 παριστάνει κύκλο του οποίου να βρείτε το  

         κέντρο και την ακτίνα του. 

     β) Να δείξετε ότι τα σημεία Ο(0,0) και Α(–6,8) είναι αντιδιαμετρικά.
28η ώρα

(3.1)  Η εφαπτομένη του κύκλου (x–xο)2+(y–yο)2=ρ2. (4η ώρα)
1. 1ος τρόπος: Να γίνει η εφαρμογή 2.

2. 2ος τρόπος: Η εφαπτομένη ε του κύκλου (x–xο)2+(y–yο)2=ρ2  στο Α(x1, y1)  έχει εξίσωση 
     y–y1=λ(x–x1) με λε(λΚΑ=–1, όπου Κ είναι το κέντρο του κύκλου.
3. Μία ευθεία είναι εφαπτόμενη σε κύκλο, αν απέχει από το κέντρο του, όσο η ακτίνα.
Ασκήσεις βιβλίου: Β:2.
Ασκήσεις: 

1. Να βρείτε τη θέση των ευθειών ε1: x+2y+1=0, ε2: 3x–4y+4=0 και  ε3: x–y+5=0 ως προς τον  

    κύκλο c: x2+y2–2x+4y–4=0.

2. Να βρείτε τον κύκλο που έχει κέντρο το Κ(5,0) και εφάπτεται στην διχοτόμο y=x.  

3. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που εφάπτεται στην ευθεία ε: x+y=5 στο Α(6,–1) και  

    διέρχεται από το σημείο Β(6,1).                                                                             

4. Δίνεται ο κύκλος x2+y2–2x+4y–19=0. Να βρείτε την εξίσωση του ομόκεντρου με αυτόν  

    κύκλου που εφάπτεται στην ε: 3x–4y+24=0.                                                

5. Δίνεται ο κύκλος C: x2+y2+8x+2y–8=0 και το σημείο Μ(–3,–8). 

     α) Να βρείτε τις εφαπτόμενες του κύκλου από το Μ.  

     β) Αν τα σημεία επαφής των δύο εφαπτόμενων είναι Α και Β, να βρείτε το (ΜΒΚΑ).       

 6. Δίνεται η εξίσωση x2+y2–2xσυνθ–2yημθ–1=0, 0 ≤θ ≤ 2π.

     Α) Να δείξετε ότι για κάθε θ παριστάνει κύκλο του οποίου να βρείτε το κέντρο και την     

          ακτίνα του.





                     

     Β) Αν θ=π/2 να βρείτε την εφαπτομένη του κύκλου στο Μ(1,2)                              

     Γ) Να δείξετε ότι για τις διάφορες τιμές του θ, τα κέντρα των παραπάνω κύκλων βρίσκονται  

         σε κύκλο Ο(0,0) και ακτίνα ρ=1.


                                          
7. Δίνεται ο κύκλος C: x2+y2–4x+2y+1=0 και η οικογένεια ευθειών ε: (λ+2)x+(λ–1)y–2λ–1=0

    α) Να βρείτε ποιες από τις ευθείες εφάπτονται στον κύκλο.

    β) Ποιες διέρχονται από το κέντρο;  
29η ώρα

(3.1) Ο κύκλος (x–xο)2+(y–yο)2=ρ2. (5η ώρα)
1. Το απόστημα είναι κάθετο στη χορδή στο μέσον της.
2. Η μεσοκάθετος μιας χορδής διέρχεται από το κέντρο.
3. Το σημείο τομής των μεσοκαθέτων δύο χορδών είναι το κέντρο του κύκλου.
4. Μία ευθεία είναι εφαπτόμενη ενός κύκλου, αν η λύση του συστήματος καταλήγει σε εξίσωση  

    με άγνωστο το x, που έχει διπλή ρίζα.
Ασκήσεις βιβλίου: 9
Ασκήσεις: 

1. Δίνεται ο κύκλος x2+y2=ρ2. Η εφαπτομένη του στο σημείο Μ(α,β) τέμνει τους άξονες στα Α  

     και Β. Να δείξετε ότι (ΟΑΒ)=
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2. Να δείξετε ότι η ευθεία ε:y=λx+κ εφάπτεται στον κύκλο c: x2+y2=ρ2 αν κ2=ρ2(λ2+1).

3. Να δείξετε ότι η εξίσωση (x–1)(x–3)+(y–2)(y–8)=0 παριστάνει κύκλο με διάμετρο ΑΒ, όπου   

      Α(1,2) και Β(3,8).

4. Δίνεται η εξίσωση x2+y2+λx+(2λ–4)y–4λ–1=0, λ(R.

    α) Να δείξετε ότι παριστάνει πάντοτε κύκλο, του οποίου να βρείτε το κέντρο και την ακτίνα.

    β) Να δείξετε ότι το κέντρο κινείται σε ευθεία για κάθε λ(R.

    γ) Να βρείτε το λ αν το σημείο Α(1,2) ανήκει στον κύκλο.                                               

    δ) Να βρείτε την εφαπτομένη ε του κύκλου στο Α.
    ε) Να βρείτε τις εφαπτόμενες του κύκλου που είναι κάθετες στην ε.
5. Δίνεται ο κύκλος C: x2+y2–4x+2y+1=0 και η οικογένεια ευθειών ε: (λ+2)x+(λ–1)y–2λ–1=0

      Ποιες από τις ευθείες εφάπτονται στον κύκλο και ποιες διέρχονται από το κέντρο;  
6. Να δείξετε ότι για να εφάπτεται η ευθεία ε:y=λx+κ  στον κύκλο c: x2+y2=ρ2 πρέπει  

      κ2=ρ2(λ2+1).

7. Να βρείτε το μ ώστε ο κύκλος  x2+y2=25 να εφάπτεται στην ευθεία 2x+y=μ.
8. Δίνεται ο κύκλος c: x2+y2–2x+4y–4=0 και η ευθεία λx–4y+4=0, λ
[image: image490.wmf]R

Î

. Να βρείτε το λ ώστε: 

    α)  Να τέμνονται 

    β) Να εφάπτονται 

    γ) Να μην έχουν κοινά σημεία.  
30η ώρα

(3.1)  Ο κύκλος (x–xο)2+(y–yο)2=ρ2. (6η ώρα)
1. Η θέση ενός κύκλου στο σύστημα συντεταγμένων.
2. Ένας κύκλος που εφάπτεται στον άξονα x'x έχει εξίσωση (x–xο)2+(y–yο)2=yο2.

    Ένας κύκλος που εφάπτεται στον άξονα y'y έχει εξίσωση (x–xο)2+(y–yο)2=xο2
    Ένας κύκλος που εφάπτεται  και στους δύο άξονες έχει εξίσωση (x–xο)2+(y–xο)2=xο2
3. Σχετική θέση  δύο κύκλων.
    Έστω ρ1 και ρ2 είναι οι ακτίνες δύο κύκλων και δ είναι η διάκεντρος τότε:

    α) Αν δ >ρ1 + ρ2 ο ένας κύκλος βρίσκεται εξωτερικά του άλλου.

    β) Αν δ=ρ1 + ρ2  οι κύκλοι εφάπτονται εξωτερικά.

    γ) Αν ρ1 – ρ2 <δ <ρ1 + ρ2  οι κύκλοι τέμνονται.

    δ) Αν δ=ρ1 – ρ2 οι κύκλοι εφάπτονται εσωτερικά.

    ε) Αν δ< ρ1 – ρ2  ο ένας κύκλος βρίσκεται μέσα στον άλλον.

4. Αν ο ένας κύκλος βρίσκεται έξω από τον άλλον συγκρίνουμε το δ με το ρ1 + ρ2,
    ενώ αν ο ένας κύκλος βρίσκεται μέσα στον άλλον συγκρίνουμε το δ με το ρ1 – ρ2..
Ασκήσεις βιβλίου: 8
Ασκήσεις: 

1. Δίνονται οι κύκλοι: C1: x2+y2–12x–2y–35=0 και C2: x2+y2–2x–12y+25=0. 

     α) Να δείξετε ότι τέμνονται και να βρείτε τα σημεία τομής των.

     β) Να δείξετε ότι οι εφαπτόμενες στα σημεία τομής είναι κάθετες.

2. Να βρείτε τον συμμετρικό του κύκλου (x–2)2+(y+3)2=10 ως προς την ευθεία y=x.

3. Να βρείτε τη σχετική θέση των κύκλων:

    α) C1: x2+y2–6x+2y+2=0 και C2: x2+y2–8x+2y+13=0


               

    β) C3: (x–2)2+y2=4 και C4: (x–4)2+y2=16 

4. Δίνονται τα σημεία Α(1,2) και Β(3,0). Να βρείτε τον γ.τ. των σημείων Μ, για τα οποία:

    α) 
[image: image491.wmf]22

MAMB

+

uuuuruuur

=10.       β) 
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5. Δίνεται η εξίσωση x2+y2–2x–4y+λ2–8λ+16=0 (1). 

    α) Να βρείτε τις τιμές του λ ώστε η (1) να παριστάνει κύκλο.                  

    β) Nα βρείτε το λ ώστε η ακτίνα να γίνει μέγιστη.                                                              

    γ) Για την παραπάνω τιμή του λ να βρείτε το πλησιέστερο και πιο απομακρυσμένο σημείο  

        του κύκλου από το σημείο Μ(3,8).

6. Δίνονται τα διανύσματα 
[image: image493.wmf]a
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=(x+1, y+2) και 
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=(2–y,x–1). Να βρείτε τον γ.τ. των σημείων  

      Μ(x,y), αν i) 
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7. Αν f(x)=x2–4x+3, να δείξετε ότι η εξίσωση f(x)+f(y)=0 παριστάνει κύκλο.                 

31η ώρα

(3.2)  Η παραβολή. (1η ώρα)
1. Να βρείτε τον γ.τ. των σημείων Μ(x,y) που ισαπέχουν από το σημείο Ε(0,1) και την ευθεία 
    x=–1. 

2. Ορισμοί. (Εστία, διευθετούσα, κορυφή).
3. Η εξίσωση της παραβολής με άξονα συμμετρίας τον x'x είναι η y2=2px.
    α) Αν p>0 η γραφική παράσταση βρίσκεται δεξιά του Ο(0,0).

    β) Αν p<0 η γραφική παράσταση βρίσκεται αριστερά του Ο(0,0).

Ασκήσεις βιβλίου: 1, 3, 
Ασκήσεις: 

1. Να βρείτε την εξίσωση της παραβολής  αν έχει:

    α) Εστία Ε(2,0).


      



                     

    β) Εστία Ε(–2,0).                        
     


 
                    

    γ) Διευθετούσα την ευθεία x=4.




                  

    δ) Άξονα συμμετρίας τον x'x  και το Α(3,3) είναι σημείο της.
                     

2. Να βρείτε τον γ. τ. των σημείων που ισαπέχουν από το Α(3,0) και την ευθεία ε:x+3=0.







                                                     

3. Να βρείτε το εμβαδόν του τριγώνου που ορίζει η εστία της παραβολής y2=4x και τα σημεία  

   τομής της με την ευθεία y–x=0





                          
4. Αν Α(xo,yo) τυχαίο σημείο της παραβολής y2=2px και Ε η εστία της, τότε 
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5. Δίνεται η παραβολή y2=4x. Να βρείτε το μήκος της χορδής που είναι κάθετη στον άξονα x'x  

    και διέρχεται από την εστία.     





                            
6. Να βρείτε τα σημεία της παραβολής y2=4x που απέχουν από την εστία 2μ.μ. 
 








             
[image: image500.wmf]
7. Δίνεται η παραβολή y2=12x και το σημείο Α(4,2). Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας που  

   διέρχεται από το Α και τέμνει την παραβολή στα Β, Γ ώστε το Α να είναι μέσον του ΒΓ.  








                           

8. Δίνεται η παραβολή y2=2px και η ευθεία ε: y=λ(x–p/2), λ(R*. Να δείξετε ότι η ε διέρχεται  

    από την εστία. Αν η ε τέμνει την παραβολή στα Α(x1,y1) και Β(x2,y2), να δείξετε ότι 
     x1x2=p2/4 και y1y2=–p2 


9. Ορθογώνιο τρίγωνο ΟΑΒ (Α=90o) είναι εγγεγραμμένο στην παραβολή y2=2px, p>0. Αν η  

    κορυφή Α έχει συντεταγμένες (2,p),  να δείξετε ότι:   i) p=4     ii) ΑΒ: x+2y–10=0.
10. Δίνεται η παραβολή y2=4x και η ευθεία ε:y=x–1. 

      α)  Να δείξετε ότι η ε διέρχεται από την εστία της παραβολής. 

      β) Να βρείτε τα κοινά σημεία της ε και της παραβολής. 

11. Δίνονται τα σημεία Α(–1,y) και Β(2x,y). Να βρείτε τον γ.τ. των σημείων (x,y) αν   

      
[image: image501.wmf]·
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12. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που έχει κέντρο την εστία της παραβολής y2=8x και  

      διέρχεται από την αρχή των αξόνων. Έχουν κοινά σημεία οι δύο κωνικές τομές;     
32η ώρα

(3.2)  Η παραβολή. (2η ώρα)
1. Η εξίσωση της παραβολής με άξονα συμμετρίας τον y'y είναι η x2=2py.
    α) Αν p>0 η γραφική παράσταση βρίσκεται πάνω από το Ο(0,0).

    β) Αν p<0 η γραφική παράσταση βρίσκεται κάτω από το Ο(0,0).

Ασκήσεις βιβλίου: 2
Ασκήσεις: 

1. Να βρείτε την εξίσωση της παραβολής  αν έχει:

     α) Εστία Ε(0,2).                        
      



                     

     β) Εστία Ε(0,–2).                        
      



                    

   στ) Διευθετούσα την ευθεία y=–4.




                   

     η) Άξονα συμμετρίας τον y'y και το Β(4,8) είναι σημείο της.
                     
33η ώρα

(3.2)  Εφαπτομένη της παραβολής. 
1. Αν η παραβολή έχει εξίσωση y2=2px, η εφαπτομένη στο Μ(x1, y1) είναι y1y=p(x+x1).
2. Αν η παραβολή έχει εξίσωση x2=2py, η εφαπτομένη στο Μ(x1, y1) είναι x1x=p(y+y1).
Ασκήσεις βιβλίου: 5, 6, Β: 1, 2, 3, 5, 8
Ασκήσεις: 

1. Δίνεται η παραβολή y2=2px και η ευθεία y=λx+k.  Να δείξετε ότι έχουν ένα κοινό σημείο αν  

    p=2kλ.

2. Να βρείτε την εξίσωση της παραβολής με άξονα συμμετρίας τον x'x, που εφάπτεται στην  

    ευθεία ε: y=–x+2.

3. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της παραβολής: 

    α) y2=6x που διέρχεται από το Μ(0,1)       



                    
    β) x2=4y στο σημείο με τετμημένη 2




                     
    γ) y2=4x στο Α(1,–2) και την απόστασή της από την εστία.
4. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της παραβολής y2=8x η οποία σχηματίζει με τον  

    άξονα x'x γωνία 45ο. 






                  

5. Δίνεται η παραβολή y2=4αx και το σημείο Α(α,2α).

    α) Να δείξετε ότι το Α ανήκει στην παραβολή.

    β) Να βρείτε την εφαπτομένη της στο Α.

    γ) Να βρείτε το α ώστε το εμβαδόν του τριγώνου που σχηματίζει η εφαπτομένη με τους  

        άξονες να ισούται με 
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6. Να βρείτε τις εξισώσεις των κοινών εφαπτόμενων του κύκλου x2+y2=8 και της παραβολής  

    y2=16x.  





                                     
7. Δίνεται η παραβολή y2=8x και το σημείο Α(2,4). Να βρείτε το εμβαδόν του τριγώνου που  

    σχηματίζει η εφαπτομένη στο Α, η κάθετη στην εφαπτομένη στο Α και ο x'x.                    
8. Να βρείτε την εξίσωση της παραβολής :y2=2px, p>0 που εφάπτεται στην ευθεία ε:3x–2y+3=0







                                              

9. Δίνεται η παραβολή y2=2x και η ευθεία ε: x–λy+8=0. Να βρείτε το λ ώστε η ε να εφάπτεται  

   της παραβολής και στη συνέχεια να βρείτε το σημείο επαφής.                                         

10. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της παραβολής y2=6x η οποία απέχει από την αρχή  

    των αξόνων απόσταση d=
[image: image503.wmf]3
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11. Δίνεται η παραβολή y2=4x. Να βρείτε:   
     α) Την εστία και την διευθετούσα της.



                    

     β) Τις ευθείες που διέρχονται από την εστία της και απέχουν από την αρχή των αξόνων  

         απόσταση 
[image: image504.wmf]2/2

.  



                                    

     γ) Την εξίσωση της εφαπτομένης που είναι παράλληλη στην y=x–1.            
12. Έστω η παραβολή C: y2=4x  και η ευθεία  ε:y=x–1.
α)  Να δείξετε ότι η ευθεία ε διέρχεται από την εστία της παραβολής.
β) Να βρείτε τα κοινά σημεία Α, Β της ευθείας ε και της παραβολής C.
       γ) Να δείξετε ότι οι εφαπτόμενες της παραβολής στα σημεία Α, Β είναι κάθετες.
34η ώρα

[image: image589.png]mpopp &



(3.2)  Η παραβολή. 
1. Το βασικό παραλληλόγραμμο.
2. Δίνεται η παραβολή y2=8x και το σημείο της   

   Α(x1,y1). 
    Το Α είναι σημείο της παραβολής.

    Το Β είναι σημείο της διευθετούσας και

      συμμετρικό του Ε ως προς το Κ.

    Το Κ είναι σημείο του y'y.

    Το Ν είναι συμμετρικό του Α ως προς το Κ.

    Το Ε είναι η εστία.

Ασκήσεις βιβλίου: Β: 4, 6, 7.
Ασκήσεις: 

1. Δίνεται η παραβολή y2=2px με εστία Ε και η εφαπτομένη της σε σημείο Α(x1,y1)

    α) Να βρείτε τα σημεία τομής Β και Κ της εφαπτομένης με τους άξονες x'x και y'y.

    β) Να δείξετε ότι το Β είναι συμμετρικό του Α ως προς Κ.

    γ) Να δείξετε ότι ΚΕ
[image: image505.wmf]^

ΑΒ.

    δ) Να δείξετε ότι 
[image: image506.wmf]EB
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    ε) Να δείξετε ότι το συμμετρικό του Ε ως προς Κ ανήκει στην διευθετούσα.

35η ώρα

(3.3)  Η έλλειψη. (1ή ώρα)
1. Να βρείτε τον γ.τ. των σημείων Μ(x,y) των οποίων το άθροισμα των αποστάσεων τους από τα   

    σημεία Ε'(–4,0) και Ε(4,0) είναι 10.

2. Ορισμοί, (έλλειψη, εστίες, εστιακή απόσταση, κέντρο, μεγάλος ή μικρός άξονας, κορυφές).

3. 
[image: image507.wmf]22
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=1 με α2=β2+γ2. Πάντοτε α>β.

4. Ισχύει πάντοτε: –α( x(α και  –β(y(β. 
5. α) Αν οι εστίες βρίσκονται στον άξονα x'x η έλλειψη είναι "ξαπλωμένη". 
    β) Αν ο παρονομαστής του x2 είναι μεγαλύτερος από του y2, η έλλειψη είναι "ξαπλωμένη".
Ασκήσεις βιβλίου: 1i,iii,  2, 4,  B: 1, 2
Ασκήσεις: 

1. Να βρείτε τον γ. τ. των σημείων, των οποίων το άθροισμα των αποστάσεων από τα σημεία  

    Ε(3,0) και Ε'(–3,0) είναι 8.

2. Να βρείτε την εξίσωση της έλλειψης με μεγάλο άξονα στον x'x αν δίνονται: 

    α) α=2β, Ε(2
[image: image508.wmf]5

,0), Ε'(–2
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,0)



                                  

    β) α=2β, και το σημείο της Μ(6,4).


                                   

    γ) Ε(3,0), Ε'(–3,0) και η κορυφή Β(0,4).

                                           

    δ) τα σημεία Κ(3,2) και Λ(4,
[image: image510.wmf]3
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    ε) 2α=10,  2γ=8



                                                        

    στ) η εστία Ε(2,0) και η κορυφή Α(5,0).

3. Ένα σημείο Μ της έλλειψης 
[image: image511.wmf]22

xy

94

+

=1 απέχει από την μία εστία 5. Πόσο απέχει από την  

    άλλη;

4. Να βρείτε την απόσταση του Ο(0,0) από τις εστίες της x2+9y2=9

5. Να βρείτε την εξίσωση της έλλειψης με μεγάλο άξονα Α'A τα σημεία που ο κύκλος x2+y2=25  

    τέμνει τον x'x και μία εστία, την εστία της παραβολής y2=6x.
6. Να δείξετε ότι το τετράπλευρο που σχηματίζεται από τις εστίες μιας έλλειψης και τα άκρα του  

    μικρού άξονα είναι ρόμβος και να βρείτε το εμβαδόν του.
36η ώρα

(3.3)  Η έλλειψη. (2ή ώρα)
1. Πάντοτε α>β.

2. α) Αν οι εστίες βρίσκονται στον άξονα y'y η έλλειψη είναι "όρθια". 

    β) Αν ο παρονομαστής του x2 είναι μικρότερος από του y2, η έλλειψη είναι " όρθια ".

3. 
[image: image512.wmf]22
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=1 με α2=β2+γ2. Πάντοτε α>β.

Ασκήσεις βιβλίου: 3
Ασκήσεις: 

1. Να βρείτε τον γ.τ. των σημείων, των οποίων το άθροισμα των αποστάσεων από τα σημεία  

        Ε(0,3) και Ε'(0,–3) είναι 8.

2. Να βρείτε την εξίσωση της έλλειψης με εστίες πάνω στον y'y αν:

    α) διέρχεται από τα σημεία  Κ(3,4) και Λ(2,6).


                    

    β) έχει εστία Ε(0,1) και 2β=6.
3. Να βρείτε τα σημεία της έλλειψης 
[image: image513.wmf]22
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=1 που απέχουν από τον μεγάλο άξονα 2 μονάδες.

4. Να βρείτε τις εστίες της έλλειψης: 4x2+y2=9.

5. Ένα σημείο Μ(x,y) κινείται σε επίπεδο έτσι ώστε η απόστασή του από την ευθεία y=8 είναι  

    διπλάσια της απόστασής του από το σημείο Α(0,2). Να βρείτε τον γ.τ. του Μ.
37η ώρα

(3.3)  Η εκκεντρότητα της έλλειψης. 
1. Ορισμός της εκκεντρότητας: ε=
[image: image514.wmf]g
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<1 και 
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2. Όσο μεγαλώνει το ε μικραίνει ο λόγος 
[image: image516.wmf]b
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 και η έλλειψη μοιάζει με "φραντζολάκι".
3. Αν το ε τείνει στο 0, ο λόγος 
[image: image517.wmf]b
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 τείνει στο 1 και η έλλειψη μοιάζει με κύκλο.

4. Αν το ε τείνει στο 1, ο λόγος 
[image: image518.wmf]b
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 τείνει στο 0 και η έλλειψη μοιάζει με ευθύγραμμο τμήμα.

5. Οι ελλείψεις με ίδια εκκεντρότητα, (ίδιο 
[image: image519.wmf]b
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) λέγονται όμοιες.

Ασκήσεις βιβλίου: 

Ασκήσεις: 

1. Να βρείτε τα μήκη των αξόνων, τις εστίες και την εκκεντρότητα των ελλείψεων:

    α) 
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=1,    γ) 16x2+25y2=1

2. Nα βρείτε την εκκεντρότητα της έλλειψης
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22

xy

+

ab

=1 με εστίες Ε, Ε' και μικρό άξονα ΒΒ'        

      αν:  α) το τρίγωνο ΒΑ'Ε είναι ορθογώνιο στο Β.

             β) το τρίγωνο ΒΕΕ' είναι ισόπλευρο.

             γ) το τρίγωνο ΒΕΒ' είναι ορθογώνιο στο Ε.
3. Αν οι ελλείψεις 
[image: image523.wmf]22

xy

167

+

=1 και 
[image: image524.wmf]22

2

xy

α112

+

=1 είναι όμοιες, να δείξετε ότι α=16. 

4. Δίνεται η παραβολή y2=8x. Να βρείτε την εξίσωση της έλλειψης με εκκεντρότητα ε=
[image: image525.wmf]1

2

 και  

     κορυφή Α την εστία της παραβολής.
38η ώρα

(3.3)  Η εφαπτομένη της έλλειψης. 
1. Η έλλειψη 
[image: image526.wmf]22

22

xy

+

ab

=1 έχει εφαπτομένη την 
[image: image527.wmf]11

22

xxyy

+

ab

=1.
2. Η έλλειψη 
[image: image528.wmf]22

22

yx

+

ab

=1 έχει εφαπτομένη την 
[image: image529.wmf]11

22

yyxx

+

ab

=1.

Ασκήσεις βιβλίου: 5, 6, 7

Ασκήσεις: 

1. Να βρείτε τις εφαπτόμενες της έλλειψης
[image: image530.wmf]22

xy

94

+

=1 στα σημεία Κ(–1,
[image: image531.wmf]42

3

),  Μ(0,2).  

2. Να βρείτε τις εφαπτόμενες της έλλειψης x2+3y2=3 που είναι:

    α) παράλληλες στην η: x+3y+1=0.

    β) κάθετες στην ζ: x+y+2=0.

    γ) διέρχονται από το Μ(4,–6).
3. Να βρείτε την εφαπτομένη της έλλειψης  x2+3y2=3 που ορίζει με τους θετικούς ημιάξονες   

    ισοσκελές τρίγωνο.  





                             
4. Δίνεται η έλλειψη 
[image: image532.wmf]22

22

xy

+

ab

=1 και η διχοτόμος y=x που τέμνει την έλλειψη στο Α. Αν η  

    εφαπτομένη στο Α έχει κλίση –1/2 να βρείτε την εκκεντρότητα.                                                      
5. Να βρείτε την εξίσωση της έλλειψης αν έχει εστίες τα σημεία Ε'(–2,0) και Ε(2,0) και  

    εφάπτεται της ευθείας ε: y=x+4.    




                     
6. Δίνονται οι κωνικές τομές y2=8x  και 4x2+2y2=48.

    Α. Να βρείτε τις εστίες της έλλειψης.

    Β. Να βρείτε τα σημεία τομής των δύο κωνικών τομών  Κ και Λ.

    Γ. Να δείξετε ότι οι εφαπτόμενες των δύο κωνικών τομών στο σημείο Κ είναι κάθετες. 

7. Δίνεται η έλλειψη 
[image: image533.wmf]22

22

xy

+

ab

=1. Φέρνουμε τις εφαπτόμενες στα άκρα του μεγάλου άξονα και  

   τυχαία εφαπτομένη σε σημείο Ρ, που τέμνει τις δύο πρώτες στα σημεία Γ και Δ. Να δείξετε ότι  

    ΓΕΔ=90ο όπου Ε η εστία.

8. Αν η ευθεία ε:y=x+λ είναι εφαπτομένη της έλλειψης x2+2y2=2, να βρείτε το λ.           

9. Να βρείτε την εφαπτομένη της έλλειψης  4x2+y2=4, που σχηματίζει με τον x'x  γωνία 45ο.

10. Να δείξετε ότι οι εφαπτόμενες του κύκλου x2+y2=4 και της έλλειψης 
[image: image534.wmf]22

xy

94

+

=1 στα κοινά  

      τους σημεία συμπίπτουν.

11. Δίνεται η έλλειψη 9x2+y2=9.
     α) Να βρείτε τα σημεία επαφής Α, Β της έλλειψης με τις εφαπτόμενες από το Σ(1,3).

     β) Να δείξετε ότι η ευθεία ΣΜ, όπου Μ είναι το μέσον του ΑΒ, διέρχεται από την αρχή Ο.

12. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που εφάπτεται στην ευθεία η: 2x+3y=1 στο σημείο 

      Μ(–1,1) και έχει το κέντρο του στην εφαπτομένη της έλλειψης 
[image: image535.wmf]22

xy

49

+

=1 στο Α(2,0).
39η ώρα

(3.4)  Η υπερβολή. (1η ώρα)
1. Να βρείτε τον γ.τ. των σημείων Μ(x,y) των οποίων η διαφορά των αποστάσεων τους από τα   

    σημεία Ε'(–5,0) και Ε(5,0) και (Α'Α)=8.

2. 
[image: image536.wmf]22

22

xy

-

ab

=1 με γ2=α2+β2.
3. Ορισμοί, (υπερβολή, εστίες, εστιακή απόσταση, κέντρο, κορυφές). x(–α και x(α.
4. Αν οι εστίες βρίσκονται στον άξονα x'x ή ο τύπος είναι 
[image: image537.wmf]22

22

xy

-

ab

=1 η υπερβολή είναι  

         "δεξιά- αριστερά". 

Ασκήσεις βιβλίου: 1i,iii,  2.

Ασκήσεις: 

1. Να βρείτε την εξίσωση της υπερβολής με εστίες στον x'x αν έχει: 

     α) γ=5, β=4

                                                           


                 

     β) α=4 και διέρχεται από το Μ(5,3).



                             

     γ) κορυφές Α(6,0), Α'(–6,0) και ε=4/3.

                                             

2. Να βρείτε την εστιακή απόσταση της υπερβολής 3x2–13y2=39
3. Να βρείτε το εμβαδόν του τριγώνου που ορίζεται από τις ασύμπτωτες της υπερβολής  

     16x2–25y2=400 και την ευθεία x=5.
4. Να βρείτε την εξίσωση της υπερβολής που έχει τις ίδιες εστίες με την έλλειψη 4x2+9y2=36  

    και κορυφές Α και Α' με 
[image: image538.wmf]'

AA

=4.

5. Η ευθεία y=x–2 τέμνει την υπερβολή x2–2y2=2. Να βρείτε τις συντεταγμένες του μέσου της  

     χορδής που ορίζεται.
6. Να βρείτε την εξίσωση της υπερβολής, που έχει τις ίδιες εστίες με την έλλειψη 
[image: image539.wmf]22

xy

2516

+

=1  

     και η μία κορυφή της είναι το Α(
[image: image540.wmf]5

,0).

7. Να βρείτε την εξίσωση της υπερβολής, που έχει τις ίδιες εστίες με την έλλειψη 
[image: image541.wmf]22

xy

94

+

=1  

      και εκκεντρότητα ε=5/4.

40η ώρα

(3.4)  Η υπερβολή. (2η ώρα)
1. Αν οι εστίες βρίσκονται στον άξονα y'y ή ο τύπος είναι 
[image: image542.wmf]22

22

yx

-

ab

=1 η υπερβολή είναι "πάνω-  

    κάτω". 

Ασκήσεις βιβλίου: 1ii, 

Ασκήσεις: 

1. Να βρείτε την εξίσωση της υπερβολής με εστίες στον y'y αν έχει:
    α) γ=5, β=4

    β) γ=10, ε=5/3
2. Να βρείτε τις εστίες και την εστιακή απόσταση της υπερβολής 3y2–13x2=39
3. Μια υπερβολή έχει τις εστίες της στον άξονα y'y και διέρχεται από το Α(–1,9/2). Αν έχει  

    ασύμπτωτες τις  3x
[image: image543.wmf]±

2y=0, να βρείτε την εξίσωσή της.
4. Δίνεται η εξίσωση 
[image: image544.wmf]22

xy

1k4k

+

++

=1.

     α) Να δείξετε ότι παριστάνει υπερβολή αν k+1<0 και k+4>0.
     β) Να δείξετε ότι α2=–(k+1) και β2=k+4

     γ) Να βρείτε τις εστίες της.

41η ώρα

(3.4) Οι ασύμπτωτες της υπερβολής. (3η ώρα)
1. Από τον τύπο 
[image: image545.wmf]22

22

xy

-

ab

=1 δημιουργούμε τη σχέση 
[image: image546.wmf]xyxy

æöæö

-+

ç÷ç÷

abab

èøèø

=0 και έτοιμες οι  

     ασύμπτωτοι.

    Από τον τύπο 
[image: image547.wmf]22

22

yx

-

ab

=1 δημιουργούμε τη σχέση 
[image: image548.wmf]yxyx

æöæö

-+

ç÷ç÷

abab

èøèø

=0 και έτοιμες οι  

     ασύμπτωτοι.

2. Τα σημεία Κ(α,β), Λ(α,–β), Μ(–α,–β) και Μ(–α,β) σχηματίζουν το ορθογώνιο βάσης.

3. Για να σχεδιάσουμε μίαν υπερβολή, σχεδιάζουμε πρώτα τις ασύμπτωτες, στη συνέχεια  

     βρίσκουμε τις κορυφές Α και Α' και τέλος την υπερβολή.
Ασκήσεις βιβλίου: 
Ασκήσεις:
1. Να βρείτε την εξίσωση της υπερβολής με εστίες στον x'x αν έχει εστιακή απόσταση 20 και  

    ασύμπτωτη την y=
[image: image549.wmf]4

3

x.

2. Να δείξετε ότι η γωνία των ασύμπτωτων της υπερβολή 
[image: image550.wmf]22

22

xy

αβ

-

=1 δίνεται από την σχέση  

    συνφ=
[image: image551.wmf]2

2

2

2

β

b

+

a

a

-

. 

3. α) Να βρείτε την γωνία των ασύμπτωτων μιας υπερβολής αν β=
[image: image552.wmf]3

 και γ=2α.           

    β) Ομοίως αν ε=2.      
4. Το ορθογώνιο βάσης μιας υπερβολής είναι τετράγωνο με πλευρά 4. Να βρείτε την εξίσωση  

    της υπερβολής.

5. Δίνεται η υπερβολή 9x2–y2=1. Να δείξετε ότι η ευθεία ε:y=3x+2 είναι παράλληλη σε μία από  

    τις ασύμπτωτες. Σε πόσα σημεία η ε τέμνει την υπερβολή;
6. Δίνεται η υπερβολή 3x2–y2=3α2. Να βρείτε την γωνία που σχηματίζουν οι ασύμπτωτες με  

     τον άξονα x'x.

7. Δίνεται η υπερβολή 
[image: image553.wmf]22

xy

169

-

=1. Να βρείτε το εμβαδόν του ορθογωνίου βάσης.  
42η ώρα

(3.4)  Η εκκεντρότητα της υπερβολής. (4η ώρα)
1. Ορισμός της εκκεντρότητας: ε=
[image: image554.wmf]g

a

>1 και 
[image: image555.wmf]2

1

b

=e-

a


2. Όσο μικραίνει το ε και τείνει στο 1 το β τείνει στο 0 και η υπερβολή γίνεται πιο κλειστή.

Ασκήσεις βιβλίου: 
Ασκήσεις: 

1. Να βρείτε την εξίσωση της υπερβολής με εστίες στον x'x αν έχει: 

     ε) εστιακή απόσταση 6 και εκκεντρότητα 
[image: image556.wmf]3

2

.
   στ) εστιακή απόσταση 20 και ασύμπτωτη την y=
[image: image557.wmf]4

3

x.

2. Να βρείτε την εκκεντρότητα της υπερβολής 
[image: image558.wmf]22

2

xy

16

β

-

=1, της οποίας η ασύμπτωτη y=
[image: image559.wmf]x

b

a

  

      σχηματίζει με τον x'x γωνία 30ο.

3. Οι υπερβολές 
[image: image560.wmf]22

xy

169

-

=1 και  
[image: image561.wmf]22

yx

916

-

=1 έχουν:

     α) Ίδιες ασύμπτωτες Σ ή Λ;

     β) Ίδια εκκεντρότητα Σ ή Λ;

43η ώρα

(3.4)  Η ισοσκελής υπερβολή. (5η ώρα)
1. Ο τύπος 
[image: image562.wmf]22

22

xy

-

ab

=1 για α=β γίνεται x2–y2=α2. 
2. Έχει ασύμπτωτες τις διχοτόμους y=x και y=–x.

3. Έχει εκκεντρότητα ε=
[image: image563.wmf]2

.
Ασκήσεις βιβλίου: 
Ασκήσεις: 

1. Να βρείτε την εξίσωση της υπερβολής με εστίες στον x'x αν έχει: 

    α) κάθετες ασύμπτωτες και γ=
[image: image564.wmf]2

.


                                           

    β) εστιακή απόσταση 4 και ασύμπτωτες  τις διχοτόμους των γωνιών των αξόνων.
    γ) ε=
[image: image565.wmf]2

 και διέρχεται από το M(5,4).
2. Να βρείτε την εξίσωση της υπερβολής με εστίες στον y'y αν έχει κάθετες ασύμπτωτες και  

    γ=
[image: image566.wmf]5

.
3. Να βρείτε την υπερβολή που έχει κάθετες ασύμπτωτες και  Μ(2,1) ένα σημείο της.
44η ώρα

(3.4)  Η εφαπτομένη της υπερβολής. 
1. Η υπερβολή 
[image: image567.wmf]22

22

xy

-

ab

=1 έχει εφαπτομένη 
[image: image568.wmf]11

22

xxyy

-

ab

=1.
2. Η υπερβολή 
[image: image569.wmf]22

22

yx

-

ab

=1 έχει εφαπτομένη 
[image: image570.wmf]11

22

yyxx

-

ab

=1.

Ασκήσεις βιβλίου: 4, 5, 7
Ασκήσεις: 

1. Να βρείτε την εφαπτομένη της υπερβολής x2–2y2=2 στο σημείο Α(2,1). Να δείξετε ότι το  

    γινόμενο των αποστάσεων των εστιών από την εφαπτομένη είναι 1.

2. Να βρείτε τις εφαπτόμενες της υπερβολής 
[image: image571.wmf]22

xy

49

-

=1 που διέρχονται από το σημείο Α(1,0).   

3. Να δείξετε ότι η ευθεία που διέρχεται από το σημείο Α(1,4) και είναι παράλληλη προς την  

   ευθεία x–y+1=0 εφάπτεται στην υπερβολή x2–4y2=12 στο Κ(–4,–1).

4. Δίνεται η υπερβολή x2–y2=1 και το σημείο M(1,2). Από το Μ φέρουμε τις εφαπτόμενες προς  

    την υπερβολή και έστω Β και Γ τα σημεία επαφής. 

    α. Να βρείτε την ευθεία ΒΓ.  





                    

    β. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του τριγώνου ΜΒΓ.  



              

5. Δίνεται η υπερβολή  
[image: image572.wmf]22

xy

94

-

=1 και η εφαπτομένη της στην κορυφή Α που τέμνει τις  

   ασύμπτωτες στα σημεία Γ και Δ. Να βρείτε τον κύκλο που διέρχεται από τα Γ, Δ, Ε.

6. Δίνεται η υπερβολή x2–y2=α2 και Μ(xο,yο) ένα σημείο της . Να δείξετε ότι το γινόμενο των  

    αποστάσεων των εστιών από την εφαπτομένη στο σημείο Μ είναι α2.
7. Δίνεται η υπερβολή 
[image: image573.wmf]22

xy

169

-

=1 με εστίες Ε, Ε'. Nα βρείτε την εφαπτομένη της στο  

    Μ(6,
[image: image574.wmf]35

2

) και το σημείο Ρ που η εφαπτομένη τέμνει τον x'x. Να δείξετε ότι 
[image: image575.wmf]·

·

E'MPEMP

=

.
8. Η εφαπτομένη της υπερβολής 
[image: image576.wmf]22

xy

169

-

=1 στο Α(4,0) τέμνει την ασύμπτωτη y=
[image: image577.wmf]3

x

4

 στο  

    σημείο Γ. Να δείξετε ότι (ΟΕ)=(ΟΓ), όπου Ε η εστία της υπερβολής.
9. Να βρείτε τις εφαπτόμενες της υπερβολής 
[image: image578.wmf]22

xy

64

-

=1 στα σημεία με τετμημένη 3.
10. Aν η εφαπτομένη της υπερβολής 
[image: image579.wmf]22

xy

1648

-

=1 στην κορυφή Α τέμνει την ασύμπτωτη y=
[image: image580.wmf]x

b

a

  

     στο σημείο Γ, να δείξετε ότι το τρίγωνο ΟΕΓ είναι ισόπλευρο.
11. Δίνεται η έλλειψη 9x2+25y2=225 και η υπερβολή x2–7y2=14. Να δείξετε ότι:

    α) Έχουν τις ίδιες εστίες. 










    β) Τα σημεία τομής των σχηματίζουν ορθογώνιο. 


          

    γ) Οι εφαπτόμενες στα κοινά τους σημεία είναι κάθετες.
45η ώρα

(3.4)  Θέση ευθείας και κωνικής. 
1. Η θέση των δύο εξισώσεων εξαρτάται από το πρόσημο της διακρίνουσας της εξίσωσης  

    ως προς x που προκύπτει.
Ασκήσεις βιβλίου: 4, 5
Ασκήσεις: 

1. Να δείξετε ότι για να εφάπτεται η ευθεία ε:y=λx+κ  στον κύκλο c: x2+y2=ρ2 πρέπει  

    κ2=ρ2(λ2+1).

2. Να βρείτε το μ ώστε ο κύκλος  x2+y2=25 να εφάπτεται στην ευθεία 2x+y=μ.
3. Δίνεται ο κύκλος c: x2+y2–2x+4y–4=0 και η ευθεία λx–4y+4=0, λ
[image: image581.wmf]R

Î

. Να βρείτε το λ ώστε: 
    α)  Να τέμνονται 

    β) Να εφάπτονται 

    γ) Να μην έχουν κοινά σημεία.                




                   
4. Δίνεται η παραβολή y2=2px και η ευθεία y=λx+k.  Να δείξετε ότι έχουν ένα κοινό σημείο αν  

    p=2kλ.

5. Να βρείτε την εξίσωση της παραβολής :y2=2px, p>0 που εφάπτεται στην ευθεία ε:3x–2y+3=0







                                              

6. Δίνεται η παραβολή y2=2x και η ευθεία ε: x–λy+8=0. Να βρείτε το λ ώστε η ε να εφάπτεται  

    της παραβολής και στη συνέχεια να βρείτε το σημείο επαφής.                                       

7. Δίνεται η υπερβολή x2–y2=1 και η ευθεία ε: y=2x+λ. Να βρείτε το λ ώστε η ε να εφάπτεται  

    της υπερβολής και στη συνέχεια να βρείτε το σημείο επαφής.   
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