Πρώτη μέρα στο σχολείο. 
1η ώρα
1.1 Γνωριμία με τους μαθητές. Οδηγίες οργάνωσης της ύλης.
2. Σύνολα αριθμών.
3. Πράξεις και διάταξη στο R.
4. Απόλυτη τιμή.

5. Το σχήμα Horner, ιδιότητες των λογαρίθμων.
Ασκήσεις βιβλίου:

Ασκήσεις:

1. Να δείξετε ότι: α) αν α>0 τότε α+

[image: image910.png]


    
    β) αν α<0 τότε α+
2. Να λύσετε τις ανισώσεις:  α) 12(x>2(x+4)((x+6)           β) x2+2>0
       γ) x2(x(2<0

    δ) x2>1
      ε) x2+9(6x         στ) x2+2x+3<0
        ζ) (x(1)(x2+x(6)(2x2+x+1)(0

    η) 
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3. Να λύσετε τις εξισώσεις: α) 
[image: image5.wmf]x25
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       β) 
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4. Να λύσετε τις ανισώσεις: α) 
[image: image7.wmf]2x51
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     β) 
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->

          γ) 
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5. Να γράψετε χωρίς απόλυτα τις παραστάσεις: α) Κ=
[image: image10.wmf]x4
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    β) Λ=
[image: image11.wmf]x25x
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6. Να λυθούν τα συστήματα: α) 2x+y=5 και 3x(4y=2  (2,1)        β) 2x(y=4 και (4x+2y=6.    

   γ) 2xy+y=0 και  x2(y2(x=0  
[image: image12.wmf])
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 (0,0)  (1,0)    δ) x+y+z=2 και 2xy(z2=4        

7. Να λυθούν οι εξισώσεις α) x2(2(
[image: image13.wmf]3

+1)x+4
[image: image14.wmf]3

=0      β) x2((α+β)x+αβ=0
8. Να γίνει γινόμενο το πολυώνυμο Ρ(x)=x3(3x+2 και να λυθεί η εξίσωση Ρ(x)=0.

9. Δίνεται η εξίσωση x3+(2(α)x2((α+3)x+α2+1=0, α
[image: image15.wmf]Î

R. Να βρείτε το α αν έχει ρίζα το 1.
10. Να λυθεί η εξίσωση 
[image: image16.wmf]2x+7

=x+2

11. Να γίνουν γινόμενο τα τριώνυμα α) 2x2(10x+12        β) x2+6x+9        γ) x2+2x+3

12. Να συμπληρώσετε τις ισότητες:

      ημ60o=
 συν120o=
εφ150o=
ημ225o=
συν300o=
εφ330o=

      ημ((45o)=
 συν((120o)=
εφ((60o)=       ημ2ω+συν2ω=
    εφω=

13. Να χαρακτηριστούν με Σ ή Λ:

    ημ(90o(ω)=(ημω,
συν(180o+ω)=(συνω,
   εφ(270o(ω)=(εφω

14. Να λύσετε τις εξισώσεις: α) ημ2x=συν2x           β) ημx=
[image: image17.wmf]3

συνx
15. Να λυθούν: α) 
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     γ) log(x+1)+log(x(1)=log2      δ) 5x=21-x
2η ώρα
1.2 Η έννοια της συνάρτησης. (1η ώρα)
1. Πεδίο ορισμού συνάρτησης Α, σύνολο τιμών f(A).
    Το βρίσκουμε στον τύπο της συνάρτησης πριν από τυχόν απλοποιήσεις.

    α. Αν η συνάρτηση είναι πολυωνυμική τότε Α=R.
    β. Αν f(x)=κλασματική παράσταση τότε Α=R({ρίζες του παρονομαστή}.
    γ. Αν f(x)=
[image: image20.wmf]g(x)

 τότε Α={x
[image: image21.wmf]Î

R│g(x)
[image: image22.wmf]³

0}.
    δ. Αν f(x)=ημx, f(x)=συνx, f(x)=αx τότε Α=R. (Στην εκθετική πρέπει 0<α(1)

    ε. Αν f(x)=lnx ή f(x)=logx τότε x>0 

    στ. Αν f(x)=εφx τότε x
[image: image23.wmf]¹
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2. Να γίνει η εφαρμογή.

Ασκήσεις βιβλίου: 1
Ασκήσεις:

1. Να βρείτε το πεδίο ορισμού: α) f(x)=x3(7x+1   β) f(x)=
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    ζ) f(x)=
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    η) f(x)=
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     ιβ) g(x)=
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   ιγ) h(x)=
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     ιδ) φ(x)=
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   ιζ) g(x)=
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    ιη) f(x)=
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2. α) Να βρείτε το α για να ορίζεται η συνάρτηση f(x)=
[image: image42.wmf]2
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    β) Να βρείτε το α ώστε η 
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 να έχει πεδίο ορισμού το R.  
            
3. Να βρείτε το πεδίο ορισμού: α) f(x)=ημ(3(x)    β) f(x)=(1(x2)ημx+1      γ) f(x)=
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    δ) f(x)=log
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    ε) f(x)=
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    στ) f(x)=
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ln

    ζ) f(x)=ln(ex(1)    η) f(x)=
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    θ) f(x)=ln(1(ln(x(1))     ι) f(x)=log(1(log(x(1))    ια) f(x)=ln(ln(4(x))     
   ιβ) f(x)=ln(e2x(2ex+3)     ιγ) f(x)=
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   ιστ) f(x)=lnx2    ιζ) f(x)=
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3η ώρα

1.2 Η έννοια της συνάρτησης. (2η ώρα)
1. Κλαδικές συναρτήσεις. Όταν ο τύπος μιας συνάρτησης περιέχει απόλυτα την μετατρέπουμε  

    σε συνάρτηση πολλαπλού τύπου ή κλαδική.


2. Σταθερή είναι κάθε συνάρτηση της μορφής f(x)=c.

3. Ταυτοτική λέγεται η f(x)=x.

4. Άρτιες- Περιττές συναρτήσεις.

5. Δημιουργία του τύπου μιας συνάρτησης.
Ασκήσεις βιβλίου: 4, 5,  B: 2, 3, 4, 9
Ασκήσεις:

1. Να γίνουν  κλαδικές οι συναρτήσεις:

    α) f(x)=
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   β) g(x)=
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      γ) f(x)=ln
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      δ) f(x)=
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    ε) f(x)=
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          ζ) f(x)=
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2. H συνάρτηση f(x)=5ημ2x+5συν2x είναι σταθερή. Σ ή Λ;
3. Να δείξετε ότι οι παρακάτω συναρτήσεις είναι σταθερές.
     α) [f 2(x)+g2(x)]=4[f(x)+3g(x)(10]

     β) f(x)[f(x)+g(x)+2]
[image: image63.wmf]£

g(x)[(f(x)(g(x)(2](2. 

4. Να δείξετε ότι συνάρτηση f(x)=(3x(2)2+(x(1)(4(9x) είναι ταυτοτική.

5. Να εξετάσετε αν οι παρακάτω συναρτήσεις είναι άρτιες ή περιττές:

    α) f(x)=x2+5    β) f(x)=x2+5x     γ) f(x)=x3+ημx     δ) f(x)=x4+3συνx.

6. Αν οι συναρτήσεις f, g  είναι περιττές, τότε η f+g  είναι περιττή ενώ η f·g είναι άρτια.
7. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
[image: image64.wmf]1
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    α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της

    β) Να δείξετε ότι f(x)=2e.
4η ώρα

1.2 Γραφική παράσταση συνάρτησης. (1η ώρα)
1. Γραφική παράσταση συνάρτησης Cf.
2. Το πεδίο ορισμού είναι η προβολή της γραφικής παράστασης στον άξονα x'x.

    Το σύνολο τιμών είναι η προβολή της γραφικής παράστασης στον άξονα y'y.

3. Η γραφική παράσταση της –f  και (f(.
4. Η γραφική παράσταση των f(x)(α και f(x(α)

5. Γραφική παράσταση βασικών συναρτήσεων.

Ασκήσεις βιβλίου: 6, Β: 1, 5
Ασκήσεις:

1. Να γίνει η γραφική παράσταση των συναρτήσεων:

     α) f(x)=2x ,     f(x)=(x+2 ,        β) f(x)=(2  και  g(x)=3,        γ) f(x)=x2+1 και g(x)=(x2+1 

     δ) f(x)=
[image: image65.wmf]x

2

 και  g(x)=(
[image: image66.wmf]2

x

          ε) f(x)=x3+1  και  g(x)=(x3+1         

     στ)  f(x)=ημx ,  g(x)=συνx ,  h(x)=εφx         ζ)  f(x)=2x  και  g(x)=2-x     
     η) f(x)=logx  και g(x)=lnx     θ) f(x)=x2 ,  g(x)=x2+2 ,  h(x)=x2(2 ,  φ(x)=(x(1)2 ,  ρ(x)=(x+1)2
2. Να γίνει η γραφική παράσταση της f(x)=lnx. Από το σχήμα να απαντήσετε στις ερωτήσεις:
        i) ln1= ,  lne= ,  lnx>0
[image: image67.wmf]Þ
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       ii) Να συγκρίνετε τους αριθμούς: ln2 και ln3

      iii) Να βρείτε το πρόσημο των αριθμών ln0,8  και  ln2,5
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3. Με βάση τη διπλανή γραφική παράσταση της  f να σχεδιάσετε 
     τις γραφικές παραστάσεις των:

     g(x)=f(x)+2,      h(x)=f(x)(3,        s(x)=f(x+2),      

     φ(x)=f(x(3)        u(x)=(f(x)

4. Να γίνει η γραφική παράσταση των συναρτήσεων:

     α) f(x)=
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     γ) f(x)=
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 με Α=[0, 2π]          ε) f(x)=ln|x|             στ)  f(x)=|lnx(1|.
    η) f(x)= 
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 5. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
[image: image75.wmf]2

xx3
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, x≠2.  Αν η γραφική της παράσταση διέρχεται από  

      το Α(1,(4) και ισχύει η σχέση f(3)+3f(1)=0, να δείξετε ότι α=1 και β=0.
6. α) Να γίνουν οι γραφικές παραστάσεις των f(x)=lnx και (f(x) στο ίδιο σύστημα αξόνων.
    β) Ομοίως των f(x)=lnx και 
[image: image76.wmf]f(x)


5η ώρα

1.2 Γραφική παράσταση συνάρτησης. (2η ώρα)
1. Για να βρούμε τα σημεία τομής μιας συνάρτησης f με τους άξονες, θέτουμε x=0 και  

    βρίσκουμε το y, (το f(0)) και μετά y=0 και βρίσκουμε το x λύνοντας την εξίσωση που  

     προκύπτει.
2. Για να βρούμε τα κοινά σημεία δύο συναρτήσεων f και g, λύνουμε την εξίσωση f(x)=g(x).

3. Μία συνάρτηση f βρίσκεται "πάνω" από τον άξονα x'x αν f(x)>0.
4. Μία συνάρτηση f βρίσκεται "πάνω" από την συνάρτηση g αν f(x)>g(x).
5. Γραφική λύση της εξίσωσης f(x)=0 και f(x)=α.
Ασκήσεις βιβλίου: 2, 3

Ασκήσεις
1. Να βρείτε τα σημεία τομής των παρακάτω συναρτήσεων με τους άξονες:

    α) f(x)=
[image: image77.wmf]1
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    β) g(x)=
[image: image78.wmf]1

x

3

+

    γ) f(x)=ln2x(lnx    δ) f(x)=e2x(3ex+2

2. Να βρείτε τα κοινά σημεία των συναρτήσεων:

    α) f(x)=
[image: image79.wmf]1
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 και g(x)=
[image: image80.wmf]x
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    β) f(x)=x2(3x+2 και g(x)=
[image: image81.wmf]6

x

    γ) f(x)=4x(2x+1 και g(x)=2x+2(8

3. α) Για ποιες τιμές του x η  f(x)=(x2+4x(3 βρίσκεται πάνω από τον άξονα x'x.

    β) Ομοίως η συνάρτηση g(x)=x3(2x2(x+2.

    γ) Ομοίως η συνάρτηση h(x)=x3(3x+2

4. α) Να βρείτε τα διαστήματα στα οποία η συνάρτηση f(x)=x3 βρίσκεται πάνω από την  

        g(x)=x.

    β) Ομοίως η συνάρτηση f(x)=x2(4x+3 πάνω από την ευθεία y=3.

[image: image902.png]


    γ) Ομοίως η συνάρτηση f(x)=x2 πάνω από την g(x)=2x(x2.

5. Με βάση το διπλανό σχήμα να λύσετε τις εξισώσεις:

   α) f 2(x)(2f(x)=0

   β) f 2(x)(6f(x)+9=0
   γ) f 2(x)+3f(x)+2=0.

6. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=x3+(2(α)x2((α+3)x+α2(5, α
[image: image82.wmf]Î

R.

    α) Να βρείτε το α ώστε η Cf να διέρχεται από το σημείο Μ(1,(6)

    β) Να βρείτε τα σημεία τομής της Cf με τον άξονα x′x και την θέση της ως προς αυτόν. (α=1)

7. Δίνονται οι συναρτήσεις f(x)=x4-(α+1)x2+βx+3 και g(x)=(α+2)x2+(2(β)x(1. Αν οι γραφικές  

    τους παραστάσεις τέμνονται πάνω στις ευθείες x=1 και x=(1, να βρείτε τα α, β και τα άλλα  

    κοινά τους σημεία.








       (α=β=1)

8. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
[image: image83.wmf]2
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      α) Να βρείτε τα α, β.

      β) Για α=4, β=2 να βρείτε τα σημεία τομής με τους άξονες.

      γ) Να βρείτε τις τιμές του x για τις οποίες η Cf  βρίσκεται πάνω από τον x′x.

      δ) Να βρείτε τα σημεία τομής της Cf με την ευθεία ε: y=
[image: image85.wmf]1
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6η ώρα

1.2 Ίσες συναρτήσεις. Πράξεις με συναρτήσεις.

1. Ίσες συναρτήσεις.
2. Πράξεις με συναρτήσεις.

Ασκήσεις βιβλίου: 7, 8, 9

Ασκήσεις:

1. Να βρείτε το διάστημα στο οποίο οι παρακάτω συναρτήσεις είναι ίσες:

    α) f(x)=
[image: image86.wmf]x
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 και g(x)=5                        β) f(x)=
[image: image87.wmf]x
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 και g(x)=
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    γ) f(x)=x  και  g(x)=
[image: image89.wmf]1
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                δ) f(x)=
[image: image90.wmf]x2
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 και g(x)=
[image: image91.wmf]x4
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    ε) f(x)=logx4  και  g(x)=4logx           στ) f(x)=
[image: image92.wmf]2
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[image: image93.wmf]x2

-


    ζ) f(x)=ln(x2(4x+3) και g(x)=ln(x(1)+ln(x(3)   η) f(x)=
[image: image94.wmf]2
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 και g(x)=
[image: image95.wmf]xx1
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    θ) f(x)=lnex και g(x)=x. 
2. Δίνονται οι συναρτήσεις: f(x)=2x(8 με Α=[1, 7] και g(x)=x2(9 με Β=[2, 10]. Να ορίσετε τις  

     συναρτήσεις:  f+g,   f·g ,    
[image: image96.wmf]f

g

,    
[image: image97.wmf]f

g

.

3. Να δείξετε ότι οι συναρτήσεις f, g είναι ίσες αν για κάθε x(R ισχύει:   

      α) 2[f 2(x)+g2(x)]=[f(x)+g(x)]2.
      β) f 2(x)+g2(x)
[image: image98.wmf]£

2f(x)g(x).
4. Δίνεται η f(x)=x+2. Να εξετάσετε ποια από τις παρακάτω είναι ίση με την f:

    α)  g(x)=x(
[image: image99.wmf]2
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)         β) h(x)=lnex+2         γ) φ(x)=eln(x+2)
5. Αν f(x)=lnx+2 και g(x)=ln(x(5)(1, να ορίσετε την f+g. Να βρείτε το διάστημα στο οποίο η 
     f+g είναι κάτω από την ευθεία y=1.

                                        

6. Δίνονται οι συναρτήσεις  f(x)=
[image: image100.wmf]2
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,  Να ορίσετε την  

    συνάρτηση f+g.

7η ώρα

1.2 Σύνθεση συναρτήσεων.

1. Σύνθεση συναρτήσεων.
2. Να γίνουν οι εφαρμογές: 

   α) Αν f(x)=2x+1 με x({1,2,3,4} και g(x)=
[image: image102.wmf]x

, να βρείτε την g(f(x)).

   β) Αν f(x)=2x(3 με x(Α={0,1,2,3,4} και g(x)=
[image: image103.wmf]x

 με x(Β={1,3,5,8,9}, να βρείτε την gof.
3. Το πεδίο ορισμού της gof είναι το Α1={x(A(f(x)(B}

    Το πεδίο ορισμού της fog είναι το Α2={x(B(g(x)(A}
4. Να γίνει η εφαρμογή.

5. "ΑΠΟΣΥΝΘΕΣΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ"

     Αν γνωρίζουμε την σύνθεση fog και την g, πώς βρίσκουμε την f;

     Αν γνωρίζουμε την σύνθεση fog και την f, πώς βρίσκουμε την g;
6. Να γίνουν τα σχόλια.
Ασκήσεις βιβλίου: 10, 11, 12,  Β: 6, 7, 8

Ασκήσεις:

1. α) Αν f(x)=x(5 και g(x)=|x|, να βρείτε το f(f(x)), g(f(x)), (gof)(4).
                           

    β) Αν f(x)=ημx  και  g(x)=3x2 να βρείτε το (gof)
[image: image104.wmf]4
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2. Να ορίσετε την συνάρτηση gof αν:

       i) f(x)=
[image: image105.wmf]1

x

-

  και   g(x)=
[image: image106.wmf]2

x

4

-





                       
       

      ii) f(x)=x2(6x+8  και  g(x)=
[image: image107.wmf]x



                          
             

     iii) f(x)=
[image: image108.wmf]x1

-

 και  g(x)=
[image: image109.wmf]2

1x

-

 



                  
        

     iv) f(x)=
[image: image110.wmf]x+1

 και g(x)=
[image: image111.wmf]x1

-

 




    
                

      v) f(x)=2x(1, A=[(3,3] και g(x)=5(2x, B=[3,7]

              
                    

3. Έστω μία συνάρτηση f με Π. Ο. το Α=[0, 6]. Να βρείτε το Π.Ο. 

    α) της  f(x+2) και   

    β) της g(x)=f(x+2)+f(2x+6)

4. α) Αν η f έχει πεδίο ορισμού το Α=[0,8], να βρείτε το πεδίο ορισμού της f(x2(1)     

    β) Αν η f έχει πεδίο ορισμού το Α=[(1,1], να βρείτε το πεδίο ορισμού της 
[image: image112.wmf](

)

2

f1x3x

--

                      5. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=αx+β με α, β(R. Να βρείτε τα α, β ώστε fof=x.           
6. Δίνονται οι συναρτήσεις f(x)=3x(4 και g(x)=αx+β. Να δείξετε ότι fog=gof, αν 2α+β=2. 

7. Να βρείτε το α, αν fof=g και f(x)=αx+1,  g(x)=(3α(2)x+α2(1

8. Δίνεται η συνάρτηση f:R→R για την οποία ισχύει (fof)(x)=5x(4, για κάθε x(R. Να δείξετε  

     ότι f(1)=1.  







9. Δίνεται η συνάρτηση f:R→R για την οποία ισχύει (fof)(x)=x3(3x2+4x(1, για κάθε x(R. 

    Να δείξετε ότι α) f(1)=1.  







                            β) Η εξίσωση f(x)=x έχει μία τουλάχιστον ρίζα.  

10. Να βρείτε πολυωνυμική συνάρτηση f, η οποία είναι 1ου βαθμού με f(0)≠0, αν διέρχεται από  

    το Α((1,(1) και η f(xf(x))=0 έχει μοναδική ρίζα .

  


   

11. Αν για κάθε x(R ισχύει f(x(1)=x2, να βρείτε το f(x) και το f(x+1)

12. Να βρείτε την συνάρτηση f αν (fog)(x)=x+1 και 
[image: image113.wmf]13x

 g(x)=

x1

-

-


13. Aν f(g(x))=x4(3x2+x(2 και f(x)=4x(5, να βρείτε την g.

14. Ομοίως αν (gof)(x)=2x2(x+5 και g(x)=2x(3 να βρείτε την f . 

15. Δίνονται οι συναρτήσεις f(x)=
[image: image114.wmf]2

25x

-

,  g(x)=
[image: image115.wmf]2

9x

-

 και h(x)=
[image: image116.wmf]x4

-

. Να ορίσετε  

      τις συναρτήσεις gof,  goh. 

8η ώρα

1.3 Μονοτονία συνάρτησης. (1η ώρα)
1. Αύξουσα και φθίνουσα συνάρτηση.
2. Μονότονη συνάρτηση.
Ασκήσεις βιβλίου: 1, 4 
Ασκήσεις:

1. Να μελετήσετε την μονοτονία των συναρτήσεων: 

    i) f(x)=2x+5,            ii) g(x)=e-x+2
     iii) h(x)=2x + 3   iv) f(x)=(2x(5, 
v) g(x)=2x+2x+8

   vi) f(x)=x+lnx(4      vii) f(x)=(2logx+e.

2. Να μελετηθούν ως προς την μονοτονία οι συναρτήσεις:

   i) f(x)=
[image: image117.wmf]1

x

1

-


       ii) g(x)=
[image: image118.wmf]1

x

1

-

 
    iii)  h(x)=
[image: image119.wmf]2

x

-

       iv) f(x)=
[image: image120.wmf]2

1

x

       v) f(x)=
[image: image121.wmf]2

x
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3. Να προσδιορίσετε το α ώστε η συνάρτηση f(x)=
[image: image122.wmf]x

α2

α+3

-
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να είναι αύξουσα

4. Μία μονότονη συνάρτηση f:R
[image: image123.wmf]®

R έχει την ιδιότητα f(3(x)+f(x+5)=0 και f(2012)>f(2013).
    α) Να δείξετε ότι έχει μοναδική ρίζα το x=4.

    β) Να λύσετε την ανίσωση f(x2+2x(4)<0.   




   
5. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=αx+x, α>1.

     α)  Να δείξετε ότι είναι αύξουσα.

     β) Να λύσετε την ανίσωση 
[image: image124.wmf]2

x2

α

+

+x2+2<α3x+3x.

                                             

6. Μία συνάρτηση f:R
[image: image125.wmf]®

R είναι γνησίως μονότονη με f(2013)<f(2011). 
    α) Να μελετήσετε την μονοτονία της 

    β) Να λύσετε την ανίσωση f(5(3x)<f(x2+x).   


             
           

7. Να δείξετε ότι η συνάρτηση fog είναι αύξουσα αν οι f και g έχουν το ίδιο είδος  μονοτονίας,  

    ενώ είναι φθίνουσα αν έχουν αντίθετο είδος μονοτονίας.

8. Δίνεται η συνεχής συνάρτηση f:R(R η οποία είναι γνησίως μονότονη στο R και η γραφική  

    της παράσταση διέρχεται από τα σημεία A((1,0) και Β(2,3).
      α. Να αποδείξετε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα.
      β. Να βρείτε το πρόσημο της f.




                    
      γ. Να λύσετε την ανίσωση f(2ex+1)>3. 




                    
      δ. Να λύσετε την ανίσωση f(3x+5)≤0. 




                       
9. Για την μονότονη συνάρτηση f ισχύει f(2012)(f(2013)>0. 
      α) Να λύσετε την ανίσωση f(x2(x)>f(2x(2)

      β) Να λύσετε την ανίσωση f(lnx)<f(1)

9η ώρα

1.3 Μονοτονία συνάρτησης. Ακρότατα συνάρτησης.
1. Εξισώσεις με προφανή ρίζα.

2. Σύνολο τιμών συνάρτησης (Απαραίτητη η μονοτονία)
3. Ορισμός του μέγιστου και ελάχιστου συνάρτησης 
Ασκήσεις βιβλίου: 
Ασκήσεις:

1. Να λυθούν οι εξισώσεις α) ex+x=1     β) x+lnx=1     γ) ex+1+x=0     δ) 2x5+3ex=3.  
2. Να βρείτε το σύνολο τιμών των συναρτήσεων:

      α) f(x)=x3+2.


      
β) f(x)=(2x+3, x(A=[(1,4].

      γ) f(x)=(2x+3, x(A=((1,4).

δ) f(x)=x2, x(A=[(1,4].
      ε) f(x)=(x2, x(A=[(1,4].

          στ) f(x)=lnx.

      ζ) f(x)=ημx.



η) f(x)=ex.
3. Να δείξετε ότι η f(x)=x2–4x+3 παρουσιάζει ελάχιστο στη θέση x=2.
4. Να βρείτε τα ακρότατα της συνάρτησης f(x)=–2x2+3.

5. Να βρείτε τα ακρότατα της συνάρτησης f(x)=2|x–3|–2.
10η ώρα

1.3 Συνάρτηση 1-1. 
1. Πότε μία συνάρτηση λέγεται 1-1.

2. Πότε μία συνάρτηση είναι 1-1. (Χρήσιμο στις ασκήσεις)

3. Να γίνουν τα σχόλια.

4. Μία μονότονη συνάρτηση είναι 1-1.

Ασκήσεις βιβλίου: 2 (Μόνο 1-1)
Ασκήσεις:

1. Να εξετάσετε αν οι παρακάτω συναρτήσεις είναι 1-1: 

    α) f(x)=5+
[image: image126.wmf]4

x

2

-

          β) g(x)=
[image: image127.wmf]2x

x1

-

-

           γ) h(x)=x2(4x+3.
2. Ομοίως οι συναρτήσεις: α) f(x)=e1–x–x3     β) g(x)=x2014+lnx
3. Έστω συνάρτηση f για την οποία ισχύει (f(x))3+f(x)=2016(x. Να δείξετε ότι είναι 1-1.

4. Έστω η συνάρτηση f :R(R, για την οποία ισχύει f(f(x))+(f(x))3=2x+3. 

    α) Να δείξετε ότι η f είναι 1-1.

    β) Να λύσετε την εξίσωση f(2x3+x)=f(4(x).


                
5. Έστω οι συναρτήσεις f, g και h με πεδίο ορισμού το R. 

       α) Αν η fog είναι 1-1 να δείξετε ότι η g είναι 1-1.

                                
       β) Αν οι f, g είναι 1-1, να δείξετε ότι και η fog είναι 1-1.

       γ) Αν fog=foh και η f είναι 1-1, να δείξετε ότι g=h.

6. Δίνεται η συνάρτηση f :R
[image: image128.wmf]®

R με f3(x)+2f(x)=3x2015(1. Να δικαιολογήσετε ότι είναι 1-1 και  

    να λύσετε την εξίσωση f(x3(2x)=f(x(2).  





           
7. α. Αν η fog είναι 1-1 να δείξετε ότι η g είναι 1-1.

    β. Αν g(f(lnx)+1)=g(x+2) να δείξετε ότι f(x)=ex+1.

8. α. Αν (fog)(x)=x+1, να δείξετε ότι η g είναι 1-1.


 
    β. Να λύσετε την εξίσωση g(f(x)+x2(2x)=g(f(x)(1).






9. Αν για την συνάρτηση f ισχύει f 2(x)(6f(x2012)+9=0, να δείξετε ότι η f δεν είναι 1-1.
10.  Έστω η συνάρτηση f :R
[image: image129.wmf]®

R, για την οποία ισχύει f(f(x))(f(x)=2x(4. 

      α) Να δείξετε ότι η f είναι 1-1.

      β) Να βρείτε το f(2).  








     

      γ) Να λύσετε την εξίσωση f(4(f(x2+x))(2=0.




           
11η ώρα

1.3 Αντίστροφη συνάρτηση. (1η ώρα)

1. Η έννοια της αντίστροφης συνάρτησης.
2. f(x)=y ( f -1(y)=x.

3. f -1(f(x))=x, x(A και f(f -1(y)=y, y(f(A).
4. Να γίνει η εφαρμογή.
Ασκήσεις βιβλίου: 2

Ασκήσεις:

1. Να βρείτε την αντίστροφη συνάρτηση των παρακάτω:

    α) f(x)=
[image: image130.wmf]5

x

2

-

, αν Α=[7, 
[image: image131.wmf]41

2

]
 β) f(x)=
[image: image132.wmf]x
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     γ) f(x)=3(
[image: image133.wmf]1

x

-




    δ) f(x)=ln(2+x)
ε)  f(x)=
[image: image134.wmf]4

5

x

ln

3

+

        στ) f(x)=ex-3+5.




2. Δίνεται η f(x)=
[image: image135.wmf]x

2

x

2

2

+

-

. Να βρείτε την f -1(x), και να δείξετε ότι f -1=f.
3. Έστω η συνάρτηση f :R
[image: image136.wmf]®

R, για την οποία ισχύει f(f(x))+f(x)=2x(3 για κάθε x(R και f(3)=2  

     α) να δείξετε ότι η f αντιστρέφεται. 

     β) να βρείτε το f -1(3).                                                                           






      

4. Δίνεται ότι τα σημεία Α(2,3) και Β(6,5) ανήκουν στη γραφική παράσταση της γνησίως  

     μονότονης συνάρτησης f :R
[image: image137.wmf]®

R. 

     α) Να δικαιολογήσετε ότι η f είναι αύξουσα και ότι είναι 1-1.  

     β) Αν f (1(3+f (1(λ2(2λ+3))=6 να βρείτε το λ.



                     

5. Δίνεται ότι τα σημεία Α(3,2) και Β(5,5) ανήκουν στη γραφική  παράσταση της μονότονης   

    συνάρτησης f :R
[image: image138.wmf]®

R. 

       α) Να δικαιολογήσετε ότι είναι 1-1. 

       β) Να λυθεί η εξίσωση: f(2+f -1(x2+x))=5.



            

       γ) Να λυθεί η ανίσωση f(f -1(x2+4x)(2)<2. 



        
       

6. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=ex+x(1. Να δείξετε ότι:

     α) Η f είναι αύξουσα.

     β) Να βρείτε το λ ώστε eλ+1+λ=0.







   

     γ) Να λύσετε την ανίσωση x+lnx(1>0.  






 
7. Δίνεται η f(x)=e-x(x. Να δείξετε ότι:

     α) Η f είναι φθίνουσα και αντιστρέφεται.

     β) Να λύσετε την εξίσωση f -1(x)=1(x.






     

     γ) Να λύσετε την ανίσωση f -1(x)
[image: image139.wmf]£

1(x.





            
12η ώρα

1.3 Αντίστροφη συνάρτηση. (2η ώρα)

1. Οι γραφικές παραστάσεις αντίστροφων συναρτήσεων.

2. Τα κοινά σημεία των f και f-1 είναι τα κοινά σημεία της f με την διχοτόμο y=x.
3. Οι αντίστροφες συναρτήσεις έχουν το ίδιο είδος μονοτονίας.

4. Αν οι f και f-1 είναι φθίνουσες ενδέχεται να έχουν κοινά σημεία και εκτός της y=x.
Ασκήσεις βιβλίου: 3

Ασκήσεις:

1. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=2ex-1+x(2. 

      α) Να μελετήσετε την μονοτονία της. 

      β) Να δείξετε ότι αντιστρέφεται.  

      γ) Να βρείτε τα κοινά σημεία των f(x) και f -1(x).                  




2. Θεωρούμε τη συνάρτηση f(x)=2+(x(2)2 με x≥2.

    α) Να αποδείξετε ότι η f είναι 1-1.
    β) Να αποδείξετε ότι υπάρχει η αντίστροφη συνάρτηση f -1 της f και να βρείτε τον τύπο της.
    γ) Να βρείτε τα κοινά σημεία των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων f και f -1 με  

        την ευθεία y=x. 







                   
13η ώρα

1.4  Όριο συνάρτησης στο xo. (1η ώρα)
1. Η έννοια του ορίου.

2. Να γίνει το σχόλιο και το σχήμα 39 με γνωστές συναρτήσεις.

3. Πλευρικά όρια. 
4. Το όριο μέσα από την γραφική παράσταση.

Ασκήσεις βιβλίου: 1, 2, 3

Ασκήσεις:

1. α) Δίνεται η συνάρτηση f(x)=2x–3. Να βρείτε το f(1) και 
[image: image140.wmf]x1

limf(x)

®

.
    β) Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
[image: image141.wmf]2x1,x0
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. Να βρείτε το f(0) και 
[image: image142.wmf]x0
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.

    γ) Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
[image: image143.wmf]2
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. Να βρείτε το f(–2) και 
[image: image144.wmf]x2
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    δ) Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
[image: image145.wmf]2x1,x2

x3,x2

-<

ì

í

-+>

î

. Να βρείτε το f(0) και 
[image: image146.wmf]x0
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14η ώρα

1.4  Όριο συνάρτησης στο xo. (2η ώρα)
1. Να γίνουν οι ιδιότητες της σελίδας 161 με γνωστή συνάρτηση π.χ. f(x)=2x–3.
2. Το όριο στα άκρα του πεδίου ορισμού.

3. Για να υπάρχει το 
[image: image147.wmf]0
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 πρέπει να υπάρχουν τα  
[image: image148.wmf]0
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 και 
[image: image149.wmf]0
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.
4. Όριο ταυτοτικής και σταθερής συνάρτησης.
Ασκήσεις βιβλίου: 4, 5
Ασκήσεις:
1. Μία συνάρτηση f ορισμένη στο (α, xo)((xo, β) έχει 
[image: image150.wmf]0
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=λ2–4λ και 
[image: image151.wmf]0
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=–3.  

    Να βρείτε το λ ώστε να υπάρχει το όριο στο xο. 

       


         

15η ώρα

1.5 Ιδιότητες των ορίων. Όρια και πράξεις.

1. Να γίνει το θεώρημα 1.

2. Να γίνει το θεώρημα 2.

3. Να γίνουν οι ιδιότητες των ορίων.

Ασκήσεις βιβλίου: 1, 2, 3, 4, 5, 9  Β: 1
Ασκήσεις:

1. Να δείξετε τα παρακάτω:  i) 
[image: image152.wmf]3
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     iii) 
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       iv) 
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     v) 
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2. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
[image: image157.wmf]2
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. Να δείξετε ότι  
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3. Να εξετάσετε αν υπάρχουν τα 
[image: image159.wmf]2
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 και 
[image: image160.wmf]2
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4. Δίνεται η f(x)=
[image: image161.wmf]22
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. Να βρείτε το α ώστε να υπάρχει το 
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5. Δίνεται η συνάρτηση 
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. Να βρείτε τα α, β ώστε να υπάρχει το  

    όριο στο x0=1 και η γραφική παράσταση της f να διέρχεται από το Α(2,2).                       
6. Δίνεται η συνάρτηση 
[image: image164.wmf]2
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     Να βρείτε τα α, β ώστε να υπάρχει το όριο στο xο=5.
                  
7. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
[image: image165.wmf]2
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. Να βρείτε τα k, λ ώστε να υπάρχουν τα  

    όρια στο x0=1 και x1=2




                                         
8. Δίνεται η 
[image: image166.wmf]2
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. Να βρείτε το α ώστε να υπάρχει  το 
[image: image167.wmf]x1

limf(x)

®

.
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1.5  Όρια με απόλυτα. Υπολογισμός παραμέτρων.
1. Όταν ο τύπος της συνάρτησης έχει απόλυτο, την μετατρέπουμε σε κλαδική.
Ασκήσεις βιβλίου: Β: 2
Ασκήσεις:

1. Να βρείτε το όριο της f(x)=
[image: image168.wmf]22

2

3xxx4x3

x9

-+-+

-

 στο xο=3. 
                              
2. Να δείξετε ότι: α) 
[image: image169.wmf]2
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      β)
[image: image170.wmf]2
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      γ) 
[image: image171.wmf](
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3. Ομοίως: α) 
[image: image172.wmf]x3
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     β) 
[image: image173.wmf]2
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     γ) 
[image: image174.wmf]2
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4. Ομοίως: α) 
[image: image175.wmf]x2
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      β) 
[image: image176.wmf]x4
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       γ) 
[image: image177.wmf]x2
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5. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
[image: image178.wmf]4
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. Αν υπάρχει το 
[image: image179.wmf]x2

limf(x)

®

, να βρείτε το μ και  

    το όριο.
  





                                  

6. Δίνεται η f(x)=
[image: image180.wmf]32
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+-+

+

. Να βρείτε τα α, β ώστε 
[image: image181.wmf]x1

limf(x)

®-
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7. Ομοίως αν f(x)=
[image: image182.wmf]2

2

x5x2
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[image: image183.wmf]x1

limf(x)

®

=2.    


          

8. Ομοίως αν f(x)=
[image: image184.wmf]2

x
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a+b
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 και 
[image: image185.wmf]x1

limf(x)

®

=4.    


                           
9. Ομοίως αν f(x)=
[image: image186.wmf]2
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 και 
[image: image187.wmf]x1

limf(x)

®

=4.    

            
                 
10. Αν 
[image: image188.wmf]x2
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, να βρείτε τα α και β.  
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1.5 Κριτήριο παρεμβολής

1. Αν έχουμε παράσταση της μορφής h(x)≤ f(x) ≤ g(x)  ή  |f(x)|≤ g(x)    ή |f(x)ημx|≤ g(x) και   

    ζητάμε το 
[image: image189.wmf]0

xx

limf(x)

→

 χρησιμοποιούμε το κριτήριο της παρεμβολής.
2. Να γίνει το παράδειγμα της σελίδας 170.
Ασκήσεις βιβλίου: 8
Ασκήσεις:

1. Να βρείτε το όριο της f(x) στην αντίστοιχη τιμή xο.
    α) 4x2+6x(2
[image: image190.wmf]£

f(x)(3
[image: image191.wmf]£

5x2+2x+2
        xο=2




                

    β) 7x(x2(11
[image: image192.wmf]£

(x(2)f(x)
[image: image193.wmf]£

x2(5x+7,       xο=3 




                  

    γ) 2x3(8x
[image: image194.wmf]£

(x(2)f(x)
[image: image195.wmf]£

3x3(6x2+4x(8   xο=2 



               

    δ) 
[image: image196.wmf]2
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2. Αν ισχύει 
[image: image197.wmf]2
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, να δείξετε ότι 
[image: image198.wmf])
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3. Αν 
[image: image199.wmf]8
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, να βρείτε το 
[image: image200.wmf]x2
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4. Να βρείτε τα όρια: α) 
[image: image201.wmf]x0
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    β) 
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5. Αν για x>2 ισχύει 2
[image: image203.wmf]2x

≤ f(x)≤ x+2, να υπολογίσετε τα όρια: 

     α) 
[image: image204.wmf]x2

limf(x)
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      β) 
[image: image205.wmf]x2
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      γ) 
[image: image206.wmf]2
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    δ) 
[image: image207.wmf]2
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1.5  Όρια με βοηθητική συνάρτηση.
1. Όταν ξέρουμε το όριο μιας παράστασης που περιέχει την f(x) και ζητάμε το όριο της f(x),  

    χρησιμοποιούμε βοηθητική συνάρτηση.
Ασκήσεις βιβλίου: Β: 4
Ασκήσεις:

1. Αν ισχύει 
[image: image208.wmf]2
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lim(f(x)xx5)
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=7 να βρείτε το 
[image: image209.wmf]x2
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2. Αν 
[image: image210.wmf]x1
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=5 και 
[image: image211.wmf]2
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=4, να βρείτε το 
[image: image212.wmf]x1
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3. Αν 
[image: image213.wmf]2g(x)f(x)g(x)1
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και 
[image: image214.wmf]x1
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=2 να βρείτε τα όρια:
     α) 
[image: image215.wmf]x1
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     β) 
[image: image216.wmf]x1

limf(x)

®

     γ) 
[image: image217.wmf]x1
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4. Έστω 
[image: image218.wmf]2
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=2. Να βρείτε το 
[image: image219.wmf]x1
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5. Αν  
[image: image220.wmf]2
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f(x)x2
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-

=3 και  ισχύει f(x)(g(x)(3x–2, να βρείτε το 
[image: image221.wmf]x1

lim

®

g(x).
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1.5 Τριγωνομετρικά όρια.

1. Η ιδιότητα (ημx(((x(.

2. Οι ιδιότητες 
[image: image222.wmf]x0

ημx

lim

x

®

=1 και 
[image: image223.wmf]x0

συνx1

lim

x

®

-

=0
3. Αν η παράσταση περιέχει ημx ή τον όρο 1(συνx προσπαθούμε να δημιουργήσουμε το  

     κλάσμα 
[image: image224.wmf]ημx

x

.  (Υπόψη: (1(συνx)(1+συνx)=ημ2x)

Ασκήσεις βιβλίου: 6, 7
Ασκήσεις:

1. Αν 
[image: image225.wmf]2
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, να βρείτε το 
[image: image226.wmf]x0

limf(x)

®

και το 
[image: image227.wmf]x0
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2. Αν 
[image: image228.wmf]xf(x)2xxx

-hm£hm

, x(R, να βρείτε το 
[image: image229.wmf]x0

limf(x)

®
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3. Να βρείτε τα όρια: α) 
[image: image230.wmf]x0
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      β) 
[image: image231.wmf]22
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     γ)  
[image: image232.wmf]x0
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4. Αν ημx≤f(x)≤ x+x2, να βρείτε το 
[image: image233.wmf]x0

f(x)x

lim

x
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hm

.




                  
5. Να βρείτε τα όρια: α) 
[image: image234.wmf]2
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,  β)
[image: image235.wmf]x0
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,  γ)
[image: image236.wmf]x0
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6. Να βρείτε τα όρια: α) 
[image: image237.wmf]x4
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      β) 
[image: image238.wmf]x
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     γ) 
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1.6  Μη πεπερασμένο όριο στο xo(R.
1. Να γίνουν οι ιδιότητες με παραδείγματα.

2. Αν 
[image: image240.wmf]0

xx

limf(x)

→

=±∞ τότε βρίσκουμε: 
    α) το όριο του αριθμητή  
    β) το όριο του παρονομαστή   
    γ) το πρόσημο του παρονομαστή.

3. Να γίνουν οι εφαρμογές.
Ασκήσεις βιβλίου: 1, 2, Β: 1, 2, 3, 4.
Ασκήσεις:

1. Να αποδείξετε τα παρακάτω:

    α) 
[image: image241.wmf]2
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=±∞   β) 
[image: image242.wmf](
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[image: image243.wmf]2
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[image: image245.wmf](
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[image: image246.wmf]22
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   ζ) 
[image: image247.wmf](
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[image: image249.wmf]2
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   ι) 
[image: image250.wmf]x9
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[image: image251.wmf]2
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2. Αν λ(R, να βρείτε το: 
[image: image252.wmf]2
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3. Δίνεται η f(x)=
[image: image253.wmf]ï
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.  Να βρείτε το α ώστε 
[image: image254.wmf]x3

limf(x)

®

=+∞. 
    

4. Έστω η συνάρτηση f(x)=
[image: image255.wmf]12
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     α) Να βρείτε το α αν υπάρχει το 
[image: image256.wmf]x4

limf(x)

®-

 και είναι πραγματικός αριθμός.                   

     β) Να βρείτε τις τιμές του α αν 
[image: image257.wmf]x3

limf(x)

+

®

=(∞.                                                            

5. Αν 
[image: image258.wmf]x2

x5

lim

f(x)1

®

+

-

=(∞, να υπολογίσετε το 
[image: image259.wmf]x2

limf(x)

®

.


                                         

6. Αν για την συνάρτηση f:R→R ισχύει 
[image: image260.wmf](

)

x3

limx3f(x)

®

-

=2, να βρείτε τα όρια:

     α) 
[image: image261.wmf]x3

limf(x)
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     β) 
[image: image262.wmf]32

3
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7. Αν για την συνάρτηση f:(0,6)→R ισχύει (x(3)2f(x)≤ 2x(10, να δείξετε ότι 
[image: image263.wmf]x3

limf(x)

®

=(∞.
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1.7 Όρια συνάρτησης στο άπειρο. (1η ώρα).

1. Να γίνουν οι περιπτώσεις των σχημάτων 58 και 59 με παραδείγματα.

Ασκήσεις βιβλίου: 
Ασκήσεις:

1. Να βρείτε τα όρια: α) 
[image: image264.wmf]x
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     β)
[image: image265.wmf]x
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    γ) 
[image: image266.wmf]x
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2. Να βρείτε το όριο 
[image: image267.wmf]x
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42x
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3. Να βρείτε το όριο  
[image: image268.wmf]2
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1.7 Όρια συνάρτησης στο άπειρο. (2η ώρα).

1.Το όριο πολυωνυμικής συνάρτησης ισούται με το όριο του μεγιστοβάθμιου όρου. 

    (Ότι πει ο μεγάλος).

2. Αν f(x)=
[image: image269.wmf]1
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 τότε 
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Ασκήσεις βιβλίου: 1,  Β: 1ii, 3, 4i, iii.

Ασκήσεις:

1. Να βρείτε πολυώνυμο Ρ(x) με P(0)=7, ώστε 
[image: image271.wmf]3
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x2015
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2. Αν f(x)=
[image: image272.wmf]2

2xx3

x1

-+

-

 και 
[image: image273.wmf]x
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[image: image274.wmf](
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3. Αν 
[image: image275.wmf]x
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=0, να βρείτε το 
[image: image276.wmf]xx
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4. Να βρείτε τα όρια: α) 
[image: image277.wmf](
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   β) 
[image: image278.wmf]2
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5. Να βρείτε για όλες τις τιμές του λ το 
[image: image279.wmf](

)

23222

x

lim2

λ3λ2x(4)xλ1

®-¥

éù

--+l-++

ëû

.      

6. Να βρείτε για τις διάφορες τιμές του λ το 
[image: image280.wmf]32
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7. Να βρείτε για τις διάφορες τιμές του α το 
[image: image281.wmf]232
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8. Αν 
[image: image282.wmf]x
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=3 και 
[image: image283.wmf]x
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=6, να βρείτε το 
[image: image284.wmf]2
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1.7 Όρια συνάρτησης στο άπειρο. (3η ώρα)
1. Όριο άρρητης συνάρτησης.

2. Το κριτήριο παρεμβολής ισχύει και στο ((.

Ασκήσεις βιβλίου: 2, 3  Β: 1i, 2, 4ii.

Ασκήσεις:

1. Αν f(x)=
[image: image285.wmf]2

4x12x
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, να δείξετε ότι:  α) 
[image: image286.wmf]x0

f(x)1
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=2     β) 
[image: image287.wmf]x
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2. Αν  
[image: image288.wmf]x
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=λ, λ(R ,να βρείτε το 
[image: image289.wmf](
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 όταν:  α) f(x)= 
[image: image290.wmf]2
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    β) f(x)=
[image: image291.wmf]2
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3. Έστω η f(x)=
[image: image292.wmf]2
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+λx, λ(R. Να βρείτε το λ, αν 
[image: image293.wmf]x
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1.7 Όρια εκθετικής και λογαριθμικής.
1. Να αιτιολογηθούν τα όρια από την αντίστοιχη γραφική παράσταση.

Ασκήσεις βιβλίου:
Ασκήσεις:

1. Να υπολογίσετε τα όρια:  i) 
[image: image294.wmf]32
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2. Ομοίως    i) 
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3. Ομοίως  i) 
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4. Ομοίως  i) 
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5. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=ln[(λ+1)x2+x+1](ln(x+2). Να βρείτε το λ ώστε να υπάρχει το   

    
[image: image304.wmf]x
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 και να βρείτε το όριο αυτό.
25η ώρα

1.8 Συνέχεια συνάρτησης. (1η ώρα)
1. Ορισμός στης συνέχειας.

2. Συνεχείς συναρτήσεις χωρίς αιτιολόγηση. (Πολυωνυμικές, ρητές, τριγωνομετρικές κ.λ.π.)

3. Οι πράξεις μεταξύ συνεχών συναρτήσεων δίνουν συνεχείς συναρτήσεις.

Ασκήσεις βιβλίου: 1, 2, 3, 4  Β:1, 2
Ασκήσεις:

1. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
[image: image305.wmf]2
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 . Να βρείτε τα α, β ώστε η f  να είναι  

    συνεχής και f(1)=12.





 
                       

2. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
[image: image306.wmf]2
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. Να βρείτε τα α, β ώστε η f να είναι συνεχής.

3. Να μελετήσετε την συνέχεια της συνάρτησης f(x)=
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4. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
[image: image308.wmf]2
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.    

    Να βρείτε τα α, β ώστε η συνάρτηση να είναι συνεχής στο x0=5.
                       

5. Έστω συνάρτηση f για την οποία ισχύει (4
[image: image309.wmf]£

f 2(x)(4f(x)
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x2(4 για κάθε x. Να δείξετε  ότι  

      είναι συνεχής στο xο=0.

6. Αν η f είναι συνεχής με f(0)=0, να δείξετε ότι η g(x)=
[image: image311.wmf]2
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 είναι  συνεχής  

      στο xο=0.
7. α) Να δείξετε ότι η εξίσωση lnx+2(x(1)=0 έχει μοναδική ρίζα το 1. 




     β) Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
[image: image312.wmf]32
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. Να βρείτε το α ώστε η f να είναι  

           συνεχής στο R. 

26η ώρα

1.8 Συνέχεια συνάρτησης. (2η ώρα)
1. Υπολογισμός της αριθμητικής τιμής μέσω της συνέχειας μιας συνάρτησης.

Ασκήσεις βιβλίου: Β: 3
Ασκήσεις:

1. Έστω συνάρτηση f συνεχής στο xο=0. Να βρείτε το f(0) αν για κάθε x(R ισχύει  

    ημx(x2 ≤ xf(x) ≤x+x2






                             

2. Έστω συνάρτηση f συνεχής στο xο=2. Αν 
[image: image313.wmf]2
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=1821, να βρείτε το f(2).              
3. Έστω συνάρτηση f συνεχής στο R και xf(x)=ημ2x για κάθε x(R. Να βρείτε το f(π) και 
    το f(0)





                    

                         

4. Αν f συνεχής στο 0 με 
[image: image314.wmf]x0
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     α)  Να δείξετε ότι το Μ(0,4) ανήκει στην Cf.

     β) Να βρείτε το 
[image: image315.wmf]x0
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5. Έστω συνάρτηση f συνεχής στο xο=2 για την οποία ισχύει 
[image: image316.wmf]x2

f(x)4

lim

x2

®

-

-

=2016.

      α) Να βρείτε το f(2)      β) Να βρείτε το 
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6. Για την συνάρτηση f ισχύει f 2(x)+2xημx
[image: image318.wmf]£

2xf(x)+ημ2x για κάθε x(R. 
      i) Να βρείτε: α) το f(0)   β) το 
[image: image319.wmf]x0
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     ii) Να εξετάσετε αν η f είναι συνεχής στο xο=0.
7. Αν η f είναι συνεχής στο x0=0 και 
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=2, να βρείτε το f(0).      
27η ώρα

1.8  Συνέχεια συνάρτησης. (3η ώρα)
1. Η σύνθεση συνεχών συναρτήσεων είναι συνεχής συνάρτηση.

2. Ορισμός της συνέχειας σε ανοικτό και κλειστό διάστημα.
Ασκήσεις βιβλίου: 5
Ασκήσεις:

1. Αν f είναι συνεχής στο R+ και (x–4)f(x)=
[image: image321.wmf]x

(2, να βρείτε τον τύπο της.

2. Αν f συνεχής στο 0 και ισχύει |xf(x)(ημ2x| ≤ x4 για κάθε x, να δείξετε ότι f(0)=2. 

3. Έστω f συνεχής με xf(x)+συνx=1(x2ημ
[image: image322.wmf]1

x

. α) Να βρείτε το f(0). β) Nα βρείτε τον τύπο της f. 

4. Αν 
[image: image323.wmf]h0
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 και η f είναι συνεχής στο 3, να βρείτε το όριο 
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5. Αν 
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6.  Έστω f: R(R περιττή συνάρτηση  για την οποία ισχύει 
[image: image327.wmf]2
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=5. Αν η f είναι  

     συνεχής στο 3 τότε:      

     α) Να υπολογίσετε το f(3).

     β) Να δείξετε ότι η f είναι συνεχής και στο (3.
7. Έστω f: R
[image: image328.wmf]®

R συνάρτηση συνεχής στο x0=1, για την οποία ισχύει f(4(x)=f(x) , x(R και  
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       α) Να βρείτε το f(1). 
       β) Να δείξετε ότι η f είναι συνεχής και στο x1=3.  



 
8. Έστω f: R(R συνάρτηση συνεχής στο x0=0 και f(0)=2, για την οποία ισχύει  

      f(2+x)+f(x)=x2+3, x(R. Να δείξετε ότι η f είναι συνεχής και στο x1=2.                     
9. Έστω f: R
[image: image330.wmf]®

R συνάρτηση συνεχής στο x0=1, για την οποία ισχύει (x(1)f(x)≥x2(3x+2, x(R.

      Να βρείτε το f(1).
10. Έστω συνάρτηση  f: R(R με 
[image: image331.wmf]2
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=2014. Αν η Cf διέρχεται από το 

      Μ((2,(3), να δείξετε ότι η f είναι συνεχής στο xο=(2.

28η ώρα

1.8 Θεώρημα Bolzano. (1η ώρα)
1. Το Θ.B. εξασφαλίζει λύση μιας εξίσωσης. Δεν λύνει την εξίσωση.

2. Το αντίστροφο δεν ισχύει.

3. Μεθοδολογία λύσης ασκήσεων.
Ασκήσεις βιβλίου: 6, 7, 8  Β:4, 5, 8

Ασκήσεις:

1. Να  δείξετε ότι οι παρακάτω εξισώσεις έχουν μία τουλάχιστον ρίζα στο διπλανό διάστημα: 

    α) 2x7+8x(7=0   στο (0,1)               β) x4+(α2(2)x2+(α(1)x=α2, α(0  στο  (0,2)
    γ) 
[image: image332.wmf]xx
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=0 στο 
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   δ) x3+2x(1=ημ2x στο (0,1)    ε) 3x+lnx4=x2+4 στο (1,e)
    στ) 
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 στο (0,1).
2. Αν το σημείο Μ(α, β) ανήκει στον κύκλο (x(9)2+(y+4)2=72, να δείξετε ότι η εξίσωση  

    2(α(9)2x2+3(β+4)2x(72=0 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο (0,1).

3. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
[image: image336.wmf]2
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, Υπάρχει xο(((3,3) ώστε f(xο)=0;

4. Έστω f συνεχής στο [α, β] με f(α)≠f(β). Να δείξετε ότι υπάρχει xο((α,β) ώστε  

      5f(xο)=2f(α)+3f(β).

5. Αν οι συναρτήσεις f, g είναι συνεχείς στο [α,β] και f(α)=g(β), f(β)=g(α), να δείξετε ότι  

    υπάρχει xο((α,β) ώστε f(xο)=g(xο).

6. Δίνεται η συνεχής συνάρτηση f για την οποία ισχύει f(α)+f(β)=α2+β2. Να δείξετε ότι η  

      εξίσωση f(x)=x2 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα (α,β).

7. Δίνεται η συνεχής και αύξουσα συνάρτηση f:[0,1]( [5,6].  Να δείξετε ότι η γραφική της  

     παράσταση έχει ένα τουλάχιστον κοινό σημείο με την y=5x2(x+4.

8. Έστω συνάρτηση f ορισμένη και συνεχής στο [α,β]. Να δείξετε ότι η f(x)=0 έχει μία 

     τουλάχιστον ρίζα στο (α,β) αν: i)  kf(α)+λf(β)=0, αν k, λ είναι ομόσημοι.  

       ii)  f(α)f(β)+α2β2=0 ή





      iii) (1+α2)f(α)+(1+β2)f(β)=0
 



      iv) e–αf(α)+e–βf(β)=0, α,β≠0
9. Δίνεται η συνάρτηση f συνεχής στο [0,2] ώστε f(0)=f(4). Να δείξετε ότι υπάρχει x0((0,2)  

    τέτοιο ώστε f(xο)=f(xο+2).

10. Δίνεται η συνεχής συνάρτηση f για την οποία ισχύει:                       

      f 3(x)+βf 2(x)+γf(x)=x3(2x2+6x(1 όπου β,γ πραγματικοί με β2<4γ. Να δείξετε ότι υπάρχει  

      μία τουλάχιστον ρίζα της f στο (0,1).
29η ώρα

1.8. Θεώρημα Bolzano. (2η ώρα)

1. Θ.Β. και ακριβώς μία ρίζα.
Ασκήσεις βιβλίου: 

Ασκήσεις:

1. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση x(3x (1=0 έχει ακριβώς μία ρίζα στο διάστημα (0,1).

2. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 
[image: image337.wmf]x
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(α=0, με α,β,γ>0 και γ<β έχει ακριβώς μία ρίζα στο (β,γ).

3. Δίνονται οι συνεχείς και αύξουσες συναρτήσεις f και g στο [α, β], για τις οποίες ισχύουν  

     f(α)=(g(β) και f(β)=(g(α). Να δείξετε ότι υπάρχει μοναδικό xο στο (α, β) τέτοιο ώστε 
     f(xο)=(g(xο).

4.  Έστω συνάρτηση f συνεχής και φθίνουσα στο Δ=[1,5]. Αν f(3)=0 να δείξετε ότι:

      α) f(1)>0 και f(5)<0

      β) Η εξίσωση f(2x+3)=x έχει μοναδική ρίζα.

30η ώρα

1.8 Θεώρημα Bolzano. (3η ώρα)

1. Θ.Β. με ρίζα σε κλειστό διάστημα.

Ασκήσεις βιβλίου: 

Ασκήσεις:

1. Να δείξετε ότι η εξίσωση ημx(ημα=
[image: image338.wmf]π
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2. Έστω f, g συνεχείς στο [α, β] ώστε f(α)+f(β)=g(α)+g(β). Να δείξετε ότι υπάρχει ρ([α,β]  

    ώστε f(ρ)=g(ρ).

3. Έστω f συνεχής στο [0,1] με 0≤f(x)≤ 2 για κάθε x([0,1]. Να δείξετε ότι η εξίσωση 

    f 2(x)(2f(x)+3x=0 έχει μία τουλάχιστον λύση στο [0,1).

4. Δύο συναρτήσεις f και g είναι συνεχείς στο Δ και για κάθε x ισχύει f(x)(g(x)=cx, c(R. Αν η  

    εξίσωση f(x)=0 έχει δύο ρίζες ετερόσημες ρ1,ρ2
[image: image340.wmf]Î

Δ, να δείξετε ότι η εξίσωση g(x)=0 έχει  

    τουλάχιστον μία ρίζα στο διάστημα [ρ1,ρ2].

5. Έστω f συνεχής στο [0,1] με [f 2(0)+16][f 2(1)+4]
[image: image341.wmf]£

[f(0)f(1)(8]2. Να δείξετε ότι η f(x)=0 έχει  

    μία τουλάχιστον ρίζα στο [0,1].

6. Έστω f συνεχής στο R με x(3≤f(x)≤ x2(x. Να δείξετε ότι η εξίσωση f(x)=0 έχει μία  

     τουλάχιστον ρίζα στο [1,3].

7. Δίνεται η συνάρτηση f συνεχής. Να δείξετε ότι υπάρχει ξ([0,
[image: image342.wmf]2

π

] ώστε f(ημξ)=f(συνξ). 
8. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής και περιττή στο [(2,2], να δείξετε ότι η f(x)=0 έχει μία  

      τουλάχιστον ρίζα στο [(2,2].
9. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=αx2+βx+γ, α(0. Αν 5α+3β+3γ=0 να δείξετε ότι:

     α) f(0)+f(1)+f(2)=0 
     β) Η εξίσωση f(x)=0 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο [0,2].   

31η ώρα

1.8 Θεώρημα Bolzano. (4η ώρα)

1. Θ.Β. με ρίζα σε όχι καθορισμένο διάστημα.

2. Θ.Β. και 2 ρίζες.
Ασκήσεις βιβλίου: Β: 6

Ασκήσεις:

1. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση x=αημx+β, (α,β>0) έχει τουλάχιστον μια ρίζα θετική που δεν  

    υπερβαίνει το α+β.

2. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση x20+α12x8=α20, α<0, έχει μία τουλάχιστον ρίζα xο>α.

3. Αν λ>0 και μ+λ+1<0 να δείξετε ότι η εξίσωση x3+μx2+λ=0 έχει δύο τουλάχιστον ρίζες στο  

     ((1,1).

4. Να δείξετε ότι η  
[image: image343.wmf]123
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=0 με α<β<γ έχει ακριβώς δύο ρίζες στο [α, γ].

32η ώρα

1.8 Πρόσημο συνάρτησης.
1. Μία συνεχής συνάρτηση που δεν μηδενίζεται σε διάστημα Δ είναι ή θετική ή αρνητική.

2. Μία συνεχής συνάρτηση διατηρεί πρόσημο ανάμεσα στις ρίζες της.

3. Να γίνει το παράδειγμα.

4. Για την λύση των ασκήσεων, συνήθως εργαζόμαστε με την εις άτοπον απαγωγή.  
Ασκήσεις βιβλίου: 9, Β: 7.

Ασκήσεις:

1. Να βρείτε το πρόσημο των: α) f(x)=x3+3x2(4x(12.     β) Ομοίως της g(x)=4x3(3x(1

2. Δίνονται οι συνεχείς στο R συναρτήσεις f και g με [f(x)(g(x)]g(x)(3>0 για κάθε x.  

    Να δείξετε ότι οι f και g διατηρούν σταθερό πρόσημο στο R.

3. α) Δίνεται η συνεχής συνάρτηση f:R(R, για την οποία ισχύει 5f 2(x)(3f(x)=2x2(x+5 για  

        κάθε x(R. Να δείξετε ότι η f διατηρεί πρόσημο στο R.

    β) Ομοίως αν f 3(x)+f(x)=x2+1.

4. Nα βρείτε την συνεχή συνάρτηση f:R(R, για την οποία ισχύει f 2(x)(2xf(x)=9 για κάθε x(R  

    και f(0)=3.






        
5. Δίνεται η συνεχής συνάρτηση f:R(R, με f(x)≠0 για την οποία ισχύει f 2(x)=x4+2x2(4f(x)(3  

    για κάθε x(R. Να βρείτε:

       α) Το f(1) 









       β) Toν τύπο της.   





                        
6. Έστω οι συνεχείς συναρτήσεις f,g στο διάστημα Δ με f(x)≠g(x), για κάθε x. Αν α,β(Δ με  

     α≠β, να δείξετε ότι f(α)f(β)+g(α)g(β)>f(α)g(β)+f(β)g(α).

7. Mια συνάρτηση f είναι συνεχής στο Δ=[1,4] και f(x)≠0 για κάθε x(Δ. Αν f(5/2)>0 και  

    f(1)f(2)=f(3)f(4), να δείξετε ότι:

        α) υπάρχει ξ1([1,2] ώστε f 2(ξ1)=f(1)f(2)

        β) Η f δεν αντιστρέφεται.
8. Δίνεται η συνεχής συνάρτηση f:R(R ώστε f 2(x)(1=2xf(x) για κάθε x.

    α) Να δείξετε ότι η g(x)=f(x)(x  διατηρεί σταθερό πρόσημο στο R.

    β) Αν f(0)=1 να βρείτε τον τύπο της f.

    γ) Να υπολογίσετε το 
[image: image344.wmf]x
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9. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
[image: image345.wmf]2

x2x24
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(x.

    α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της.







    β) Να λύσετε την εξίσωση f(x)=0 






             

    γ) Να βρείτε το πρόσημό της.





         
10. Έστω f συνεχής συνάρτηση με f(x)≠0 για κάθε x(R. Αν f(1)=2009, να βρείτε τα όρια:

     Α=
[image: image346.wmf]32
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33η ώρα

1.8 Θεώρημα ενδιάμεσων τιμών.
1. α) Αν f συνεχής στο [α,β].
    β) f(α)(f(β).

    γ) f(α)<η<f(β), τότε υπάρχει xo((α,β), ώστε f(xo)=η.

2. Το σύνολο τιμών (η εικόνα) f(Δ) μιας συνεχούς και μη σταθερής συνάρτησης είναι διάστημα.

Ασκήσεις βιβλίου: 

Ασκήσεις:

1. Έστω f(x)=x8+x+4. Να δείξετε ότι υπάρχει ξ((1,2) ώστε f(ξ)=250.

2. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
[image: image348.wmf]3

x

16

(ημπx+7. Να εξετάσετε αν η συνάρτηση παίρνει την τιμή 
[image: image349.wmf]2
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    στο [(4,4].

3. α) Έστω f(x)=x2+
[image: image350.wmf]πx
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+1. Να δείξετε ότι υπάρχει ξ((0,1) ώστε f(ξ)=2.

    β) Έστω f(x)=x2+
[image: image351.wmf]πx

ημ

2

æö

ç÷

èø

+1. Να δείξετε ότι για κάθε β([1,3] υπάρχει ξ([0,1] ώστε f(ξ)=β.

4. Έστω f συνεχής με f(4)=3 και f(x)·f(f(x))=1 για κάθε x(R.

     α) Να βρείτε το f(3).

     β) Nα αποδείξετε ότι υπάρχει ξ(R ώστε f(ξ)=2.

     γ) Να βρείτε το f(2).

5. Αν η συνάρτηση f είναι αύξουσα και συνεχής στο διάστημα [0,1], f(0)=2 και f(1)=4.   

     α) Nα αποδείξετε ότι η ευθεία y=3 τέμνει την f σε ένα ακριβώς σημείο στο (0,1).           

     β) Υπάρχει x1((0,1) τέτοιο ώστε f(x1)= 
[image: image352.wmf]1234
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6. Έστω f συνεχής και αύξουσα στο [2,10]. Να δείξετε ότι υπάρχει x0((2,10) τέτοιο ώστε  

     f(x0)=
[image: image353.wmf]3f(3)5f(6)2f(8)
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7. Έστω f :[1,8](R συνεχής με 
[image: image354.wmf]2
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 και f(1)·f(8)=27. Να δείξετε ότι η  

    εξίσωση f(x)=7 έχει μία τουλάχιστον λύση στο (1,8).
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1.8 Θεώρημα μέγιστης και ελάχιστης τιμής.
1. Αν f είναι συνεχής στο [α,β] τότε m(f(x)(Μ. (Να τονιστεί το [α,β]).
2. Αν γνωρίζουμε κάτι σχετικό με τα f(α) και f(β) χρησιμοποιούμε το ΘΕΤ, αλλιώς  

    χρησιμοποιούμε το ΘΜΕΤ.   

Ασκήσεις βιβλίου: 

Ασκήσεις:

1. Έστω f συνεχής στο [2,10]. Να δείξετε ότι υπάρχει xο((2,10) τέτοιο ώστε 

     f(xο)=
[image: image355.wmf]3f(3)5f(6)2f(8)
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2. Αν f συνεχής στο [0, 4], να δείξετε ότι υπάρχει xο((0,4) ώστε f(xο)=
[image: image356.wmf](
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3. Έστω f συνεχής στο [α,β] με f(x)≥0. Να δείξετε ότι υπάρχουν αριθμοί x1, x2, ξ([α,β] ώστε  

     f(ξ)=
[image: image357.wmf]12
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×

.
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1.8 Σύνολο τιμών.
1. Το σύνολο τιμών είναι η προβολή της Cf στον άξονα y'y.

2. Απαραίτητη η μονοτονία.
Ασκήσεις βιβλίου: 

Ασκήσεις: 10

1. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=x2+1 στο Α=[0,2]. Να δείξετε ότι είναι αύξουσα και να βρείτε το  

    σύνολο τιμών της.                        




                                      

2. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
[image: image358.wmf]2
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 στο Α=(2,5). 

     i) Να απλοποιήσετε τον τύπο της και δείξετε ότι είναι αύξουσα 

     ii) Nα βρείτε το σύνολο τιμών της.





              

3. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
[image: image359.wmf]5xx3
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. 
    α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της. 






 

    β) Να βρείτε το σύνολο τιμών της. 


                          

[image: image903.png]



4. Στο διπλανό σχήμα έχουμε τη γραφική  παράσταση της  

    f(x)=x2(4x+3. Να βρείτε το σύνολο τιμών στις παρακάτω  

    περιπτώσεις:

     α. Α=(2,4)

β. Α=[2,4]

     γ. Α=[0,1]

δ. Α=(1,4)

     ε. Α=[1,4]
          στ. Α=[0,4]


5. α) Να βρείτε το σύνολο τιμών f(Δ) της συνάρτησης  f(x)=e–x(2x+1 με Δ=[0,1).

    β) Ομοίως της συνάρτησης f(x)=ημx(συνx με Δ=[0,
[image: image360.wmf]2
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].
    γ) Ομοίως της συνάρτησης f(x)=(3x+2συνx με Δ=[0,π].

    δ) Ομοίως της συνάρτησης f(x)=x2+ln(x(1) με Δ=(1,2).
    ε) Ομοίως της αύξουσας συνάρτησης f(x)=lnx(x2+4x(2 στο Δ=(0,1).
6. Έστω η συνάρτηση f συνεχής και αύξουσα στο Δ=[1,4]. Αν f 2(1)+f 2(4)=2f(4)(6f(1)(10 να  

    βρείτε το σύνολο τιμών της
7. Δίνεται η συνεχής και αύξουσα συνάρτηση f:[0,1](R, ώστε 
[image: image361.wmf]2
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 και η  

    Cf τέμνει τον y'y στο (1. Να βρείτε το σύνολο τιμών της.



          

8. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=5(
[image: image362.wmf]x1
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(lnx.
    α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της. 





         
    β) Να βρείτε το σύνολο τιμών της.






          

9. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=lnx(ln(2(x)(x2.

    α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της. 





             

    β) Να βρείτε το σύνολο τιμών της.






                
10. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=2lnx+εφx, Α=
[image: image363.wmf]0,
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. Να βρείτε το σύνολο τιμών της.            
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1.8 Λύση εξίσωσης από το σύνολο τιμών.
1. Οι ρίζες μιας εξίσωσης θα βρίσκονται στο εξής από την μελέτη της συνάρτησης.

2. Η ρίζα της f(x)=0 βρίσκεται στον άξονα x'x, δηλαδή στην ευθεία y=0. 
3. Η ρίζα της f(x)=α βρίσκεται στην ευθεία y=α. 
Ασκήσεις βιβλίου: B6

Ασκήσεις:
1. Να δείξετε ότι η εξίσωση 2x2015+x3+1=0 έχει μία μόνο ρίζα.
2. Έστω η συνάρτηση f συνεχής στο Δ=[0,5] και γνησίως μονότονη στα διαστήματα [0,2], [2,4],  

     [4,5]. Αν f(0)=1, f(2)=(2, f(4)=3 και f(5)=(4 να βρείτε:

    α) Την μονοτονία της f.

    β) Το σύνολο τιμών της.

    γ) Το πλήθος των ριζών της στο Δ.

3. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
[image: image364.wmf]2
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     α) Να μελετήσετε την συνέχεια της f.

     β) Να βρείτε το σύνολο τιμών της.

     γ) Να λύσετε τις εξισώσεις: i) f(x)=0,      ii) f(x)=(5,       iii) f(x)=(7.
4. Να δείξετε ότι η εξίσωση 2lnx+3ex=0 έχει ρίζα στο (0, 1). 
5. Αν η f(x)=x(ημx(1 είναι αύξουσα στο [(π/2, π]

     α) Να βρείτε το σύνολο τιμών της.              

     β) Να δείξετε ότι η εξίσωση x(συν2x=ημx(1+ημx) έχει μία μόνο ρίζα στο ((π/2,π).
6. Έστω η συνάρτηση f(x)=4x2+3ημx(1, x([0, π/2]. Να δείξετε ότι:

    α) Η f είναι αύξουσα.       
    β) Να βρείτε το σύνολο τιμών. 

    γ) Να δείξετε ότι η εξίσωση 3ημx=1(4x2 έχει ακριβώς μια λύση στο (0,π/2). 

    δ) Να δείξετε ότι υπάρχει ξ((0,π/2) τέτοιο ώστε f(ξ)=7/5.

7. Έστω η f(x)=x+συνx(4, x((π, 2π).

     α) Να δείξετε ότι είναι αύξουσα.

     β) Να βρείτε το σύνολο τιμών της.

     γ) Να δείξετε ότι η εξίσωση συνx=4(x έχει ακριβώς μια ρίζα στο (π, 2π). 
8. Έστω η f(x)=lnx+ex–1(1

     α) Να δείξετε ότι είναι αύξουσα.

     β) Να βρείτε το σύνολο τιμών της.

     γ) Να λύσετε την εξίσωση lnx+ex–1=1.   






 

9. Δίνεται συνάρτηση f(x)=ex+lnx+x(1.

     α) Να βρείτε το σύνολο τιμών της.

     β) Να δείξετε ότι η εξίσωση f(x)=5 έχει μία μόνο λύση.

     γ) Να λύσετε την εξίσωση f(x)=e. 






  
10. Να δείξετε ότι η εξίσωση ln(e(ex)=x έχει ακριβώς μια ρίζα.
11. Δίνεται η συνεχής συνάρτηση f για την οποία f(0)=(4 και 
[image: image365.wmf]f(x)
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x
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. Να δείξετε ότι η  

     εξίσωση f(x)=2x(2 έχει μία τουλάχιστον θετική ρίζα.
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2.1 Η έννοια της παραγώγου.
1. Ορισμός της παραγώγου.

2. Πλευρικές παράγωγοι.

Ασκήσεις βιβλίου: 1, 2, 3, 4 Β: 1, 4, 7
Ασκήσεις:
Α. Απλές παράγωγοι με εφαρμογή του τύπου (Ασκήσεις βιβλίου: 1, 3, Β:7)
1. Να βρείτε την παράγωγο (αν υπάρχει ) στο αντίστοιχο xo.

    α) f(x)=x3, xo=2     β) f(x)=
[image: image366.wmf]22

x3x
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, xo=1                                                           
Β. Παράγωγοι κλαδικών συναρτήσεων (Ασκήσεις βιβλίου: 2iv, 4, B:3)
2. Ομοίως:  α) f(x)=
[image: image367.wmf]2
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, xo=1     β) f(x)=
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, xo=0                           
Γ. Παράγωγοι συναρτήσεων με απόλυτα (Ασκήσεις βιβλίου: 2, B:1)
3. Ομοίως:     α) f(x)=x2 +|x+3| , xo=(3      β) f(x)=|x2(4x+3|, xo=0, xo=3.                    

     γ) f(x)=
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Δ. Παράγωγοι με χρήση του λόγου 
[image: image370.wmf]ημx
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 (Ασκήσεις βιβλίου: B:3, 4)
4. Ομοίως:  α) f(x)=
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 , xo=0   β) f(x)= 
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  xo=1    


    γ) f(x)=x+συνx, xo=0   



          




     
5. Να δείξετε ότι η συνάρτηση f(x)=|συνx| δεν έχει παράγωγο στο xo=
[image: image373.wmf]2
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2.1 Η έννοια της παραγώγου.
1. Ε. Παράγωγοι με κριτήριο παρεμβολής.

2. ΣΤ. Παράγωγος συνάρτησης από παράγωγο άλλης συνάρτησης.

Ασκήσεις βιβλίου: Β:5, 6
Ασκήσεις:
 1. α) Αν x(x2 ≤ f(x) ≤ x+x2 για κάθε x(R, να βρείτε την f '(0).    
               

   

     β) Αν  3x2+3x+4 ≤f(x) ≤ 2x2+5x+3 για κάθε x(R, να βρείτε την f '(1).                                 
2. Έστω η f ορισμένη στο R και παραγωγίσιμη στο x0=0 με f(0)=0 και f '(0)=2014. Αν για  

     κάθε x(R ισχύει f(x)+1≤ g(x) ≤ f(x)+x2+1 να βρείτε την g'(0)                                       
3. Έστω η f  συνεχής στο x0=0 και f(0)=2014. Να βρείτε την g'(0):  

     α) Αν g(x)=xf(x) και 

     β) Αν g(x)=f(x)ημ2x.   





                          
4. α) Αν f, g συνεχείς και ισχύει |f(x)(g(x)|≤x4 με g(0)=0 και g'(0)=1 να δείξετε ότι f '(0)=1.

    β) Ομοίως αν |xf(x)(ημ2x|≤x4   τότε f(0)=0 και f ′(0)=1.

5. Αν για την συνεχή συνάρτηση g ισχύουν g(2)=(2 και g'(2)=3, και f(x)=x2g(x)+2x+1     

    να βρείτε την f '(2)                                                             

6. Δίνονται οι συνεχείς συναρτήσεις f και g για τις οποίες ισχύει g(x)=x2f(x) για κάθε x(R.  

    Αν η f είναι παραγωγίσιμη στο x0=1, να δείξετε ότι  g'(1)=f '(1)+2·f(1).

7. Έστω f παραγωγίσιμη στο α με συνεχή παράγωγο και g(x)=
[image: image374.wmf]f(x)
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 με f ′(x)≠0. Αν η Cg  

      τέμνει τον x′x στο Κ(α,0), να δείξετε ότι g′(α)=1. 
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2.1 Η έννοια της παραγώγου.
1. Ζ. Παράγωγοι από παράσταση

2. Η. Παράγωγοι με τον τύπο  f '(x0)=
[image: image375.wmf]00
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3. Θ. Παράγωγος σύνθετης συνάρτησης

Ασκήσεις βιβλίου: Β: 2, 8
Ασκήσεις:
1. α) Αν f παραγωγίσιμη στο x0=1 και f 3(x)+f(x)+1=x2 ,να δείξετε ότι f '(1)=2.

    β) Αν η f είναι συνεχής στο x0=0 και ισχύει f 3(x)+x2f(x)=2x2ημx να δείξετε ότι f '(0)=1.

    γ) Αν η f είναι συνεχής στο x0=0 και ισχύει f 3(x)+8xf(x)ημx=xημ23x να δείξετε ότι f '(0)=1.

2. Αν f είναι συνεχής στο x0=2 και 
[image: image376.wmf]h0
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 να δείξετε ότι f '(2)=3.

3. Αν για την f ισχύει f(3+h)=2+h2+ημh για κάθε h
[image: image377.wmf]R
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, να δείξετε ότι f(3)=2 και  f '(3)=1

4. Αν f παραγωγίσιμη στο x0=3 με f ′(3)=0 και η συνάρτηση g(x)=
[image: image378.wmf]f(x1),x2
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. Να  

    δείξετε ότι g'(2)=0.
5. Αν 
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 και η f είναι συνεχής να δείξετε ότι: α) f '(1)=(1  β) 
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2.1 Η έννοια της παραγώγου.
1. Όρια με παραγώγους.
2. Βασική άσκηση: Αν η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 να δείξετε ότι:  

     
[image: image381.wmf]00
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Ασκήσεις βιβλίου: Β:8
Ασκήσεις:
1. Αν η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 να δείξετε ότι:

    α) 
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2. Αν η f είναι παραγωγίσιμη στο 1 να δείξετε ότι 
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3. Αν η f είναι παραγωγίσιμη στο x0=3, να δείξετε ότι 
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4. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο x0=1 και 
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5. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο σημείο α>0, να βρείτε τα όρια: 

    α) 
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6. Αν για την συνάρτηση f ισχύει  f(2)=1 και f '(2)=1, να δείξετε ότι 
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7. Αν για την συνάρτηση f ισχύει  f(1)=2 και f '(1)=2, να δείξετε ότι:

    α)  
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8. Αν για την συνάρτηση f ισχύει  f(0)=0 και f '(0)=1, να δείξετε ότι: 
      α) 
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9. α) Aν f συνεχής στο x0=3 ώστε 
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, να δείξετε ότι f '(3)=
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    β) Ομοίως αν f συνεχής στο x0=1 και
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, να δείξετε ότι f '(1)=0.

    γ) Ομοίως αν f συνεχής στο x0=1 και
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, να δείξετε ότι f '(1)=3.
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2.1 Παράγωγος  και συνέχεια.
1. Τι σημαίνει: "Μία συνάρτηση δεν είναι παραγωγίσιμη";

2. Αν μία συνάρτηση είναι  συνεχής στο xo τότε είναι παραγωγίσιμη σε αυτό ή όχι.

3. Αν μία συνάρτηση δεν είναι  συνεχής στο xo τότε δεν είναι παραγωγίσιμη  σε αυτό.

4. Αν μία συνάρτηση είναι  παραγωγίσιμη στο xo τότε είναι συνεχής σε αυτό.
5. Να αποδειχθεί το θεώρημα.
Ασκήσεις βιβλίου: 

Ασκήσεις:
1. Να δείξετε ότι η f(x)=5(|x(5| είναι συνεχής στο x0=5, αλλά όχι παραγωγίσιμη.

2. α) Να βρείτε τα α, β ώστε να υπάρχει η f '(1) για την f(x)=
[image: image404.wmf]2
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    β) Ομοίως η  f(x)=
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   (1, 2) )    γ) f(x)=
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3. Ομοίως 





























































































































































































































































η f(x)=
[image: image407.wmf]2
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 να είναι παραγωγίσιμη στο x0=0.    
  

4. Να εξετάσετε αν η f(x)=
[image: image408.wmf]2

x1,x0

x,x0

ì
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  παραγωγίζεται  στο x0=0.
5. Να βρείτε τα α, β, γ ώστε η f(x)=
[image: image409.wmf]2
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 να παραγωγίζεται στο x0=1.                                                                  
6. Έστω f(x)=
[image: image410.wmf]î
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. Να εξετάσετε αν η f  παραγωγίζεται στο x0=3.                      

7. Δίνεται ότι η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο x0=0, με f(0)=f ′(0)=1 Να βρείτε τα α, β  

     ώστε η g(x)=
[image: image411.wmf]2
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ì
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  να είναι παραγωγίσιμη στο x0=0.

     
8. Για τις συναρτήσεις f και g ισχύει f 2(x)+g2(x)=x4 για κάθε x(R.
     α) Να βρείτε τα f(0), g(0).
     β) Nα δείξετε ότι οι f και g είναι συνεχείς στο 0.

     γ) Να βρείτε τα f '(0), g'(0).
9. Αν f και g παραγωγίσιμες στο x0=2 και f 2(x)+g2(x)=(x2(4)2, να δείξετε ότι 

       [f ′(2)]2+[g′(2)]2=16.
10. Έστω συνάρτηση f με f '(1)=2 και f(1)=1 και g(x)=
[image: image412.wmf]2

2

2

αxβx,x1

f(x),x1
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, α, β(R. Να βρείτε  

      τα α, β ώστε η g να είναι παραγωγίσιμη  στο x0=1.
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2.1 H εξίσωση της εφαπτομένης.
Υπενθυμίσεις:

1. α) Μία ευθεία έχει εξίσωση y=λx+β  ή  y–y0=λ(x–x0). Το λ είναι ο συντελεστής διεύθυνσης  

         και ισούται με την εφαπτομένη της γωνίας που σχηματίζει η ευθεία με τον άξονα x′x.

         Το β είναι η τεταγμένη του σημείου τομής της με τον άξονα y′y.

    β) Μία ευθεία που διέρχεται από την αρχή των αξόνων έχει εξίσωση y=λx.
         Οι ευθείες y=x και y=(x είναι οι διχοτόμοι των τεσσάρων γωνιών των αξόνων.
    γ) Δύο ευθείες είναι παράλληλες αν έχουν τον ίδιο συντελεστή διεύθυνσης.

    δ) Δύο ευθείες είναι κάθετες αν οι συντελεστές διεύθυνσης είναι αντιθετοαντίστροφοι  

          λ1·λ2=(1.

    ε) Μία ευθεία είναι οριζόντια αν έχει λ=0.
    στ) Μία ευθεία κατακόρυφη δεν έχει συντελεστή διεύθυνσης
    ζ) Μια ευθεία σχηματίζει με τον x′x γωνία 135ο αν λ=εφ135ο=(1 
2. H εξίσωση της εφαπτομένης της Cf στο σημείο Μ(xο, f(xο)) είναι ε: y(f(xο)=f ((xο)(x(xο)
Ασκήσεις βιβλίου: 5,  Β:3
Ασκήσεις:
1. Να βρείτε την εφαπτομένη των παρακάτω συναρτήσεων στο αντίστοιχο xο.
    α) f(x)=x3, xο=1
β) f(x)=
[image: image413.wmf]x2

+

, xο=2
      γ) f(x)=x|x|, xο=0    δ) f(x)=
[image: image414.wmf]2
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, xο=1
2. Αν η f είναι παραγωγίσιμη στο 3 και 
[image: image415.wmf]x3
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=(11, να βρείτε την εφαπτομένη της f  στο  

    Μ(3,f(3)).






                                    
3. Αν 
[image: image416.wmf]x3

f(x)
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=(7 και η f είναι συνεχής στο xο=3, να δείξετε ότι η f είναι  παραγωγίσιμη  στο  

    xο=3 και να βρείτε την εφαπτομένη της στο xο=3.      



  
4. Αν η f είναι παραγωγίσιμη στο xο=0 και f 2(x)(2xf(x)=3ημ2x για κάθε x(R, να βρείτε την  

    εφαπτομένη της f στο xο=0. 





         
5. Να βρείτε τα α, β, γ ώστε η συνάρτηση  f(x)=
[image: image417.wmf]2
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  να έχει στο σημείο Α(1,f(1))   

   εφαπτομένη παράλληλη στην ευθεία η: 4x(y(2=0.               
                

6. Αν f συνεχής και 
[image: image418.wmf]x

x+1f(x)1+

2

££

, x>(1, να βρείτε την εφαπτομένη της στο xο=0. 
7. Αν f συνεχής και 2x2(x+2≤f(x)≤3x2(5x+6, να βρείτε την εφαπτομένη της f στο 2.    
8. Αν η f είναι παραγωγίσιμη στο xο=1 και x2f 3(x)+f(x)+1=x3 για κάθε x(R, να βρείτε την  

    εφαπτομένη της f στο x0=1.






       
9. Αν f παραγωγίσιμη στο 1 και ισχύει f(1+h)=3(3h+3h2(h3, να βρείτε την εφαπτομένη στο  

    xο=1.
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2.2 Παραγωγίσιμες συναρτήσεις. (1η ώρα)
1. Πότε μία συνάρτηση είναι παραγωγίσιμη στο Α.

2. Πότε μία συνάρτηση είναι παραγωγίσιμη στο (α,β).

3. Πότε μία συνάρτηση είναι παραγωγίσιμη στο [α,β].

4. Συμβολισμοί: f ', f ", f '",..., f (v) και f (v)=[ f (v–1)]', ν(3.

5. Να αποδειχθούν οι τύποι των παραγώγων των βασικών συναρτήσεων.
Ασκήσεις βιβλίου: 1, Β: 2, 3, 4
Ασκήσεις:
1. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
[image: image419.wmf]x

. Να βρείτε την εφαπτομένη της στo xο=4. 
2. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=x2. Να βρείτε τις εφαπτόμενες:

    α) που είναι παράλληλες στην ευθεία η: y=4x(5. 




     

    β) που είναι κάθετες στην ευθεία η: x(2y+1=0.  




   
    γ) που είναι παράλληλες στον x'x.  





         
    δ) που έχουν κλίση 6.







   
    ε) που σχηματίζουν με τον x'x γωνία 135ο. 





    στ) που διέρχονται από το Α((2,(1) 
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2.2 Παραγωγίσιμες συναρτήσεις. (2η ώρα)
1. Παράγωγοι κλαδικών συναρτήσεων.
Ασκήσεις βιβλίου: 2, 3, 4, 5 Β: 1
Ασκήσεις:
1. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
[image: image420.wmf]4
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. Να εξετάσετε αν είναι παραγωγίσιμη στο xο=0.
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2.3 Κανόνες παραγώγισης. (1η ώρα)
1. Παράγωγος αθροίσματος
2. Παράγωγος γινομένου. Παράγωγος της (f(g(h)'.
3. Παράγωγος της (cf(x))'.
Ασκήσεις βιβλίου: 1, 2i,ii,v 4, B: 5, 6
Ασκήσεις:
1. Να υπολογίσετε τις παραγώγους των παρακάτω συναρτήσεων:

     α) f(x)=x5(x3 στο xο=2
         β) f(x)=συνx+συνπ στο xο=(π
γ) f(x)=lnx(lne2 στo xο=e.

     δ) f(x)=x4+5x3+2α4 στο xο=(2   ε) f(x)=ex+e2 στο xο=0      στ) f(x)=ex+lnx(συνx στο xο=2

2. α) Να βρείτε πολυώνυμο Ρ(x), τέτοιο ώστε P(x)+P'(x)(P"(x)=x3+5x2+x+3. 

    β) Ομοίως με Ρ(0)=4 και 8Ρ(x)=(P′(x))2 ∙P′′(x).   


  

     

3. Να εξετάσετε αν η f(x)=
[image: image421.wmf]î
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 είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο xο=1.

4. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=ημx+συνx. 
    α. Nα δείξετε ότι f(x)+f "(x)=0
    β. Να βρείτε την εφαπτομένη της f στο xο=0.

    γ. Nα βρείτε το λ ώστε λf '
[image: image422.wmf]2f
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=2.
5. Να βρείτε τις παραγώγους των παρακάτω:

     α) f(x)=(x2+7x)ημx   β) f(x)=
[image: image423.wmf]xx

            γ) f(x)=x2lnx       δ) f(x)=ημxσυνx     

     ε) f(x)=x3ex             στ) f(x)=x3lnx∙ημx      ζ) f(x)=(x2+5x)exσυνx       η) f(x)=xlnx
6. α. Αν f(x)=exημx, να δείξετε ότι f ''(x)(2·f '(x)+2f(x)=0. 

    β. Αν f(x)=xσυνx να δείξετε ότι x2f "(x)+(x2+2)f(x)=2xf '(x).

7. Αν f(x)=(x3+αx2+βx+γ)ex και f ((x)=x3ex να βρείτε τα α, β, γ. 
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2.3 Κανόνες παραγώγισης. (2η ώρα)
1. Παράγωγος πηλίκου.

2. Παράγωγος δύναμης με ακέραιο εκθέτη.

3. (εφx)' και (σφx)'
Ασκήσεις βιβλίου: 2iii,iv, 3, 6   
Ασκήσεις:
1. Να υπολογίσετε τις παραγώγους των παρακάτω συναρτήσεων:

     α. f(x)=x+
[image: image424.wmf]5

x

        β. f(x)=
[image: image425.wmf]1
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         γ. f(x)=
[image: image426.wmf]lnx
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     ε. f(x)=
[image: image428.wmf]2
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      στ. f(x)=
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     ζ. f(x)=
[image: image430.wmf]x
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          η. f(x)= 
[image: image431.wmf]x

x

hm


2. Να υπολογίσετε τις παραγώγους των παρακάτω συναρτήσεων, αν x>0:
    α) f(x)=x–5     β) f(x)=7x–4      γ) f(x)=x–5+3x–3(6x–1      δ) f(x)=
[image: image432.wmf]3
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x


3. Αν f(x)=
[image: image433.wmf]2

x

x
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 και (x(β)2f ′(x)=x2(4x+3 να βρείτε τα α, β.   
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2.3 Παράγωγος σύνθετης συνάρτησης. 
1.Υπόψη η αx=exlnα.
2. Παράγωγος συνάρτησης της μορφής f(x)=
[image: image434.wmf]n

m

a


3. Να δοθεί τυπολόγιο.

4. Παραγώγιση κατά μέλη.
Ασκήσεις βιβλίου: 12, 13, 14, Β: 7, 8, 9
Ασκήσεις:
1. Να δείξετε τις παρακάτω:

    α) (ημ4x)'=4ημ3xσυνx    β) (ημ4x)'=4συν4x     γ) (ln(x2+1))'=
[image: image435.wmf]2

2x

x1

+

   δ) (ln(ημx))'=σφx                

    ε) (συν35x)'=(15συν25xημ5x   στ) (ημ(συνx))'=(συν(συνx)ημx    ζ) (x∙2x)'=2x+x∙2xln2  
   η) (
[image: image436.wmf]2
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      θ)
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   ι) (ημ2(3x+π))'=6ημ(3x+π)συν(3x+π).     

2. Να βρείτε τις παραγώγους: α) f(x)=(x2+1)x    β) f(x)=xx     γ) f(x)=(ημx)lnx  
3. Να βρείτε τις παραγώγους για κάθε x(Α: α) f(x)=
[image: image439.wmf]3

x

    β) f(x)=
[image: image440.wmf]5

2

x

   γ) f(x)=
[image: image441.wmf]3

x

      
4. Αν η f είναι παραγωγίσιμη στο R, να βρείτε την παράγωγο των συναρτήσεων:

     i) g(x)=f(ημx)
ii) g(x)=ημ(f(x))2
iii) g(x)=
[image: image442.wmf][

]

2

συνx)

(

f

    iv) g(x)=συν2(f(x))
    v) g(x)=(f(x2(f(x)).

5. α) Αν η συνάρτηση f είναι άρτια και παραγωγίσιμη, τότε η f ' είναι περιττή.

    β) Αν η συνάρτηση f είναι περιττή και παραγωγίσιμη, τότε η f ' είναι άρτια.

6. Αν η f(x) είναι άρτια και παραγωγίσιμη και g(x)=(x2+1)f(x)+8x, να δείξετε ότι g'(0)=8.

7. Δίνεται η συνάρτηση g δύο φορές παραγωγίσιμη και g((1)=7. Αν f(x)=3(x(2)2·g(2x(5), να  

    υπολογίσετε το f ''(2).  






       
8. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=[g2(x)+1]3. Αν g(3)=(3 και g((3)=(1, να δείξετε ότι f ((3)=1800.

9. Αν f(x)=g(x3(2x2(2x+4) και g παραγωγίσιμη με g((0)=5, να βρείτε την f '(2).
             
10. Δίνεται η f(x)=[g(x)]2(3g(x)+ex , όπου g(x)=x3(4x2+x. Να δείξετε ότι f '(0)=(2.  

11. α) Αν η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο R* και f(x3)=3x4, να βρείτε την f ''(8).      
      β) Ομοίως αν f(lnx)=x3, να βρείτε την f "(3). 





 

      γ) Ομοίως αν f(ημx)=xσυνx  να βρείτε την f ''(0).                                                                

12. Αν για την συνάρτηση f ισχύουν f '(ημx)=2+f 2(x), f(0)=0, να δείξετε ότι:

      α) f ''(0)=0   β) 
[image: image443.wmf]x0

f(x)

lim

x

®

=2.

13. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=ln(x2+5x). Να βρείτε τις παραγώγους f '(2x) και (f(2x))'.
14. Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση f:R(R για την οποία ισχύει f(x2)+xf(x)=x4+x3+x+1 για  

      κάθε x(R. Να βρείτε: α) f(1)      β) f ((1)     γ) 
[image: image444.wmf]x1

xf(x)2

lim
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15. Έστω f(x)=eαx. Να βρείτε το α ώστε f ''(x)+2f '(x)=3f(x).                 
   
16. Δίνεται η f(x)=ημ2(αx), α, x(R. Να βρείτε το α ώστε f ''(x)+4α2f(x)=2.
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2.3 Εφαπτομένη καμπύλης.

1. Αν γνωρίζουμε το σημείο επαφής: y–f(xo)=f '(xo)(x–xo)
Ασκήσεις βιβλίου: 7, Β: 1, 2, 11.
Ασκήσεις:
1. Να βρείτε την εφαπτομένη της f(x)=ημ(2x+
[image: image445.wmf]2

π

) στο x0=
[image: image446.wmf]8

p

.   
                            

2. Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση f:R
[image: image447.wmf]®

R για την οποία ισχύει f(x2)+f(x)=3lnx+4 για  

     κάθε x>0. Να βρείτε την εφαπτομένη της στο Α(1, f(1))                                              
3. Να βρείτε την εφαπτομένη της f(x)=
[image: image448.wmf]3

x

e
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 στο Α(4,f(4)).
           
4. Δίνονται οι παραγωγίσιμες στο R συναρτήσεις f και g, ώστε 2(f(x))2((g(x))3+9=0, f(1)=3 και   

     f '(1)=(2. Να βρείτε την εφαπτομένη της g στο M(1,g(1)).
          

  
5. Αν η f είναι περιττή και η κλίση της στο σημείο 2 είναι 1, να βρείτε την κλίση της στο –2.

6. Δίνεται η συνάρτηση f με τύπο f(x)=eλx, λ>0. Να δείξετε ότι η εξίσωση της εφαπτομένης της  

    γραφικής παράστασης της f, η οποία διέρχεται από την αρχή των αξόνων, είναι η y=λex.   

    Να βρείτε το σημείο επαφής.   

      



      
7. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=2x+ln(x2+1), x(R. Να αποδείξετε ότι οι εφαπτόμενες της Cf 

στα σημεία Α(1, f(1)) και B((1, f((1)) τέμνονται σε σημείο του άξονα y'y.       
8. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=2012+|ln(x(1)|, x>1 και η ευθεία y=2013. Να δείξετε ότι:

      α) Η συνάρτηση f και η ευθεία τέμνονται σε δύο σημεία A και Β.           
      β) Οι εφαπτόμενες στα σημεία αυτά είναι κάθετες.                                         
9. Δίνονται οι παραγωγίσιμες συναρτήσεις f, g: R(R για τις οποίες ισχύει f(x)=g(6x(x2) για  

      κάθε x(R. Αν η ευθεία ε:y=(2x+4 είναι εφαπτομένη της Cg στο Α(5,g(5)), να βρείτε την  

      εφαπτομένη της Cf στο Β(1,f(1)).                                                                             
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2.3 Εφαπτομένη καμπύλης.

1. Εφαπτομένη από την...ανάποδη, αν δεν γνωρίζουμε το σημείο επαφής.

Ασκήσεις βιβλίου: 5, 8 ,9 ,10, 11 Β: 1, 2
Ασκήσεις:

1. Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση f:R(R για την οποία ισχύει f(ημx)+f(συνx)=1+ημx+συνx         

    για x(R. Να δείξετε ότι η εφαπτομένη της στο Α(0,f(0)) διέρχεται από το Β(f(1),2).

2. Έστω f παραγωγίσιμη για την οποία ισχύει f(2x(1)(3x+2f(x(2)=3(x+1) για κάθε x(R. 
      Να δείξετε ότι α) f '(2x(1)+f '(x(2)=3

      β) Η εφαπτομένη της f στο Α((3,f((3)) είναι κάθετη στην 2x+3y(15=0.              
3. α) Αν για το πολυώνυμο Ρ(x) ισχύει Ρ(x)=(x(ρ)2·π(x) τότε Ρ(ρ)=Ρ'(ρ)=0.

      β) Να βρείτε τα α,β ώστε το Ρ(x)=αx3(βx2+15x(9 να έχει παράγοντα το (x(3)2.           
      γ) Αν η y=λx+β είναι εφαπτομένη της f στο Μ(α,f(α)), να δείξετε ότι το πολυώνυμο  

          Ρ(x)=f(x)((λx+β) έχει παράγοντα το (x(α)2.
50η ώρα

2.3 Κοινή εφαπτομένη δύο συναρτήσεων.

1. Δύο συναρτήσεις f και g έχουν στο xo κοινή εφαπτομένη, αν f '(xo)=g'(xo) και f(xo)=g(xo)

Ασκήσεις βιβλίου: Β: 1, 2, 3, 4, Γ: 1
Ασκήσεις:
1. Δίνονται οι συναρτήσεις f(x)=(lnx και g(x)=e–x. Αν Α είναι το σημείο τομής της Cf με τον  

      x(x και Β είναι το σημείο τομής της Cg με τον y(y, να δείξετε ότι η ΑΒ είναι κοινή  

      εφαπτομένη των δύο συναρτήσεων.
2. Δίνονται οι συναρτήσεις f(x)=
[image: image449.wmf]ln(x3)

x3

-

-

 και g(x)=x2+3x+α, α(R. 
    i) Να βρείτε την εφαπτομένη της Cf στο Α(4, f(4)). 
    ii) Για ποιο α η εφαπτομένη της f στο Α εφάπτεται και στη Cg;  
3. Έστω f συνάρτηση  παραγωγίσιμη στο R και η ευθεία y=x–3 είναι εφαπτομένη της στο  

     Μ(0,f(0)). Αν g(x)=f(xex) για κάθε x(R:

       α) Να υπολογίσετε τα f(0), f ′(0), g′(0).

       β) Nα δείξετε ότι η y=x(3 εφάπτεται και στην g στο Μ(0,g(0)).  
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2.4 Ρυθμός μεταβολής. (1η ώρα)
1. Ορισμός του ρυθμού μεταβολής.
2. Να γίνουν οι εφαρμογές.

Ασκήσεις βιβλίου: 3, 5
Ασκήσεις:
1. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=x3(3x2+1. 
    α. Να βρείτε το ρ.μ. της f ως προς x όταν x=1. 





   

    β. Να βρείτε πότε ο ρ.μ. είναι θετικός. 





     

    γ. Να βρείτε το ρ.μ. του συντελεστή διεύθυνσης της εφαπτομένης όταν x=2.                      
2. Σε σύστημα αξόνων Oxy δίνονται τα σημεία Α(0,x+1) και Β(x2+2x,0), x>0. Να βρείτε τον  

    ρ.μ. του εμβαδού του τριγώνου ΟΑΒ, όταν x=2. 



   


3. Δύο συναρτήσεις f και g συνδέονται με τη σχέση f(x)=3[g(x)]2+20. Αν g(4)=2 και g'(4)=(8,  

    Να βρείτε το ρυθμό μεταβολής της f όταν x=4.                                       



4.  Ένας γεωργός προσθέτει x μονάδες λιπάσματος σε μία αγροτική καλλιέργεια και συλλέγει  

    g(x) μονάδες του παραγόμενου προϊόντος. Αν g(x)=M0+M(1(e–μx), x
[image: image450.wmf]³

0, όπου Μ0, Μ, μ είναι  

    θετικές σταθερές, να εκφράσετε το ρυθμό μεταβολής του παραγομένου προϊόντος ως  

    συνάρτηση της g(x). Ποια είναι η σημασία της σταθεράς Μ0;   
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2.4 Ρυθμός μεταβολής. (2η ώρα)
1. Οι μεταβλητές είναι συναρτήσεις του χρόνου.
Ασκήσεις βιβλίου: 1, 2, Β: 1, 2, 3, 4, 5, 6

Ασκήσεις:
1. Σε σύστημα αξόνων Oxy δίνονται τα σημεία Α(2x,0) και Β(0,ex), x>0. Αν το x αυξάνεται με  

    ρυθμό 2cm/sec, να βρείτε τον ρ.μ. του εμβαδού του τριγώνου ΟΑΒ, όταν x=1cm.   
   

2. Ένα ορθογώνιο έχει διαστάσεις x και y. Η διάσταση x αυξάνεται με ρυθμό 5 m/sec και η y  

    ελαττώνεται με ρυθμό 3 m/sec. Να βρείτε τον ρ. μ. του εμβαδού τη χρονική στιγμή που οι  

    διαστάσεις είναι x=3 m και y=4 m.                                      


   

3. Η ποσότητα ενός αντιβιοτικού που έχει απορροφηθεί από τον ανθρώπινο οργανισμό τη 

    χρον. στιγμή t, όπου t
[image: image451.wmf]0
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 δίνεται από τον τύπο f(t)=
[image: image452.wmf]t
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. Να βρείτε τη χρον. στιγμή t  

    κατά την οποία ο ρυθμός απορρόφησης του αντιβιοτικού είναι ίσος με το 1/256 του ρυθμού  

    απορρόφησης κατά τη στιγμή t0=0.

[image: image904.png]


4. Σε μία δεξαμενή με σχήμα κώνου χύνεται νερό με ρυθμό 5π m3/sec. Το  

    ύψος του κώνου είναι 20 m και η ακτίνα της βάσης είναι 10 m. 

    α) Να δείξετε ότι R(t)=1/2υ(t)

    β) Να βρείτε πόσο γρήγορα ανεβαίνει το επίπεδο του νερού

        τη χρονική στιγμή που το νερό έχει βάθος 5 m.     (Υπόψη: V=1/3πR2υ)           

5. Ένα σημείο Μ κινείται στη γραφική παράσταση της y=
[image: image453.wmf]2

x

16

+

. Να βρείτε τη θέση του τη  

     χρονική στιγμή που ο ρυθμός μεταβολής της τεταγμένης του Μ είναι ίσος με τα 3/5 του  

     ρυθμού μεταβολής της τετμημένης  του.


                                  

6. Ένα αεροπλάνο Α κινείται με ταχύτητα υ=360 Km/h σε ύψος 3 Km από το έδαφος. Αν την   

    στιγμή  tο η οριζόντια απόσταση του αεροπλάνου από έναν παρατηρητή Π είναι ΠΚ=2 Km.

    να βρείτε τoν ρ.μ. της γωνίας 
[image: image454.wmf]ˆ

ˆ
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 την στιγμή tο.   
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7. Ένα κινητό Μ κινείται στην καμπύλη y=ex. Όταν το κινητό 
    περνάει από τον y(y η τετμημένη x αυξάνεται με ρυθμό 3cm/sec. 

    Να βρείτε τον ρ.μ. της απόστασης ΟΜ τη στιγμή που

    διέρχεται από τον y(y.   
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2.4 Ταχύτητα κινητού.

1. Όταν η συνάρτηση θέσης ενός κινητού είναι s(t) τότε:

      α) Η στιγμιαία ταχύτητα είναι υ(t)=s'(t).
      β) Η επιτάχυνση είναι α(t)=υ'(t)=s''(t).
      γ) Η μέση ταχύτητα του κινητού σε ένα διάστημα [t1,t2] είναι 
[image: image455.wmf]21
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.
Ασκήσεις βιβλίου: 4, Β: 7, 8
Ασκήσεις:
1. Ένα σώμα κινείται πάνω σε ευθεία και η θέση του κάθε χρονική στιγμή  δίνεται από 
    τη συνάρτηση S(t)=t4–8t3+18t2–16t+160 (σε m). 
     α) Να βρείτε τη θέση όταν t=1sec.

     β) Να βρείτε τη ταχύτητα και την επιτάχυνση όταν t=1sec.

                      

     γ) Πότε το σώμα είναι ακίνητο;  






            

     δ) Πότε κινείται δεξιά και πότε αριστερά;  



       

     ε) Πότε η ταχύτητα αυξάνεται και πότε ελαττώνεται; 

        

2. Ένα σώμα αφήνεται να πέσει τη στιγμή t=0 από ύψος 125m. Να βρείτε:
     α) Την χρονική στιγμή που θα πέσει στο έδαφος.                                                                

     β) Την ταχύτητα τη στιγμή αυτή. Υπόψη (S=
[image: image456.wmf]2

gt
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, g=10m/sec2).                          
3. Ένα σώμα κινείται πάνω σε ευθεία και η θέση του κάθε χρονική στιγμή t(0 (sec) δίνεται  

     από τη συνάρτηση S(t)=t3 –9t2+15t+1 (m).

     α) Να βρείτε την ταχύτητα του σώματος κάθε χρονική στιγμή t.

     β) Ποιες στιγμές το σώμα είναι ακίνητο; Ποια είναι η επιτάχυνση τις στιγμές αυτές; 
4. Ένα ελικόπτερο πετάει πάνω από οριζόντιο έδαφος  και η απόστασή του από το έδαφος  

     δίνεται από την συνάρτηση f(t)=–t3+6t2–6t+5 όπου t σε min και το ύψος f(t) σε km.

     α) Σε ποιό ύψος βρίσκεται αν t=0;  

     β) Σε ποιό ύψος βρίσκεται αν t=2;

     γ) Να βρείτε την μέση ταχύτητα στο χρονικό διάστημα [1,2].  


    

     δ) Να βρείτε την ταχύτητα όταν t=1 min. 





    
     ε) Να βρείτε τον συνολικό χρόνο πτήσης του ελικοπτέρου. 



 
5. Η θέση ενός υλικού σημείου που κινείται σε κατακόρυφο άξονα δίνεται από τον τύπο  

     y(t)=3ημ2t, x([0,2π)
    α) Να βρείτε την ταχύτητα και την επιτάχυνση του σημείου ως συνάρτηση του t.

    β) Να δείξετε ότι η επιτάχυνση είναι ανάλογη της απομάκρυνσης y.

    γ) Να δείξετε ότι όταν η επιτάχυνση είναι 0, το μέτρο της ταχύτητας είναι μέγιστο.              
[image: image906.png]


6. Ένας ποδηλάτης Α απέχει 4 km από το σταυροδρόμι Ο και κινείται    

    προς αυτό με ταχύτητα 9 km/h. Ένας άλλος ποδηλάτης Β απέχει 3 km           

    από το Ο και απομακρύνεται από αυτό με ταχύτητα 10km/h. Η μεταξύ 

    τους απόσταση αυξάνεται ή μειώνεται;                              ((1,2 km/h)                                   

7. Πάνω στις πλευρές ορθής γωνίας xΟy ολισθαίνουν τα άκρα Α και Β ενός τμήματος 
    ΑΒ=10cm. Το Β κινείται με σταθερή ταχύτητα υ=2m/sec και η θέση του δίνεται από την  

    συνάρτηση y(t)=υt, t([0,5].

     α) Να βρείτε το εμβαδόν Ε(t) του τριγώνου ΑΟΒ.                                       

     β) Να βρείτε τον ρυθμό μεταβολής του εμβαδού όταν ΟΑ=6cm.  
[image: image907.png]


8. Ένα  κινητό Μ κινείται κατά μήκος της καμπύλης  

      y=
[image: image457.wmf]x

, x≥0. Ένας παρατηρητής βρίσκεται στη θέση  

     Π(0,1) ενός συστήματος συντεταγμένων Οxy και  

     παρατηρεί το κινητό από την αρχή Ο, όπως φαίνεται στο  

     διπλανό σχήμα . ∆ίνεται ότι ο ρυθμός μεταβολής της  

     τετμημένης του κινητού για κάθε χρονική στιγμή t ≥0  

      είναι x′(t)=16m/min 

     Γ1. Να αποδείξετε ότι η τετμημένη του κινητού, για 
           κάθε  χρονική στιγμή t≥0 δίνεται από τον τύπο  

           x(t)=16t.

     Γ2. Να αποδείξετε ότι το σημείο της καμπύλης μέχρι 
          το οποίο ο παρατηρητής έχει οπτική επαφή με το κινητό είναι το Α(4,2) και, στη συνέχεια,  

          να υπολογίσετε πόσο χρόνο διαρκεί η οπτική επαφή.                          
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2.5 Θεώρημα του Rolle. (1η ώρα)
1. Να διατυπωθεί το Θ.R.
2. Υπόψη: f ′(ξ)=0 σημαίνει ότι το ξ είναι ρίζα της παραγώγου ή στο ξ η εφαπτομένη είναι  

    παράλληλη στον άξονα x′x ή στο ξ η συνάρτηση παρουσιάζει ακρότατο.
3. Γεωμετρική ερμηνεία του Θ.R.

Ασκήσεις βιβλίου: 1.
Ασκήσεις:
1. Να εξετάσετε αν ισχύει το Θ.R. στις παρακάτω συναρτήσεις και να βρείτε το ξ ώστε f '(ξ)=0.

    α) f(x)=
[image: image458.wmf]x13x
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 στο [1,3]

β) f(x)=
[image: image459.wmf]2
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2. α) Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
[image: image460.wmf]2
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. Να βρείτε τα α, β, γ ώστε να εφαρμόζεται  

         το θεώρημα του Rolle στο [–2, 2].                                                                    

3. α) Δίνεται η συνάρτηση f(x)=(x–2)3(x–5)7. Να δείξετε ότι εφαρμόζεται το Θ.R στο [2, 5] και  

         να βρείτε το ξ ώστε f '(ξ)=0.    





          
4. Δίνεται η συνάρτηση g(x)=exf(x), όπου f συνάρτηση παραγωγίσιμη στο R και f(0)=f(3)=0. Να  

    δείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ((0,3) τέτοιο ώστε f '(ξ)+f(ξ)=0                       

5. Έστω f(x) συνάρτηση συνεχής στο [–α,α], α>0 , δύο  φορές  παραγωγίσιμη  στο (–α,α). Αν  

    ισχύει f(–α)=f(0)=f(α), να δείξετε ότι υπάρχει ξ((–α,α) ώστε f ''(ξ)=0.

6. Θεωρούμε την f(x)=
[image: image461.wmf]3
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+(γ–δ)x+δ, με 
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 Να δείξετε ότι  υπάρχει  

    ξ((0,1) ώστε η εφαπτομένη στο (ξ,f(ξ)) να είναι παράλληλη στον x(x.
                  
7. Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α, β] και παραγωγίσιμη στο (α, β) με f(β)=0. 

    Αν g(x)=(x–α)f(x), να δείξετε ότι υπάρχει ξ((α,β) ώστε f(ξ)=(α–ξ)(f ((ξ).

8. Θεωρούμε την g(x)=
[image: image463.wmf]x

)

x
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f

όπου f παραγωγίσιμη. Αν f(2)=2f(1), να δείξετε ότι: 
     α)  Ισχύει το Θ.R για την g στο [1,2]  
     β)  H εξίσωση x(f '(x)–f(x)=0 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο (1,2).          
       

9. Έστω η συνάρτηση f:[1,2](R συνεχής στο [1,2] και παραγωγίσιμη στο (1,2). 
     α) Να δείξετε ότι για την συνάρτηση g(x)=ef(x)(x2–3x+2) υπάρχει xο ώστε g'(xο)=0. 
     β) Να βρείτε το xο αν η εφαπτομένη της f στο (xο,f(xο)) είναι κάθετη στην x+y+1=0.
10. Αν f παραγωγίσιμη και τα σημεία Α(1,–2), Β(2,3) και Γ(3,–1) ανήκουν στην Cf, να δείξετε  

      ότι υπάρχει xο((1,3) ώστε f '(xο)=0.
11. Αν f παραγωγίσιμη στο R με f(1)<f(3)<f(2), να δείξετε ότι υπάρχει ξ((1,3), ώστε f '(ξ)=0.

12. Έστω f συνεχής στο [α,β] και παραγωγίσιμη στο (α,β) με f(α)=f(β)=0. Να δείξετε ότι:

      α) Για την συνάρτηση g(x)=
[image: image464.wmf]f(x)

xc

-

, c([α,β] υπάρχει xο((α,β) ώστε g′(xο)=0.

      β) Υπάρχει xο((α,β) ώστε η εφαπτομένη της Cf  στο M(xο,f(xο)) να διέρχεται από το Α(c,0).









    
13. Δίνεται η παραγωγίσιμη στο R συνάρτηση f έτσι ώστε f(x)=x2f(ημx) για κάθε x
[image: image465.wmf]Î

R. Nα  

      δείξετε ότι:

      α) Για την συνάρτηση g(x)=f(ημx) ισχύουν οι προϋποθέσεις του Θ.R. στο [0,π].

      β) Υπάρχει ένα τουλάχιστον xο
[image: image466.wmf]Î

(0,π) τέτοιο ώστε f '(xο)=2xοg(xο).
14. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=(x–1)ln(x+1).

     α) Να δείξετε ότι υπάρχει ξ((0,1) ώστε ln(ξ+1)=
[image: image467.wmf]1

1
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     β) Να εξετάσετε αν η εξίσωση (x+1)x+1=e1-x έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο (0,1).
15. Δίνεται η συνάρτηση f  δύο φορές παραγωγίσιμη στο [α,β] με f '(x)f(x)(0 και 
[image: image468.wmf]f()f'()
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.

    α) Να δείξετε ότι ισχύει το Θ.R. για την g(x)=
[image: image469.wmf]f'(x)

f(x)

.

    β) Υπάρχει ξ((α,β) τέτοιο ώστε f ''(ξ)f(ξ)>0.
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2.5 Θεώρημα του Rolle. (2η ώρα)
1. Εφαρμογή του Θ.R. σε βοηθητική συνάρτηση.
Ασκήσεις βιβλίου: 
Ασκήσεις:
1. Έστω f, g συναρτήσεις συνεχείς στο [α, β] και παραγωγίσιμες στο (α, β) και 
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2. Έστω f συνεχής στο [α,β] και παραγωγίσιμη στο (α,β) με f(α)–f(β)=α2–β2. Να δείξετε ότι  

    υπάρχει  xο((α,β) ώστε f ′(xο)=2xο.
3. Για την παραγωγίσιμη συνάρτηση f:R(R με f(1)=1 να δείξετε ότι υπάρχει xο>0 ώστε 
    xοf ′(xο)+f(xο)=2xο.

4. Έστω f συνεχής στο [0,π] και παραγωγίσιμη στο (0,π). Να δείξετε ότι υπάρχει xο((0,π) ώστε

    f ′(xο)=–f(xο)σφxο.
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2.5 Θεώρημα του Rolle. (3η ώρα)
1. Θεώρημα Rolle και αντίστροφη συνάρτηση.

2. Θεώρημα Rolle και μοναδικότητα ρίζας.
Ασκήσεις βιβλίου: Β: 7

Ασκήσεις:
1. Έστω f δύο φορές παραγωγίσιμη στο [α,β] με f '(x)(0 για κάθε x([α,β] και για την οποία   

    ισχύει f(α)f '(β)=f(β)f '(α). Να δείξετε ότι: 

    α) Η f αντιστρέφεται.

    β) Υπάρχει xο((α,β) τέτοιο ώστε f(xο)f ''(xο)=(f '(xο))2.
2. Έστω f  παραγωγίσιμη στο [0,1] με συνεχή παράγωγο ώστε f(1)=f(0)+1/2και f ′(0)>0. Nα  

      δείξετε ότι: 

      α) Υπάρχει α((0,1) ώστε f '(α)=α.

      β) Υπάρχει β((0,1) ώστε f '(β)=2β.
3. Για την συνάρτηση f δίνεται ότι στο διάστημα [α,β] με 0<α<β ισχύει f(α)=f(β)=0 και 

      f ''(x)(0.

      α) Να δείξετε ότι υπάρχει μοναδικό xο((α,β) τέτοιο ώστε xοf ′(xο)=f(xο).

      β) Να δείξετε ότι υπάρχει σημείο της Cf στο οποίο η εφαπτομένη διέρχεται από το Ο(0,0)
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2.4 Λύση εξίσωσης. (4η ώρα)
1. Όταν δεν μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε το Θ. Bolzano σε μια εξίσωση εφαρμόζουμε

    το Θ. R. στην αρχική της 

2. Όταν μας ζητούν να δείξουμε ότι μια εξίσωση έχει το πολύ δύο ρίζες κ.λ.π. εφαρμόζουμε το  

    Θ. R. σε διάστημα [x1, x2] κ.λ.π. 
Ασκήσεις βιβλίου: Β: 1, 2

Ασκήσεις:
1.α) Να δείξετε ότι η εξίσωση 5x4–8x3–μx+μ=0, μ(R έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο (0,2).

   β) Ομοίως η εξίσωση  3αx2+2βx=α+β έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο (0,1).

2. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=αx3+βx+10. Αν α+2β+40=0,  να δείξετε ότι η f(x)=0 έχει μία  

    τουλάχιστον ρίζα στο (0,1).

3. Να δείξετε ότι η εξίσωση 3(α–1)2x2+2β2x–4=0 έχει μία τουλάχιστον λύση στο (0,1), αν το  

    σημείο Μ(α,β) ανήκει στον κύκλο C: x2+y2–2x–3=0.

4. Να δείξετε ότι η εξίσωση x4–2x3+6x2+αx+β=0 ,α,β(R έχει το πολύ δύο ρίζες διαφορετικές.

5. Δίνεται η f(x)=x3–
[image: image473.wmf]2
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x2+4x+μ+1, μ(R.  Να δείξετε ότι η Cf δεν μπορεί να τέμνει τον x(x σε  

    δύο διαφορετικά σημεία στο (2,3).

6. Δίνονται οι συναρτήσεις f(x)=αx4+βx+200 και g(x)=lnx. Αν 2α+5β+2000=0, να δείξετε ότι:

     α) Η f(x)=0 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο (0,1). 

     β) Η (fog)(x) έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο (1,e).

7. Να δείξετε ότι δεν υπάρχει α(R, ώστε η εξίσωση x4+5x+lnx+α=0 να έχει δύο ρίζες στο 
    (1,e).

8. Αν η εξίσωση x3+αx2+βx=0 έχει μία θετική ρίζα xο, τότε και η εξίσωση 3x2+2αx+β=0 έχει μία   

    τουλάχιστον θετική ρίζα μικρότερη του xο.

9. Έστω συνάρτηση f που είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο R με f ''(x)≠0. Να δείξετε ότι η  

     εξίσωση f(x)=0 έχει το πολύ δύο ρίζες.

10. Έστω οι εξισώσεις  x(eημx=e και συνx=–
[image: image474.wmf]x

1

, x≠0. Να δείξετε ότι αν η πρώτη έχει δύο ρίζες,  

       τότε ανάμεσά τους βρίσκεται μία ρίζα της δεύτερης.

11. Δίνεται η f(x)=
[image: image475.wmf]2
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+3x+μ, μ(R. Να δείξετε ότι η f(x)=0 δεν έχει δύο ρίζες στο (1,2). 

12. α) Αν g(x)=eαxf(x), να βρείτε την g'(x).  
      β) Αν f παραγωγίσιμη στο R και ρ1<ρ2 δύο ρίζες της f(x)=0, να δείξετε ότι η εξίσωση
          f '(x)+α(f(x)=0 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο (ρ1,ρ2). 

13. Αν η εξίσωση x3+αx2+βx+γ=0, έχει όλες τις ρίζες της πραγματικές και άνισες τότε α2>3β.

14. α) Να δείξετε ότι η εξίσωση 3x5–5x3+5x+1=0 έχει ακριβώς μία ρίζα στο (–1, 1).

      β) Ομοίως η εξίσωση x2+lnx–2=0 έχει ακριβώς μία ρίζα στο (1, e).
      γ) Ομοίως η εξίσωση 2ημx–3x–3=0 έχει ακριβώς μία ρίζα στο (–2,–1).
      δ) Ομοίως η εξίσωση lnx+2x=0 έχει ακριβώς μία ρίζα στο (1/e, 1).
15. Δίνονται οι συναρτήσεις f(x)=x και g(x)=ημ2x. Να δείξετε ότι οι γραφικές τους παραστάσεις  

     τέμνονται σε μοναδικό σημείο xο(
[image: image476.wmf]π
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16. Να δείξετε ότι η εξίσωση 2x=ημx+1 έχει ακριβώς μία ρίζα στο (0,π/2).

58η ώρα

2.5 Θεώρημα μέσης τιμής, (ΘΜΤ). (1η ώρα)
1. Διατύπωση του ΘΜΤ

2. Γεωμετρική ερμηνεία του ΘΜΤ.
Ασκήσεις: 2, Β 4, 6

Ασκήσεις:
1. Να εξετάσετε αν οι παρακάτω συναρτήσεις  ικανοποιούν τις προϋποθέσεις του Θ.Μ.Τ στο   

    αντίστοιχο διάστημα και να βρείτε το ξ για όσες ισχύει.   

    i) f(x)=
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    v) f(x)= 
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 ,  [–3,3].   iii) f(x)=|x2–x| , [–1,1]    iv) f(x)=x+lnx,  [1,e]  

2. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
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    α) Να βρείτε τα α, β ώστε να ισχύει το ΘΜΤ στο [–1,2].

    β) Να δείξετε ότι υπάρχει σημείο Μ(ξ, f(ξ)), ξ((–1,2) στο οποίο η εφαπτομένη είναι  

        παράλληλη στην ευθεία η: 2x–y+3=0 και στη συνέχεια να βρείτε το Μ. (α=1, β=2, Μ(1,2))

3. Έστω f συνεχής στο [α,β] και παραγωγίσιμη στο (α,β) με f(α)=β και f(β)=α. Να δείξετε ότι  

    υπάρχει ξ((α,β) ώστε η εφαπτομένη της f στο (ξ,f(ξ)) να είναι κάθετη στην διχοτόμο της 1ης  

    γωνίας.

4. Έστω f(x)=3αx2+2βx+α, α≠0 με 3α(α+β)+2β+1=0. Να δείξετε ότι υπάρχει ξ((α,β) ώστε η  

    εφαπτομένη της f στο (ξ, f(ξ)) να είναι κάθετη στην διχοτόμο της 1ης γωνίας.

5. Δίνεται η συνάρτηση f, η οποία είναι παραγωγίσιμη στο R με f '(x)≠0 για κάθε x(R.
    α) Να δείξετε ότι η f είναι "1–1".
    β) Αν η γραφική παράσταση Cf της f διέρχεται από τα σημεία Α(1,2005) και Β(–2,1), να  

        λύσετε την εξίσωση f -1(–2004+f(x2–8))=–2.
    γ) Να δείξετε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα σημείο Μ της Cf, στο οποίο η εφαπτομένη της Cf  

        είναι κάθετη στην ευθεία ε: y=–
[image: image481.wmf]1
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x+2005.  


                             
6. Δίνεται η συνάρτηση f, η οποία είναι παραγωγίσιμη στο R με f 2(1)–f 2(0)>1 και η συνάρτηση  

    g(x)=f 2(x)–x. 

    α) Να δείξετε ότι υπάρχει xο((0,1) ώστε g'(xο)>0.

    β) Να δείξετε ότι f(xο)f '(xο)>
[image: image482.wmf]1
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7. Αν για την παραγωγίσιμη συνάρτηση f ισχύει f(α)=2β+6α και f(β)=5β+3α, να δείξετε ότι  

    υπάρχει ξ((α,β), ώστε f '(ξ)=3.

8. Αν f παραγωγίσιμη και περιττή στο R με f(2)=6, να δείξετε ότι:

    α) Η f διέρχεται από την αρχή των αξόνων.

    β) Υπάρχουν δύο τουλάχιστον εφαπτόμενες παράλληλες στην ε: y=3x+2016.

9. Έστω f δύο φορές παραγωγίσιμη στο R. Η εφαπτομένη της f στο Α(1, f(1)) έχει εξίσωση  

    y=3x–5 και στο Β(3, f(3)) έχει εξίσωση y=–x+7.

     α) Να βρείτε τα f(1), f '(1), f(3), f '(3)

     β) Να δείξετε ότι υπάρχει ξ((1,3), ώστε f '(ξ)=3.

     γ) Να δείξετε ότι υπάρχει ξ((1,3), ώστε f ''(ξ)=–2.

59η ώρα

2.5 Θεώρημα μέσης τιμής, (ΘΜΤ). (2η ώρα)
1. Ανισότητες με το ΘΜΤ.  

Ασκήσεις βιβλίου: 3, Β: 5

Ασκήσεις:
1. Έστω f συνεχής στο [α,β] και παραγωγίσιμη στο (α,β) με f(α)>f(β). Να δείξετε ότι υπάρχει   

    ένα τουλάχιστον ξ((α,β) τέτοιο ώστε f '(ξ)<0.

2. Έστω f συνεχής και αύξουσα στο [α,β] και παραγωγίσιμη στο (α,β). Να δείξετε ότι υπάρχει  

    ένα τουλάχιστον ξ((α,β) τέτοιο ώστε f '(ξ)>0.

3. Έστω η συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο R και η f ' είναι γνησίως φθίνουσα, να δείξετε ότι: 

     α) f '(4)<f(4)–f(3)<f '(3)        β) f(7)<f '(6)+f(6)       γ) f '(6)+f(5)<f(6)  

4. Αν για την συνάρτηση f ισχύει f '(x)<4 για κάθε x([α,β], να δείξετε ότι f(α)>f(β)+4(α–β).

5. Αν η f παραγωγίσιμη στο [1,3] με f ' αύξουσα και f(1)=0. Να δείξετε ότι f(x)<(x–1)f '(x).

6. α) Να εξετάσετε αν ισχύει το ΘΜΤ για την f(x)=lnx στο [α,β] με 0<α<β.

      β) Να δείξετε ότι 
[image: image483.wmf]1ln1
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7. Να δείξετε τις παρακάτω ανισότητες:

      i) ν(β–α)αν-1
[image: image484.wmf]£

βν–αν
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 ν(β–α)βν-1, 0<α≤β.          ii) Αν –1≤f ((x)≤1 τότε 
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      iii) |ημβ–ημα|≤|β–α|, α,β(R.

8. Έστω η συνάρτηση f:R(R παραγωγίσιμη με f(0)=2. Αν f 3(x)+3f(x)=3x+2 να δείξετε ότι:

    α) Η f είναι 1–1.

    β) f '(x)≤ 1.

    γ) f(x)≤ x+2 για κάθε x≥0.

9. Αν f παραγωγίσιμη στο [1,3] με f(1)=2 και 2<f '(x)<4. Nα δείξετε ότι |f(3)–8|<2.

10. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x)=xlnx, x>0. Να δείξετε ότι f ' αύξουσα και να αποδείξετε ότι ισχύει

      f '(x+1)>f(x+1)–f(x), για κάθε x>0 . 

                                                
11. α) Να εξετάσετε αν ισχύει το ΘΜΤ για την f(x)=ex για x≥0.

      β) Να δείξετε ότι x+1≤ ex≤ xex+1, x(R.

12. Έστω f πραγματική  συνάρτηση με f '(x) αύξουσα, για κάθε x
[image: image487.wmf]R
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      δείξετε ότι f(x)–f(α)≤f '(β)(x–α) για κάθε x([α,β].                                                     
13. Αν για την f :[α,β](R ισχύει ότι f ' αύξουσα τότε
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14. Έστω f συνεχής στο [α,β] και δύο φορές παραγωγίσιμη στο (α,β) με f(α)<0, f(β)=f '(β)=0. Να  

     δείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ((α,β) τέτοιο ώστε f ''(ξ)<0.

60η ώρα

2.5 Θεώρημα μέσης τιμής, (ΘΜΤ). (3η ώρα)
1. ΘΜΤ σε δύο διαστήματα.
Ασκήσεις βιβλίου: 
Ασκήσεις:
1. Έστω f μια συνάρτηση δύο φορές παραγωγίσιμη στο R. Αν οι αριθμοί f(2), f(4), f(6) είναι  

    διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου, να δείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ((2,6) τέτοιο 

     ώστε f ''(ξ)=0.

2. Έστω f συνεχής στο [–α,α] και δύο φορές παραγωγίσιμη στο (–α,α), ώστε f(0)=
[image: image489.wmf](
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     Να δείξετε ότι υπάρχει ξ((–α,α) ώστε f ''(ξ)=0. 

3. Δίνεται η δύο φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση f για την οποία ισχύει f(25)+f(20)=f(35)+f(10). 

     Να δείξετε ότι: 

          i) Υπάρχουν ξ1, ξ2((10,35) ώστε f '(ξ1)=f '(ξ2).

         ii) Υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ((10,35) ώστε f ''(ξ)=0.

4. α) Αν μια συνάρτηση f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο R και υπάρχουν τρία σημεία της  

         που είναι συνευθειακά, να δείξετε ότι υπάρχουν δύο τουλάχιστον σημεία στα οποία οι  

         εφαπτόμενες είναι παράλληλες. 

     β) Υπάρχει ξ(R έτσι ώστε f ''(ξ)=0.

5. Έστω η συνάρτηση f:[α,β](R η οποία είναι συνεχής στο [α,β] και παραγωγίσιμη στο (α,β)  

    και  f(α)=2β, f(β)=2α. 

       i) Να δείξετε ότι η εξίσωση f(x)=2x έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο (α,β).

      ii) Να δείξετε ότι υπάρχουν ξ1, ξ2((α,β) τέτοια ώστε f '(ξ1)f '(ξ2)=4.           
6. Έστω f συνεχής στο [α,β] και παραγωγίσιμη στο (α,β) με f(α)=f(β) και γ((α,β). Να δείξετε ότι   

      υπάρχουν ξ1, ξ2((α,β) τέτοια ώστε f '(ξ1)(γ–α)+f '(ξ2)(β–γ)=0.

7. Έστω η συνάρτηση f  συνεχής στο [α,β] και παραγωγίσιμη  στο (α,β) και f(α)=α, f(β)=β.

      i) Να δείξετε ότι υπάρχει ξ((α,β) ώστε f(ξ)=α+β–ξ.

     ii) Να δείξετε ότι υπάρχουν ξ1, ξ2((α,β) τέτοια ώστε f '(ξ1)f '(ξ2)=1.      

8. Έστω η συνάρτηση f  παραγωγίσιμη  στο [0,1] και f(0)=0, f(1)=1.

      i) Να δείξετε ότι υπάρχει ξ((0,1) ώστε f(ξ)=1/2.

     ii) Να δείξετε ότι υπάρχουν ξ1, ξ2((0,1) τέτοια ώστε 
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61η ώρα

2.6 Συνέπειες του ΘΜΤ. (1η ώρα)
1. Σταθερή συνάρτηση.
Ασκήσεις βιβλίου: 1, Β:1, Γ: 11

Ασκήσεις:
1. Να δείξετε ότι οι παρακάτω συναρτήσεις είναι σταθερές και να βρείτε τον τύπο τους:

    α) f(x)=εφx∙σφx       β) f(x)=ημ2x+συν2x.        
2. Δίνεται η συνάρτηση f  για την οποία ισχύει |f(x)–f(y)|≤ημ2(x–y) για κάθε x,y(R. Να δείξετε  

    ότι: α) Η f είναι συνεχής σε κάθε xo(R.     β) Είναι σταθερή στο R.
3. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο R και f(–x)f '(x)=x2 με f(0)=2, να δείξετε ότι η  

     συνάρτηση g(x)=f(x)f(–x) είναι σταθερή. 


   

                
4. Έστω συνάρτηση f με f(0)=10 και f '(x)=2016∙f(x). Να δείξετε ότι η συνάρτηση g(x)=f(x)f(–x)  

    είναι σταθερή και να βρείτε τον τύπο της.

5. Έστω συνάρτηση f με f(0)=0, f '(0)=0 και f ''(x)+f(x)=0. Να δείξετε ότι η συνάρτηση
    g(x)=(f(x))2+(f '(x))2 είναι σταθερή και να βρείτε τον τύπο της.

6. Αν η συνάρτηση f είναι τρεις φορές παραγωγίσιμη και ικανοποιεί την σχέση 2f(x)–x=x·f '(x)  

    για κάθε x(R*, να δείξετε ότι η f " είναι σταθερή.
62η ώρα

2.6 Συνέπειες του ΘΜΤ. (2η ώρα)
1. Εύρεση του τύπου μιας συνάρτησης.

2. Αν f '(x)=g'(x) τότε f(x)=g(x)+c. Αν c=0 τότε f(x)=g(x). (Ισότητα συναρτήσεων).

3. Αν f '(x)=f(x) τότε f(x)=cex.

Ασκήσεις βιβλίου: 
Ασκήσεις:
1. Να βρείτε την συνάρτηση f αν f ''(x)=0, f '(0)=1, f(1)=0.



    

2. i) Αν για την f ισχύει f '(x)=2συν2x και f(π/4)=2, να βρείτε τον τύπο της.          

    ii) Ομοίως αν f '(x)=ημx+xσυνx και f(0)=2. 


   
          
    iii) Ομοίως αν 2f(x)f '(x)=2ημxσυνx, f(x)>0 και f(0)=0. 


                 

    iv) Ομοίως αν xf '(x)=2f(x) και f(1)=2014


                                    
    v) Ομοίως αν f '(x)+f(x)=0 και f(0)=1  




                   
    vi) Ομοίως αν f 2(x)∙f '(x)=x2 και f(0)=0    




  
         

3. Αν για την συνάρτηση f ισχύει f '(x)=3f(x) και f(0)=2, να δείξετε ότι f(x)=2e3x.

4. Να βρείτε τις συναρτήσεις των οποίων η εφαπτομένη σε κάθε σημείο τους έχει συντελεστή  

      διεύθυνσης 2x και έπειτα την συνάρτηση που περνάει από το Α(
[image: image491.wmf]2

,0)
.              

5. Δίνονται οι συναρτήσεις  f, g  που έχουν συνεχείς πρώτες παραγώγους και f '=g , g'=–f.  
      Να δείξετε ότι: 

         i) Υπάρχουν οι f '' και g'' και είναι συνεχείς.
        ii) f ''+f=g''+g=0     

       iii) H h=f 2+g2 είναι σταθερή.  

       iv) Αν x1, x2 είναι δύο ρίζες της f και f(x)(0 για κάθε x((x1,x2), τότε η g έχει μόνο μία ρίζα 
            στο (x1,x2).



                                                                    
6. Να βρείτε τη συνάρτηση g ορισμένη στο R αν g'(x)·ex+g(x)·ex=2x και η εφαπτομένη της στο  

      Α(0,g(0)) διέρχεται από το Μ(–1,2)
                                                        (g(x)=(x2+1)e-x)

7. Έστω f,g ορισμένες στο Δ, ώστε f ''=g'', f(0)=g(0).  Να δείξετε ότι: 
       i)  f(x)–g(x)=cx για κάθε x
[image: image492.wmf]Î
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      ii) Αν η f(x)=0 έχει δύο ρίζες ετερόσημες ρ1, ρ2, τότε η g(x)=0 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο  

           [ρ1,ρ2].







                                
8. Να βρείτε συνάρτηση g ορισμένη στο [–π/2,π/2), για την οποία  

      g'(x)·συνx+g(x)·ημx=g(x)συνx και  g(0)=1992.

           
9. Θεωρούμε τις συναρτήσεις f,g :R(R, με f παραγωγίσιμη τέτοιες ώστε (f (x)+x)(f '(x)+1)=x,  

     για κάθε x(R και f(0)=1. Να αποδείξετε ότι f(x)=
[image: image493.wmf]2
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−x, x(R.                      

10. Αν οι συναρτήσεις f, g είναι δύο φορές παραγωγίσιμες στο R και ισχύουν, f ''(x)–g''(x)=4 για  

    κάθε x(R, f '(1)=g'(1) και f(2)=g(2), να βρείτε την συνάρτηση h(x)=f(x)–g(x).   (h(x)=2x2–4x)   

11. Για την συνάρτηση f ισχύει f ''(x)–2f '(x)+f(x)=0 για κάθε x(R και η g(x)=f(x)e-x.
     i) Να βρείτε την g''(x).   ii) Αν f(–1)=
[image: image494.wmf]e
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 και f(1)=e να βρείτε τον τύπο της g.       

12. Δίνεται ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο R με παράγωγο f '(x)=
[image: image495.wmf]f(x)
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     α) Να δείξετε ότι η συνάρτηση g(x)=(f(x))2–2xf(x), x(R, είναι σταθερή. 

     β) Να αποδείξετε ότι f(x)=x+
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13. Αν για την συνάρτηση f ισχύει f ((x)=
[image: image497.wmf]2x
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 με f(x)≠0 και f(0)=1, να δείξετε ότι f(x)=ex.  
14. ∆ίνεται η συνάρτηση f:R→R, δύο φορές παραγωγίσιμη, με f ′(0)=f(0)=0, η οποία ικανοποιεί  

      τη σχέση: ex[f '(x)+f "(x)–1]=f '(x)+xf "(x), x(R. Να αποδείξετε ότι f(x)=ln(ex–x), x(R. 
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2.6 Μονοτονία συνάρτησης. (1η ώρα)
1. Απόδειξη του θεωρήματος.

2. Να γίνει το σχόλιο.

3. Να γίνουν οι εφαρμογές.

Ασκήσεις βιβλίου: 2, 3, 4  Β:3, 4, 6, 7, 8, Γ: 2
Ασκήσεις:
Μελέτη συνάρτησης. 
1. Να μελετήσετε την μονοτονία των συναρτήσεων: i) f(x)=x+
[image: image498.wmf]1

x

   ii) f(x)=
[image: image499.wmf]1

x
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    iii) f(x)=xx, x>0       iv) f(x)=ln(1–x2)      v) f(x)=
[image: image500.wmf]2
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      vi) f(x)=
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    vii) f(x)= ex–x–1    viii) f(x)=
[image: image502.wmf]x

lnx

       ix) f(x)=ex(x+1)–e(
[image: image503.wmf]2

x
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+2x)      x) f(x)=
[image: image504.wmf]x
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    xi) f(x)=2x+ln(x2+1) 
Ανισότητες με μονοτονία. 
2. i) Να μελετήσετε την μονοτονία της f(x)=
[image: image505.wmf]εφx

x

 στο Α=(0,
[image: image506.wmf]2

π

).     ii) Αν α>β τότε 
[image: image507.wmf]b
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>

εφβ

εφα

.
3. Να δείξετε ότι: i) ημx<2x, x>0    ii) xημx+συνx>1 για κάθε x((0,
[image: image508.wmf]π

2

).
    iii) ημx>x–
[image: image509.wmf]3

x
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, x>0          iv) x–
[image: image510.wmf]2

x

2

<ln(x+1)<x, x>0        v) ex>1+x+
[image: image511.wmf]2

x

2

, x>0                              
4. Έστω συνάρτηση f τέτοια ώστε f(x)<f '(x) για κάθε x≥0.  
     i) Να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας της συνάρτησης  g(x)=
[image: image512.wmf]x

e

)

x

(

f

 με x≥0. 
    ii) Αν g(0)=1, να δείξετε ότι f(x)>ex για κάθε x>0.
5. Δίνεται η συνάρτηση f:R+
[image: image513.wmf]®

R που είναι συνεχής και παραγωγίσιμη με f ' γνησίως αύξουσα  

    και f(0)=0. Να δείξετε ότι η g(x)=
[image: image514.wmf]x

)

x

(

f

 είναι γνησίως αύξουσα στο 
[image: image515.wmf]*

R

+

.

6. Αν η συνάρτηση f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο R, f '(2)=0, f ''(x)>0 ,να μελετήσετε την  

     μονοτονία της f.

                                                                                       

7. Αν για τις συναρτήσεις f, g ισχύει f(0)=g(0) και f '(x)>g'(x) για κάθε x(R, να δείξετε ότι   

    f(x)<g(x) αν x((–∞,0) και  f(x)>g(x) αν x((0,+∞).

8. Δίνεται η δύο φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση f στο [α,β] με f ''(x)<0 και f(α)=f(β)=0. Να  

    δείξετε ότι f(x)>0 για κάθε x((α,β).
9. Να μελετήσετε την μονοτονία της f(x)=3x–ln(x2+1) και να λύσετε την ανίσωση 

     3x–ln(x2+1)<3x2–ln(x4+1)

                                                                           

10. Θεωρούμε την συνάρτηση f για την οποία 2xf(x)+(x2+1)f '(x)=ex για κάθε x(R με f(0)=1.
      i) Να δείξετε ότι f(x)=
[image: image516.wmf]1

x

e

2

x

+

, x(R     ii) Να μελετήσετε την μονοτονία της f.
      
11. Έστω f πραγματική  συνάρτηση δύο φορές παραγωγίσιμη ώστε f ''(x)>0, για κάθε x
[image: image517.wmf]R

Î

.  

      Έστω α,β
[image: image518.wmf]R

Î

 και α<β, να δείξετε ότι f(x)–f(α)≤ f '(β)(x–α) για κάθε x
[image: image519.wmf]Î

[α,β].          
12. i) Να δείξετε ότι ln(x+1)>x–
[image: image520.wmf]5

1

2

x
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-

, για κάθε x≥0 
     ii) Έστω f παραγωγίσιμη στο [0,
[image: image521.wmf]¥

+

) για την οποία ισχύει :
        [f(x)]5+[f(x)]3+3f(x)=(x+1)ln(x+1)–
[image: image522.wmf]182
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 για κάθε x([0,+∞). Να δείξετε ότι        

       η f είναι αύξουσα.  







      
13. i) Να μελετήσετε την μονοτονία της f(x)=
[image: image523.wmf]lnx

x

, x>0

      ii) Να δείξετε ότι α) eπ>πe     β) ex≥xe     γ) αα+1>(α+1)α, α≥e.
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2.6 Μονοτονία συνάρτησης. (2η ώρα)
1. Ρίζες εξίσωσης- Σύνολο τιμών. 
Ασκήσεις βιβλίου: 5, 6  B: 2, 5
Ασκήσεις
1. Να λύσετε τις εξισώσεις : i) ex+e5x=2   ii) x2+x+lnx=2.
                                         

2. Να βρείτε το σύνολο τιμών των συναρτήσεων: i) f(x)=2ημx+x στο [0,π/2]                 
    ii) g(x)=1+e–4x στο [0, ln3]
.                                                                                          

3. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο [1,e] με 0<f(x)<1 και f '(x)
[image: image524.wmf]³

0 για κάθε x
[image: image525.wmf]Î

[1,e],   

    Να δείξετε ότι υπάρχει μόνο ένας αριθμός xo((1,e) ώστε f(xo)+xolnxo=xo.

       

4. Να μελετήσετε την μονοτονία της f(x)=ex+1+ex–2. Να βρείτε το σύνολο τιμών της και να  

    δείξετε ότι η εξίσωση f(x)=0 έχει ακριβώς μια λύση. 
                                           
5. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=ln(1–lnx).

     i) Να βρείτε το πεδίο ορισμού και το σύνολο τιμών της.                                  

     ii) Να δείξετε ότι η εξίσωση ln(1–lnx)=2014 έχει ακριβώς μία λύση.
6. Να δείξετε ότι η εξίσωση x3+2x–1=ημ2x έχει μία μόνο ρίζα στο (0,1).                  
7.  i) Να δείξετε ότι η εξίσωση lnx+2(x–1)=0  έχει ακριβώς μία ρίζα, την x=1.

    ii) Έστω f(x)=
[image: image526.wmf]32
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. Να βρείτε το α ώστε η f να είναι συνεχής στο R.

8. ∆ίνεται η συνάρτηση: f(x)=x3–3x–2ημ2θ όπου θ
[image: image527.wmf]Î

R μια σταθερά με θ≠κπ+π/2, κ(Z. Να  

     αποδειχθεί ότι η εξίσωση f(x)=0 έχει ακριβώς τρεις πραγματικές ρίζες.                     

9. ∆ίνεται μια συνάρτηση f ορισμένη στο R µε συνεχή πρώτη παράγωγο, για την οποία   

      ισχύουν οι σχέσεις f(x)=−f(2−x) και f '(x)≠0 για κάθε x(R.

     α. Να αποδείξετε ότι η f είναι γνησίως μονότονη .

     β. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x)=0 έχει μοναδική ρίζα .

     γ. Έστω η συνάρτηση g(x)=
[image: image528.wmf]f(x)

f'(x)

. Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη της Cg στο σημείο στο  

         οποίο αυτή τέμνει τον άξονα x΄x, σχηματίζει µε αυτόν γωνία 45ο.    

    
10. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=ex+xlnx–(e+1)x. Να δείξετε ότι η f είναι αύξουσα για x≥1 και  

      φθίνουσα για x≤1.

11. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=(x–1)ℓnx–1, x>0.
     Γ1. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα Δ1=(0,1] και  

          γνησίως αύξουσα στο διάστημα Δ2=[1,+∞). Στη συνέχεια να βρείτε το σύνολο τιμών της f.
     Γ2. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση xx–1=e2013, x>0 έχει ακριβώς δύο θετικές ρίζες.      

12. Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση f:R→R για την οποία ισχύουν 2xf(x)+x2[f '(x)–3]= –f ((x)  

    για  κάθε x(R και f(1)=1/2. Να αποδείξετε ότι: 
    α) f(x)=
[image: image529.wmf]3

2

x

x1

+

, x(R 
    β) Η συνάρτηση f  είναι γνησίως αύξουσα στο R.     

    γ) Να λύσετε την ανίσωση f(5(x2+1)3–8)≤f(8(x2+1)2).                            
13. Θεωρούμε τη συνάρτηση f:R→R με τύπο f(x)=x
[image: image530.wmf](

)

2

xx1

++

. Να αποδείξετε ότι:

     α) Η συνάρτηση f είναι γνησίως μονότονη.

     β) Η εξίσωση f(x3−x+1)=f(2) έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα (1,3).      
14. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
[image: image531.wmf]4

x1

-

+αx με x≠1, α(R.
    α) Να βρείτε το α, ώστε η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f στο  

         σημείο A(2,f(2)) να είναι κάθετη στην ευθεία (ε): x−3y+6=0. 

    β) Αν α=1, να μελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς την μονοτονία                      
15. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
[image: image532.wmf]2

x1

+

−x, x(R και η g(x)=x3+
[image: image533.wmf]2

3x

2

–1.
    Γ1. Να μελετήσετε την μονοτονία της f.  






     
    Γ2. Να βρείτε το πλήθος των πραγματικών ριζών της εξίσωσης f(g(x))=1.          
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2.7 Θεώρημα Fermat.
1. Όταν μας δίνουν μία ανίσωση και μας ζητούν "κάτι άλλο".
Ασκήσεις βιβλίου: 5/268,  4/269,  5/270,  7/292
Ασκήσεις
1. Αν για την συνάρτηση f ισχύει η σχέση f 3(x)+2f(x)=x3–3x2+5x–3, τότε δεν έχει ακρότατα.

2. Έστω η συνάρτηση f(x)=
[image: image534.wmf]2

22

x3x3

x

a+a+

+a

. Να βρείτε το α αν το f(3) είναι ακρότατο.         
3. α) Αν η σχέση α2x+β3x ≥α+β ισχύει για κάθε x(R, να δείξετε ότι 2α3β=1.

    β) Ομοίως αν αx+βx–γx≥1, τότε αβ=γ.

    γ) Ομοίως αν αημx+βημx+γημx≥3, τότε αβγ=1, α,β,γ>0.

    δ) Ομοίως αν αex+β·ημx≥α, τότε α+β=0.

4. α) Να βρείτε τα σημεία τομής των συναρτήσεων f(x)=x2+2x+3 και g(x)=–x2–x+2.  

    β) Να βρείτε τα σημεία Α(Cf και Β(Cg που βρίσκονται ανάμεσα στα σημεία τομής στα  

         οποία οι συναρτήσεις έχουν την μέγιστη κατακόρυφη απόσταση. 

          

    γ) Να δείξετε ότι στα σημεία αυτά οι εφαπτόμενες είναι παράλληλες.

5. Έστω μια συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο (0,+∞) για την οποία υποθέτουμε ότι f(1)=e και

     f(x)–ex+x2≤1 για κάθε x>0. Να δείξετε ότι f '(1)=e–2.

6. Έστω μια συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο (0,+∞) για την οποία υποθέτουμε ότι f(0)=2014 και   

    f(x)–ημx≥2014 για κάθε x(R. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της Cf στο σημείο  

    (0,f(0)).

7. Έστω μία συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο R για την οποία υποθέτουμε ότι: xf(x)+1≤ ex+ημ2x  

    για κάθε x. Να αποδείξετε ότι f(0)=3.

8. Να βρείτε το α(R, ώστε ex ≥αx+1.  


 


            
9. Θεωρούμε την συνάρτηση f(x)=2x+mx–4x–5x με m>0. Να βρείτε το m ώστε f(x)≥0 για κάθε  

    x(R.  
10. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=x2+αx+β. Να βρείτε τα α, β αν το Μ(2,–1) είναι ακρότατο.  
11. Αν η συνάρτηση f(x)=[x2+(α–2)x+2]·ex έχει δύο ακρότατα, να δείξετε ότι α<0 ή α>4.

12. Δίνεται η f(x)=2αlnx–
[image: image535.wmf]x

b

+3α, α, β(R. Αν η f έχει ακρότατο το (1,5) να βρείτε τα α,β.  (1,–2)

13. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=αx–xα, x>0.
      α. Να βρείτε την f '.

      β. Αν αx ≥ xα, να δείξετε ότι α=e.

14. Έστω οι παραγωγίσιμες συναρτήσεις f,g:R→R ώστε f(x)≥x+1 και f(x)eg(x)=ex–x για κάθε  

      x(R.  Αν η Cf διέρχεται από το Α(0,1), να δείξετε ότι οι εφαπτόμενες των Cf και Cg στο x0=0  

     τέμνονται  κάθετα.
15. Έστω f παραγωγίσιμη στο (–1,1) με f(0)=–3 και η συνάρτηση g(x)=
[image: image536.wmf]2

f(x)

1x

-

, x((–1,1), με  

       g(x)≤βx–3, όπου β(R. Να δείξετε ότι η εφαπτομένη της συνάρτησης g  στο x0=0 είναι η  

       y=βx–3. 










16. ∆ίνεται η συνάρτηση  f(x)=αx–ln(x+1), x>–1 με α>0 και α≠1. Αν ισχύει f(x)≥1 για κάθε 
      x>–1 να αποδείξετε ότι α=e.
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2.7 Τοπικά ακρότατα. (1η ώρα)
1. Πότε μία συνάρτηση παρουσιάζει τοπικά ακρότατα.

2. Πότε μία συνάρτηση παρουσιάζει ολικά ακρότατα.

[image: image908.png]


 
4. Να γίνει το θεώρημα.
Ασκήσεις βιβλίου: 1, 2, 3ii, 4, 5, Γ: 9

Ασκήσεις:
1. Να βρείτε τα κρίσιμα σημεία των συναρτήσεων: i) f(x)=x2–3|x+2|+1    ii) f(x)=x4+2x2–8x+6.    

    iii) g(x)=
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          iv) h(x)=
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2. α) Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α,β] και f(α)=f(β) , να δείξετε ότι η f έχει ένα  

        τουλάχιστον κρίσιμο σημείο στο (α,β) είτε είναι παραγωγίσιμη, είτε όχι.

     β) Αν η f έχει συνεχή f ' και f '(α)+f '(β)=0, τότε η f έχει ένα τουλάχιστον κρίσιμο σημείο στο  

         (α,β).

3. Να βρείτε τα ακρότατα των συναρτήσεων: i) f(x)=
[image: image539.wmf]3
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    ii) f(x)=
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        iii) f(x)=
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    iv) f(x)=
[image: image542.wmf]x
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       v) f(x)=
[image: image543.wmf]xlnx
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4. Να δείξετε ότι η f(x)=x2+x–2xlnx, x>0 είναι αύξουσα στο (0,+∞).

5. Θεωρούμε την συνάρτηση f(x)=αx4+βx3+γx2+x–2 με α,β≠0. Αν η f έχει τρία διαφορετικά  

    ακρότατα να αποδείξετε ότι 3β2>8αγ.

6. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
[image: image544.wmf]2

x

4

(2lnx–1)–2x(lnx–1), x>0. Να βρείτε την f '(x) και να  

    μελετήσετε την μονοτονία και τα ακρότατα της f. 

7. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=212(e-4x–e-αx), x≥0,α>4. Να μελετήσετε την μονοτονία και τα  

    ακρότατα της f.                                                                 
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2.7 Τοπικά ακρότατα. (2η ώρα)
1. Ανισότητες με ακρότατα
2. Να γίνει η εφαρμογή 2.

Ασκήσεις βιβλίου: Β: 3
Ασκήσεις:
1. Θεωρούμε τις παραγωγίσιμες συναρτήσεις  f, g με πεδίο ορισμού το [0,+∞) για τις οποίες  

    ισχύει f '(x)=g'(x)+ημ2x+ex.  Να δείξετε ότι για κάθε x([0,+∞) έχουμε f(0)+g(x)≤ g(0)+f(x)        

2. Να βρείτε τα ακρότατα της f(x)=
[image: image545.wmf]x

x

ln

 και να δείξετε ότι ex ≥ xe.                                     

3. α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f(x)=ln(ex–x).
      β) Να μελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.             
4. α) Να μελετήσετε την μονοτονία και τα ακρότατα της f(x)=x–elnx. 
      β) Να δείξετε ότι ex≥xe, για κάθε x>0.                                                            
       
5. α) Θεωρούμε την f(x)=lnx–x+1, x>0. Να δείξετε ότι f(x)≤0 για κάθε x>0. Πότε ισχύει ως  

          ισότητα;

      β) Να δείξετε ότι 1–
[image: image546.wmf]x

a

–lnx+lnα≤0, α>0

      γ) Να μελετήσετε την μονοτονία της συνάρτησης f(x)=
[image: image547.wmf]lnxln

α

x

α

-

-

, α>0.
6. Να μελετήσετε τη συνάρτηση f(x)=x2+
[image: image548.wmf]2

x

, x≠0 ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 
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2.7 Τοπικά ακρότατα. (3η ώρα)
1. Ρίζες εξίσωσης
Ασκήσεις βιβλίου: 2  Β: 1, 2
Ασκήσεις:
1. Να δείξετε ότι ex–x+1>0 για κάθε x(R. Να δείξετε ότι η 2ex+2x=x2+2  έχει ακριβώς μία λύση   

    την x=0.      

2. Έστω οι συναρτήσεις f και g με πεδίο ορισμού το R. Δίνεται ότι  η σύνθεση fog είναι 1-1. 
    α. Να δείξετε ότι η g είναι 1-1.  
    β. Να δείξετε ότι η εξίσωση: g(f(x)+x3–x)=g(f(x)+2x–1) έχει ακριβώς δύο ρίζες θετικές και  

        μία αρνητική.   

3. Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f για την οποία  ισχύει: f 3(x)+βf 2(x)+γf(x)=x3–2x2+6x–1 
    όπου β,γ πραγματικοί με β2<3γ.

    α. Να δείξετε ότι η f δεν έχει ακρότατα.

    β. Να δείξετε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα.    

    γ. Να δείξετε ότι υπάρχει μοναδική ρίζα της f(x)=0 στο διάστημα (0,1).                      
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2.7 Τοπικά ακρότατα. (4η ώρα)
1. Προβλήματα.
2. Να γίνουν οι εφαρμογές 1, 3.

Ασκήσεις βιβλίου: 6, 7, 8, 9, 10, Β:7, 9, 10, 11, 12, 13, 14, Γ: 3, 4, 5
Ασκήσεις:
1. Φάρμακο χορηγείται σε ασθενή και η f(t) περιγράφει την συγκέντρωση  του φάρμακου στο  

    σώμα του μετά από χρόνο t≥0. Αν ο ρυθμός μεταβολής της f(t) είναι 
[image: image549.wmf]1
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–2 τότε:

     α) Να βρείτε την f(t) 

     β) Σε ποια χρονική στιγμή t μετά την χορήγηση του φάρμακου η συγκέντρωση είναι   

         μέγιστη; 

     γ) Να δείξετε ότι κατά την στιγμή t=8 υπάρχει  ακόμα επίδραση του φάρμακου, ενώ πριν τη  

          στιγμή t=10 η επίδραση έχει μηδενιστεί. (ln11≈2,4)            
2. Μια τουριστική επιχείρηση οργανώνει εκδρομές με λεωφορεία των 50 θέσεων. Όταν οι  

    επιβάτες είναι ακριβώς 30 η εταιρεία ζητά 50 € κατά άτομο. Για να αυξήσει τους επιβάτες η  

    εταιρεία κάνει την εξής προσφορά: Για κάθε επιπλέον επιβάτη μειώνεται κατά 1€ η χρέωση  

    κάθε άλλου επιβάτη. Να βρείτε το πλήθος των επιπλέον επιβατών για μέγιστα έσοδα.  (x=10)
3. Έστω f παραγωγίσιμη στο R με ακρότατα τα σημεία Α(x1,2) και B(x2,–2). και η συνάρτηση  

    g(x)=ef(x)+xf 2(x). Να δείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον xο((x1,x2) ώστε g"(xo)=0.
4. Για την παραγωγίσιμη συνάρτηση f με x>0 ισχύουν f(1)=0 και ef(x)f '(x)+f '(x)=1+
[image: image550.wmf]1
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.
      α) Να δείξετε ότι η συνάρτηση g(x)=ex+x είναι 1-1.
     β) Να δείξετε ότι f(x)=lnx.  





             
5. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
[image: image551.wmf]2
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 όπου α, β ακέραιοι αριθμοί. Η f στο σημείο Α(–2,
[image: image552.wmf]5
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)  

    δέχεται εφαπτομένη με συντελεστή διεύθυνσης 5/18.
    Δ1. Να δείξετε ότι α=1 και β=4.

    Δ2. Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα.                              

    Δ3. Να βρείτε το σύνολο τιμών της f.                                                
    Δ4. Να δείξετε ότι η εξίσωση kx3+(1–4k)x2–x+4=0 (1) είναι ισοδύναμη με την f(x)=k, k(R  

          και να βρείτε το πλήθος των ριζών της εξίσωσης (1) για τις διάφορες τιμές του k(R.          
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2.8 Κυρτότητα- σημεία καμπής συνάρτησης.
1. Να γίνει ο ορισμός της κυρτής και κοίλης συνάρτησης.

2. Να γίνει το θεώρημα.

3. Το αντίστροφο δεν ισχύει.

4. Σημεία καμπής.
Ασκήσεις βιβλίου: 1, 2, 3, 4 Β:3 
Ασκήσεις:

1. Να μελετηθούν ως προς την κυρτότητα και τα σημεία καμπής οι συναρτήσεις:

       i) f(x)=x2+2lnx,  
        ii) g(x)=
[image: image553.wmf]2

x
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,       iii) h(x)=ex(x2+1),
       iv) φ(x)=ln(x2+1), 

         v) f(x)=x2lnx–x2+3,             vi) f(x)=exσυνx στο [π,2π], 
2.  i) Δίνεται η f(x)=2x4+4αx3+3(4α–3)x2+1. Να βρείτε το α ώστε η f να είναι κυρτή.     

    ii) Ομοίως η f(x)=(α–2)x4+8x3+6(α+1)x2+2α+3 να είναι κοίλη.

3. Δίνεται συνάρτηση f:R(R δύο φορές παραγωγίσιμη, της οποίας το Α(x0,0) είναι τοπικό 

    ακρότατο το 0 και ικανοποιεί τη σχέση f "(x)>4[f '(x)–f(x)], για κάθε x(R.

    α)  Να δείξετε ότι η συνάρτηση g(x)=f(x)e-2x είναι κυρτή στο R.

    β) Να αποδείξετε ότι f(x)≥0 για κάθε x(R. 

4. Δίνεται η δύο φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση f ορισμένη στο (0,+∞). Να δείξετε ότι η  

    g(x)=lnf(x) στρέφει τα κοίλα άνω αν f(x)f ''(x)>[f '(x)]2.
5. Έστω f παραγωγίσιμη στο (α,β). Αν για κάθε x, x0((α,β), x≠x0  ισχύει 

    f(x)–f(x0)–f '(x0)(x–x0)>0, να δείξετε ότι η f στρέφει τα κοίλα άνω στο (α,β).

6. Αν η f στρέφει τα κοίλα άνω σε διάστημα Δ και η g στρέφει τα κοίλα άνω στο f(Δ) και είναι  

      αύξουσα, να δείξετε ότι η gof στρέφει τα κοίλα άνω στο Δ.

7. Δίνονται οι συναρτήσεις g(x)=6lnx–6x+5 και f(x)=3x2(lnx–1)–x3+2015.

      α) Να μελετήσετε την g ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα. 

      β) Να δείξετε ότι η f στρέφει τα κοίλα κάτω για x>0.

8. ∆ίνεται η συνάρτηση  f(x)=αx–ln(x+1), x>–1 με α>0 και α≠1.
    A. Αν ισχύει f(x)≥1 για κάθε x>–1 να αποδείξετε ότι α=e. 

    Β. Για α=e, 

       α. να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f είναι κυρτή.  

       β. να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα (–1,0] και  

          γνησίως  αύξουσα στο διάστημα [0,+(). 

       γ. αν α,β,γ((–1,0)((0,+∞), να αποδείξετε ότι η εξίσωση 
[image: image554.wmf]f()1f()1
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         τουλάχιστον μια ρίζα στο (1, 2).
9. α) Aν η f είναι παραγωγίσιμη και κοίλη στο [0,6] με f(2)=f(5)=0, να δείξετε ότι f(0)f(6)>0.
      β) Να υπολογίσετε το 
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10. Έστω η συνάρτηση f(x)=x5+x3+x.

      α. Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία και τα κοίλα και να δείξετε ότι η f έχει  

          αντίστροφη.

      β. Να δείξετε ότι f(ex) ≥ f(1+x) για κάθε x(R.

      γ. Να δείξετε ότι η εφαπτομένη της f στο (0,0) είναι ο άξονας συμμετρίας των γραφικών  

          παραστάσεων των f και f -1.

11. Δίνεται η συνάρτηση f  παραγωγίσιμη στο [α,β] και f(α)=f(β)=0. Αν είναι κυρτή στο [α,β]  

    τότε f(x)<0 και αν είναι κοίλη τότε f(x)>0 για κάθε x((α,β).
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2.8 Κυρτότητα- σημεία καμπής συνάρτησης.
1. Να γίνει το σχόλιο με την εφαπτομένη.

2. Κυρτότητα και ΘΜΤ.
Ασκήσεις βιβλίου: Γ: 8
Ασκήσεις:

1. Δίνεται συνάρτηση f παραγωγίσιμη και κυρτή σε διάστημα Δ. Να δείξετε ότι για κάθε  

      x1≠x2(Δ είναι f(x1)+f(x2)>2f
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2. Δίνεται η συνάρτηση g, δύο φορές παραγωγίσιμη ώστε g(x)>0 και g''(x)g(x)–[g((x)]2>0. για  

    κάθε x(R. Να δείξετε ότι:

      i)  η g '/g είναι γνησίως αύξουσα.  

     ii) g
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 για  κάθε x1, x2(R.       


  
      
3. Δίνεται η f(x)=e3x+e2x–2012x.

    α) Να μελετήσετε την κυρτότητα της f.

    β) Να βρείτε την εφαπτομένη της στο Α(0,f(0)).
    γ) Να δείξετε ότι e3x+e2x ≥ 5x+2.

4. Να δείξετε ότι η εφαπτομένη της f(x)=2elnx+
[image: image558.wmf]1
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 στο Μ(
[image: image559.wmf]1
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,–e) διαπερνά την f.
5. Έστω f δύο φορές παραγωγίσιμη στο R με f ''(x)+f(x)>2f '(x) και η εφαπτομένη της στο  

    (0,f(0)) είναι η ε:y=2x+5.
     α) Να δείξετε ότι η συνάρτηση g(x)=f(x)e-x είναι κυρτή.

     β) Να βρείτε την εφαπτομένη της g στο Β(0,g(0)).

     γ) Να δείξετε ότι f(x)(ex(5–3x).

6. Αν η συνάρτηση f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο [1,4] και κοίλη, να συγκρίνετε τους  

    αριθμούς f(2)+f(3) και f(1)+f(4).
7. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη και κοίλη στο (0,+∞) και διέρχεται από το σημείο  

    Α(4,4), να δείξετε ότι f(2)+f(6)<8.
8. Δίνονται οι συναρτήσεις f(x)=1+lnx, g(x)=xx, x>0.
    α) Να δείξετε ότι έχουν κοινή εφαπτομένη στο xο=1. 



             
    β) Να δείξετε ότι f(x)≤ g(x).
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2.8 Κυρτότητα- σημεία καμπής συνάρτησης.
1. Σημεία καμπής.

2. Η εφαπτομένη στο σημείο καμπής "διαπερνά" την καμπύλη.
Ασκήσεις βιβλίου: 
Ασκήσεις:

1. Για ποιες τιμές των α,β(R η f(x)=αx5–(4β+2)x3+(α–1)x+1 έχει σημείο καμπής το (1,–4);          

2.  Να δείξετε ότι τα σημεία καμπής της f(x)=3x5–10x3+8x+1 είναι συνευθειακά.

3. Δίνεται  η  συνάρτηση f, δύο φορές παραγωγίσιμη στο R ώστε f '(x)≠0 και η g τέτοια ώστε 

    g(x)f '(x)=2f(x) για κάθε x(R. Να δείξετε ότι αν η Cf έχει σημείο καμπής το Α(x0,f(x0)), τότε  

    η εφαπτομένη της g στο Β(x0,g(x0)) είναι παράλληλη στην y=2x–5.              
       

4. Δίνεται η συνάρτηση f με τύπο f(x)=x2lnx.

α. Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f, να μελετήσετε την μονοτονία της και τα ακρότατα.  

    β. Να μελετήσετε την f ως προς την κυρτότητα και να βρείτε τα σημεία καμπής.      

5. Έστω η συνάρτηση f(x)=x3–3x2συν2α+2xσυν22α+ημ22α, α(R. Να δείξετε ότι για  

    οποιαδήποτε τιμή του α η f έχει μόνο ένα σημείο καμπής το οποίο για τις διάφορες τιμές του α  

    ανήκει σε  παραβολή.        



            
6. ∆ίνεται η συνάρτηση: f(x)=x3–3x–2ημ2θ όπου θ
[image: image560.wmf]Î

R μια σταθερά με θ≠κπ+π/2, κ(Z. 

    α. Να αποδειχθεί ότι η f παρουσιάζει ένα τοπικό μέγιστο, ένα τοπικό ελάχιστο και ένα σημείο  

        καμπής. 

    β. Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση f(x)=0 έχει ακριβώς τρεις πραγματικές ρίζες. 

    γ. Αν x1, x2 είναι οι θέσεις των τοπικών ακροτάτων και x3 η θέση του σημείου καμπής της f,   

        να αποδειχθεί ότι τα σημεία Α(x1, f(x1)), B(x2, f(x2)) και Γ(x3, f(x3)) βρίσκονται στην ευθεία 
         y=–2x–2ημ2θ.

7. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=2x+ln(x2+1), x
[image: image561.wmf]R
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      Γ1. Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία τη συνάρτηση f. 

      Γ2. Να λύσετε την εξίσωση: 2(x2–3x+2)=ln
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      Γ3. Να αποδείξετε ότι η f έχει δύο σημεία καμπής και ότι οι εφαπτόμενες της γραφικής   

         παράστασης της f στα σημεία καμπής της τέμνονται σε σημείο του άξονα y'y.      
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2.9 Ασύμπτωτες συνάρτησης.
1. Πότε μία  συνάρτηση παρουσιάζει κατακόρυφη ασύμπτωτη.

2. Πότε μία  συνάρτηση παρουσιάζει οριζόντια ασύμπτωτη.

3. Πότε μία  συνάρτηση παρουσιάζει πλάγια ασύμπτωτη.

4. Πώς βρίσκουμε μία πλάγια ασύμπτωτη.

5. Να γίνει η εφαρμογή.

Ασκήσεις βιβλίου: 1, 2, 3, Β: 1

Ασκήσεις:

1. Να βρείτε τις ασύμπτωτες των παρακάτω συναρτήσεων:

    α) f(x)=
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2. Να βρείτε το α(R ώστε η πλάγια ασύμπτωτη της f(x)=αx+
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, x>0 να έχει συντελεστή  

   διεύθυνσης λ=4.





            

           

3. i) Αν η y=2x+5 είναι ασύμπτωτη της f, στο +∞, να βρείτε τα όρια: 
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    ii) Αν 
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4. Έστω f,g:R(R είναι συναρτήσεις συνεχείς στο R τέτοιες ώστε να ισχύει  f(x)–g(x)=x–4, για  

    x(R. Έστω ότι η ευθεία με εξίσωση y=3x–7 είναι ασύμπτωτη της f, καθώς x(+∞. 

     α) Να βρείτε τα όρια: i)
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 και  ii) 
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     β) να δείξετε ότι η  ευθεία με εξίσωση y=2x–3 είναι ασύμπτωτη της g όταν x(+∞. 

5. Να δείξετε ότι η ευθεία y=2x–3 είναι πλάγια ασύμπτωτη της f(x)=
[image: image576.wmf]2
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6. Να βρείτε το α,β(R ώστε η  y=βx–4 να είναι ασύμπτωτη της f(x)=
[image: image577.wmf]2
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7. Αν η y=3x+2013 είναι ασύμπτωτη της  f στο +∞, να βρείτε το 
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8. Αν η ευθεία y=λx+β είναι ασύμπτωτη της περιττής f όταν x(+∞, να δείξετε ότι η y=λx–β  

      είναι  ασύμπτωτη της f όταν x(–∞. 

9. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
[image: image579.wmf]2
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     α) Αν η Cf διέρχεται από το Α(1,–4) και ισχύει η σχέση f(3)+3f(1)=0, να δείξετε ότι α=1 και  

         β=0.

     β) Να βρείτε την εφαπτομένη της f στο Α(1,–4)   



     
     γ) Να δείξετε ότι η y=x+2 είναι ασύμπτωτη της f στο +∞.  


   
10. Αν α>β>1να δείξετε ότι: α) 
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      β) Αν f(x)=ln(αx+βx), να δείξετε ότι η y=xlnα είναι πλάγια ασύμπτωτη της f
11. Αν η συνάρτηση f έχει για x>0 ασύμπτωτη την ευθεία y=4x+3, να υπολογίσετε τα όρια:

      α) 
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2.9 Κανόνας de l' Hospital. (1η ώρα)
1. Μορφή 
[image: image585.wmf]0
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. 
Ασκήσεις βιβλίου: 4, Β: 2, 3, 4, 5.
Ασκήσεις:
 1.Να μελετήσετε την μονοτονία και τα ακρότατα της f(x)=
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 (Άσκηση 3/268)

 2. Να δείξετε ότι: i) 
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3. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
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. Να βρείτε τα α,β ώστε η f να  

    παραγωγίζεται στο (–1,1) 






                

4. Να βρείτε τα α,β ώστε 
[image: image598.wmf]32

x0

ημ3xα

lim

β

xx

®

æö

++

ç÷

èø

=0 

        

            

5. i) Αν η f είναι συνεχής και για κάθε x(R ισχύει x2f(x)+2x=e2x+xημ2x–1, να δείξετε ότι  

       f(0)=4

    ii) Ομοίως αν (1–συνx)f(x)=ex–e-x–2x τότε f(0)=0.

6.Δίνεται η συνάρτηση f(x)=eα-x+x–1, α>0. Να δείξετε ότι:  i) f(x)>0     ii) 
[image: image599.wmf]x
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    iii) Να βρείτε την πλάγια ασύμπτωτη όταν x(+(.  
                

          

7. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
[image: image600.wmf]î
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, με α, β>0. Να βρείτε τα α, β ώστε η  

    γραφική παράσταση της f να διέρχεται από το Α(–1,
[image: image601.wmf]2

5

) και να είναι παραγωγίσιμη στο 0.           

8. Αν για την συνάρτηση f υπάρχει η δεύτερη παράγωγος και είναι συνεχής, να δείξετε ότι  

     i) 
[image: image602.wmf]2
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=f ''(x)     ii) 
[image: image603.wmf]h0
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9. Να βρείτε τις ασύμπτωτες των: α) f(x)=
[image: image604.wmf]lnx

x1

-

.      β) g(x)=
[image: image605.wmf]1
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10. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
[image: image606.wmf]ï
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. Να δείξετε ότι είναι συνεχής αν α= –
[image: image607.wmf]9
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.
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2.9 Κανόνας de l' Hospital. (2η ώρα)
1. Μορφή 0
[image: image608.wmf]×

∞ ή  ∞–∞.
Ασκήσεις βιβλίου: 6i, ii
Ασκήσεις:
1. Να δείξετε ότι: i) 
[image: image609.wmf]x0
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εφ2x
[image: image610.wmf]×

σφx=2         ii) 
[image: image611.wmf]x
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ex(2–x2)=0         iii) 
[image: image612.wmf]x0
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(xlnx)=0 
    iv)
[image: image613.wmf]x0
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(xln2x)=0                v) 
[image: image614.wmf]x0
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(ex–1)σφx=1         vi) 
[image: image615.wmf]2x

x
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    vii) 
[image: image616.wmf]x
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(lnx–ex)=–∞       viii) 
[image: image617.wmf]x

lim
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(x–lnx)=+∞           ix) 
[image: image618.wmf]x

lim

®+¥

(ex–x)=∞.      
2. Να δείξετε ότι η y=x+1 είναι πλάγια ασύμπτωτη της f(x)=xe
[image: image619.wmf]x

1

 όταν x(+∞.

3. Δίνεται η συνάρτηση f με τύπο f(x)=x2lnx.

   α. Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f, να μελετήσετε την μονοτονία της και τα ακρότατα.       
   β. Να μελετήσετε την f ως προς την κυρτότητα και να  βρείτε τα σημεία καμπής.       
   γ. Να βρείτε το σύνολο τιμών της f.  
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2.9 Κανόνας de l' Hospital. (3η ώρα)
1. Μορφή 0ο. 
Ασκήσεις βιβλίου: Γ: 10
Ασκήσεις:
1. Να δείξετε ότι: i) 
[image: image620.wmf]x0

lim

+

®

xημx=e0=1   ii) 
[image: image621.wmf]x0
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(ημx)εφx=1   iii) 
[image: image622.wmf]x0
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xx=1.

2. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x)=
[image: image623.wmf]xlnx,x0

0,x0
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ì
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    α. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο 0. 

    β. Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία τη συνάρτηση f και να βρείτε το σύνολο τιμών της. 

3. ∆ίνεται η  συνάρτηση f(x)=xex–α, α(R.
    α. Να βρεθεί η τιμή του α, ώστε η εφαπτομένη της Cf στο σημείο Α(0,f(0)) να είναι  

        παράλληλη στην ευθεία y=ex. 
    β. Για α=–1,

        i. να μελετήσετε τη  συνάρτηση  f ως προς τη  μονοτονία και τα ακρότατα.
       ii. να αποδείξετε ότι ο άξονας x′x είναι οριζόντια ασύμπτωτη της Cf στο –∞.

4. Δίνεται η συνάρτηση h(x)=x−ln(ex+1), x(R. Να βρείτε την οριζόντια ασύμπτωτη της  

    γραφικής παράστασης της h στο +∞, καθώς και την πλάγια ασύμπτωτή της στο −∞.
5. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x)=e2x–2x, x(R. 

    Γ1. Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία.
    Γ2. Να αποδείξετε ότι η  εξίσωση f(x)=1, x(R έχει ακριβώς μια ρίζα, το 0.

6. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=x3–3lnx, x>0. Να αποδείξετε ότι ο άξονας y′y είναι κατακόρυφη  

    ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της f.  
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2.10 Μελέτη και χάραξη της γραφικής παράστασης μιας συνάρτησης.

1. 1. Βρίσκουμε το πεδίο ορισμού

    2. Εξετάζουμε τη συνέχεια στο Π. Ο.

    3. Βρίσκουμε την f ' και μελετούμε την  μονοτονία και τα ακρότατα.

    4. Βρίσκουμε την f '' και μελετούμε την κυρτότητα και τα σημεία καμπής.

    5. Μελετάμε τη συμπεριφορά της  συνάρτησης στα άκρα των διαστημάτων του Π. Ο.

    6. Βρίσκουμε τις ασύμπτωτες αν υπάρχουν:

    7. Κατασκευάζουμε τον πίνακα μεταβολών

    8. Βρίσκουμε τα σημεία τομής της f με τους άξονες (αν τους τέμνει)

    9. Αν η f είναι άρτια έχει άξονα συμμετρίας τον y'y,  αν είναι περιττή έχει κέντρο συμμετρίας  

       το Ο(0,0), αν είναι περιοδική περιορίζουμε την μελέτη σε μικρότερα διαστήματα του Π.Ο.

2. Να γίνουν οι εφαρμογές.

Ασκήσεις βιβλίου: 1, 2, 3, Γ: 6
78η ώρα

3.1 Αρχική συνάρτηση. (1η ώρα)
1. Ορισμός της αρχικής (παράγουσας) συνάρτησης.

2. Να δοθεί τυπολόγιο με αρχικές συναρτήσεις.

3. Αν οι συναρτήσεις F και G είναι παράγουσες των f και g αντιστοίχως και ο λ είναι ένας  

    πραγματικός αριθμός, τότε: 

    Η συνάρτηση F+G είναι μια παράγουσα της συνάρτησης f+g και

    Η συνάρτηση λF είναι μια παράγουσα της συνάρτησης λf.
    Η συνάρτηση λF+μG είναι παράγουσα της λf+μg.
4. Να γίνουν οι εφαρμογές 1, 2.

Ασκήσεις βιβλίου: 1, 2, 3, 4, Β:4
Ασκήσεις:
Απλές παράγουσες

1. Να βρείτε τη συνάρτηση f αν f '(x)=2x+6 και διέρχεται από το σημείο Α(0,5).

2. Να βρείτε τη συνάρτηση f αν f '(x)=ημx+2συνx και f(
[image: image624.wmf]2

π

)=6.   
3. Να βρείτε τη συνάρτηση f με Α=(0,∞) αν η γραφική της παράσταση διέρχεται από το Α(1,1)  

    και η κλίση της σε οποιοδήποτε σημείο της είναι 
[image: image625.wmf]2

x

. 



        
Παράγουσα δύναμης ή ρίζας.

4. Να βρείτε τις παράγουσες των παρακάτω συναρτήσεων:

     α) f(x)=x      β) f(x)=
[image: image626.wmf]x

       γ) f(x)=
[image: image627.wmf]3

1

x

       δ) f(x)=
[image: image628.wmf]3

2

x

x


5. Να βρείτε τη συνάρτηση f αν f '(x)=x7+2x4+5x και παρουσιάζει ακρότατο ίσο με –5.
6. Να βρείτε τη συνάρτηση f αν f '(x)=2
[image: image629.wmf]3

1

x2

x

+-

 και η εφαπτομένη της στο σημείο με x0=1  

    είναι η y=x–3.

7. α) Να βρείτε τη συνάρτηση f για την οποία f ''(x)=12(x2–x+1) και η f ' διέρχεται από το  

         σημείο Α(0,3) και η f από το Β(1,10).

    β) Να δείξετε ότι f(0)+f(1)+1=f ′(1)

8. Να βρείτε τη συνάρτηση f αν f ''(x)=6x+20, η γραφική της παράσταση διέρχεται από το  

     Α(0,2) και η εφαπτομένη της στο Α έχει κλίση 4.  


        
Παράγωγος με άθροισμα γινομένων.

9.  Να βρείτε την παράγουσα των συναρτήσεων: 

    α) f(x)=συνx–xημx.

β) f(x)=lnx+1  
γ) f(x)=2xex+(x2+5)ex.

    

     δ) f(x)=2xημx+x2συνx.
ε) f(x)=ex(συνx–ημx).
Παράγωγος με γινόμενο δύο παρενθέσεων, μήπως η μία είναι η παράγωγος της άλλης;
10. Να βρείτε την παράγουσα των συναρτήσεων: 

      α) f(x)=(2x+1)
[image: image630.wmf]2

xx
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β) f(x)=2ημxσυνx     γ) f(x)=
[image: image631.wmf]2

x2

x4x6
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        δ) f(x)=
[image: image632.wmf]x

x

e
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      ε) Ομοίως αν f(x)=
[image: image633.wmf]lnx

x

. 
Παράγωγος με κλάσμα.

11. Να βρείτε την παράγουσα των συναρτήσεων: 

      α) f(x)=
[image: image634.wmf]x
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β) f(x)=
[image: image635.wmf]2
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x
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γ) f(x)=
[image: image636.wmf]2

x

2xx

e

-


      δ) f(x)=
[image: image637.wmf]xx
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xee
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ε)  f(x)=
[image: image638.wmf]3

2xxx

x

hm-sun


Παράγωγος με κλάσμα και ο αριθμητής είναι η παράγωγος του παρονομαστή.

12. α) Να βρείτε τον τύπο της f αν f '(x)=σφx και f(
[image: image639.wmf]2

p

)=2 

      β) Ομοίως αν f ((x)=
[image: image640.wmf]2

2x4

x4x5
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και f(1)=ln2.   
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3.1 Αρχική συνάρτηση. (2η ώρα)

1. Συνέχεια εύρεσης αρχικών συναρτήσεων.

Ασκήσεις βιβλίου: 
Ασκήσεις:
Ο τύπος της συνάρτησης γίνεται άθροισμα πιο απλών συναρτήσεων.

1. Να βρείτε την παράγουσα των συναρτήσεων: 

    α) f(x)=
[image: image641.wmf]2
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    β) f(x)=
[image: image642.wmf]3
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γ) f(x)=
[image: image643.wmf]x2
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     δ) f(x)=
[image: image644.wmf]2
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    ε) f(x)=
[image: image645.wmf]22
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Παράγουσα συνάρτησης...περιπλεγμένης παράστασης.  
2. Να βρείτε τη συνάρτηση f, για την οποία ισχύουν: f '(x)=2xf(x), f(x)>0, f(0)=e.               
3. Να βρείτε τη συνάρτηση f αν f '(x)ef(x)=2x+1 και η εφαπτομένη της f στο Α(1,f(1)) έχει  

   συντελεστή διεύθυνσης 
[image: image646.wmf]5

3

.                                                                                

4. Να βρείτε τη συνάρτηση f αν f(x)–x2f '(x)=0 με x>0, f ≠0 και f(1)=1/e.                     
5. Να βρείτε τη συνάρτηση f, αν xf '(x)–f(x)=xln2x και f(1)=1. 

              
6. Να βρείτε τον τύπο της f στις παρακάτω περιπτώσεις:

    α) f '(x)=
[image: image647.wmf]2

x
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 και f(5)=4       β) f '(x)=
[image: image648.wmf]2

x

 και f(1)=6    γ) f ' (x)=
[image: image649.wmf]x
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 και f(0)=2
[image: image650.wmf]2


7. Να βρείτε τη συνάρτηση f αν: 
    α) f '(x)=ex–e–x και f(0)=4    

    β) f ''(x)=–
[image: image651.wmf]2

x

1

, f '(e)=0 και f(1)=
[image: image652.wmf]e

2


8. Να βρείτε την f αν f ''(x)=
[image: image653.wmf]x

e

1

, x>0 και η Cf έχει ασύμπτωτη την y= –2x+5   
     

Παράγουσα κλαδικής συνάρτησης

9. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
[image: image654.wmf]2x,0x1

2,x1
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. Να βρείτε την παράγουσα της αν διέρχεται από  

      το σημείο Α(2,6).

10. α) Να βρείτε την παράγουσα της συνάρτησης f(x)=
[image: image655.wmf]2
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      β) Ομοίως της g(x)=2|x–1|.

Παράγουσα σύνθεσης συναρτήσεων.  
11. α) Να βρείτε την παράγουσα της f(x)=συνx∙eημx.
      β) Ομοίως αν f(x)=(2x–3)(x2–3x+4)5
      γ) Ομοίως αν f(x)=xημ(3x2)  





          

12. Να βρείτε τη συνάρτηση f αν f '(x2)=2x+1, x>0 και f(1)=2.
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3.1 Αρχική συνάρτηση. (3η ώρα)

1. Προβλήματα.

Ασκήσεις βιβλίου: 5, 6, 7 Β: 1, 2, 3

Ασκήσεις:
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3.4 Ορισμένο ολοκλήρωμα. 

1. Ιδιότητες ορισμένου ολοκληρώματος.
1) 
[image: image656.wmf]f(x)dx
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ò

= –
[image: image657.wmf]f(x)dx
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              2) 
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3) 
[image: image659.wmf]f(x)dxf(x)dx
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             4) 
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]

f(x)g(x)dxf(x)dxg(x)dx

bbb

aaa

l+m=l+m

òòò


5) 
[image: image661.wmf]f(x)dx
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+
[image: image663.wmf]f(x)dx
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, για οποιαδήποτε θέση των α, β, γ.
6) Αν f(x)>0 τότε 
[image: image664.wmf]f(x)dx
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>0        7) Αν f(x)=0 τότε 
[image: image665.wmf]f(x)dx
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8) Αν f(x)≥0 και η συνάρτηση f δεν είναι παντού μηδέν, τότε 
[image: image666.wmf]f(x)dx
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>0
9) Αν f(x)(0 και 
[image: image667.wmf]f(x)dx
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=0 τότε α=β. (*)

	(*)  
[image: image668.wmf]f(x)dx
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=0, αν f(x)=0  ή  α=β.


Ασκήσεις βιβλίου: 1, 2, 3, 4

Ασκήσεις:
1. Αν 
[image: image669.wmf]2
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=5,  
[image: image670.wmf]7
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=9,  
[image: image671.wmf]7

2

f(x)dx

ò

=10, να βρείτε τα ολοκληρώματα:     
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2. Αν 
[image: image675.wmf]f(x)dx

b

a

ò

=5, να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα: 
[image: image676.wmf]2f(x)dx
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3. Αν 
[image: image677.wmf]2
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=4,   
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[image: image681.wmf]5
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4. Να βρείτε το x αν 
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5. Αν 
[image: image684.wmf]323
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, να δείξετε ότι 
[image: image685.wmf]13

02

f(x)dxf(x)dx

=

òò

.
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3.5 Η συνάρτηση F(x)=
[image: image686.wmf]ò
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f(t)dt

. (1η ώρα)

1. «Αν f:Δ(R, όπου Δ διάστημα, είναι μια συνεχής συνάρτηση, τότε για κάθε α(R η  

      συνάρτηση F(x)= 
[image: image687.wmf]x
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είναι μια παράγουσα της f », 

    α. F'(x)=f(x)

    β. Αν F(x)=
[image: image688.wmf]ò
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=–
[image: image689.wmf]x

f(t)dt

a

ò

 τότε F'(x)=–f(x).
    γ. Αν F(x)=
[image: image690.wmf]ò
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 τότε F'(x)=f(g(x))g'(x).
    δ. Αν F(x)=
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    ε. Αν F(x)=
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 τότε F(x)=g(x)
[image: image695.wmf]x
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 και έχουμε παράγωγο γινομένου
2. Όσα γνωρίζουμε για τις συναρτήσεις, ισχύουν και για την "καινούρια" συνάρτηση.
Ασκήσεις βιβλίου: 5, Β: 1, 2, 3, 4, 5, 6.
Ασκήσεις:
1. Να βρείτε την παράγωγο των συναρτήσεων: i) f(x)=
[image: image696.wmf]1
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    ii) f(x)=
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    iii) f(x)=
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      iv) f(x)=
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    vi) f(x)=
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     vii) f(x)=
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     viii) f(x)=
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2.  Να δείξετε ότι οι συναρτήσεις: α) f(x)=
[image: image704.wmf]x1
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 )  β) f(x)=
[image: image705.wmf]συνxx

22

04

2t2t

dtdt

1+t2t

hm

+

-

òò

  

    γ) g(x)=
[image: image706.wmf]f(x)0

1

1x

f(t)dttf'(t)dt

-

+

òò

 είναι σταθερές.
3. Αν για την συνάρτηση f ισχύει: 
[image: image707.wmf]2

x1

1/2

f(t)dt

+

ò

=(x+2)ex–2 να βρείτε το f(2).                           

4. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής και ισχύει: συν2x·f(x)=x–
[image: image708.wmf]x

0

2

ημttf(t)dt

sun×

ò

 να βρείτε τον 

     τύπο της.           






                            

5. Να δείξετε τα παρακάτω όρια: i)
[image: image709.wmf]x

4

x4

1

ημπt

limdt

ln(x3)t-4

+

®

-

ò

=π.   ii)
[image: image710.wmf]x

2

2

0

x0

11

lim(t1)

εφtdt

x2

®

+=

ò


6. Δίνονται οι συνεχείς συναρτήσεις f, g στο [1,+∞) για τις οποίες ισχύει g(x)=
[image: image711.wmf]x

1

α(xt) f(t)dt

–

ò

,  

    α(R. Να δείξετε ότι g''(x)=αf(x).

7. Αν για την συνάρτηση f ισχύει: 2
[image: image712.wmf]x

0

xf(t)dt

éù

+

êú

ëû

ò

=(2x+1)f(x) για κάθε x≥0, να δείξετε ότι  

    f(x)=ln(2x+1)

8. Έστω h:[1,+∞)(R συνεχής με h(x)=2016(x–1)+
[image: image713.wmf]x

1

h(t)

dt

t

ò

. Να δείξετε ότι: i) h(x)=2016xlnx   

    ii) H h είναι αύξουσα στο [1,+∞).       

9. Δίνεται η συνεχής συνάρτηση g και f(x)=
[image: image714.wmf]x

0

(xt)g(t)dt

-

ò

. Να δείξετε ότι είναι δύο φορές  

    παραγωγίσιμη  και να μελετήσετε τα κοίλα όταν g(x)(0.
                                          

10. Έστω f συνεχής στο R με 
[image: image715.wmf]x

0

f(t)dt

ò

≤ e2013x+x5–1. Να δείξετε ότι f(0)=2013.

11. Έστω f συνεχής στο (0,+∞) και 0<α<β ώστε 
[image: image716.wmf]f(t)dt

b

a

ò

=0 και g(x)=2+
[image: image717.wmf]x

α

1

f(t)dt

x

ò

, x>0. 

     Να δείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον xo((α,β) ώστε:

      i) Η εφαπτομένη της g στο (xo,g(xo)) είναι παράλληλη στον x'x.

     ii) g(xo)=2+f(xo).   


12. Δίνεται η συνεχής συνάρτηση f και η συνάρτηση g(x)=
[image: image718.wmf]xx

12

f(t)dtf(t)dt

×

òò

. Να δείξετε ότι   

      υπάρχει ξ((1,2) στο οποίο η g έχει οριζόντια εφαπτομένη.



13. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο R και 
[image: image719.wmf]2

0

f(x)dx

ò

=2, να δείξετε ότι υπάρχει xo((0,2)  

       με f(xo)=xo. 









  
14. Δίνεται η συνεχής συνάρτηση f:(0,+()(R ισχύει 
[image: image720.wmf]x

1

32tf(t)dt

ò

+x3=3x2f(x)+3x–8, x>0  
     Δ1. Να δείξετε ότι f '(x)=
[image: image721.wmf]2

2

x1

x

-

.  
     Δ2. Να δείξετε ότι f(x)=
[image: image722.wmf]2

x1

x

+

, x>0, καθώς επίσης ότι η ευθεία με εξίσωση y=x είναι  

           ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της f στο +(.                                        
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3.5 Η συνάρτηση F(x)=
[image: image723.wmf]ò

x

α

f(t)dt

. (2η ώρα)

1. Εύρεση του πεδίου ορισμού της F(x)=
[image: image724.wmf]x

α

f(t)dt

ò

.

2. Να γίνει η εφαρμογή.

Ασκήσεις βιβλίου: Γ:5, 6
Ασκήσεις:
1. Να βρείτε το Π.Ο. των συναρτήσεων: i) f(x)=
[image: image725.wmf]dt

4

t

x

3

2

ò

-

-

,    ii) f(x)=
[image: image726.wmf]2

x2x

1

συνt

dt

t

-+

ò

, 

    iii) f(x)=
[image: image727.wmf]2

x3

2

2

ln(t1)

dt

t

-

-

ò

,  iv) f(x)=
[image: image728.wmf]5x

2

x3

ln(t1)dt

-

+

-

ò

, A=(–2,4)     v) f(x)=
[image: image729.wmf]2

x4

x1

t

dt

t

-

-

hm

ò

.           

2. Να βρείτε συνάρτηση f:
[image: image730.wmf]–

π

,

22

p

æö

ç÷

èø

(R με συνεχή δεύτερη παράγωγο, για την οποία ισχύουν:  

    f(0)=1995, f '(0)=1 και 1+
[image: image731.wmf]xx

2

00

f''(t)

συνtdtσυνxf'(t)ημtdt

=+

òò

.  
3. Έστω f παραγωγίσιμη στο R με f '(x)=1 και τέτοια ώστε 
[image: image732.wmf]x

0

f(t)dt

ò

≥ xe–x για κάθε x(R. 

    Να βρείτε την εφαπτομένη της f στο Α(0,f(0)).                            

4. Αν f(x)=
[image: image733.wmf]2

xy2

22

21y

t1u2

dtdudy

tt1uu1

éù

-+

-

êú

++++

ëû

òòò

, να δείξετε ότι f ''(x)=1.

5. Αν f(x)=
[image: image734.wmf]xy

2

xy

(tt1)dtdy

-

-

éù

++

êú

ëû

òò

, να δείξετε ότι f '(x)=0.



6. Δίνεται η συνεχής συνάρτηση f και η συνάρτηση g(x)=
[image: image735.wmf](

)

xtz

111

f()ddzdt

éù

ww

êú

ëû

òòò

.

    α) Να βρείτε τις g', g'', g'''.

    β) Να βρείτε το 
[image: image736.wmf]3

x1

g(x)

lim

(x1)

®

-

 αν f(1)=12.





                 
7. Δίνονται οι συναρτήσεις f(x)=lnx και g(x)=
[image: image737.wmf]x

1

dt

t

ò

. Να δείξετε ότι f(x)=g(x).

8. Δίνεται η συνάρτηση G(x)=
[image: image738.wmf]x

2t

1

edt

ò

. 
     α) Να μελετήσετε την μονοτονία της.

     β) Να δείξετε ότι για x<1 ισχύει G(x)<0. 





       
9. Αν για την συνεχή συνάρτηση f ισχύει ότι f(x)>0, να αποδείξετε ότι η εξίσωση  

     
[image: image739.wmf]x

1

f(t)dt

ò

=x2–2x, έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα (0,1).
                            
10. Έστω η συνεχής συνάρτηση f:(–1,+∞)→R για την οποία ισχύει 
[image: image740.wmf]x

0

2f(t)dt

ò

=(ln(x+1))2, x>–1.
     Να δείξετε ότι f(x)=
[image: image741.wmf]ln(x1)

x1

+

+

, x>–1.                                                                
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3.5 Θεμελιώδες θεώρημα του ολοκληρωτικού λογισμού (Θ.Θ.Ο.Λ). (1η ώρα)

1. Να γίνει το θεώρημα του Θ.Θ.Ο.Λ.
Ασκήσεις βιβλίου: 1, 2, 3, 4
Ασκήσεις:
1. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα

     i) 
[image: image742.wmf](

)

1

2

0

2x1dx

+

ò

      ii) 
[image: image743.wmf]2

x

1

(ex)dx

+

ò

           iii) 
[image: image744.wmf]2
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dx
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ò

      iv) 
[image: image745.wmf]3
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1
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x
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ò

     

    v) 
[image: image746.wmf]4

1

x1

dx

x

+

ò

    vi)
[image: image747.wmf](
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1

x2x3xdx
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ò

    vii) 
[image: image748.wmf]4
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-
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èø

ò

  viii)
[image: image749.wmf](

)
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-

ò


   ix) 
[image: image750.wmf]/4
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ò

                        x) 
[image: image751.wmf]2
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ò

       xi) 
[image: image752.wmf]2
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ç÷
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ò

    
   xii) 
[image: image753.wmf]32
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hm+hm+
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ò

                             xiii) 
[image: image754.wmf]e
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ò
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3.5 Θεμελιώδες θεώρημα του ολοκληρωτικού λογισμού (Θ.Θ.Ο.Λ). (2η ώρα)

1. Υπολογισμός ολοκληρωμάτων.
Ασκήσεις βιβλίου: 8
Ασκήσεις:
ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ ΜΕ ΑΠΟΛΥΤΑ 

1. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα:

    i) 
[image: image755.wmf]3

0

x2dx

-

ò

      ii)
[image: image756.wmf](

)

4

1

xx3dx

-

+-

ò

      iii) 
[image: image757.wmf]5

2

0

x4x3dx

-+

ò

       iv) 
[image: image758.wmf]1
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e1dx

-

-

ò


ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ ΜΕ ΚΛΑΔΙΚΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 

2. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα:

    i) 
[image: image759.wmf]3

2

f(x)dx

-

ò

, αν f(x)=
[image: image760.wmf]2x,x0

3x,x0

<

ì

í

hm³
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ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ ΤΗΣ ΜΟΡΦΗΣ 
[image: image761.wmf][

]

f'(x)dxf(x)

b

b

a

a

=

ò


3. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: α) 
[image: image762.wmf]/2

0

4xdx

p

hm

ò

,    β)
[image: image763.wmf]0

5xdx

p

sun

ò

,    γ) 
[image: image764.wmf]1

x3

0

edx

+

ò

,     

    δ)
[image: image765.wmf]1
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1

dx
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-

ò

,     ε)
[image: image766.wmf]e

x

1

3dx

ò

,     στ)
[image: image767.wmf]2
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dx

2x2
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ò

,    ζ)
[image: image768.wmf]1
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dx

x2x2

+
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ò

,   η)
[image: image769.wmf]1
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2x

dx

x1

+

ò

,   

    θ)
[image: image770.wmf]1

x
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xx

dx

e

sun-hm

ò

,    ι)
[image: image771.wmf]1
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(2x

συνxxημx)dx
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ò

,    ια)
[image: image772.wmf]1

x2x

0

(2xexe)dx
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ò


4. α) Να βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης f(x)=(x2+1)e2x
        β) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα 
[image: image773.wmf]1
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2(xx1)edx
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ò
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3.5 Θεμελιώδες θεώρημα του ολοκληρωτικού λογισμού (Θ.Θ.Ο.Λ). (3η ώρα)

1. Υπολογισμός ολοκληρωμάτων με ολοκλήρωση κατά παράγοντες.

    Η προς ολοκλήρωση συνάρτηση πρέπει να είναι γινόμενο δύο επιμέρους συναρτήσεων και η   

    μία από αυτές να μπορεί να αντικατασταθεί με την παράγωγο της αρχικής της.
2. Υπολογισμός ολοκληρωμάτων της μορφής 
[image: image774.wmf]f(x)dx(x)'f(x)dx

bb

aa

=

òò


Ασκήσεις βιβλίου: Να γίνουν οι ασκήσεις της σελίδας 316 με μετατροπή σε ορισμένα  

                                ολοκληρώματα.
Ασκήσεις:
1. Να δείξετε τα παρακάτω: α)
[image: image775.wmf]1

x

0

xedx

ò

=1    β)
[image: image776.wmf]/2

0

x

ημxdx

p

ò

=1    γ)
[image: image777.wmf]/2
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1
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ημxdx(e1)

2

p

p
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ò

.   

    δ)
[image: image778.wmf]e

1

lnxdx

ò

=1    ε)
[image: image779.wmf]/2

0

x

συνxdx

2

p

p
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ò

–1    στ) 
[image: image780.wmf]2

e

1

lnx1dx

-

ò

=2e–2.     
2. Να υπολογίσετε τα παρακάτω: i) 
[image: image781.wmf]1

2x

0

(23x)edx

-

ò

    ii)
[image: image782.wmf]0

2x2xdx

p

hm

ò

    iii)
[image: image783.wmf]1

0

ln(5x1)dx

+

ò

       

     iv) 
[image: image784.wmf]e

1

xlnxdx

ò

        v)
[image: image785.wmf]e

3

1

xlnxdx

ò

.
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3.5 Θεμελιώδες θεώρημα του ολοκληρωτικού λογισμού (Θ.Θ.Ο.Λ). (4η ώρα)

1. Υπολογισμός ολοκληρωμάτων με ολοκλήρωση με αντικατάσταση.
2. Σε ολοκλήρωμα σύνθετης συνάρτησης 
[image: image786.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

βλ

ακ

fgxg'xdx=f

ωdω

òò

, θέτουμε όπου  

    g(x)=ω και g'(x)dx=dω και αλλάζουμε τα όρια. 
Ασκήσεις βιβλίου: 2, 3, B1, 2/316.
Ασκήσεις:
1. Να δείξετε τα παρακάτω: α)
[image: image787.wmf]3

0

14

1x dx

3
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ò

    β)
[image: image788.wmf]/3
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εφxdxln2
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=

ò

    γ)
[image: image789.wmf]1
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     δ)
[image: image790.wmf]5
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ò

   ε)
[image: image791.wmf]3
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ò

=1   στ)
[image: image792.wmf]1
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ò


2. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: α)
[image: image793.wmf]x
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ò

     β) 
[image: image794.wmf]1
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     γ) 
[image: image795.wmf]x
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     δ) 
[image: image796.wmf]5
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     ε)
[image: image797.wmf]1
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     στ)
[image: image798.wmf]1
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    ζ) 
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3.5 Θεμελιώδες θεώρημα του ολοκληρωτικού λογισμού (Θ.Θ.Ο.Λ). (5η ώρα)

1. Υπολογισμός ολοκληρωμάτων
2. Ρητά ολοκληρώματα.

3. Αν ο βαθμός του αριθμητή είναι μεγαλύτερος ή ίσος του βαθμού του παρονομαστή  κάνουμε  

   τη διαίρεση και χρησιμοποιούμε την σχέση: 
[image: image800.wmf]Δυ

=

π+

δδ

. 

   Αν ο βαθμός του αριθμητή είναι μικρότερος του βαθμού του παρονομαστή  βρίσκουμε τις  

   ρίζες του παρονομαστή και  διασπάμε τη ρητή παράσταση σε άθροισμα κλασμάτων.
 Ασκήσεις βιβλίου: 7/317
Ασκήσεις:
1. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: i)
[image: image801.wmf]32
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dx

x
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ò

   ii)
[image: image802.wmf]3
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ò

    iii)
[image: image803.wmf]1
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ò

     
    iv)
[image: image804.wmf]8
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ò

     v)
[image: image805.wmf]3
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ò

      vi)
[image: image806.wmf]3
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   vii) 
[image: image807.wmf]53
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3.5 Θεμελιώδες θεώρημα του ολοκληρωτικού λογισμού (Θ.Θ.Ο.Λ). (6η ώρα)

1. Τριγωνομετρικά ολοκληρώματα.

2. Μορφή 
[image: image808.wmf]2

ν+12ν+1

ημxσυνxdx

ò

. Αναλύουμε τον περιττού βαθμού παράγοντα σε άρτιο και   

   πρωτοβάθμιο. Θέτουμε ω=ημx ή ω=συνx…
3. Μορφή 
[image: image809.wmf]2

ν2ν

ημxσυνxdx

ò

.Εφαρμόζουμε τους τύπους: ημ2x=
[image: image810.wmf]1

συν2x

2

-

,  συν2x=
[image: image811.wmf]1+

συν2x

 

2

.

4. Ολοκληρώματα με συνάρτηση της μορφής  f(x)=
[image: image812.wmf]x

α

f(t)dt

ò

.
Ασκήσεις βιβλίου: 5, 6/317
Ασκήσεις:
1. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: α)
[image: image813.wmf]/2

23
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ημ2xσυν2xdx

p

ò

      β)
[image: image814.wmf]7
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ημxdx
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2. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα:

     α)
[image: image815.wmf]22
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(2x3x4)dx
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hm+sun+

ò

    β) 
[image: image816.wmf](

)

/2

2

0

2x1dx

p

hm-

ò

.
3. α) Να υπολογίσετε το Ι= 
[image: image817.wmf](
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edtdx

òò

.  





       
    β) Ομοίως το Ι= 
[image: image818.wmf]1x
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.        
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3.5 Θεμελιώδες θεώρημα του ολοκληρωτικού λογισμού (Θ.Θ.Ο.Λ). (7η ώρα)

1. Εφαρμογές ολοκληρωμάτων.

Ασκήσεις βιβλίου: 11, 12,   Γ: 1, 2, 3, 4

Ασκήσεις:
1. Αν η συνάρτηση f έχει συνεχή δεύτερη παράγωγο στο [α,β] και ισχύει f(α)=f(β), να 

     δείξετε ότι:
[image: image819.wmf]β

α

xf ''(x)dx

ò

=βf '(β)–αf '(α).

2. Αν η f είναι συνεχής στο [–1,1], να δείξετε ότι: 
[image: image820.wmf]/2

0

f(x)dx

p

hm

ò

=
[image: image821.wmf]/2

0

f(x)dx

p

sun

ò

. 

3. Έστω f συνεχής στο R και η συνάρτηση Ι(x)=
[image: image822.wmf]1

2224

0

f(t)2xtf(t)xtdt

éù

-+

ëû

ò

. Να δείξετε ότι   

    η Ι(x) παρουσιάζει ελάχιστο στο xο=
[image: image823.wmf]1

2

0

5tf(t)dt

ò

.                                                        
4. Να δείξετε ότι αν 
[image: image824.wmf]1

1x

0

ef(x)dx

-

ò

 =f(x)+ex τότε f(x)=
[image: image825.wmf]e

e2

-

–ex.                                      
5. Θεωρούμε την συνεχή συνάρτηση f με 
[image: image826.wmf]x

2

0

(1t)f(t)dt

+

ò

=x2+
[image: image827.wmf]1

2

0

6x(tt)dt

+

ò

. να δείξετε ότι  

    f(x)=
[image: image828.wmf]1

x

5

x

2

2

+

+

. Να βρείτε την εφαπτομένη της f στο Α(0,f(0))                    
6. Δίνεται η συνάρτηση g(x)=
[image: image829.wmf]x

0

xtdt

sun

ò

, x(R.

    α) Να δείξετε ότι g''(x)=2συνx–xημx.
    β) Να βρείτε την εφαπτομένη της g στο Α
[image: image830.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

p

p

2

g

,

2


                  
7. Για την συνάρτηση f:[α,β](R ισχύει 
[image: image831.wmf]f(x)dx

b

a

ò

=0. Να δείξετε ότι υπάρχει xο((α,β) ώστε  

     f(xο)=0.
8. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο R και f(x)=
[image: image832.wmf](

)

x/2

10

f(t)xdxdt

p

sun

òò

, να δείξετε ότι η f  

      είναι σταθερή.  








         

9. Η συνάρτηση g έχει συνεχή παράγωγο στο [0,π] και g(π)=e–π. Αν 
[image: image833.wmf]dx

(x)]e

g'

[g(x)

π

0

x

ò

+

=2,

    να βρείτε το g(0).                                                                                             
10. Να χρησιμοποιήσετε την αντικατάσταση x=εφω για να δείξετε ότι 
[image: image834.wmf]1

2

0

1

dx

1x4

p

=

+

ò

. 

11. Έστω η συνεχής συνάρτηση f με f(x)≠0 και f(x)=1–2x2
[image: image835.wmf]1

2

0

tf(xt)dt

ò

για κάθε x(R. Έστω  

    ακόμη η συνάρτηση g που ορίζεται από τον τύπο g(x)=
[image: image836.wmf]1

f(x)

–x2. 

     α. Να δείξετε ότι f '(x)=–2xf 2(x). 

     β. Να δείξετε ότι η συνάρτηση g είναι σταθερή.  

     γ. Να  δείξετε ότι ο τύπος της συνάρτησης f είναι f(x)=
[image: image837.wmf]2

x

1

1

+

. 

12. Η συνάρτηση f:R→R έχει συνεχή παράγωγο και ικανοποιεί την ισότητα 
[image: image838.wmf]f(x)

f'(x)edx

b

a

ò

=0.  

    με α, β(R και α<β. Να δείξετε ότι: α) f(α)=f(β). 

     β) Η εξίσωση f '(x)=0 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο (α,β).                         

13. Έστω f  συνεχής στο [0,+∞) ώστε f(x)=
[image: image839.wmf]2

1/2

0

x

2xf(2xt)dt

2

+×

ò

.

    α. Να δείξετε ότι η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο (0,+∞)

    β. Να δείξετε ότι f(x)=ex–(x+1)
    γ. Να δείξετε ότι η f(x)=0 έχει μοναδική ρίζα στο [0,+∞)

    δ. Να βρείτε το σύνολο τιμών της f.
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3.5 Θεμελιώδες θεώρημα του ολοκληρωτικού λογισμού (Θ.Θ.Ο.Λ). (8η ώρα)

1. Ανισότητες με ολοκληρώματα.

2. Αν f(x)>0 τότε 
[image: image840.wmf]f(x)dx

b

a

ò

>0        

    Αν f(x)=0 τότε 
[image: image841.wmf]f(x)dx

b

a

ò

=0
    Αν f(x)≥0 και η συνάρτηση f δεν είναι παντού μηδέν, τότε 
[image: image842.wmf]f(x)dx

b

a

ò

>0.

3. Υπόψη ότι αν k<f(x)<λ τότε 
[image: image843.wmf]β

ββ

ααα

kdx<f(x)dx<

λdx

òòò

.
4. Να γίνει η άσκηση 10/353 ως συμπλήρωμα θεωρίας.

Ασκήσεις βιβλίου: 10

Ασκήσεις:
1. Να δείξετε ότι: α) 
[image: image844.wmf]1

2

3

(6xx)dx

-

--

ò

(0      β)
[image: image845.wmf]22

2

-5-5

xdx>(2x3)dx

-

òò

    η) 1–
[image: image846.wmf]e

1

11

dx

ex

£

ò

≤ e–1        
    γ)
[image: image847.wmf]11

xx

00

(e5x)dx(x2)dx

+>-

òò

       δ)
[image: image848.wmf]22

x

00

edx(x+1)dx

³

òò

         ε)
[image: image849.wmf]1

2

2

(x3x2)dx

-

-+

ò

(0      
    στ) 
[image: image850.wmf]11

3232

3/23/2

(xxx1)dx(xx2x2)dx

--

-++³++-

òò

   ζ) 4≤
[image: image851.wmf]3

x

1

2dx

ò

≤16   θ) e–1≤
[image: image852.wmf]2

1

-x

0

edx

ò

≤1.

2. Να δείξετε ότι  i) ημx>x–
[image: image853.wmf]6

x

3

, x>0       ii) 
[image: image854.wmf]1

0

ημx17

dx

x18

>

ò


3. Να δείξετε ότι i)
[image: image855.wmf]e

1

lnx1

dx1

xe

£-

ò

   ii)
[image: image856.wmf]22

11

ln(x5)dx(x4)dx

+£+

òò

   iii) 
[image: image857.wmf]/2
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1

ημx2

dx

2x2

p

p

££

ò


4. Να δείξετε ότι: i)
[image: image858.wmf]1

2

0

1

x

ημxdx

3

£

ò

  ii)
[image: image859.wmf]3

2
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xxdx
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sun£

ò

  iii)
[image: image860.wmf]3
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+

ò

+π.

5. Δίνεται η συνάρτηση f με συνεχή και φθίνουσα  παράγωγο στο [0,1] και f(0)=0.

   Να δείξετε ότι:  α) f(x)≥xf '(x) για κάθε x
[image: image861.wmf]Î

[0,1].      β) 2
[image: image862.wmf]1

0

f(x)dx

ò

≥f(1).

6. Δίνεται η f παραγωγίσιμη στο [1,2] με f '>0 συνεχή και αύξουσα στο [1,2] και f(1)=0. Να  

    δείξετε ότι: α) f(x)<(x–1)(f '(x)    β) 2
[image: image863.wmf]2

1

f(x)dx

ò

<f(2).
7. Έστω f δύο φορές παραγωγίσιμη  με f ''(x)>0 και α<β. Να δείξετε ότι :                       

     i) f(x)–f(α)≤f '(β)(x–α)     ii) 2
[image: image864.wmf]β

α

f(x)dx

ò

≤ f '(β)(β–α)2+2f(α)(β–α).                              

8. Έστω f συνεχής με f(x)≥2. Θεωρούμε την g(x)=x2–5x+1–
[image: image865.wmf]2

x5x

0

f(t)dt

-

ò

. να δείξετε ότι: 

     i) g(–3)g(0)<0.  ii) H εξίσωση g(x)=0 έχει μία μόνο λύση στο (–3,0).                        

9. Αν 0<α<β, να δείξετε ότι:  i) x+
[image: image866.wmf]1

x

≥2, x>0    ii) 
[image: image867.wmf]β

α

11

(x+)dx

2x

ò

≥β–α

10. Δίνεται η f(x)=x2+x–1. Να δείξετε ότι:  i) f(0)≤ f(x)≤ f(1)   ii) –1≤
[image: image868.wmf]1

2

0

(xx1)dx

+-

ò

≤1 

11. Δίνεται η συνεχής συνάρτηση f:R(R, για την οποία ισχύει 
[image: image869.wmf]2

x0

f(x)x

lim

x

®

-

=2005.
     α. Να δείξετε ότι: i. f(0)=0  ii. f '(0)=1.  
     β. Αν επιπλέον η f είναι παραγωγίσιμη με συνεχή παράγωγο στο R και f '(x)>f(x)  για κάθε  

         x(R να δείξετε ότι: i) xf(x)>0 για κάθε x≠0. ii)
[image: image870.wmf]1

0

f(x)dx

ò

<f(1).  
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3.7 Εμβαδά. (1η ώρα)

1. Εμβαδόν χωρίου που ορίζεται από μία συνάρτηση.

2. Για να υπολογίσουμε το εμβαδόν ενός χωρίου κάνουμε κατάστρωση σχεδίου. 

3. Απαραίτητη (όπου είναι δυνατόν)  η γραφική παράσταση.

4. Βρίσκουμε το πρόσημό της συνάρτηση. 
Ασκήσεις βιβλίου: 1, 2, 3  Β:2, 3, 11.

Ασκήσεις:
1. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της f,  

   τον άξονα x'x και τις ευθείες x=0 και x=2 όταν α. f(x)=x2+2    β. g(x)=x2–1.                                               

2. Να βρείτε το Ε του χωρίου που περικλείεται από τις ευθείες y=0, x=2, x=–2 και τη συνάρτηση  

     f(x)=
[image: image871.wmf]2

3x3,x0

x4x3,x0

+<

ì

í

-+³

î

     


                                                          

3. Να βρείτε το Ε του χωρίου που περικλείεται από την f(x)=x2, την εφαπτομένη της στο A(1,1)  
    και τον άξονα x'x. 

4. Θεωρούμε την συνάρτηση f(x)=2x+mx–4x–5x με m>0. 

    α. Να βρείτε το m ώστε f(x)
[image: image872.wmf]³

0 για κάθε x(R.  




          

    β. Αν m=10, να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική  

       παράσταση της f τον άξονα x'x και τις ευθείες x=0 και x=1.                                  
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3.7 Εμβαδά. (2η ώρα)

1. Εμβαδόν χωρίου που ορίζεται από δύο συναρτήσεις.

2. Για να υπολογίσουμε το εμβαδόν ενός χωρίου κάνουμε κατάστρωση σχεδίου. 

3. Απαραίτητη (όπου είναι δυνατόν) η γραφική παράσταση.

4. Βρίσκουμε το πρόσημό της διαφοράς των δύο συναρτήσεων και τα κοινά σημεία τους.

Ασκήσεις βιβλίου: 3, 4, 5  Β:1, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 12.
Ασκήσεις:
1. Να υπολογίσετε το εμβαδόν Ε του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις  

   των συναρτήσεων f(x)=–x2+4x και g(x)=x2–4x+6.
2. Να υπολογίσετε το εμβαδόν (Ε) του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις  

   των συναρτήσεων g(x)=
[image: image873.wmf]x

και f(x)=2x–1 και την ευθεία x=0.           

3. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=x2lnx, x>0.
    α. Να δείξετε ότι υπάρχει ένα μόνο σημείο της f στο οποίο η εφαπτομένη είναι παράλληλη  

       στον x′x
    β. Να υπολογίσετε το εμβαδόν Ε του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση  

       της f τον άξονα x′x και την ευθεία x=x0, όπου xο είναι θέση ακροτάτου της f.  

4. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=3x+
[image: image874.wmf]2

x

2

1

. 

    α) Να βρείτε το Ε του χωρίου που περικλείεται από την Cf την y=3x και τις x=1, x=α, α>1.  

    β) Να υπολογίσετε το όριο του εμβαδού Ε(α) αν α(+∞.

5. Δίνεται η f(x)=(x+4)e–x. Να βρείτε το Ε του χωρίου που περικλείεται από τα σημεία (x,y)
    με –1≤ x≤ 1.                                    
          
6. Να βρείτε το Ε του χωρίου που περικλείεται από την f(x)=e–x την y=1–x, τον x'x και την
    x=λ, λ>1. Τι συμβαίνει αν λ(+∞;                                                                 

7. α) Να δείξετε ότι για x>0 ισχύει lnx≤ x–1. 

    β) Να βρείτε το εμβαδόν Ε(α) του χωρίου που περικλείεται από την f(x)=lnx την ευθεία

          y=x–1 και τις ευθείες x=α με 0<α<1 και x=e. 

    γ) Να βρείτε το 
[image: image875.wmf]0

lim

a®

Ε(α)   

    δ) Να βρείτε το σύνολο τιμών της συνάρτησης Ε(α)

8. Έστω η συνάρτηση f(x)=x5+x3+x.

    α. Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία και τα κοίλα και να δείξετε ότι η f  έχει  

        αντίστροφη.

    β. Να δείξετε ότι f(ex) ≥ f(1+x) για κάθε x(R.

    γ. Να δείξετε ότι η εφαπτομένη της f στο (0,0) είναι ο άξονας συμμετρίας των γραφικών  

        παραστάσεων  των f και f –1.

    δ. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της  

         f –1, τον x'x και την ευθεία x=3.
9. Να υπολογίσετε το εμβαδόν Ε του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της  

    συνάρτησης f(x)=lnx τον y'y και τις ευθείες y=–1, y=1.                                          

10. Να υπολογίσετε το εμβαδόν Ε του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της  

    συνάρτησης f(x)=ex την εφαπτομένη της στο Α(1,e) τον x'x και την ευθεία x=–1.                         

11. Να υπολογίσετε το εμβαδόν Ε του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις  

    των εξισώσεων y=2–x και y2=x.
12. ∆ίνεται η συνάρτηση: f(x)=x3–3x–2ημ2θ όπου θ(R μια σταθερά με θ≠κπ+π/2, κ(Z. 

      Να υπολογισθεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της  

      συνάρτησης f και την ευθεία y=–2x–2ημ2θ. 
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Εφαρμογές ολοκληρωμάτων (1η ώρα)
1. 

Ασκήσεις βιβλίου: 
Ασκήσεις:
1. Να δείξετε ότι: i) 
[image: image876.wmf]f(x)dxf(x)dx

bb

aa

a+b-=

òò

             ii) 
[image: image877.wmf]11

00

f(1x)dxf(x)dx

-=

òò


    iii) Αν α,β>0 τότε 
[image: image878.wmf]11

αββα

00

x(1x)dxx(1x)dx

-=-

òò

       iv) 
[image: image879.wmf]α

-

αα

f(x)dxf(x)dx

a

-

-=

òò

   

2. Αν f συνεχής και αf(x)+βf(–x)=xex και α+β≠0 τότε 
[image: image880.wmf]1

1

2

f(x)dx

e(

αβ)

-

=

+

ò

.
3. Για μία συνάρτηση f συνεχή στο [–α,α], να δείξετε ότι :

        i) Αν η f είναι περιττή τότε 
[image: image881.wmf]f(x)dx

a

-a

ò

=0
       ii) Αν η f είναι άρτια τότε 
[image: image882.wmf]f(x)dx

a

-a

ò

=2
[image: image883.wmf]0

f(x)dx

a

ò


4. Nα δείξετε ότι 
[image: image884.wmf]1

x

0

1

dx

1e

+

ò

=1+ln2–ln(e+1)

5. Να βρείτε το 
[image: image885.wmf]f(x)dx

b

a

ò

,αν f(x)>0, συνεχής και 
[image: image886.wmf](

)

f(x)f(x)dxdxf(x)dx

bbb

aaa

=

òòò

+6.      
6. Αν η f είναι συνεχής στο [0,2], να δείξετε ότι:
[image: image887.wmf][

]

2

00

f(x)dxf(x)f(2x)dx

aa

=+a-

òò

.

7. Να βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης f(x)=
[image: image888.wmf]x

x

hm

 και να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα  

    
[image: image889.wmf]/2

2
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xxx
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hm-sun

hm

ò

  








  

8. Αν η f είναι συνεχής και για κάθε x ισχύει 
[image: image890.wmf]2

x

0

f(t)dt

ò

=xημ(πx), να βρείτε το f(4).             

9. Να βρείτε την συνεχή συνάρτηση f για την οποία στο [0,
[image: image891.wmf]2

p

] ισχύει 
[image: image892.wmf]x

2f(t)dt

a

ò

=2ημx–1 όπου  

    α([0,π/2]. Ποια πρέπει να είναι η τιμή του α;  



   

10. Να λύσετε την εξίσωση 
[image: image893.wmf]x2

2x

(x3)dt(3x5)dt

-+-

òò

=0.  


   
11. Η συνάρτηση f που η γραφική της παράσταση φαίνεται στο σχήμα είναι δύο φορές  

      παραγωγίσιμη με συνεχή δεύτερη παράγωγο. Να εξετάσετε αν τα παρακάτω ολοκληρώματα  

[image: image909.jpg]


      είναι θετικά ή αρνητικά. 
    
α) Ι1=
[image: image894.wmf]3

0

f(x)dx

ò



β) Ι2=
[image: image895.wmf]3

0

f'(x)dx

ò





γ) Ι3=
[image: image896.wmf]3

0

f''(x)dx

ò
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Εφαρμογές ολοκληρωμάτων (2η ώρα)
1. Ολοκληρώματα με αντίστροφη συνάρτηση.
Ασκήσεις βιβλίου: 
Ασκήσεις:
1. Έστω f  αντιστρέψιμη με συνεχή παράγωγο στο [α,β]. 

    i) Να δείξετε ότι 
[image: image897.wmf]f(x)dx

b

a

ò

+
[image: image898.wmf]f()

1

f()

f(x)dx

b

-

a

ò

=βf(β)–αf(α) 
    ii) Δίνεται η συνάρτηση f(x)=ex+x5. Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα 
[image: image899.wmf]e1

1

1

f(x)dx

+

-

ò

.

2. Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f που διέρχεται από τα σημεία Α(α,α) και Β(β,β). Να  

    δείξετε ότι  
[image: image900.wmf]1

f(x)dx

b

-

a

ò

+
[image: image901.wmf]f(x)dx

b

a

ò

=β2–α2.
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_1517982582.unknown

_1518191815.unknown

_1518191889.unknown

_1518066550.unknown

_1518066649.unknown

_1517982822.unknown

_1517982213.unknown

_1517982467.unknown

_1517377159.unknown

_1516774776.unknown

_1517028960.unknown

_1517029436.unknown

_1516774777.unknown

_1515821205.unknown

_1516684674.unknown

_1515821188.unknown

_1484117520.unknown

_1493528384.unknown

_1496295991.unknown

_1496296031.unknown

_1493528510.unknown

_1494562376.unknown

_1493528747.unknown

_1493528485.unknown

_1492231128.unknown

_1492231243.unknown

_1484317267.unknown

_1484317280.unknown

_1484117556.unknown

_1483891437.unknown

_1484117135.unknown

_1484117158.unknown

_1484117488.unknown

_1484117397.unknown

_1484117145.unknown

_1484117113.unknown

_1484117124.unknown

_1484117103.unknown

_1484117082.unknown

_1483766403.unknown

_1483767208.unknown

_1483766378.unknown

_1472276604.unknown

_1476461529.unknown

_1482325554.unknown

_1482325774.unknown

_1482816638.unknown

_1482325555.unknown

_1478009814.unknown

_1482247326.unknown

_1482247379.unknown

_1479043922.unknown

_1476462484.unknown

_1476600325.unknown

_1473662080.unknown

_1473776199.unknown

_1473776296.unknown

_1473775894.unknown

_1473624768.unknown

_1473624963.unknown

_1472561062.unknown

_1471370194.unknown

_1471793238.unknown

_1472016003.unknown

_1472016784.unknown

_1472018295.unknown

_1471793258.unknown

_1471794180.unknown

_1471407552.unknown

_1471669923.unknown

_1471670270.unknown

_1471669909.unknown

_1471370240.unknown

_1470200956.unknown

_1471367969.unknown

_1471367995.unknown

_1470201024.unknown

_1471106244.unknown

_1470198883.unknown

_1470200867.unknown

_1470200934.unknown

_1470200796.unknown

_1469426091.unknown

_1420311497.unknown

_1438715143.unknown

_1458389836.unknown

_1468656661.unknown

_1468909993.unknown

_1468910731.unknown

_1468910873.unknown

_1468910044.unknown

_1468684772.unknown

_1458627943.unknown

_1461471348.unknown

_1468656054.unknown

_1459917963.unknown

_1461412916.unknown

_1458389857.unknown

_1454478092.unknown

_1454478166.unknown

_1458389788.unknown

_1454478302.unknown

_1454478129.unknown

_1446268760.unknown

_1446527218.unknown

_1447129211.unknown

_1448901281.unknown

_1451192473.unknown

_1446527324.unknown

_1446315604.unknown

_1440522957.unknown

_1441216235.unknown

_1444120382.unknown

_1441216195.unknown

_1440050160.unknown

_1424723688.unknown

_1426365506.unknown

_1426365866.unknown

_1431193041.unknown

_1438460579.unknown

_1438460983.unknown

_1431497905.unknown

_1432791740.unknown

_1431193287.unknown

_1426366057.unknown

_1431174765.unknown

_1431174785.unknown

_1426366234.unknown

_1428417338.unknown

_1426366079.unknown

_1426366027.unknown

_1426366037.unknown

_1426365977.unknown

_1426365619.unknown

_1426365697.unknown

_1426365726.unknown

_1426365745.unknown

_1426365764.unknown

_1426365773.unknown

_1426365756.unknown

_1426365736.unknown

_1426365711.unknown

_1426365639.unknown

_1426365687.unknown

_1426365629.unknown

_1426365530.unknown

_1426365579.unknown

_1426365519.unknown

_1425884072.unknown

_1426365445.unknown

_1426365471.unknown

_1426365481.unknown

_1426365495.unknown

_1426365461.unknown

_1426365003.unknown

_1426365284.unknown

_1426365407.unknown

_1426365425.unknown

_1426365367.unknown

_1426365301.unknown

_1426365206.unknown

_1426365250.unknown

_1426365105.unknown

_1426364679.unknown

_1426364983.unknown

_1426364580.unknown

_1426364626.unknown

_1425884243.unknown

_1425881624.unknown

_1425881793.unknown

_1425881912.unknown

_1425881735.unknown

_1424724104.unknown

_1425881439.unknown

_1425881549.unknown

_1425069762.unknown

_1424723764.unknown

_1422979232.unknown

_1424461377.unknown

_1424462747.unknown

_1424463743.unknown

_1424463795.unknown

_1424463914.unknown

_1424464016.unknown

_1424463887.unknown

_1424463777.unknown

_1424463425.unknown

_1424463479.unknown

_1424462801.unknown

_1424461539.unknown

_1424461693.unknown

_1424461711.unknown

_1424461662.unknown

_1424461498.unknown

_1424461521.unknown

_1424461412.unknown

_1423938615.unknown

_1424460835.unknown

_1424460908.unknown

_1424461345.unknown

_1424460999.unknown

_1424460877.unknown

_1423938887.unknown

_1424066388.unknown

_1424460764.unknown

_1424015180.unknown

_1424015599.unknown

_1423938742.unknown

_1423203333.unknown

_1423937565.unknown

_1423937661.unknown

_1423465478.unknown

_1423465890.unknown

_1423465641.unknown

_1423203675.unknown

_1422980060.unknown

_1423203079.unknown

_1422979814.unknown

_1422166673.unknown

_1422632206.unknown

_1422966601.unknown

_1422978894.unknown

_1422814558.unknown

_1422167241.unknown

_1422167173.unknown

_1420727814.unknown

_1420991146.unknown

_1422080074.unknown

_1420727796.unknown

_1412329902.unknown

_1412330830.unknown

_1417281275.unknown

_1419000567.unknown

_1419000751.unknown

_1420016762.unknown

_1419000621.unknown

_1418933535.unknown

_1418933888.unknown

_1419000059.unknown

_1418933848.unknown

_1417538983.unknown

_1416336645.unknown

_1416859315.unknown

_1416326550.unknown

_1416336511.unknown

_1416326143.unknown

_1412330373.unknown

_1412330727.unknown

_1412330767.unknown

_1412330467.unknown

_1412330093.unknown

_1412330120.unknown

_1412329986.unknown

_1412330025.unknown

_1412269024.unknown

_1412269494.unknown

_1412329865.unknown

_1412329879.unknown

_1412329846.unknown

_1412269052.unknown

_1412269074.unknown

_1412269395.unknown

_1412269412.unknown

_1412269376.unknown

_1412269063.unknown

_1412269038.unknown

_1412268864.unknown

_1412268908.unknown

_1412269004.unknown

_1412268892.unknown

_1412268875.unknown

_1409330628.unknown

_1412268753.unknown

_1409330610.unknown

_1408303388.unknown

_1383768564.unknown

_1392016901.unknown

_1392305178.unknown

_1392532651.unknown

_1394047509.unknown

_1394304863.unknown

_1395636309.unknown

_1407561351.unknown

_1394989857.unknown

_1395636299.unknown

_1395034217.unknown

_1394703443.unknown

_1394989840.unknown

_1394703390.unknown

_1394047549.unknown

_1394048066.unknown

_1394304717.unknown

_1394047927.unknown

_1394047534.unknown

_1394045602.unknown

_1394045819.unknown

_1394045976.unknown

_1394046183.unknown

_1394045655.unknown

_1393998769.unknown

_1393999067.unknown

_1393999142.unknown

_1394002287.unknown

_1394002433.unknown

_1393999261.unknown

_1393999108.unknown

_1393999027.unknown

_1393737673.unknown

_1393785475.unknown

_1392532662.unknown

_1393652342.unknown

_1392306490.unknown

_1392532384.unknown

_1392532430.unknown

_1392532341.unknown

_1392532377.unknown

_1392306601.unknown

_1392305942.unknown

_1392306064.unknown

_1392305632.unknown

_1392305870.unknown

_1392305477.unknown

_1392017966.unknown

_1392018719.unknown

_1392019671.unknown

_1392020151.unknown

_1392304470.unknown

_1392021053.unknown

_1392019724.unknown

_1392020091.unknown

_1392019424.unknown

_1392019498.unknown

_1392019104.unknown

_1392019371.unknown

_1392019003.unknown

_1392018335.unknown

_1392018367.unknown

_1392018014.unknown

_1392018203.unknown

_1392017731.unknown

_1392017821.unknown

_1392017859.unknown

_1392017787.unknown

_1392017588.unknown

_1392017686.unknown

_1392017516.unknown

_1390809035.unknown

_1392016174.unknown

_1392016359.unknown

_1392016740.unknown

_1392016816.unknown

_1392016485.unknown

_1392016700.unknown

_1392016439.unknown

_1392016266.unknown
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_1392016217.unknown

_1391539732.unknown
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_1391539840.unknown

_1391539748.unknown
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_1390809137.unknown

_1387955137.unknown
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_1384838029.unknown

_1384198033.unknown
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_1382164590.unknown

_1382164058.unknown
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_1380995231.unknown

_1381044570.unknown

_1381151906.unknown
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_1381044499.unknown

_1380435560.unknown

_1380975952.unknown

_1379087554.unknown

_1379364393.unknown

_1379364500.unknown

_1379087580.unknown

_1378759772.unknown

_1377886424.unknown

_1378757954.unknown

_1378759055.unknown

_1378759227.unknown

_1378759343.unknown

_1378759506.unknown

_1378759075.unknown

_1378758030.unknown

_1378393634.unknown

_1378395349.unknown

_1378757741.unknown

_1378393871.unknown

_1377971437.unknown

_1377883412.unknown

_1377883851.unknown

_1377885539.unknown

_1377883694.unknown

_1377883298.unknown

_1377883355.unknown
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_1376941798.unknown

_1376942830.unknown

_1377493764.unknown

_1377494739.unknown

_1377670742.unknown

_1377493931.unknown

_1377027725.unknown

_1377493431.unknown

_1377493533.unknown

_1377027857.unknown

_1376945347.unknown

_1376942274.unknown

_1376942445.unknown

_1376942561.unknown

_1376942385.unknown

_1376941897.unknown

_1376942006.unknown

_1376941855.unknown

_1351624039.unknown

_1357366450.unknown

_1369031023.unknown

_1374527933.unknown

_1374528376.unknown

_1374528890.unknown

_1376941468.unknown

_1376674993.unknown

_1374528765.unknown

_1374528155.unknown

_1372875260.unknown

_1374527570.unknown

_1369082249.unknown

_1369082322.unknown

_1360528668.unknown

_1361774878.unknown

_1367175054.unknown

_1367175305.unknown

_1361654252.unknown

_1361262881.unknown

_1358620723.unknown

_1360354461.unknown

_1360354585.unknown

_1359372277.unknown

_1360354347.unknown

_1357366564.unknown

_1351624050.unknown

_1351624210.unknown

_1355587734.unknown

_1356245339.unknown

_1352409063.unknown

_1352409096.unknown

_1351624055.unknown

_1351624056.unknown

_1351624051.unknown

_1351624044.unknown

_1351624048.unknown

_1351624041.unknown

_1351624043.unknown

_1351624025.unknown

_1351624033.unknown

_1351624035.unknown

_1351624037.unknown

_1351624034.unknown

_1351624028.unknown

_1351624030.unknown

_1351624026.unknown

_1351624020.unknown

_1351624023.unknown

_1351624024.unknown

_1351624022.unknown

_1351624017.unknown

_1351624019.unknown

_1351624003.unknown

_1351623790.unknown

_1351623951.unknown

_1351623974.unknown

_1351623983.unknown

_1351623997.unknown

_1351624000.unknown

_1351624001.unknown

_1351623998.unknown

_1351623986.unknown

_1351623996.unknown

_1351623985.unknown

_1351623978.unknown
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_1351623979.unknown
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_1351623968.unknown

_1351623966.unknown
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_1351623959.unknown

_1351623960.unknown

_1351623957.unknown

_1351623953.unknown

_1351623954.unknown

_1351623952.unknown

_1351623925.unknown

_1351623936.unknown

_1351623946.unknown

_1351623948.unknown

_1351623949.unknown
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_1351623941.unknown

_1351623943.unknown
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_1351623939.unknown

_1351623940.unknown
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_1351623930.unknown
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_1351623935.unknown
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_1351623922.unknown
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_1351623918.unknown

_1351623919.unknown

_1351623917.unknown

_1351623912.unknown

_1351623914.unknown

_1351623915.unknown

_1351623913.unknown

_1351623908.unknown

_1351623911.unknown

_1351623864.unknown

_1351623907.unknown

_1351623866.unknown

_1351623861.unknown

_1351623823.unknown

_1351623835.unknown

_1351623851.unknown

_1351623852.unknown

_1351623848.unknown
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_1351623833.unknown
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_1351623820.unknown

_1351623818.unknown

_1351623816.unknown
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_1351623812.unknown

_1351623806.unknown

_1351623796.unknown

_1351623800.unknown

_1351623793.unknown

_1194543434.unknown

_1347350311.unknown

_1351623762.unknown

_1351623779.unknown

_1351623783.unknown

_1351623787.unknown

_1351623788.unknown

_1351623784.unknown

_1351623781.unknown

_1351623782.unknown

_1351623780.unknown

_1351623769.unknown

_1351623774.unknown

_1351623776.unknown

_1351623778.unknown

_1351623775.unknown

_1351623773.unknown

_1351623766.unknown

_1351623767.unknown

_1351623763.unknown

_1351623764.unknown

_1351623585.unknown

_1351623615.unknown

_1351623658.unknown

_1351623740.unknown

_1351623757.unknown

_1351623759.unknown
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_1351623652.unknown

_1351623653.unknown

_1351623638.unknown
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_1347348993.unknown

_1347339691.unknown

_1347340241.unknown

_1347339243.unknown

_1346675084.unknown
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_1347338948.unknown
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_1335801101.unknown

_1335802393.unknown

_1346674943.unknown

_1335801523.unknown
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_1328120347.unknown

_1328120385.unknown

_1324843112.unknown

_1315767931.unknown

_1315768025.unknown
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_1255284402.unknown

_1259495746.unknown

_1260514428.unknown

_1264278008.unknown

_1291554562.unknown
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_1259236736.unknown

_1259237467.unknown

_1259236547.unknown
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