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1  ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 

 
Η έννοια του ορίου είναι μια από τις δυσκολότερες έννοιες των μαθηματικών 

και ο μαθητής και ο σπουδαστής πρέπει να έρθει σύντομα σε επαφή μαζί της γιατί 

είναι απαραίτητη και για άλλες έννοιες του απειροστικού λογισμού όπως είναι η 

συνέχεια η παράγωγος και το ολοκλήρωμα. Η νοητική της κατάκτηση θεωρείται 

απαραίτητη προϋπόθεση για την κατανόηση των προαναφερθεισών εννοιών. Η 

κατανόηση και η εμβάθυνση της έννοιας του ορίου απαιτεί επίσης άνεση στη 

διαχείριση ετέρων εννοιών όπως εκείνη του συνόλου των πραγματικών αριθμών και 

των ιδιοτήτων του, της απόλυτης τιμής και της συναρτήσεως. 

Η σύγχρονη εμφάνιση της έννοιας του ορίου στα σημερινά βιβλία είναι 

αποτέλεσμα προσπαθειών από την αρχαιότητα. Στην μακρόχρονη αυτή πορεία εκτός 

από τις γόνιμες ιδέες και τις προόδους που επετεύχθησαν υπήρξαν και πολλά λάθη 

καθώς και οπισθοδρομήσεις ακόμα και από μεγάλους μαθηματικούς.  

Στοιχεία μεθόδων και εργαλείων του απειροστικού λογισμού σχετικά με την 

έννοια του ορίου συναντάμε στους αρχαίους Έλληνες μαθηματικούς από την εποχή 

του Ευδόξου (περ. 408-355 π.Χ.) και του Αρχιμήδη (287-212 π.Χ.). Στην Επιτομή 

Φυσικής ή Περί φυσικής ακροάσεως (P.G. 142, 1023-1302) ο Νικηφόρος Βλεμμύδης 

ασχολείται, σε 31 κεφάλαια, με θέματα φυσικής, μαθηματικών, αστρονομίας και 

μετεωρολογίας, γράφοντας τα σχετικά θέματα με ιδιαίτερα αναλυτικό τρόπο. Μεταξύ 

των άλλων αναφέρεται στις μεταβολές απείρως μικρών και μεγάλων ποσών, δηλαδή 

με στοιχεία απειροστικού λογισμού (Θεοδοσίου και Δανέζης 2010).  

Προσπάθειες για να αποσαφηνιστεί η έννοια του ορίου συναντάμε το 16ο 

αιώνα από τον Ιταλό Luca Valerio και τον Φλαμανδό Simm Stevin. Η θεµελίωση 

όμως του Απειροστικού Λογισµού επιτυγχάνεται το τελευταίο τέταρτο του 17ου 

αιώνα από τον Isaac Newton και τον Gottfried Wilhelm Leibniz, οι οποίοι, 

ανεξάρτητα ο ένας από τον άλλο, επινόησαν ταυτόχρονα το Διαφορικό και 

Ολοκληρωτικό Λογισµό (Αγγελίδη 2005). 
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Και οι δύο επιστήμονες χρησι-

μοποίησαν για τη θεωρία τους τα απειροστά, 

δηλαδή απειροελάχιστα μικρές ποσότητες οι 

οποίες μπορούν να παραλειφθούν όταν είναι 

«συγκριτικά» μικρές. Και οι δύο αγνόησαν 

την έννοια του ορίου στην γεωμετρία και 

στην άλγεβρα. Η σύγχυση και η διαμάχη για 

τη φύση και το ρόλο των απειροστών μεγεθών 

γέννησε έναν πλούσιο προβληματισμό γύρω 

από την ακριβή έννοια του ορίου.  

To 18ο αιώνα γίνονται προσπάθειες για 

μια αυστηρή θεμελίωση της έννοιας του ορίου. 

Η οριστική θεμελίωση έρχεται το 19ο αιώνα 

κυρίως από τους Cauchy και Weierstrass. Ο 

σύγχρονος ορισμός του ορίου συνάρτησης 

δόθηκε κατ’ αρχήν από τον Weierstrass και 

στην τελική του μορφή από  το μαθητή του 

Heine.  

Τη δεκαετία του 1960 ο λογικολόγος 

Abraham Robinson (1918-1974) επανέφερε τα 

απειροστά με τη θεωρία της Μη Κανονικής 

Ανάλυσης (Non-standard Analysis). Τοιου-

τοτρόπως μέθοδοι με τα απειροστά που 

χρησιμοποιήθηκαν κατά την αρχαιότητα 

επανέρχονται και πάλι στο προσκήνιο των 

μαθηματικών, απαλλαγμένες από ασάφειες 

του παρελθόντος (Robinson 1966).  

Στην παρούσα μελέτη θα αναδειχθούν 

κάποια από τα προβλήματα διδασκαλίας των 

ορίων όπως τα έχει καταγράψει η διεθνής αλλά 

και η ελληνική έρευνα. Αυτά που ακολουθούν 

απέχουν πολύ από το να εξαντλούν το 

αντικείμενο όμως αποτελούν έναυσμα για 

 
Gottfried Wilhelm Leibniz 

(1646-1716) 

 
Karl Weierstrass (1815-1897) 

 
Abraham Robinson (1918-1974) 
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περαιτέρω μελέτη του θέματος, βοηθούσης και της πλούσιας βιβλιογραφίας που 

παρατίθεται. Στο τέλος υπάρχουν λυμένες ασκήσεις υποδειγματικά με σκοπό να 

βοηθήσουν τον διδάσκοντα, κυρίως τον καθηγητή μαθηματικών της Γ΄ Λυκείου να 

ανταπεξέλθει στις απαιτήσεις του περί ου ο λόγος κεφαλαίου. 
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2  ΔΥΣΚΟΛΙΕΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ 

 

 
Η διαδικασία της μάθησης είναι ένας δρόμος μετ’ εμποδίων και καθήκον του 

διδάσκοντος είναι να τα ανακαλύψει και να βοηθήσει το μαθητή να τα υπερπηδήσει.  

Η μαθηματική σκέψη όπως καταγράφεται στα διάφορα κείμενα 

χαρακτηρίζεται από δύο σημαντικά συστατικά: α) τους ακριβείς μαθηματικούς 

ορισμούς που περιλαμβάνουν και την αξιωματική θεμελίωση και β) τη λογική 

επαγωγή των θεωρημάτων βασισμένη στα προηγούμενα. Το τελικό αυτό αποτέλεσμα 

δεν είναι παρά η κορυφή του παγόβουνου αφού δεν εμφανίζονται συνήθως η όλη 

δημιουργική μαθηματική διεργασία, η έμπνευση αλλά και οι οπισθοχωρήσεις που και 

αυτές παίζουν το ρόλο τους για την ολοκλήρωση της προσπάθειας. Τα δύο 

προαναφερθέντα στοιχεία θα συναντήσουμε άλλοτε λιγότερο και άλλοτε περισσότερο 

και στα διδακτικά εγχειρίδια των μαθηματικών, είτε αυτό απευθύνεται σε μαθητές 

λυκείου είτε σε φοιτητές. 

Στην ανέλιξη της μαθηματικής σκέψεως υπάρχει μια δύσκολη εν γένει 

μετάβαση, μια ανακατασκευή, από το μέρος που οι έννοιες έχουν μια διαισθητική 

μορφή προς εκείνο που παίρνουν πλέον μια τυπική αυστηρή μορφή εκείνη του 

μαθηματικού ορισμού. Τη διαδικασία αυτή τη συναντάμε και στη Γ΄ Λυκείου ιδίως 

στο μάθημα της Ανάλυσης. Κατά τη διάρκεια της μεταβάσεως, με την ανάπτυξη της 

γνώσης συνυπάρχει και η προϋπάρχουσα γνώση διαισθητικής μορφής η οποία είναι 

πιθανόν να παράγει ένα φάσμα, ενίοτε ευρύ όπως δείχνουν οι έρευνες, γνωστικών 

συγκρούσεων που έχουν ως αποτέλεσμα να παρουσιάζονται εμπόδια στη γνώση.  

Τα μαθηματικά χαρακτηρίζονται από μεγάλη ακρίβεια στους ορισμούς και 

στη διατύπωση. Όμως πολλές μαθηματικές έννοιες πριν τις γνωρίσουμε στα 

μαθηματικά τις συναντάμε στην καθημερινή ζωή. Κάποιες τις χρησιμοποιούμε στην 

τάξη χωρίς να έχουμε δώσει κάποιον αυστηρό ορισμό. Το αποτέλεσμα στο ανθρώπινο 

μυαλό είναι να υπάρχει μια διανοητική εικόνα διαφορετική όμως στον καθένα για τις 

εν λόγω έννοιες. 

Μελετώντας οι Vinner και Hershkowitz την πρόσληψη των διαφόρων εννοιών 

από τους μαθητές ή φοιτητές εισήγαγαν τους όρους έννοια μέσω εικόνας (concept 

image) και έννοια μέσω ορισμού (concept defition) (Vinner & Hershkowitz 1980). 
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Έννοια μέσω εικόνας (Concept Image) 
 

Είναι η όλη γνωστική δομή που προσεταιρίζεται στην έννοια, η οποία 

περιλαμβάνει διανοητικές εικόνες, ιδιότητες και διαδικασίες που έχουν να κάνουν με 

αυτήν την έννοια. Αναδιαμορφώνεται με την πάροδο του χρόνου. Υπάρχουν όμως 

πάντα τα σπέρματα μιας παρανόησης και σύγκρουσης (Tall 1992, Tall και Vinner 

1981). 

 

Έννοια μέσω ορισμού (Concept Defition) 
  

Είναι το σύνολο των λέξεων που χρειάζεται να καθορίσουν την έννοια. 

Η έννοια μέσω εικόνας επηρεάζεται από την έννοια μέσω ορισμού. 

Μια έννοια εισάγεται με παραδείγματα και στο τέλος έχουμε τον τυπικό 

ορισμό. Τότε υπάρχει ο κίνδυνος δημιουργίας συγκρούσεων και παρανοήσεων αφού 

θα δημιουργηθεί μια έννοια μέσω εικόνας πριν την έννοια μέσω ορισμού.  

Χαρακτηριστικό παράδειγμα είναι αυτό της έννοιας της συναρτήσεως από ένα 

σύνολο Α σε ένα σύνολο Β. Στην ερώτηση τι καλούμε συνάρτηση, ενώ δίνεται ως 

απάντηση ο αυστηρός ορισμός (κάθε τιμή x του συνόλου Α αντιστοιχεί σε μία 

ακριβώς τιμή y του συνόλου Β), υπάρχουν και απαντήσεις που έχουν να κάνουν με 

την έννοια μέσω εικόνας που έχει σχηματίσει ο μαθητής ή ο φοιτητής: Συνάρτηση 

είναι α) μια αντιστοιχία μεταξύ δύο μεταβλητών, β) ένας κανόνας αντιστοιχίας, γ) μια 

κατεργασία σε ένα αριθμό για να πάρουμε κάποιον άλλο, δ) ένας τύπος, ε) μια 

εξίσωση, ς) μια γραφική παράσταση, ζ) ένας πίνακας τιμών κλπ (Tall 1992).         

Η κατάσταση γίνεται ακόμη δυσκολότερη με την έννοια του ορίου, όπου η πρώτη 

συνάντηση μαζί της συνήθως δεν συνοδεύεται από τον ορισμό, ο οποίος θεωρείται 

όχι αβάσιμα από τους δυσκολότερους στην ανάλυση. Και ενώ ένας καλός ορισμός 

είναι απαραίτητος στην επιστημονική εξέταση ενός θέματος, στην εκπαίδευση το 

πρώτιστο είναι να είναι κατανοητός από τους μαθητές ή σπουδαστές1.  

Στην ελληνική λυκειακή πραγματικότητα η έννοια του ορίου εισάγεται 

διαισθητικά. Από εκεί ξεκινούν και τα προβλήματα. 

Η λέξη όριο έχει πολλές εννοιολογικές αποχρώσεις στην καθημερινή ζωή, οι 

οποίες είναι σε διάσταση με το μαθηματικό περιεχόμενο της έννοιας. Για παράδειγμα 

                                                
1 Στην εκπαίδευση καλός ορισμός είναι εκείνος που είναι κατανοητός από τους μαθητές. (Poincaré 
1908) 
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το όριο μπορεί να σημαίνει κάτι το οποίο δεν πρέπει να ξεπεραστεί (το όριο 

ταχύτητος στους δρόμους). Η φρασεολογία που χρησιμοποιείται στα μαθηματικά για 

το όριο και τις διαδικασίες του περιέχει φράσεις όπως «τείνει», «πλησιάζει», 

«πλησιάζει κοντά», οι οποίες στην καθημερινή ζωή χρησιμοποιούνται όχι ακριβώς με 

το ίδιο περιεχόμενο όπως στα μαθηματικά. Έτσι όταν για μια ακολουθία 

χρησιμοποιούμε την έκφραση ότι οι όροι της πλησιάζουν για παράδειγμα το μηδέν, η 

αντίστοιχη καθημερινή έκφραση εμπεριέχει και την έννοια ότι οι όροι δεν μπορούν 

να είναι ίσοι με το μηδέν (Schwarzenberger & Tall, 1977). 

Ο Corny (1981) αναφέρει τα παρακάτω εμπόδια για την δυσκολία 

κατανόησης της έννοιας του ορίου: α) «μεταφυσική» άποψη της έννοιας του ορίου, β) 

οι απείρως μικρές και οι απείρως μεγάλες ποσότητες, γ) η δυνατότητα να φθάσουμε 

στο όριο. 

Αντί του αυστηρού ορισμού του ορίου θα δοθεί μέσα στην τάξη μια περιγραφή 

που μαζί με παραδείγματα και ασκήσεις θα δημιουργήσει μια αίσθηση ασφάλειας στο 

μαθητή. Όλα όμως τα προηγούμενα σε όλα συνδυασμό με αυτά που έχουν ακούσει οι 

μαθητές για το όριο σε άλλες τάξεις κατασκευάζουν μια έννοια μέσω εικόνας με 

κίνδυνο να εμφανισθούν παρανοήσεις. 

Σε ευρεία χρήση είναι ο διαισθητικός κινητικός ορισμός του ορίου: 

«Το 
0x x

lim


f(x) =   σημαίνει ότι: 

Οι τιμές της συναρτήσεως όλο και πλησιάζουν το   καθώς το x πλησιάζει το x0.» 

Στην δυναμική αυτή προσέγγιση του ορίου προκύπτουν οι εξής παρανοήσεις: 

α) Η συνάρτηση f δεν παίρνει τη τιμή  . 

β) Το όριο δρα σαν φράγμα (σαν τοπικό μέγιστο ή ελάχιστο). 

Στον Szydlik (2000) βρίσκουμε σχηματοποιημένες τις λανθασμένες αντιλήψεις 

για το όριο συναρτήσεως (φοιτητής Α) και τις ορθές (φοιτητής Β):  

 

Φοιτητής Α 

Το όριο μιας συναρτήσεως είναι ένας αριθμός προς τον οποίο η συνάρτηση 

όλο και πλησιάζει χωρίς ποτέ να τον φθάνει. Αν πάρουμε το όριο της f(x) καθώς το 

xx0, το x δεν είναι ποτέ πραγματικά ίσο με το x0, συνέχεια το πλησιάζει. Το ίδιο με 

την f(x), η f(x) ποτέ πραγματικά δεν ισούται με το όριό της, αλλά όλο το πλησιάζει. 

Στην πραγματικότητα μπορείς να έχεις την f(x) όσο κοντά θέλεις στο όριο της, αλλά 

όταν η f(x) γίνει ίση με το όριό της, τότε δεν έχουμε όριο. 
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Για παράδειγμα αν f(x)=2x+3 και πάρουμε το όριο καθώς το x1, κάθε 

αριθμός κοντά στο 1, αλλά όχι ίσος με το 1 θα δίνει μια τιμή για την f(x) κοντά στο 5, 

αλλά όχι ίση με 5. Η συνάρτηση δεν φθάνει την τιμή 5 εκτός και αν το x γίνει ίσο με 

1, όμως αυτό ποτέ δεν συμβαίνει στα όρια. 

 

Φοιτητής B 

Δεν είναι σωστό να λέμε ότι η συνάρτηση ποτέ δεν παίρνει τιμή ίση με το 

όριό της. Αυτό που εννοούμε είναι ότι όταν μιλάμε για το όριο μιας συναρτήσεως 

όταν το xx0, αναφερόμαστε σε αριθμούς κοντά στο x0 και δεν ενδιαφερόμαστε εάν 

το x ισούται με το x0. Βεβαίως η f μπορεί να ισούται με το όριό της. Αν η f είναι μια 

σταθερή συνάρτηση, για παράδειγμα αν f(x)=7, το όριο καθώς το xx0 ισούται με 7 

και προφανώς η f(x) παίρνει την τιμή 7 για κάθε xR. 

Δεν υποστηρίζω ότι μπορούμε πάντα να παίρνουμε το όριο βάζοντας την τιμή 

x0 στη θέση του x. Δεν μας ενδιαφέρει αν η f μπορεί να «φθάνει» το όριο της ή να 

μην το «φθάνει». Υπάρχουν συναρτήσεις που παίρνουν την τιμή του ορίου άπειρες 

φορές. Αυτό που μας ενδιαφέρει είναι τι συμβαίνει με την f(x) κοντά στο x0. 

Τέλος μια άλλη δυσκολία στην κατανόηση του ορίου είναι το ερώτημα πως 

διαδικασίες που περιέχουν άπειρα βήματα μπορούν να έχουν ένα πεπερασμένο 

αποτέλεσμα (βλ. άθροισμα απείρων όρων γεωμετρικής προόδου). 
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3  ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ ΓΙΑ ΤΗ ΔΙΔΑΣΚΑΛΙΑ ΤΟΥ ΟΡΙΟΥ  

 

 
Στο παρόν κεφάλαιο δεν θα δοθούν συγκεκριμένα σχέδια μαθήματος αλλά 

προτάσεις για καλλίτερη και αποτελεσματικότερη διδασκαλία. Ο ενδιαφερόμενος 

αναγνώστης μπορεί να βρει ένα σχέδιο μαθήματος στο Δημαράκης Ι., (2004). 

Μιας και η έννοια του ορίου έχει αναφερθεί και σε παλαιότερες τάξεις, πριν 

από την Γ΄ Λυκείου όπου εκεί εξετάζεται διεξοδικά, κρίνεται απαραίτητο να γίνει 

υπενθύμιση των αναφορών αυτών.  

Στην Άλγεβρα της Α΄ λυκείου υπάρχει η συμπεριφορά συναρτήσεων για 

«μεγάλες» τιμές του x καθώς και για «μικρές» τιμές του x, χωρίς να εισάγεται ο 

συμβολισμός για παράδειγμα lim f(x)
x

 (Ανδρεαδάκης κ.α. 2010). 

Στην Β΄ Λυκείου συναντάμε την έννοια του ορίου και στην Άλγεβρα και στην 

Γεωμετρία. Στην παράγραφο 3.5 του σχολικού βιβλίου (Ανδρεαδάκης κ.α. 2009), το 

άθροισμα των απείρων όρων δεν είναι τίποτε άλλο παρά το όριο μιας συγκλίνουσας 

ακολουθίας. Εδώ διαπιστώνει και ο μαθητής ότι μια διαδικασία με άπειρα βήματα 

έχει ένα πεπερασμένο αποτέλεσμα. Στο επόμενο σχήμα (Σχ.1) ξεκινάμε με ένα 

τετράγωνο ΑΒΓΔ με πλευρά μήκους 1. 

 
 

Σχήμα 1. 
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Χωρίζω κάθε φορά το τετράγωνο στη μέση.  
 

 1ος 

χωρι-

σμός 

2ος χωρισμός (το 

μισό του 

προηγουμένου) 

3ος χωρισμός (το μισό 

του προηγουμένου) ... 

νος χωρισμός (το μισό του 

προηγουμένου) 

Εμβα-

δόν 

κομ-

ματιού 

ε1=
1

2
 ε2=

1

2


1

2
 
 
 

=
2

1

2
 ε3=

1

2


2

1

2
 
 
 

=
3

1

2
 

... 

 

εν=
1

2
εν-1=

ν

1

2
 

Συνο-

λικό 

εμβα-

δόν 

S1=
1

2
 S2=ε1+ε2=

1

2
+

2

1

2
 S3=ε1+ε2+ε3=

1

2
+

2

1

2

+
3

1

2
 

... 

Sν=ε1+ε2+ε3+...+εν=
1

2
+

2

1

2

+
3

1

2
+...+

ν

1

2
 

 

Απεικόνιση της περατότητας του απείρου αθροίσματος (της σειράς) γεωμετρικής 

προόδου με λ=1/2. Το κάθε επιμέρους εμβαδόν αντιστοιχεί σε έναν όρο της 

γεωμετρικής προόδου, ενώ το συνολικό εμβαδόν αντιστοιχεί στο άπειρο άθροισμα. 

Συγκεκριμένα lim


Sν=1. 

Ενδιαφέρον έχει το τρίτο παράδειγμα της σελίδας 115. Ο αριθμός 0,14  δεν 

είναι άλλος από το όριο μιας ακολουθίας (σειράς). 

Το όριο το συναντάμε επίσης στην παράγραφο 1.4 Εκθετική συνάρτηση στον 

ορισμό της δύναμης με άρρητο εκθέτη και στον ορισμό του e. 

 
 

Σχήμα 2. 
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Στο σχήμα 2 ξεκινάμε από ένα εγγεγραμμένο ισόπλευρο τρίγωνο και 

διπλασιάζουμε τις πλευρές του κανονικού πολυγώνου παίρνοντας τα μέσα των τόξων 

ως καινούργιες κορυφές. Καθώς το πλήθος των πλευρών μεγαλώνει το κανονικό ν-

γωνο όλο και πλησιάζει τον κύκλο. Σχηματικά μπορούμε να γράψουμε: 
 

 ν-γωνο κύκλοςlim


  

Δηλαδή: Μπορούμε να πάρουμε ένα κανονικό πολύγωνο όσο κοντά θέλουμε στον 

κύκλο, μεγαλώ-νοντας το ν.  

Μια ενδιαφέρουσα διαισθητική προσέγγιση του ορίου είναι η κάτωθι: 

«Το 
0x x

lim


f(x)=   σημαίνει ότι: 

Οι τιμές της συναρτήσεως, μπορούν να βρίσκονται οσοδήποτε κοντά θέλουμε στο  , 

όταν το x είναι αρκούντως κοντά στο x0». 

Ο παραπάνω ορισμός δεν έχει τα μειονεκτήματα του κινητικού (δυναμικού) ορισμού 

(βλ. σελ. 6). 

-3 -2 -1 0 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4 x      -1
limf(x) = -2

x' x

y'

y

 
Σχήμα 3 

x -2 -1,1 -1,01 -1,001 … -0,999 -0,99 -0,9 0 

f(x) -3 -2,1 -2,01 -2,001 … -1,999 -1,99 -1,9 -1 

 

Το σχήμα 3 είναι ένα άλλο σχήμα που προσφέρεται για τη διαισθητική 

κατανόηση του ορίου. Η συνάρτηση στο σχήμα έχει τύπο: f(x)=
2x -1

x+1
. 
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-0,2 -0,1 0,1 0,2 0,3

-0,050

-0,025

0,025

0,050 2 1x x 0
f (x) x

0 x 0

   
 

X

Y

0
 

 

 
 

0 1 2 3 4 5

-1.5

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

 

 

f(x)=ημ(12x)/ex

Σχήμα 4 
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Στο σχήμα 4 συναντάμε δύο συναρτήσεις που παίρνουν για άπειρες τιμές του 

x την τιμή 0, η οποία είναι και το όριό τους, της μεν πρώτης όταν το x τείνει στο 0 και 

της δεύτερης όταν το x τείνει στο +  (βλ. και άποψη του Φοιτητή Α στη σελ. 6). 

Οι ασκήσεις που υπάρχουν στα σχολικά βιβλία εκτός ελαχίστων δεν 

επικεντρώνονται στην έννοια του ορίου, αλλά σε ανισότητες, στη έννoια της 

απόλυτης τιµής, και προπάντων στις πράξεις όπως το όριο αθροίσµατος, γινοµένου, 

κλπ. Λαμβάνοντας το προηγούμενο υπόψιν οι ασκήσεις 1 και 2 στις σελίδες 18 και 19      

του παρόντος ενέχουν ιδιαίτερο ενδιαφέρον και θεωρείται απαραίτητο να διδαχθούν 

μέσα στην τάξη. 
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4  ΟΡΙΟ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 

 

 

 

 

§ 4.1   Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΟΥ ΟΡΙΟΥ 

 

 Δίνεται μια συνάρτηση f της οποίας το πεδίο ορισμού περιέχει ένα σύνολο 

της μορφής (α, x0)(x0, α) ή (α, x0) ή (x0, α). Όταν οι τιμές τις 

συναρτήσεως f πλησιάζουν όσο θέλουμε ένα πραγματικό αριθμό , καθώς 

το x προσεγγίζει το x0 με οποιονδήποτε τρόπο, τότε γράφουμε 

0xx
lim


f(x) =  

      Η παραπάνω σχέση διαβάζεται το όριο της f(x) όταν το x τείνει στο x0 

είναι . 
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Προσοχή 
 

     α) Όταν ισχύει 


)x(flim
0xx

, το x πλησιάζει το x0 αλλά πάντα παραμένει x≠x0. Γι’ 

αυτό το x0 δεν είναι απαραίτητο να ανήκει στο πεδίο ορισμού της f (βλ. Σχ.1).  

     β) Το f(x0) και το  δεν συμπίπτουν απαραίτητα (βλ. Σχ.1). 

 

Πλευρικά όρια 

 

 Δίνεται μια συνάρτηση f της οποίας το πεδίο ορισμού περιέχει ένα σύνολο 

της μορφής (α, x0). Όταν οι τιμές τις συναρτήσεως f πλησιάζουν όσο 

θέλουμε ένα πραγματικό αριθμό 1, καθώς το x προσεγγίζει το x0 από 

μικρότερες τιμές (x<x0), τότε γράφουμε 

 0xx
lim f(x) = 1 

      Η παραπάνω σχέση διαβάζεται το όριο της f(x) όταν το x τείνει στο x0 από 

αριστερά είναι 1 (Σχ.2). 

-1 0 1 2 3 4

10

8

6

4

2

2x
;limf(x)=

2+x
limf(x)=6

2-x
limf(x)=4



 

 Αν η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού που περιέχει ένα σύνολο της μορφής 

(x0, α) και οι τιμές τις συναρτήσεως f πλησιάζουν όσο θέλουμε ένα 

πραγματικό αριθμό 2, καθώς το x προσεγγίζει το x0 από μεγαλύτερες 

τιμές (x>x0), τότε γράφουμε 
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 0xx
lim f(x) = 2 

      Η παραπάνω σχέση διαβάζεται το όριο της f(x) όταν το x τείνει στο x0 από 

δεξιά είναι 2 (Σχ.2). 

 Τα 1, 2, λέγονται πλευρικά όρια της f στο x0. Το 1 λέγεται αριστερό 

όριο της f στο x0, ενώ το 2 δεξιό όριο της f στο x0. 

Ισχύουν οι εξής ισοδυναμίες: 

        α) 
0xx

lim


f(x) =   
 0xx

lim f(x) =
 0xx

lim f(x) =  

        β) 
0xx

lim


f(x) =   
0xx

lim


(f(x)-) = 0  

        γ) 
0xx

lim


f(x) =   
0h

lim


f(x0+h) =   

   Τέλος:    
0xx

lim


x=x0     
0xx

lim


c=c    

 

§ 4.2   ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΤΩΝ ΟΡΙΩΝ 

 

   Όταν λέμε ότι η f έχει μία ιδιότητα Α κοντά στο x0, αυτό σημαίνει ότι η f έχει αυτή 

την ιδιότητα σ’ ένα σύνολο της μορφής (α, x0)(x0, α) ή (α, x0) ή (x0, α), αρκεί κάθε 

ένα από αυτά να ανήκει στο πεδίο ορισμού της f. 

Έτσι αφού 0<ημx<
2
1  όταν x(0,

6
π ), η συνάρτηση f(x)=ημx παίρνει τιμές στο (0, 

2
1 ), κοντά στο 0.  

 

Όρια και πράξεις 

 

  Ισχύουν τα κάτωθι θεωρήματα: 

 Αν 
0xx

lim


f(x)>0 (αντ. <0), τότε f(x)>0 (αντ. >0) κοντά στο x0. 

 Αν f(x)≤g(x) κοντά στο x0 και υπάρχουν τα 
0xx

lim


f(x), 
0xx

lim


g(x), τότε 

0xx
lim


f(x) ≤ 
0xx

lim


g(x). 
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 Αν υπάρχουν τα 
0xx

lim


f(x), 
0xx

lim


g(x), τότε: 

α) 
0xx

lim


(f(x)+g(x))=
0xx

lim


f(x)+
0xx

lim


g(x)            β) 
0xx

lim


(λf(x))=λ
0xx

lim


f(x), λR. 

γ) 
0xx

lim


(f(x)g(x))=
0xx

lim


f(x)
0xx

lim


g(x)              δ) 
0xx

lim
 )x(g

)x(f =
)x(glim

)x(flim

0

0

xx

xx



  με
0xx

lim


g(x)≠0 

ε) 
0xx

lim


f(x) =
0xx

lim


f(x)                  ς) ν
xx

)x(flim
0

= ν
xx

)x(flim
0

 με f(x)≥0 κοντά στο x0 

 

Προσοχή 
 

     α) Το προηγούμενο θεώρημα ισχύει εφ’ όσον υπάρχουν τα όρια )x(flim
0xx

 και 

0xx
lim


g(x). 

     β) Είναι δυνατόν να υπάρχει το όριο του αθροίσματος ή του γινομένου δύο 

συναρτήσεως f,g χωρίς να υπάρχει το όριο κάθε μιας ξεχωριστά. Πράγματι αν 

f(x)=
x
x

και g(x)=-
x
x

 τότε 
0x

lim f(x)=
0x

lim
x
x =-1, 

0x
lim f(x)=

0x
lim

x
x =1, άρα το 

0x
lim


f(x) δεν υπάρχει. Ομοίως δεν υπάρχει και το 
0x

lim


g(x). Όμως f(x)+g(x)=0, άρα 

0x
lim


(f(x)+g(x))=0. Επίσης f(x)g(x)=-1, επομένως 
0x

lim


(f(x)g(x))=-1. 

 

 

Τριγωνομετρικά όρια 

 

 Για τις τριγωνομετρικές συναρτήσεις ισχύουν οι κάτωθι προτάσεις: 

α) xημlim
0xx

=ημx0,    xσυνlim
0xx

=συνx0 

β) 
x

xημlim
0x

=1,           
x

1xσυνlim
0x




=0 

 Χρήσιμη για τις ασκήσεις είναι και η ανισοτική σχέση: ημx≤x για κάθε 

xR, η οποία ισχύει ως ισότητα μόνο όταν x=0. 

 

 

Κριτήριο παρεμβολής 
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Δίνονται οι συναρτήσεις f,g,h τέτοιες ώστε: 

      α) g(x)≤f(x)≤h(x) κοντά στο x0 και β) )x(glim
0xx

= )x(hlim
0xx

=.  

Τότε: )x(flim
0xx

= 

 

Όριο σύνθετης συναρτήσεως 

 

   Ισχύει:   f(g(x))lim
0xx

= f(u)lim
0uu

 

Με την προϋπόθεση ότι: 

α) υπάρχει το u0= )x(glim
0xx

      β) υπάρχει το )u(flim
0uu

      γ) g(x)≠u0, κοντά στο x0 
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Λυμένες Ασκήσεις 
 

1 Να βρείτε το 
0xx

lim


f(x) (αν υπάρχει) όπου η f έχει πεδίο ορισμού το [-4,+) και 

γραφική παράσταση που φαίνεται στο παρακάτω σχήμα για: α) x0=-4,   β) x0=0,   

γ) x0=2,   δ) x0=4,  ε) x0=5 

Λύση: 

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

4

2

3

1



x

y

 
 

α) Το όριο εδώ έχει νόημα μόνο όταν το x πλησιάζει το x0 από τιμές μεγαλύτερες του 

x0, δηλαδή από τιμές μεγαλύτερες του -4. Ισχύει 
4

lim
x

f(x)=
 4

lim
x

f(x)=0 

β) Επειδή 
0

lim
x

f(x)=3, 
0

lim
x

f(x)=2, δηλαδή επειδή τα πλευρικά όρια δεν συμπίπτουν 

το 
0

lim
x

f(x) δεν υπάρχει. 

 

Προσοχή 

    Για να υπάρχει το όριο μιας συναρτήσεως f(x) όταν το x τείνει στο x0, πρέπει και 

αρκεί να υπάρχουν τα πλευρικά όρια και να συμπίπτουν. Τότε το όριο της 

συναρτήσεως είναι ακριβώς η κοινή τιμή των δύο πλευρικών ορίων. Δηλαδή  




)x(flim
0xx

 


)x(flim
0xx




)x(flim
0xx

 

 

γ) Στο x0=2 η συνάρτηση δεν ορίζεται όμως 
2

lim
x

f(x) =0, αφού
2

lim
x

f(x) =
2

lim
x

f(x) = 0. 
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δ) Ισχύει 
4

lim
x

f(x) =4, αφού
4

lim
x

f(x) =
4

lim
x

f(x) = 4. Εδώ παρατηρούμε ότι 
4

lim
x

f(x) 

=4=f(4). 

ε) Προφανώς 
5

lim
x

f(x) =4, αφού
5

lim
x

f(x) =
5

lim
x

f(x) = 4. Όμως 
5

lim
x

f(x)f(5)=3. 

 

2 Να χαραχθεί η γραφική παράσταση της συναρτήσεως f και με την βοήθειά της 

να βρεθεί (αν υπάρχει) το 
0xx

lim


f(x) όταν:  

α) f(x)=
1x
1x




, x0=1        β) f(x)=








0xx      -
0x      x2

, x0=0 

Λύση: 

 

α) Παρατηρώ ότι Df=(-,1)(1,+). Μάλιστα f(x)=







1   x1-
1     x1

. Η γραφική 

παράσταση της συναρτήσεως φαίνεται στο σχ.4. Επειδή 
1

lim
x

f(x)=-1, 
1

lim
x

f(x)=1, το 

0
lim
x

f(x) δεν υπάρχει. 

β) Ο ένας κλάδος της συναρτήσεως (x0) είναι τμήμα παραβολής ενώ ο άλλος ( x<0) 

είναι τμήμα ευθείας. Από την γραφική παράσταση ισχύει 
0

lim
x

f(x) =
0

lim
x

f(x) 

=
0

lim
x

f(x) =0. 
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3 Δίνεται μια συνάρτηση f ορισμένη στο [α,β], με x0(α,β). Αν είναι γνωστό ότι 

υπάρχει το 
0xx

lim


f(x) και 
 0xx

lim f(x)=3λ3+1, 
-
0xx

lim


f(x)=2λ+2, να βρεθεί το λR. 

Λύση: 

Αφού υπάρχει το 
0

lim
xx

f(x), θα πρέπει να ισχύει 
 0

lim
xx

f(x)=
 0

lim
xx

f(x)  3λ3+1=2λ+2  

3λ3-2λ-1=0 (1). Από τους διαιρέτες του σταθερού όρου, δηλαδή το –1 και το 1, 

παρατηρώ ότι ο 1 είναι ρίζα της εξισώσεως. Με την βοήθεια του σχήματος Horner η 

(1) είναι ισοδύναμη με την (λ-1)(3λ2+3λ+1)=0. Η τελευταία έχει μοναδική λύση την 

λ=1, αφού το τριώνυμο 3λ2+3λ+1 έχει διακρίνουσα Δ=-3<0. 

 

4 Να βρεθούν τα όρια: 

α) 
1x

12xxlim
2

3x 



              β)

2x

23xx+2-x
lim

2

+2x 




             γ) 

x
x-lim

3

0x
   

δ) 
3x-8

94x7-4x
lim

2x




          ε) 
2-1+x

9-xlim
2

3x
                             ς) 

413+x
3-6xlim

3x 



  

Λύση: 

α) 
1x

12xxlim
2

3x 



=

1)x(lim

1)2xx(lim

3x

2

3x







 =
13

13232


 =

13
13


 =

)13)(13(
)13( 2


  

=
2

3213  =2- 3  

β) Αντικαθιστώντας την τιμή 2 στην θέση του x το κλάσμα παίρνει την μορφή 
0
0 . Για 

να αρθεί η απροσδιοριστία θα πρέπει να παραγοντοποιηθεί ο αριθμητής και ο 

παρονομαστής. Εφόσον x2+ τότε, x>2, επομένως x-2=x-2. Άρα 

2x

23xx+2-x
lim

2

+2x 




=

2x
23xx2xlim

2

+2x 



=

2x
xxlim

2

+2x 




2 =
2x
2)x(xlim

+2x 



=

xlim
2x 

=2 

γ) 
x
x-lim

3

0x
=

x
xx-

lim
2

0x
= x)x(lim

0x



=0 
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δ) Επειδή η αντικατάσταση στη θέση του x με το 2 μηδενίζει αριθμητή και 

παρονομαστή, χρειάζεται η παραγοντοποίηση και των δύο όρων, επομένως πρέπει να 

απαλλαγούμε από τα απόλυτα.  

    Ισχύει 4x-70  x
4
7 , ενώ 4x-90  

x
4
9 . Επειδή 

4
7 <2<

4
9 , περιορίζουμε τις 

τιμές του x στο διάστημα (
4
7 ,

4
9 ) (βλ. πίνακα) 

 

Προσοχή 

    Το όριο μιας συναρτήσεως f(x) όταν το x τείνει στο x0, δεν επηρεάζεται όταν 

μεταβάλλονται τα άκρα του διαστήματος που παίρνει τιμές το x, αρκεί να μπορεί το x 

να πλησιάζει το x0, οσοδήποτε κοντά θέλουμε, με τους όρους που γινότανε και πριν 

την αλλαγή.  

 

Όμως αν x(
4
7 ,

4
9 ) τότε 4x-7>0, ενώ 4x-9<0 επομένως 

3x-8

94x7-4x
lim

2x




= 

3x-8

9)4x(74xlim
2x




= 
3x-8

8xlim
2x

16


= 
)x2xx)(4-(2

8(xlim
22x 




)2 =
22x x2x4

8-lim


=-
3
2 . 

ε) Επειδή με την αντικατάσταση προκύπτει η απροσδιοριστία 
0
0 , πολλαπλασιάζουμε 

αριθμητή και παρονομαστή με την συζυγή παράσταση του παρονομαστή.   

Επομένως 

2-1+x
9-xlim

2

3x
=

2)1+x2)(-1+x
2)1+x9)(-(xlim

2

3x 


 (
=

3-x
2)1+x3)(3)(x-(xlim

3x




=

2)]1+x3)([(xlim
3x




=24 

ς) Όπως φάνηκε και στα προηγούμενα η απροσδιοριστία θα αρθεί, όταν στον 

αριθμητή και τον παρονομαστή του κλάσματος εμφανισθεί ο παράγοντας x-3. Για να 

επιτευχθεί το τελευταίο πολλαπλασιάζουμε αριθμητή και παρονομαστή με τις 

συζυγείς παραστάσεις και των δύο όρων του κλάσματος. Επομένως 
413+x

3-6xlim
3x 




= 

x -∞     7/4       9/4         +∞ 

4x-7    -          +          + 

4x-9    -            -         + 



 22 

3)6x4)13+x4)13+x
4)13+x3)6x3)-6xlim

3x 


 (((
(((  = 

3)6x)(13+x

4)13+x9)-)6xlim
2

3x 


 16)((

(((
2

 = 

3)6x3)((x
4)13+x3)(-(x




3x
lim  = 

36x
413+x




3x
lim =

3
4  

 

5 Να βρεθεί (αν υπάρχει) το όριο της f στο x0 αν: 

α) f(x)=
  



2x 1     x 0
2x + 1    x < 0

και x0=0   β) f(x)=



 

2

2

1
x ημ  ,  x > 0

x
2x ,        x 0

στο x0=0   γ) 
2x

4x
lim

2

2x 




  

Λύση: 

α) 

f(x)lim

0x
11)(xlim 2

0x



, 


f(x)lim

0x
11)(2xlim

0x



, δηλαδή τα δύο πλευρικά 

όρια συμπίπτουν, επομένως 1f(x)lim
0x




 

β) 

f(x)lim

0x
0)(2xlim 2

0x



. Επίσης –1  

x
1ημ   1  -x2  x2

x
1ημ   x2, 0xlim 2

0x



, 

επομένως από το κριτήριο παρεμβολής , 







 x
1ημxlim 2

0x
=0. Επομένως 0f(x)lim

0x



. 

γ) Το τριώνυμο x2-4 έχει ρίζες τους αριθμούς –2 και 2, επομένως όταν x(-,-2)(2, 

+) τότε το x2-4 γίνεται ομόσημο του α=1, δηλαδή θετικό. Οπότε 
2x

4x
lim

2

2x - 




 

=
2x
4x 2




 -2x
lim =

2x
)22)(x(x




 -2x
lim = 4)2-(xlim

2x



.  

Αντίστοιχα όταν x(-2,2) τότε 
2x

4x
lim

2

2x 




=
2x
4x- 2




 2x
lim =

2x
)22)(x(x-




 2x
lim = 

)2(-xlim
2x




=4. Επομένως το f(x)lim
2x

δεν υπάρχει. 

 

6 Αν f(x)=












2x    ααxx

2x            
1x
βαx

22
και η γραφική παράσταση της f διέρχεται από το 

σημείο Α(1, 3), τότε να βρείτε τις τιμές των α, β έτσι ώστε η f να έχει όριο στο 

σημείο x0=2. 

Λύση: 
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   Ισχύει f(1)=12-α1+α2=1-α+α2, αλλά f(1)=3, επομένως 1-α+α2=3α2-α-2= 0. Άρα 

α=2 ή α=-1. 

Έστω α=2. Τότε 
2x

lim f(x)=
2x

lim f(x) 
2x

lim
1x
βx2


 =

2x
lim (x2-2x+4)

3
β4  =4β=8. 

Αντίστοιχα όταν α=-1 τότε β=23. 

 

7 Να υπολογισθεί το όριο 
0x

lim
 x

ημαx , όταν αR*. 

Λύση: 

0x
lim
 x

xημα =
0x

lim
 xα

xαημα =α
0x

lim
 xα

xημα . Θέτουμε u=u(x)=αx, τότε 
0x

lim


u=0, οπότε 

0x
lim
 x

xημα =α
0u

lim
 u

uημ =α1=α. 

 

8 Αν f(x)lim
0x

=kR και για κάθε xR ισχύει f(x)ημxx2 (1), τότε να βρεθεί το k.  

Λύση: 

Αν x>0 τότε (1)f(x) 
x

xημ ≥x οπότε 
0x

lim


( f(x) 
x

xημ )≥
0x

lim


xk1≥0. 

Αντίστοιχα όταν x<0 τότε f(x) 
x

xημ ≤x επομένως k≤0, άρα k=0. 

 

9 Για ποια τιμή του αR το f(x)lim
x 1

R, όπου f(x) = 



















1x    ,
1x
1)ημ(x

1x ,
1x

α3x

2

2

 . 

Λύση: 

Έστω x>1, τότε 
1x

lim
1x

)1x(ημ
2 
 =

1x
lim

)1x)(1x(
)1x(ημ


 =
1x

lim
1x

1
 1x

lim
1x

)1x(ημ

  

=
2
1
1=

2
1 . Πράγματι αν θέσω u=x-1 τότε u0 όταν x1, επομένως 

1x
lim

1x
)1x(ημ


 = 

0u
lim
 u

uημ =1. 
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Άρα πρέπει 
1x

lim f(x)= 
2
1 . Όμως (x-1)f(x)= 3x2  -α (1). Επομένως αν 

1x
lim f(x)= 

2
1  

τότε από την (1) παίρνοντας τα όρια και των δύο μελών συμπεραίνω ότι 0
2
1 =2-α  

α=2. Η τελευταία είναι αναγκαία συνθήκη για να υπάρχει το όριο της f(x). Για να 

είναι και ικανή θα πρέπει αν αντικαταστήσω το α με 2, το όριο της f(x) να είναι 
2
1 . 

Πράγματι 
1x

lim f(x) = 
1x

lim
1x

23x2


  = 

1x
lim

)23x)(1x(
)23x)(23x(

2

22


  = 

1x
lim

)23x)(1x(
1x

2

2


 =

1x
lim

23x
1x

2 
 =

2
1 . Άρα τελικά α=2. 

 

10 Αν 2-x2f(x)
x

ημ2x  για κάθε xR*, να υπολογισθεί το 
x 0

limf(x) .  

Λύση: 

Ισχύει 
0x

lim


(2-x2)=2, 
0x

lim
 x

ημ2x =2
0x

lim
 2x

ημ2x =2 (βλ. ασκ.7), επομένως από το 

κριτήριο παρεμβολής 
0x

lim


f(x)=2. 

 

Προσοχή 

    Στις ασκήσεις ευρέσεως ορίων που εμπλέκονται τριγωνομετρικές συναρτήσεις και 

κυρίως το ημx και το συνx, η λύση προκύπτει είτε χρησιμοποιώντας τις γνωστές 

τριγωνομετρικές ανισότητες -1≤ημx≤1, -1≤συνx≤1 και το κριτήριο παρεμβολής είτε 

χρησιμοποιώντας τα θεωρήματα της υποπαραγράφου «Τριγωνομετρικά Όρια»     

(βλέπε για παράδειγμα τις ασκήσεις 5β, 7-10). 

 

11 Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
4x4x-x

4-4x2-xx
23

2


 . 

α) Να βρεθεί το πεδίο ορισμού της. 

β) Να βρεθεί (αν υπάρχει), το όριο: f(x)lim
2x

 

Λύση 
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α) Πρέπει: x2+x-2≥0  x(-∞, -2][1, +∞), όπου -2,1 είναι οι ρίζες του τριωνύμου. 

Επίσης 4x-4≥0  x≥1 και τέλος x3-4x2+4x>0  x(x2-4x+4)>0  x(x-2)2> 0  x> 0 

και x≠2. Η συναλήθευση και των τριών ανισοτήτων δίνει x≥1και x≠2. 

β) Επομένως για x>1 ισχύει 
4x4x-x

4-4x2-xxlim
23

2

-2x 



=

x2x
1-x21)-2)(x(x

lim
-2x 




 

=
x2x

)22x(1-xlim
-2x 




=-
x

1-xlim
-2x 2x

22xlim
-2x 




= 

=-
2
2

)22x)(2x(
)22x)(22x(lim

-2x 



=-

2
2

)22x)(2x(
2xlim

-2x 



=-

2
2

4
1 =-

8
2 . 

Για x>2 θα ισχύει x-2=x-2, οπότε όπως προηγουμένως 
4x4x-x

4-4x2-xxlim
23

2

2x 



= 

8
2 . Επομένως το όριο f(x)lim

2x
δεν υπάρχει. 

 

12 Να βρεθούν τα όρια: α) ]
π-x

1συνπ)-(xlim[ 4

πx
            β) 

 x 1

ημ(πx)lim
x + 3 2

 

Λύση: 

α) -1≤
πx

1συν


≤1 οπότε –(x-π)4≤(x-π)4

πx
1συν


≤(x-π)4, όμως 
πx

lim


(x-π)4=0, 

επομένως 
πx

lim


[(x-π)4

πx
1συν


]=0. 

β) 
23+x

ημπxlim
1x 

 = 
2)3+x2)(3+x(

ημπx 2)3+x(lim
1x 




 = 
1x

ημπx 2)3+x(lim
1x 




 = 

1x
lim


2)3+x(   
1x

ημπx lim
1x 

=4
1x
πx)-ημ(π lim

1x 
=4

1x
1)-ημπ(x- lim

1x 
=-4π (βλ. ασκ.7 και 

8). 
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13 Αν f(x)=
















)
2
π  (0,x   1,-2β2x1)β(x

0) ,
2
π(-x                ,

x

xα
x
1ημx

32

23

να βρεθούν τα α, βR έτσι ώστε 

να υπάρχει το 
0x

lim


f(x).  

Λύση: 

Ισχύει 
0x

lim f(x)=
0x

lim [ 1-2β2x1)β(x 32  ]=-β2+2β-1=-(β-1)2. 

Επίσης 
0x

lim f(x) =
0x

lim
x

xα
x
1ημx 23 

=
0x

lim (x2ημ
x
1 +α2) = α2, αφού 








 x
1ημxlim 2

0x
= 0 

(ασκ. 5β). Επομένως α2=-(β-1)2  α2+(β-1)2=0  α=0 και β=1. 

Είναι προφανές ότι για α=0 και β=1 ισχύει 
0x

lim f(x) =
0x

lim f(x)=0. 

 

Προσοχή 

    Αν α1,α2,...,αν0 με α1+α2+...+αν=0 (1) και νΝ*, τότε α1=α2=...=αν=0, γιατί αν 

έστω και ένας από τους προσθετέους της (1) είναι διάφορος του μηδενός το άθροισμα 

τους θα ήταν μεγαλύτερο του μηδενός άτοπο. 

 

14 Να προσδιοριστούν οι τιμές των α,β αν f(x)=
1-x

2xαx2  +βx και f(x)lim
1x

=4.  

Λύση: 

Επειδή (x-1)f(x)=αx2+x+2+βx(x-1) τότε 
1x
 lim


[(x-1)f(x)]=

1x
 lim


[αx2+x+2+βx(x-1)]  

04=α+3  α=-3. 

Τότε f(x)=
1-x

2x3x- 2  +βx=
1-x

)
3
21)(x-3(x- 

+βx=-3x-2+βx=(-3+β)x-2. Επομένως 

αφού θέλουμε f(x)lim
1x

=4  -3+β-2=4 β=9. 
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Οι τιμές των α,β είναι προφανές με αντικατάσταση ότι είναι και ικανές ώστε 

f(x)lim
1x

=4. 

 

15 Αν είναι γνωστό ότι 
1-x

f(x)lim
1x

=2, και )]54x45x[g(x)(lim 2
1x




=-1 να 

βρεθεί το [g(x)f(x)]lim
1x

. 

Λύση: 

Αν 
1-x

f(x) =k(x) τότε f(x)=k(x)( x -1) και 
1x

lim


k(x)=2. Επίσης αν h(x) = 

45xg(x)(  )5x4 2  , τότε 
1x

lim


h(x)=-1 και g(x) =
5x44x5

)x(h
2 

. 

Επομένως f(x)g(x)=k(x)h(x)
5x44x5

1x
2 

 , αλλά 
5x44x5

1x
2 

 = 

)1x)(5x44x5)(5x44x5(
)5x44x5)(1x)(1x(

22

2


 =

)1x)(5x44x5(
)5x44x5)(1x(

2

2


 =

)1x)(1x5x4(
)5x44x5)(1x(

2

2


 =

)1x)(
4
1x)(1x(4

)5x44x5)(1x( 2



 =

)1x)(1x4)(1x(
)5x44x5)(1x( 2


 =

)1x)(1x4(
)5x44x5( 2


   

Όμως 
1x

lim


[k(x)h(x)] = -2, 
1x

lim
 5x44x5

1x
2 

  = 
1x

lim
 )1x)(1x4(

)5x44x5( 2


  = -1, 

επομένως 
1x

lim


(f(x)g(x))=(-2)(-1)=2. 

 

16 Έστω ότι υπάρχουν α,βR με α<0<β τέτοια ώστε ημx+κημ2x+λημ3x≤0 (1), 

για κάθε x(α,0)(0,β). Να δειχθεί ότι 1+2κ+3λ=0. 

Λύση: 
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Αν x>0 τότε η (1) ισοδυναμεί με την 
x

xημ +2
x2

x2κημ +
x3

x3λημ3 ≤0. Τότε 
0x

lim


(
x

xημ + 

2
x2

x2κημ +
x3

x3λημ3 )≤0  1+2κ+3λ≤0 (2). 

Αν x<0 τότε 
x

xημ +2
x2

x2κημ +
x3

x3λημ3 ≥0 οπότε 
0x

lim


(
x

xημ + 2
x2

x2κημ +
x3

x3λημ3 )≥0 

 1+2κ+3λ≥0 (3). Από (2), (3) συμπεραίνουμε ότι 1+2κ+3λ=0. 

 

17 Αν f(x)=
4x

42x3)x-(μ
2

22


 , να βρείτε τις τιμές του μR, για τις οποίες η f έχει 

στο x0=2 όριο kR και στη συνέχεια να υπολογίσετε το k.  

Λύση: 

Έστω ότι 
2

lim
x

f(x)=k και (x2-4)f(x)=(μ2-3)x2+2x+4. Τότε 
2

lim
x

[(x2-4)f(x)]=
2

lim
x

[(μ2-

3)x2+2x+4]0=(μ2-3)4+8μ=1. 

Αν μ=1, τότε f(x)=
4x

42x2x
2

2


 =

2)2)(x(x
1)2)(x-2(x


 =

2x
1)2(x


 . Επομένως 

2
lim
x

f(x) 

=
2

lim
x 2x

1)2(x

 =-

2
3 . 

 

18 Η συνάρτηση f είναι ορισμένη στο R και ισχύει 
1-x
x-f(x)lim

1x
=2. Να βρεθεί το 

1-x
1-xf(x)lim

1x
. 

Λύση: 

Έστω 
1x
xf(x)


 =g(x), τότε f(x)=g(x)(x-1)+x και 

1
lim
x

g(x)=2. 

Όμως 

1x
1xf(x)


 =

1x
1x1)xg(x)(x 2


 =

)1x1)(x(
)1x1](x1)[xg(x)(x


 =[ 1]xxg(x)   x( +

1), επομένως 
1

lim
x 1x

1xf(x)

 =(12+2)2=8. 

 

Προσοχή 
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   Όταν δίνεται το όριο μιας σύνθετης παραστάσεως όπου εμπλέκεται μία συνάρτηση 

π.χ η f(x), θέτουμε την παράσταση ίση με μια άλλη συνάρτηση για παράδειγμα την 

g(x) και λύνουμε ως προς την f(x), αν είναι δυνατό. Έτσι εκτός από την f(x) 

μπορούμε να βρούμε και το όριό της (βλέπε και την άσκηση 15).  

 

19 Αν 
0xx

lim


f(x)=0 και 
 0xx

lim g(x),
-
0xx

lim


g(x)R, να βρεθεί το 
0xx

lim


(f(x)g(x)). 

Λύση: 

  Ισχύει 
-
0xx

lim


(f(x)g(x)) =
-
0xx

lim


f(x)
-
0xx

lim


g(x) = 0
-
0xx

lim


g(x) = 0, 
 0xx

lim (f(x)g(x)) = 
 0xx

lim f(x) 

 0xx
lim g(x)=0

 0xx
lim g(x)=0. Άρα 

0xx
lim


(f(x)g(x))=0. 

 

Προσοχή 

  Η ύπαρξη των ορίων 
 0xx

lim g(x) και
-
0xx

lim


g(x) είναι εντελώς απαραίτητη ώστε να έχει 

νόημα η ισότητα 
-
0xx

lim


(f(x)g(x))=
-
0xx

lim


f(x)
-
0xx

lim


g(x) 

 

20 Δίνεται μία συνάρτηση f ορισμένη στο R για την οποία ισχύει 

0x
lim [f2(x)+ημ22x]=0. Να υπολογισθεί το 

0x
lim f(x). 

Λύση: 

Θέτω f2(x)+ημ22x=g(x). Τότε 
0x

lim


g(x)=0 και f2(x)=g(x)-ημ22x, επομένως 
0x

lim


f2(x)= 

0x
lim


[g(x)-ημ22x]=0, οπότε και 
0x

lim


)x(f 2 =0 δηλαδή 
0x

lim


f(x)=0. 

 Όμως -f(x)≤f(x)≤ f(x) και από το θεώρημα παρεμβολής 
0x

lim


f(x) =0. 

 

Προσοχή 

  Στην άσκηση 20 αποδείχθηκε η πρόταση: Αν 
0xx

lim


f2(x)=0 τότε 
0xx

lim


f(x)=0. 

 

21 Αν f(x)=







2x          1-βx-
2xx      ) 2β-(α

και α,βΖ. Nα εξετασθεί αν υπάρχει το όριο της 

f(x) στο x0=2. 

Λύση: 
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Για να υπάρχει το 
2x

lim


f(x) πρέπει και αρκεί 
2x

lim f(x) =
2x

lim f(x) -2β-1=(α-2β)2 

2β=2α+1 δηλαδή ένας άρτιος να ισούται με ένα περιττό το οποίο είναι άτοπο. Άρα το 

2x
lim


f(x) δεν υπάρχει. 

 

22 Δίνεται το πολυώνυμο Ρ(x)=(κ2-1)x3+(κ2-3κ+2)x2+(κ-1)x+2. Αν f(κ) είναι ο 

βαθμός του Ρ(x), να βρεθεί η f(k) και να υπολογισθεί το 
1κ

lim


f(κ) 

 

Λύση: 

Ισχύει κ2-1=(κ-1)(κ+1), επομένως όταν κ≠1 τότε f(κ)=3. Αν κ=1 τότε Ρ(x)=2, 

επομένως  f(1)=0, ενώ για κ=-1 Ρ(x)=6x2-2x+2, επομένως f(-1)=2. 

Τελικά f(κ)=












1      κ0
-1     κ2
1     κ3

 , επομένως 
1κ

lim


f(κ)=3. 

 

23 Δίνεται μια συνάρτηση f με f3(x)+xf2(x)+3x2f(x)-5ημ3x=0 (1) για κάθε xR. Αν 

0x
lim

x
f(x) =kR, να υπολογισθεί το k. 

Λύση: 

Για x≠0 η (1) είναι ισοδύναμη με 
3

3

x
(x)f +

2

2

x
(x)f +3

x
f(x) -5

3

3

x
xημ =0. Παίρνοντας τα 

όρια και των δύο μελών της τελευταίας έχω: k3+k2+3k-5=0. Με την βοήθεια του 

σχήματος Horner η τελευταία είναι ισοδύναμη με την (k-1)(k2+2k+5)=0  k=1, 

αφού η δευτεροβάθμια k2+2k+5=0 δεν έχει ρίζες πραγματικές. 

 

24 Αν 
0xx

lim


(f(x)-g(x))=0 και f(x)<0<g(x) για κάθε xR, να υπολογισθούν το 

0xx
lim


f(x) καθώς και το 
0xx

lim


g(x). 

Λύση: 

Αφού f(x)<0<g(x) τότε f(x)-g(x)<-g(x)<0  0<g(x)<-(f(x)-g(x)). Όμως 
0xx

lim


(f(x)-

g(x))=0, επομένως από το κριτήριο παρεμβολής συμπεραίνουμε ότι 
0xx

lim


g(x)=0. 
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Ισχύει f(x)= (f(x)-g(x))+g(x) άρα 
0xx

lim


f(x)=0+0=0. 

 

25 Αν 
0x

lim
x

f(x) =0 και Df=R, να υπολογισθούν τα όρια: 

      α) 
0x

lim
2x
f(x)

       β) 
0x

lim
ημ2x
f(x)

       γ) 
0x

lim
x

f(3x)  

Λύση: 

α) Αφού 
0x

lim
 x

f(x) =0 τότε και 
0x

lim



x

f(x)
=0 ή 

0x
lim
 x

f(x)
=0  2

0x
lim
 x2

f(x)
=0  

0x
lim
 x2

f(x)
=0. Άρα 0=

-0x
lim
 x2

f(x)


=-
-0x

lim
 x2

f(x)
 δηλαδή 

-0x
lim
 x2

f(x)


=0. Ομοίως 
0x

lim
x2

f(x)
= 

0, άρα 
0x

lim
 x2

f(x)
=0. 

β) 
0x

lim
 ημ2x

f(x)
=

0x
lim


2x
ημ2x

x2
f(x)

=
1
0 =0. 

γ) Θέτω y=3x, τότε 
0x

lim
 x

f(3x) =
0y

lim
 y

3f(y) =3
0y

lim
 y

f(y) =30=0. 

 

26 Δίνεται μια συνάρτηση f με πεδίο ορισμού το R και με την ιδιότητα 

0x
lim f(x+α)=-1. Να υπολογισθεί το 

α2x
lim f(x-α). 

Λύση: 

Αν θέσω t=x+α τότε tα καθώς x0, επομένως 
αt

lim


f(t)=-1 (1). 

Θέτω u=x-α, τότε 
α2x

lim


u=α, επομένως 
2αx

lim


f(x-α)=
αu

lim


f(u)=-1 λόγω (1). 



 32 

΄Αλυτες Ασκήσεις 
 
1 Να βρεθούν τα όρια: 

α) 
1x
1xlim ν

2ν

1x 



, νN* β) 

1x
1x31x

1 


x
lim  γ) 

1x
3x2

1 




3 xlim
x

  

δ)
6x5x

2x2
22 


x

lim                      ε)
0x

lim
 xx

x-x                           ς) 
1-1+x

lim
x

1x13

0




  

 

2 Να βρεθούν όσα απ' τα παρακάτω όρια υπάρχουν : 

α) 
5x

5x4







2x+5-x
lim

5x
         β) 

x
2

0

2

x

x-x
lim


             γ) )1
x

3( 31 1-x1
lim
x




   

δ) 
4x

2xx+2-x
lim

2

2

2x 




           ε) )

x
1ημxημ(lim

0x
         ς) 

0x
lim
 x

xεφα  

ζ) 
2x 0

ημ(αx)lim
βx+γ -γ

, β>0. 

 

3 Η συνάρτηση f είναι ορισμένη στο R και για κάθε x  0 ισχύει xf(x)-ημ2x x2. 

Να βρεθεί το )x(flim
0x

. 

 

4 Αν x41   (x-2)f(x)+3  4 x7  -9 για κάθε x[ 1-
4

,+) να υπολογισθεί το 

f(x)lim
x 2

. 

 

5 Αν f(x)-x2  2004xγια κάθε xR, να υπολογισθεί το f(x)lim
0x

. 

 

6 Αν 2x-x2  f(x)  2x+x2 για κάθε xR και g(x)=
2xf(x)

x2f(x)

 , να υπολογισθεί το 

0x
lim


g(x). 

 

7 Να υπολογισθεί το )x(f
0xx

lim


 όπου: 

α) f(x) = 




 

0=  x          2

0   x
x

συνx2 1
 και x0=0  β) f(x)=x3συν

x
1 -x2ημ

x
1  και x0=0 
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γ) f(x)= 5 2x (1-ημ
x
1 ) και x0=0 

 

8 Για ποια τιμή του αR η f(x)= 











1 x,
13x1

ημ2x
1      xαx,x 2

 έχει όριο πραγματικό αριθμό στο 

x0 = 1; 
 

9 Για ποια τιμή του αR η συνάρτηση f(x)=
1


2x
22)x-(α  έχει στο x0=1 όριο 

πραγματικό αριθμό; 
 

10 Αν f(x)=
x

1-βαx2  x , x0 να βρείτε τις τιμές των α, β έτσι ώστε το 
0x

limf(x)


να 

είναι πραγματικός αριθμός. 
 

11 Αν 
2-x
α-f(x)lim

x 2
=α, να βρείτε τις τιμές του αR, για τις οποίες ισχύει: 

2-x
2α-xf(x)lim

x 2
=10

2-x
xlim

2

x

35
2




. 

 

12 Αν 
1-x
α-f(x)lim

2

x 1
=α, να βρείτε τις τιμές του αR, για τις οποίες ισχύει: 

1-x
α-f(x)xlim

22

x 1
1+

34x-x
1-xlim 2

2

x 1
. 

 

13 Για ποιες τιμές του λR υπάρχει το όριο 
λ-x

λ2x)λ2(x
lim

2

λx




; 

 

14 Να υπολογισθεί το όριο 
0x

l

im

x
εφx  όπου το x μετριέται σε μοίρες. 

 

15 Δίνεται το πολυώνυμο Ρ(x)=(λ2-λ)x3+(λ-1)x2+(λ2-3λ+2)x+λ-1 και η συνάρτηση 

f(λ) = ο βαθμός του Ρ(x). 

α) Να βρεθεί το πεδίο ορισμού της f 

β) Να υπολογισθούν τα όρια: i) 
1λ

l

im f(λ)    ii) 

0λ
l

im f(λ) 
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16 Δίνεται η συνάρτηση f με πεδίο ορισμού το R και )x(flim
0xx

=k. Να δειχθεί ότι: 

α) Αν η f είναι άρτια τότε )x(flim
0xx 

=k. 

β) Αν η f είναι περιττή τότε )x(flim
0xx 

=-k. 

 

17 Δίνεται η συνάρτηση f ορισμένη στο R για την οποία ισχύει 
x

)x(flim
0x

=α≠0. Να 

υπολογισθεί το 
xx
)xα(flim

20x 
. 

 

18 Αν 
ημ2x
f(x)lim

0x
=2 και g(x))4x((lim

0x
)2


=5, να βρεθεί το f(x)g(x))lim

0x
(


.  

 

19 Για τις συναρτήσεις f, g ορισμένες στο R ισχύει 
3-x

f(x)lim
x 3

=2 και 

)]3x5x2)(x(g[ 2 
3x

lim =-1. Να βρεθεί το )]x(f)x(g[
3x

lim


. 

 

20 Αν 
ημx

1-f(x)lim
0x

=2, 
ημx

1-g(x)lim
0x

=3, τότε να δειχθεί ότι 
0x

limf(x)


= 
0x

limg(x)


= 1. Να 

υπολογισθούν επίσης τα όρια: Α=
ημx

1-f(x)g(x)lim
0x

και Β=
xημ

ημxx-μx g(x)η-xf(x)lim
20x




.  

 

21 Αν 
x

1-f(x)lim
0x

=2 και 
x

1-g(x)lim
0x

=3, τότε να δειχθεί ότι 
0x

limf(x)


= 
0x

limg(x)


= 1. Να 

υπολογισθεί το όριο 
x

1-f(x)g(x)lim
0x

. 

 

22 Αν 
x

f(x)lim
0x

=2 να βρεθεί το 
xημ-2x
xμ η-xf(x)lim 22

2

0x
. 

 

23 Μία συνάρτηση f είναι ορισμένη στο σύνολο (α,1)(1,β) και ισχύουν: 

1 2x
x-f(x)lim

1x
=2 και f(x)lim-1x

= κ2-κ+1. Να βρείτε τις τιμές του κR, έτσι ώστε να 

υπάρχει το όριο της f στο x0=1.  
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24 Δίνεται μία συνάρτηση f ορισμένη στο R, με 
2-x
x-f(x)lim

2x
=4. Για ποια τιμή του 

λR η συνάρτηση g(x)=
4x

λ-λ3)x(xf
2

2


  έχει στο x0=2 όριο πραγματικό αριθμό. Να 

βρεθεί αυτό το όριο.  
 

25 Να αποδειχθεί ότι: 
x

ημkx...ημ2xημxlim
0x




=
2

1)k(k  . 

 

26 Δίνεται συνάρτηση f: RR τέτοια ώστε: xf(x)εφx+συνx= 12x2   για κάθε 

xR. Να δειχθεί ότι f(x)lim
0x

= 3/2. 
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Απαντήσεις - Υποδείξεις 
 

1 α) x2ν-1=(xν-1)(xν+1), 
1

lim
x 1x

1x
ν

2ν


 =2, β) Επειδή x1+ παίρνω x>1, , οπότε x-

1=  21-x . Τότε το όριο ισούται με 3, γ) Θέτω x1/6=y, τότε όταν x1 το y1. 

Επίσης 3 x =x1/3=(x1/6)2=y2. Ομοίως x =y3, x=y6, κλπ. Το όριο είναι 4/3, δ) 

Πολλαπλασιάζω αριθμητή και παρονομαστή με το 2x +2. Το όριο είναι -
2
1 , ε) Το 

όριο εδώ έχει νόημα μόνο όταν x>0. Τότε x=  2x κλπ. Το ζητούμενο όριο είναι το –

1, ς) Θέτω 3 x1 =y. Τότε y1 όταν x0. Το κλάσμα ισούται με 
1y
1y

3 
  κλπ. Το 

όριο είναι το 1/3.    2 α) Το όριο δεν υπάρχει γιατί όταν x>5 τότε 

5x
5x4x5x

lim
2

5x 



= 

5x
10x3xlim

2

5x 



=7, ενώ 

5x
5x4x5x

lim
2

5x 



=5, β) 

x
2

0

2

x

x-x
lim


= )x2
x
x

(lim
0x




. Το όριο δεν υπάρχει γιατί τα πλευρικά όρια δεν 

συμπίπτουν, γ) )1
x

3( 31 1-x1
lim
x




= )
1-x

1
)1x1)(xx(

3(lim
21x




= 

)
)1x1)(xx(

1xx3(lim
2

2

1x 




=…=1, δ) Όπως και στο β) το όριο δεν υπάρχει, γιατί τα 

πλευρικά όρια δεν συμπίπτουν, ε) )
x
1ημxημ(lim

0x
= )

x
1ημx 

x
xημ(lim

0x
= 

)
x

xημ(lim
0x

 )
x
1ημ x(lim

0x
=…=10, ς) 

x
xεφα =

xα
xημα

xσυνα
α

  κλπ, το όριο είναι το α. ζ) 

2αγ
β

 αν γ≥0, 0 αν γ<0,     3 Ισχύει –x2 xf(x)-ημ2x  x2, αν x>0 τότε –x+
x

ημ2x
 

f(x)x+
x

ημ2x  κλπ, κριτήριο παρεμβολής, )x(flim
0x

=2.      4 Για x2 ισχύει x41 -

3(x-2)f(x)4 x7  -12  
2x

34x1



f(x)

2x
12x74


  κλπ, κριτήριο 

παρεμβολής, f(x)lim
2x

=
3
2 .     5 Ισχύει –2004x f(x)-x2  2004x κλπ, κριτήριο 
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παρεμβολής, )x(flim
0x

=0.      6 Με το κριτήριο παρεμβολής υπολογίζουμε ότι 

0x
lim
 x

f(x) =2. Τότε για x0 g(x)= 
2

x
f(x)

1
x

f(x)2




 κλπ, 

0x
lim


g(x)=
4
5 .      7 α) Για x0, -

1συν
x
1
1, πολ/ζω όλα τα μέλη της ανισώσεως με x2 κλπ, )x(flim

0x
=0, β) Ισχύει -

1συν
x
1
1, x0 και -1-ημ

x
1
1 κλπ, κριτήριο παρεμβολής, )x(flim

0x
=0, γ) -1-

ημ
x
1
1 κλπ, κριτήριο παρεμβολής, )x(flim

0x
=0.     8 Για να υπάρχει το όριο της f(x) 

στο 1 πρέπει και αρκεί 
1x

lim f(x) = 
1x

lim f(x), κλπ. Πρέπει α=ημ2-1.    9 Έστω 

1x
lim


f(x)=kR. Τότε αφού (x2-1)f(x)=(α-2)x+2 συμπεραίνουμε ότι α=0 (βλ. Λυμ. 

Ασκ. την 9).    10 Όπως και στην 3.9, αR, β=1.     11 
2-x

xlim
2

x

35
2




=
3
2 . Θέτω 

2-x
2α-xf(x) =g(x), τότε f(x)=(x-2)g(x)+α κλπ, α=20/9.     12 

34x-x
1xlim

2

2

1x 



=-1. Θέτω 

1-x
α-f(x) 2

=g(x) κλπ όπως προηγουμένως. Τότε α[- ].0,
2
1      13 Ισχύει 

λ-x
λ2x)λ2(x2 

=
λ-x

)2x)(λx( 
. Τότε 

λ-x
λ2x)λ2(x

lim
2

λx





=λ-2, ενώ 

λ-x
λ2x)λ2(x

lim
2

λx





=-λ-2, επομένως το όριο υπάρχει μόνο όταν λ=2.     14 Αν 

οι x μοίρες αντιστοιχούν σε y ακτίνια τότε 
π
y

180
x

  και εφx=εφy. Επομένως 

0x
l

im

x
εφx =

0y
l

im

π
y180
εφy =…=

180
π .     15 Επειδή όταν λ=1 το Ρ(x) ισούται με το 

μηδενικό πολυώνυμο το οποίο δεν έχει βαθμό, η f ορίζεται στο R-{1}. Ισχύει 
1λ

l

im f(λ) 

=3=
0λ

l

im f(λ).      16 Ισχύει f(-x)=f(x) για κάθε xR. Θέτω u=-x, τότε όταν xx0 το 

u-x0 κλπ.    17 Θέτω αx=u, τότε u0 καθώς το x0. 
xx
)xα(f

2 
=

α
u

α
u

)u(f

2

2


 κλπ, το 
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ζητούμενο όριο είναι α2.     18 Θέτω 
ημ2x
f(x) =κ(x) και g(x))24x(  =λ(x), κλπ. Το 

όριο είναι 80.     19 Θέτω 
3-x

f(x) =κ(x) και g(x))3x5(2x2  =λ(x), κλπ. Το όριο είναι 

-2/7.      20 Θέτω 
ημx

1-f(x) =κ(x) και 
ημx

1-g(x) , κλπ, Α=5, Β=-1.     21 Όπως η 20). Τό 

όριο είναι 5.     22 Διαιρώ τους όρους του κλάσματος 
xημ-2x
xμ η-xf(x)

22

2

με το x2. Η 

απάντηση είναι 1.     23 Θέτω 
1x
x-f(x)

2 
=λ(x) κλπ, κ=0 ή κ=1.     24 Θέτω 

2x
x-f(x)


=κ(x) κλπ, λ=-4 ή λ=1. Τότε g(x)=

4x
4x)x)x(f(x

2

2


  κλπ. 

2x
iml


g(x)=3.     

25 
x

ημkx...ημ2xημx  =
x

ημx +2
2x

ημ2x +3
3x

ημ3x +…+k
kx

ημkx  κλπ.     26 Για x≠0 

ισχύει f(x) = 
















 
x
xεφ

x
xσυν1x2

2

2

 κλπ. 
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§ 4.3   ΜΗ ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΟ ΟΡΙΟ ΣΤΟ x0 

 

 Όταν οι τιμές μιας συναρτήσεως αυξάνονται απεριόριστα και μπορούν να 

γίνονται μεγαλύτερες από οποιονδήποτε θετικό αριθμό Μ όταν το x πλησιάζει 

τον αριθμό x0 τότε γράφουμε  

0xx
lim


f(x)=+  








C
f

C
f

C
f

OOO x
0

x
0x

0 XXX

yyy

 

Στο σχήμα 3α  ισχύει 
-
0xx

lim


f(x)=
 0xx

lim f(x)=+ , ενώ στα σχήματα 3β, 3γ συναντάμε 

την περίπτωση της υπάρξεως μόνο πλευρικών ορίων συγκεκριμένα των 
 0xx

lim f(x)=+  

και 
 0xx

lim f(x)=+  αντίστοιχα. 

 

 Αν οι τιμές μιας συναρτήσεως καθώς το x πλησιάζει το x0 γίνονται μικρότερες 

από οποιονδήποτε αρνητικό αριθμό –Μ (Μ>0) τότε γράφουμε 

0xx
lim


f(x)=-  
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Αντίστοιχα ορίζονται και τα πλευρικά όρια 
 0xx

lim f(x)=-  και 
 0xx

lim f(x)=-  (βλέπε 

σχ.4)

Cf

Cf

Cf



x
0x

0

x0

yyy

x

xx

O

OO

 

 

Προσοχή 
 

   Το πεδίο ορισμού της f πρέπει να επιτρέπει στο x να πλησιάζει το x0 όσο κοντά 

θέλουμε άρα θα πρέπει να περιέχει σύνολο της μορφής (α, x0) ή (x0,β) ή (α, x0) 

(x0,β). 

 

 

Ιδιότητες μη πεπερασμένου ορίου στο x0 

 

α) 
0xx

lim


f(x)=+ 
-
0xx

lim


f(x)=
 0xx

lim f(x)=+  

    
0xx

lim


f(x)=-   
-
0xx

lim


f(x)=
 0xx

lim f(x)=-  

 

β) Αν 
0xx

lim


f(x)=+ , τότε f(x)>0 κοντά στο x0. 

       Αν 
0xx

lim


f(x)=- , τότε f(x)<0 κοντά στο x0. 

 

γ) Αν 
0xx

lim


f(x)=+  ή 
0xx

lim


f(x)=-  τότε 
0xx

lim


f(x)=+  
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δ) Αν 
0xx

lim


f(x)=+  τότε 
0xx

lim


ν f(x) =+  

 

Σημαντική εφαρμογή στις ασκήσεις έχουν και οι εξής δύο ιδιότητες: 

1) Αν 
0xx

lim


f(x)=+  ή 
0xx

lim


f(x)=-  τότε 
0xx

lim
 f(x)

1 =0. 

2) Αν 
0xx

lim


f(x)=0 και f(x)>0 κοντά στο x0, τότε 
0xx

lim
 f(x)

1 =+ , ενώ 

αν 
0xx

lim


f(x)=0 και f(x)<0 κοντά στο x0, τότε 
0xx

lim
 f(x)

1 =- . 

 

Προσοχή 
 

  
0x

lim
 2νx

1 =+ , νΝ*,   

όμως 
0x

lim 12νx
1
 =- , 

0x
lim 12νx

1
 =+ , νΝ, επομένως δεν υπάρχει το 

0x
lim
 12νx

1
 , 

νΝ. 

 

Όσον αφορά τις πράξεις μεταξύ των ορίων ισχύουν τα εξής:  

 

0xx
lim


f(x) = αR αR +  -  +  -  

0xx
lim


g(x) = +  -  +  -  -  +  

0xx
lim


(f(x)+g(x)) = +  -  +  -  ; ; 

 

0xx
lim


f(x) = α>0 α<0 α>0 α<0 +  +  -  -  0 0 

0xx
lim


g(x) = +  +  -  -  +  -  +  -  +  -  

0xx
lim


(f(x)g(x)) = +  -  -  +  +  -  -  +  ; ; 

 

   Σύμφωνα με τον πίνακα για παράδειγμα -3(+∞)=-∞. 

Όμως υπάρχουν και οι απροσδιόριστες μορφές, δηλαδή πράξεις με το ∞ και το 0 

που δεν μπορούν να ορισθούν μονοσήμαντα. 
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Οι πράξεις αυτές είναι οι εξής: 

(+∞)+(-∞)        0(∞)        (+∞)-(+∞)        (-∞)-(-∞)        
0
0         ±

±



 

Εδώ η εξαγωγή κανόνα δεν είναι δυνατή γιατί το όριο (όταν υπάρχει), εξαρτάται από 

την μορφή που έχουν κάθε φορά οι συναρτήσεις. 

   Για παράδειγμα: 

0x
lim
 2x

1 =+ ,  
0x

lim


x2=0 και 
0x

lim


(
2x

1
x2) = 1, όμως 

 

0x
lim
 2x

1 =+ , 
0x

lim


x3=0 και 
0x

lim


(
2x

1
x3) = 

0x
lim


x=+∞. 
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Λυμένες Ασκήσεις 
 

1 Να βρεθούν τα παρακάτω όρια:   α) 



2 3x 0

x 4lim
x 2x

      β)  22)(x
12lim

2x 
 

Λύση: 

 

α) Παρατηρώ ότι 
0x

lim


(x-4)=-4≠0, ενώ 
0x

lim


(x2+2x3)=0. Όμως x2+2x3=x2(1+2x) και  

1+2x>0  x>-
2
1 , δηλαδή x2(1+2x)>0 κοντά στο 0. Άρα 32 2xx

4xlim
0x 




=
0x

lim


(x-4)· 

0x
lim
 32 x2x

1


=-4(+∞)=-∞. 

β) Επειδή (x-2)2>0 για κάθε x≠2 ισχύει 22)(x
12lim

2x 
=12 22)(x

1lim
2x 

=12(+∞)=+∞. 

 

2 Να βρεθούν, εφ’ όσον υπάρχουν, τα παρακάτω όρια:  

α) 
xx

5xlim
2

0x



     β) 

2x
xlim

2

2x 



1

 
. 

Λύση: 

 

α) 
xx

5xlim
2

0x




=
0x

lim (x2+5) 
0x

lim
2x

1 =5(+∞)=+∞, αφού περιοριζόμαστε στα x>0, 

επειδή x0+, οπότε x=x. 

Ανάλογα 
xx

5xlim
2

0x




=
0x

lim (x2+5) 
0x

lim
2x

1


=5(-∞)=-∞. Επομένως το όριο δεν 

υπάρχει αφού τα δύο πλευρικά όρια δεν συμπίπτουν. 

β) 
2x
1xlim

2

2 x 



=

2x
lim


(x2+1) 

2x
lim

 2x
1


=5(+∞)=+∞, αφού x+2>0 για κάθε xR, 

x≠0. 

 

3 Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
5x

2x13x1  . 

α) Να βρεθεί το πεδίο ορισμού της. 
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β) Να υπολογισθεί το όριο 
0x

lim


f(x). 

Λύση: 

 

α) Πρέπει x≠0, 1-3x≥0  x≤
3
1  και 1+2x≥0  x≥-

2
1 , άρα συναληθεύοντας και τους 

τρεις περιορισμούς, συμπεραίνω ότι Df =[-
2
1 ,0)(0, 

3
1 ]. 

β) Παρατηρώ ότι 
0x

lim


( x21x31  )=0=
0x

lim


x5, δηλαδή το όριο έχει την 

απροσδιόριστη μορφή 
0
0 . Μετασχηματίζω την f(x) έτσι ώστε να αρθεί η 

απροσδιοριστία. Ισχύει  

f(x)=
5x

x21x31  =
)x21x31(x

)x21x31)(x21x31(
5 

 =

)x21x31(x
)x21()x31(

5 
 = 

)x21x31(x
x5

5 
 =

4x
5


x21x31
1


. 

Άρα 
0x

lim


f(x)=
0x

lim


 
4x
5

0x
lim
 x21x31

1


=-∞(
2
1 )=-∞. 

 

4 Να προσδιοριστούν τα α,β,γR, έτσι ώστε η συνάρτηση:  

f(x)=















1x  
1-x

3γxβx

1x           
1x
4αx

2
2  να έχει όριο πραγματικό αριθμό στη θέση x0=1.  

Λύση: 

 

Παρατηρώ ότι 
1x

lim (αx+4)=α+4 και 
1x

lim (x2-1)=0. Αν μάλιστα, επειδή x1-, 

περιοριστώ για τα x, στο διάστημα (
2
1 ,1), τότε x2-1<0 οπότε 

1x
lim

1x
4xα

2 
 =(α+4)(-∞). 

Αν α+4≠0 τότε το γινόμενο (α+4)(-∞) είναι ή -∞ ή +∞, δηλαδή μη πραγματικός 

αριθμός. Επομένως αναγκαία συνθήκη για να είναι το 
1x

lim


f(x)R, είναι η α=-4. 

Τότε 
1x

lim f(x) =
1x

lim
)1x)(1x(

)1x(4


 =
1x

lim
1x

4

 =-2. 
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   Με ανάλογες σκέψεις για το 
1x

lim f(x) βρίσκω ότι πρέπει β+γ=-3. 

   Όμως πρέπει να ισχύει 
1x

lim f(x)=-2. Δηλαδή -2=
1x

lim f(x)=
1x

lim
1x

γβxγβx 2


 = 

1x
lim

1x
)1xγ()1β(x 2


  =

1x
lim [β(x+1)+γ]=2β+γ. 

   Από το σύστημα των β+γ=-3, 2β+γ=-2, βρίσκω ότι πρέπει β=1 και γ=-4. 

Με τις ευρεθείσες τιμές για τα α,β,γ εύκολα διαπιστώνω ότι 
1x

lim f(x) =
1x

lim f(x)=-2. 

2ος Τρόπος: Έστω g(x)=
1x
4xα

2 
 , x≠1. Τότε g(x)(x2-1)=αx+4 οπότε 

1x
lim [g(x)(x2-1)] = 

1x
lim (αx+4)  0=α+4  α=-4 κλπ. 

 

5 Αν για την συνάρτηση f ορισμένη στο R ισχύει 


 
0x x

lim f(x)   , να βρεθούν οι 

πραγματικοί αριθμοί κ και λ τέτοιοι ώστε:  λ]-κf(x)-32f(x)(x)f[lim 3 3
0xx




= 0. 

Λύση: 

 

Επειδή 


  f(x)lim
0xx

, ισχύει f(x)>0 κοντά στο x0. 

Όμως g(x)= 3
32

3 ]
)x(f

3
)x(f

21)[x(f  -κf(x)-λ=f(x) 3
32 )x(f
3

)x(f
21  -κf(x)-λ= 

f(x)[ 3
32 )x(f
3

)x(f
21  -κ- λ

f(x)
]. Επειδή δε 

0xx
lim


3
32 )x(f
3

)x(f
21  =1, τότε 

0x x
lim g(x)


=(+∞)(1-κ)≠0, αν 1-κ≠0. 

Άρα αναγκαία συνθήκη για να ισχύει  λ]-κf(x)-32f(x)(x)f[lim 3 3
0xx




=0 είναι η 1-

κ=0  κ=1. 
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Επειδή x-y=
22

33

yxyx
yx


  (1), έχουμε 3 3 32f(x)(x)f  -f(x)= 

  )x(f)x(f3)x(f2)x(f3)x(f2)x(f

)x(f3)x(f2)x(f
23 33 23

33



 = 

1
)x(f

3
)x(f

21
)x(f

3
)x(f

21

)x(f
3

)x(f
2

3
32

3

2

32

2












 

(διαιρούμε και τους δύο όρους του κλάσματος με το f2(x)). 

Τότε  f(x)]-32f(x)(x)f[lim 3 3
0xx




=
1001001

00
33 
 =0. 

Όμως θέλω  λ]-f(x)-32f(x)(x)f[lim 3 3
0xx




= 0, πράγμα που σημαίνει ότι πρέπει 0-

λ=0  λ=0. 

  Αντικαθιστώντας όπου κ=1 και λ=0 και χρησιμοποιώντας την (1) διαπιστώνω 

πράγματι ότι  f(x)-32f(x)(x)f[lim 3 3
0xx




= 0. 

 

6 Αν 
22)(x

f(x)lim
2 x 

=-∞, μπορούμε να βγάλουμε κάποιο συμπέρασμα για το 

f(x)lim
2x 

, αν είναι γνωστό ότι υπάρχει; 

Λύση: 

 

α) Έστω ότι f(x)lim
2x 

= kR.  

Τότε αν k≠0, 
22)(x

f(x)lim
2 x 

= f(x)lim
2x 


2x

lim
 2)2x(

1


=k(+∞), όμως από την υπόθεση 

θα πρέπει k(+∞)=-∞, επομένως k<0. Μια τέτοια συνάρτηση είναι για παράδειγμα η 

f(x)=-1. 

Μπορεί όμως το k να είναι και το 0. Πράγματι έστω f(x)=-x+2. Τότε f(x)lim
2x 

=0, 

ενώ 
22)(x

f(x)lim
2 x 

= 22x

2x
lim

2 x 




=
2x

lim


(-
2x

1


)=-∞. 

β) Έστω ότι f(x)lim
2x 

R.  
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Τότε 
22)(x

f(x)lim
2 x 

= f(x)lim
2x 


2x

lim
 2)2x(

1


 το οποίο ισούται: α) είτε με 

(+∞)(+∞)=+∞, αν f(x)lim
2x 

=+∞, το οποίο όμως δεν μπορεί να συμβαίνει γιατί από 

την υπόθεση 
22)(x

f(x)lim
2 x 

=-∞, είτε β) με (-∞)(+∞)=-∞, δεκτό. Επομένως, το 

f(x)lim
2x 

 μπορεί να είναι -∞. Για παράδειγμα f(x)=-
2x

1


. 

 

7 Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
ββx
ααx

22

22



 . 

α) Να βρεθεί το πεδίο ορισμού της. 

β) Να υπολογισθεί το όριο 
0x

lim


f(x). 

Λύση: 

 

α) Ισχύει 22 βx  -β=0 22 βx  =βx=0 και β≥0. Άρα για το πεδίο ορισμού που 

εξαρτάται από το β έχουμε: 

1) β<0 τότε Df=R 

2) β≥0 τότε Df=R-{0} 

β) i) β<0 τότε Α=
ββx
ααxlim

22

22

0x 




=
ββ
αα




=
β2
αα




. Επομένως Α=0 αν α≥0, ή 

Α=
β
α αν α<0. 

     ii) Αν β=0 τότε Α=
x

ααxlim
22

0x



=

α)αx(x
α)αxα)(αx(lim

22

2222

0x 




 

=
ααx

x
lim

220x 
=

αα
0


=0 για α>0. Αν και α=0 τότε Α=
x
x

lim
0x

=1. 

Έστω τώρα α<0, τότε Α=
x

ααxlim
22

0x



=

x
1lim

0x
)ααx(lim 22

0x



=(+∞)(α-

α)= (+∞)(-2α)=+∞. 

iii) Έστω τώρα β>0, τότε 
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αν α<0, έχουμε Α=
ββx
ααxlim

22

22

0x 




=
ββx

1lim
220x  0x

lim


( )ααx 22  =+∞(-

2α)=+∞, αφού ββx 22  ≥0. 

Αν α=0 τότε  

Α=
ββx

x
lim

220x 
=

β)βx(β)βx(

β)βx(x
lim

2222

22

0x 




=
0x

lim


( )ββx 22  =2β.  

Έστω τώρα α>0, τότε  

Α=
ββx
ααxlim

22

22

0x 




=
α)αx(β)βx(β)βx(

β)βx(α)αx(α)αx(
lim

222222

222222

0x 




=

ααx

ββx
lim

22

22

0x 




=
αα
ββ




=
2α
β2 =

α
β . 

Τελικά:  







Α0αΑ0α
β
αΑτότε0α0β1Ατότε0α0β2βΑτότε0α0β

0Α0α0Α0α
α
βΑ0α

 

8 Δίνεται η συνάρτηση f(x) ορισμένη στο (-
2
π ,0)(0,

2
π ). Αν ισχύει 

0x
lim
 11x

συνx)f(x)(1


 =-∞, να υπολογισθεί το 
0x

lim


f(x). 

Λύση: 

 

Θέτουμε 
11x

συνx)f(x)(1


 =g(x), x(-
2
π ,0)(0,

2
π ). Τότε f(x)=g(x)

xσυν1
11x




= 

g(x)
1)1xσυνx)((1

1)1x(1)1x(




=g(x)

1)1xσυνx)((1

x


=g(x)

x
xσυν1

1
 11x

1


 

Επομένως 
0x

lim


f(x)=
0x

lim


g(x)
0x

lim


x
xσυν1

1
 0x

lim
 11x

1


=(-∞)(+∞)
2
1 =-∞. 
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9 Δίνεται η συνάρτηση f με πεδίο ορισμού το R και f(x)+x-3≠0 για κάθε xR. Αν 

επιπλέον ισχύει 
x 0

lim f(x) - 3
f(x) + x - 3

=+∞, να υπολογισθεί το 
x 0

lim f(x). 

Λύση: 

 

Θέτουμε  g(x)= f(x)-3
f(x)+x-3

 (1), για κάθε xR. Τότε 
x 0
lim


g(x)=+∞. 

Λύνοντας την (1) ως προς f(x), όπου f(0)3, άρα g(x)1, έχουμε τη σχέση: 

f(x)= (x-3)g(x)+3
1-g(x)

=

3x-3+
g(x)

1 -1
g(x)

, για x0, επομένως 
x 0
lim


f(x)= -3+0
0-1

=3. 

10 Να βρεθεί το λR έτσι ώστε το 
2x 1
x + 3 - λlim

x + x - 2
να είναι πραγματικός αριθμός. 

Λύση: 

1ος Τρόπος: 

Παρατηρούμε ότι  x 1
lim x+3-λ


=2-λ, ενώ 
x 1
lim


(x2+x-2)=0, επομένως αναγκαία 

συνθήκη για να είναι το όριο πραγματικός αριθμός είναι η 2-λ=0  λ=2. Πράγματι 

διαφορετικά το 
2x 1
x+3-λlim

x +x-2
 θα είναι +∞ ή -∞, ανάλογα αν το 2-λ είναι θετικός ή 

αρνητικός. 

Για λ=2 έχουμε 
2x 1
x+3-2lim

x +x-2
=

  
 2x 1

x+3-2 x+3+2
lim

(x +x-2) x+3+2
=

 x 1
x 1lim

(x-1)(x+2) x+3+2
 = 

 x 1
1lim

(x+2) x+3+2
= 1

12
. 

2ος Τρόπος: Έστω g(x)=
2

x+3-λ

x +x-2
 τότε g(x)(x2+x-2)= x+3-λ  (1). Με την προϋπόθεση 

ότι 
x 1
lim


g(x)R, παίρνοντας τα όρια και των δύο μελών της (1), συμπεραίνουμε ότι 

0=2-λ κλπ. Προσοχή χρειάζεται και επαλήθευση γιατί η συνθήκη λ=2 είναι μόνο 

αναγκαία. 
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11 Να βρεθεί (αν υπάρχει) λR έτσι ώστε το 
2

4x -1
λx - 3x + 2lim

(x +1)
να είναι πραγματι-

κός αριθμός.  

Λύση: 

Έστω ότι υπάρχει λR, τέτοιο ώστε 
2

4x -1
λx -3x+2lim

(x+1)
=kR. Τότε αν 

2

4

λx -3x+2

(x+1)
=g(x) 

για κάθε x≠-1 θα ισχύει (x+1)4g(x)=λx2-3x+2, επομένως παίρνοντας τα όρια και των 

δύο μελών συμπεραίνουμε ότι 0·k=λ+5  λ=-5. 

Η συνθήκη όμως αυτή είναι αναγκαία, γιατί υποθέσαμε ότι το 
x -1
lim g(x)


=kR, ως εκ 

τούτου δεν είναι και ικανή. Γι’ αυτό πρέπει να κάνουμε επαλήθευση. 

Όμως 
2

4x -1
-5x -3x+2lim

(x+1)
=

4x -1

2-5(x+1) x-
5lim

(x+1)

 
 
  = 3x -1

2-5 x-
5lim

(x+1)

 
 
  . 

Αλλά 3+x -1

2-5 x-
5lim

(x+1)

 
 
  =7·(+∞)=+∞. Επομένως δεν υπάρχει λR, τέτοιο ώστε 

2

4x -1
λx -3x+2lim

(x+1)
R. 
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ΑΛΥΤΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 
1 Να βρεθούν αν υπάρχουν τα παρακάτω όρια: 

α) 41)(x
3lim

1x 



       β) 

1x
1x2






2

--1x
xlim       γ) 

xx
2xlim

2

+0x




       δ) 
34xx

1xlim 2

2

3x 



 

ε) 
2x
xxlim

2

2x 



        ς) 

2x
xxlim

2

2x 



              ζ) 2

2

)2x(
2xxlim

2x 



   η) 2)1x(

1xlim
1x 




 

θ) 















 1x
1

1x
1lim

1x
     ι) 2x 2

1 4lim -
x-2 x -4

 
  

. 

2 Να υπολογισθεί το όριο 
2 2

2 2x 0

2x -ημ xlim
x ημ x

. 

3 Να βρεθεί το όριο της συναρτήσεως f(x)=
3 2

2

x -αx +(α+3)x-12
x -4

 στο x0=2 όταν α R. 

4 Να βρεθεί το λ έτσι ώστε το 3 3x λ

x-λlim
x -λ

 να είναι πραγματικός αριθμός.  

5 Αν f(x)=
2

2

αx -x+β
(x-1)

, να βρεθούν τα α,βR έτσι ώστε να υπάρχει στο R το )x(flim
1x

.  

6 Δίνεται η συνάρτηση f με πεδίο ορισμού το R. Αν 
x 1

f(x)(x-1)lim
x-1

=+ , να βρείτε το 

)x(f
1x

lim


. 

7 Δίνεται η συνάρτηση f με πεδίο ορισμού το R. Αν  6

x -1
lim x+1 f(x)


 
  =7, να βρείτε 

το 
x -1
lim f(x)


. 

8 Δίνεται το σύστημα: 
1-(μ+2)x+(λ+1)y=
2

-x+μy= 3






 και οι κάθετες ευθείες 2μy+1-x=0 και 

λx+y-2=0. Αν το σύστημα δεν έχει μοναδική λύση να βρεθεί το 

x
lim

2 2

2

(2μ-x) +x +2λ
x -λx

 όπου λ,μ(0,+∞).  
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9 Δίνονται οι συναρτήσεις f,g με πεδίο ορισμού το R, τέτοιες ώστε 
x 2

f(x)lim
x

=+∞ και 

 2

x 2
lim g(x) x +2


   =-∞. Να υπολογισθεί το  
x 2
lim f(x)g(x)


. 

10 Αν για την συνάρτηση f ορισμένη στο R ισχύει 


  f(x)lim
0xx

, να βρεθούν οι 

πραγματικοί αριθμοί κ και λ τέτοιοι ώστε:  λ]-κf(x)-8f(x)(x)f[lim 2

xx 0
9


= 0.   

11 Να βρεθεί το λR έτσι ώστε το 
2x

λ4xlim
2

2 x 




x να είναι πραγματικός αριθμός.  

12 Να βρεθεί (αν υπάρχει) λR έτσι ώστε το 
2 2

2x -1
λx +3x+3-λlim

(x+1)
να είναι πραγ-

ματικός αριθμός. 

13 Δίνεται η συνάρτηση f με πεδίο ορισμού το R και f(x)+1≠0 για κάθε xR. Αν 

επιπλέον ισχύει 
x 2
lim


f(x)-3
f(x)+1

=+∞, να υπολογισθεί το 
x 2
lim


f(x). 

14 Δίνεται η συνάρτηση f με πεδίο ορισμού το R και 2f(-x)-5f(x)=-3x2-7x για κάθε 

xR. Να υπολογισθεί το 
x 0
lim


f(x)+2
f(x)-x

. 

15 Δίνεται η άρτια συνάρτηση f με πεδίο ορισμού το R. Αν 
x 0-
lim


[(x2+1)f(x)]=-∞, να 

υπολογισθεί (αν υπάρχει), το 
x 0
lim


[(x2+1)f(x)]. 

16 Τι συμβαίνει με το 
x 1
lim


f(x) για τις διάφορες τιμές του λR, όπου f(x)= 

2 23x -2λx-λ
x-1

; 

17 Αν 
0x xlim


f(x)=-∞, να υπολογισθεί το  

0x xlim


2 2 2f (x) f (x) x f (x)    .  
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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ-ΥΠΟΔΕΙΞΕΙΣ 
 

1 α) -∞, β) +∞, γ) +∞, δ) Δεν υπάρχει αφού 
34xx

1xlim 2

2

3x 



=+∞, ενώ 

34xx
1xlim 2

2

3x 



=-∞, ε) -∞, ς) +∞, ζ) +∞, η) +∞, θ) f(x)=











1  x
1-x

2
1      x0

, δεν υπάρχει, 

ι) 1
4

.          2 Ισχύει 
2 2

2 2

2x -ημ x
x ημ x

=

2

2

ημx2-
x

ημ x

 
 
   και 2x 0

1lim
ημ x

=+∞, τελικά το όριο είναι 

+∞.          3 Αν α=1 τότε 
x 2
lim f(x)


=3, αν α≠1 τα πλευρικά όρια δεν ταυτίζονται.             

4 Θέτω 
33 λx
λx



 =g(x). Θέλω 
λx

lim


g(x)=kR. Η αναγκαία συνθήκη είναι λ=0 ή λ=1. 

Δεκτή μόνο η λ=1 (κατόπιν επαληθεύσεως).          5 Ισχύει f(x)(x-1)2=αx2-x+β, x≠1. 

Έστω )x(flim
1x

=kR.. Τότε πρέπει k0=α-1+β. Θέτω στην f(x) στη θέση του β το 1-

α, απλοποιώ και επαναλαμβάνω το προηγούμενο βήμα. Οι τιμές α=β=
2
1  είναι 

αναγκαίες και θέλουν επαλήθευση.          6 Θέτουμε f(x)(x-1)
x -1

=g(x), τότε 

x 1
limg(x)


=+∞, ενώ f(x)= 



1x

)1x)(x(g  
)1x)(1x(

)1x)(x(g


  κλπ, 
x 1
limf (x)


=+∞.          7 

Θέτουμε  6x+1 f(x) =g(x) κλπ, +∞.          8 Ισχύει 
-μ-2 λ+1
-1 μ

=0 και -λ
2μ

=-1, τελικά 

μ=1 και λ=2, -∞          9 Θέτουμε α(x)= f(x)
x

, x≠0 και β(x)=  2g(x) x +2 . Τότε 

f(x)g(x)= 2

x
x +2

α(x)β(x) κλπ  
x 2
lim f(x)g(x)


=-∞.          10 Βλέπε από τις λυμένες 

ασκήσεις την 5), κ=1 και λ=4.          11 Βλέπε από τις λυμένες ασκήσεις τη 10), λ=4. 

12 (Βλέπε από τις λυμένες την 10). Αναγκαία συνθήκη είναι λ=0 ή λ=1. Καμία όμως 

και από τις δύο τιμές δεν είναι και ικανή. Έτσι για λ=0, έχουμε το 

x -1 2

3(x+1)lim
(x+1)

=
x -1

3lim
x+1

, το οποίο δεν υπάρχει αφού 
x -1-

3lim
x+1

=-∞, ενώ 
+x -1

3lim
x+1

=+∞. 
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Ομοίως και για το λ=1.          13 Βλέπε από τις λυμένες την 9, ισχύει 
x 2
lim


f(x)=-1.          

14 Θέτουμε στη σχέση 2f(-x)-5f(x)=-3x2-7x, η οποία ισχύει για κάθε xR, στη θέση 

του x το –x. Τότε 2f(x)-5f(-x)=-3x2+7x. Από τις δύο τελευταίες απαλοίφουμε το f(-x) 

και βρίσκουμε f(x)=x2+x. Τότε 
x 0
lim


f(x)+2
f(x)-x

=+∞. 

15 Θέτουμε όπου x=-t. Τότε -∞=
x 0-
lim


[(x2+1)f(x)]=
+t 0

lim


[(t2+1)f(-t)]=
+t 0

lim


[(t2+1)f(t)]. 

Άρα 
x 0
lim


[(x2+1)f(x)]=-∞.          16 Ισχύει 
x 1
lim


(3x2-2λx-λ2)=-λ2-2λ+3=-(λ+3)(λ-1). 

Επίσης λόγω του προσήμου του τριωνύμου θα ισχύει: α) 

x 1
lim


f(x)=-∞, όταν λ(-∞,-3)(1,+∞), β) 
x 1
lim


f(x)=+∞, 

όταν λ(-3,1). Αν λ=-3 ή λ=1 τότε το 
x 1
lim


f(x) δεν υπάρχει, αφού 
x 1

x-1lim
x-1

=-1, ενώ 

x 1

x-1lim
x-1

=1.          17 Ισχύει 2 2 2f(x) f (x)+x +f (x) =f(x)  2 2f (x)+x +f(x) =f(x)· 

2 2 2

2 2

f (x)+x -f (x)
f (x)+x -f(x)

 = 
2

2 2

f(x) x
f (x)+x -f(x)

  = 
2

2

2

f (x) x
xf(x) 1+ -f(x)

f (x)

  = 
2

2

2

x
x- 1+ +1

f (x)

, αφού 

0x xlim


f(x)=-∞, άρα σε μια περιοχή του x0, ισχύει f(x)<0. Επομένως 
0x xlim


f(x)=-

2

0x
2

. 

     λ -∞   -3      1        +∞ 

-λ2-2λ+3    -    +     -        
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§ 4.4   ΟΡΙΟ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΣΤΟ ΑΠΕΙΡΟ 

 

 Έστω μια συνάρτηση f, με πεδίο ορισμού που περιέχει ένα διάστημα της 

μορφής (α,+∞). Όταν το x αυξάνεται απεριόριστα και: 

α) οι τιμές της συναρτήσεως αυξάνονται απεριόριστα τότε γράφουμε  

lim
x→+∞

f(x) = +  

β) οι τιμές της συναρτήσεως μειώνονται απεριόριστα τότε γράφουμε  

lim
x→+∞

f(x) = -  

γ) Όταν οι τιμές τις συναρτήσεως f πλησιάζουν όσο θέλουμε ένα πραγματικό 

αριθμό , τότε γράφουμε 

lim
x→+∞

f(x) =  



+

f(x)

+x

Cf

y

x0

 





-

f(x)

+x

Cf

y

x0

 

 





f(x)

+x

Cf

y

x0

 

 
 Αντίστοιχα ισχύουν όταν x→-∞. Η συνάρτηση τότε θα πρέπει να έχει πεδίο 

ορισμού που να περιέχει ένα διάστημα της μορφής (-∞,α). 
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Προσοχή 
 

 Για τα όρια συναρτήσεως στο +∞ η -∞ ισχύουν οι γνωστές ιδιότητες των ορίων στο 

x0. 

 

Παρατήρηση: 

 

 Χρήσιμα για τις ασκήσεις είναι και τα παρακάτω όρια: 

ν

x +
lim x
 

=+∞, όπου νΝ* 
±

lim
x  ν

1
x

=0,  νΝ* ν

x
lim x


=
,   αν ν αρτιος

- ,  αν ν περιττος


 




 

 

Όρια βασικών συναρτήσεων 

 

 Αν Ρ(x)=ανxν+αν-1xν-1+...+α0, με αν≠0 τότε 
x ±
lim P(x)
 

= ν
νx ±

lim (α x)
 

. 

 
ν ν-1

ν ν-1 1 0
μ μ-1

μ μ-1 1 0
x ±

α x +α x +...+α x+αlim
β x +β x +...+β x+β 

=
ν

ν
μ

μ
x ±

α xlim
β x 

, με αν≠0, βμ≠0. 

 Αν α>1 τότε    

           

 

 

 

 Αν 0<α<1 τότε      

 

 

 

 

 

Λυμένες Ασκήσεις 

 

1 Να βρεθούν τα όρια: 

α) 2
x
lim(-x - x -1)
→±∞

            β) 
5

2x

x +1lim
x + 1

            γ) 2

x
lim x - 5x + 6
→±∞

 . 

x

x
lim α


=0 

 

x

x
lim α


=+∞ 

 
αx 0

limlog x=-


  

 
αx

lim log x=+


  

 

x

x
lim α


=+∞ 

 

x

x
lim α


=0 

 
αx 0

lim log x=+


  

 
αx

lim log x=-


  
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Λύση: 

α) Ισχύει 2
x ±
lim (-x -x-1)
→ ∞

= 2
x ±
lim (-x )
→ ∞

=-∞. 

β) 
5

2x ±

x +1lim
x +1 

=
5

2x ±

xlim
x 

= 3

x ±
lim x
 

=∞. 

γ) Πρέπει x2-5x+6≥0  x(-∞,2)(3,+∞), επομένως έχει νόημα το όριο όταν 

x→∞. 

Όμως 2x -5x+6 = 2

2

5 6x 1- +
x x

 
 
 

=
2

5 6x 1- +
x x

, επομένως 2

x ±
lim x -5x+6
→ ∞

= 

x ±
lim
  2

5 6x 1- +
x x

 
  
 

=+∞·1=+∞. 

 

2 Να βρεθούν τα όρια: 

α) 
x

2lim ( x + 1 + x)
→+∞

       β) 
x

2lim( x + 1 - x)
→-∞

       γ)
2

x

x + 3 - xlim
x +1

 

Λύση: 

 

α) Το πεδίο ορισμού της 2x +1+x  είναι το R. Ισχύει Α= 2

x +
lim ( x +1+x)
→ ∞

= 

2
2x +

1lim x 1+ x
x

        → ∞
= 2x +

1lim x 1+ x
x

 
  

 → ∞
.  

Όμως επειδή x→+∞, περιοριζόμαστε στα x>0, οπότε: 

Α= 2x +

1lim x 1+ x
x

 
  

 → ∞
= 2x +

1lim x 1+ 1
x

  
      → ∞

=
x +
lim x
→ ∞

· 2x +

1lim 1+ 1
x

 
  

 → ∞
=+∞·

 1 1 =+∞·2=+∞. 

β) Όπως προηγουμένως καταλήγουμε ότι: 

Α= 2

x +
lim ( x +1-x)
→ ∞

=
x +
lim x
→ ∞

· 2x +

1lim 1+ -1
x

 
  
 → ∞

=+∞·0, η οποία είναι απροσδιόριστη 

μορφή. Για να αρθεί η προηγούμενη απροσδιοριστία, χρησιμοποιούμε την ταυτότητα 

α-β=
2 2α -β

α+β
, με α= 2x +1  και β=x. Τότε ισχύει: 
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2x +1-x =
2 2

2

x +1-x
x +1+x

=

2

1
1x 1+ 1
x

 
 

 

=

2

1 1
x 11+ +1

x

  για x>0. 

Επομένως Α=
x +
lim
→ ∞

1
x

·
x +
lim
→ ∞

2

1
11+ +1
x

=0· 1
2

=0. 

γ) Το πεδίο ορισμού της συναρτήσεως 
2x +3-x
x+1

 είναι το R-{-1}. 

Ισχύει 
2x +3-x
x+1

=
2

3x 1+ -x
x
1x 1+
x

 
 
 

. 

Αν x→+∞, περιοριζόμαστε στα x>0, οπότε: 
2x +3-x
x+1

=
2

3x 1+ -x
x
1x 1+
x

 
 
 

=
2

31+ -1
x
11+
x

 και 

επομένως 
2

x

x +3-xlim
x+1

=0. 

Αν x→-∞, περιοριζόμαστε στα x<0, οπότε: 
2x +3-x
x+1

=
2

3-x 1+ -x
x
1x 1+
x

 
 
 

=-
2

31+ +1
x
11+
x

 και 

επομένως 
2

x

x +3-xlim
x+1

=-2. 

 

3 Να βρεθεί το όριο 2

x
lim ( x - 4x + 3 - x)
→±∞

. 

Λύση: 

 

Ισχύει x2-4x+3≥0  x(-∞,1][3,+∞), επομένως το πεδίο ορισμού της συναρτήσεως  

είναι το (-∞,1][3,+∞). 

Ισχύει 2x -4x+3-x =
2

4 3x 1- + -x
x x

. 

Αν x→-∞, περιοριζόμαστε στα x<0, οπότε 2x

4 3lim -x 1- + 1
x x

  
      →-∞

=+∞·2=+∞. 
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Αν x→+∞, περιοριζόμαστε στα x>3, οπότε 2x +

4 3lim x 1- + -1
x x

  
      → ∞

=+∞·0 η οποία 

είναι απροσδιόριστη μορφή. Για να αρθεί η προηγούμενη απροσδιοριστία, χρησι-

μοποιούμε την ταυτότητα α-β=
2 2α -β

α+β
, με α= 2

4 31- +
x x

 και β=1. Τότε ισχύει: 

2

4 31- + -1
x x

=
2

2

4 31- + -1
x x
4 31- + +1
x x

=
2

2

4 3- +
x x
4 31- + +1
x x

, οπότε x·
2

2

4 3- +
x x
4 31- + +1
x x

=

2

3-4+
x

4 31- + +1
x x

. 

Όμως το τελευταίο κλάσμα έχει όριο το -2 όταν x→+∞. 

 

4 Αν f(x)=
2x

1 + x
-αx-β να βρεθούν τα α,β έτσι ώστε 

x ±
lim f(x) = 0
→ ∞

. 

Λύση: 

 

Ισχύει f(x)=
2(1-α)x -(α+β)x-β
1+x

, επομένως αν 1-α≠0, τότε  

x ±
lim f(x) =
→ ∞

 
x ±
lim
→ ∞

2(1-α)x -(α+β)x-β
1+x

=
x ±
lim
→ ∞

2(1-α)x
x

=
x ±
lim
→ ∞

 (1-α)x .  

Το τελευταίο όμως όριο είναι +∞ ή -∞ ανάλογα με το πρόσημο του 1-α και του πού 

τείνει το x. 

Επομένως για να είναι 
x ±
lim f(x)=0
→ ∞

 θα πρέπει 1-α=0  α=1.  

Τότε f(x)= -(1+β)x-β
1+x

. Αν β+1≠0 τότε 
x ±
lim f(x)=-(1+β)
→ ∞

≠0, επομένως πρέπει –(1+β)=0, 

δηλαδή β=-1. Τότε f(x)= 1
1+x

 και 
x ±
lim f(x)=0
→ ∞

. Άρα τελικά α=1, β=-1. 

 

5 Να υπολογιστούν τα α, β, γR έτσι ώστε (


4 2

x
lim x - 2x + 7x +1 -αx2-βx-γ)=0 

Λύση: 

 

Το υπόριζο όταν το x→+∞ έχει όριο το +∞, επομένως τελικά παίρνει θετικές τιμές. 

Επομένως το όριο έχει νόημα. 
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Ισχύει 4 2x -2x +7x+1 -αx2-βx-γ=x2
2 3 4 2

2 7 1 β γ1- + + -α- -
x x x x x

 
 
 

, η τελευταία συνάρ-

τηση έχει όριο το +∞(1-α), το οποίο για α≠1 δεν ισούται με το μηδέν. Επομένως μια 

αναγκαία συνθήκη είναι η α=1. 

Τότε 4 2x -2x +7x+1 -x2-βx-γ=
 24 2 2

4 2 2

x -2x +7x+1- x +βx+γ

x -2x +7x+1 x +βx+γ
= 

3 2 2 2

2
2 3 4 2

-2βx -(β +2+2γ)x +(7-2βγ)x+1-γ
2 7 1 β γx 1- + + +1+ +
x x x x x

 
 
 

= x

2 2

2 3

2 3 4 2

β +2+2γ 7-2βγ 1-γ-2β- + +
x x x

2 7 1 β γ1- + + +1+ +
x x x x x

 το οποίο όταν το 

x→+∞ έχει όριο το +∞(-β), άρα αναγκαία συνθήκη για να είναι το αρχικό όριο μηδέν 

είναι η β=0. 

Τελικά 

 4 2x -2x +7x+1 -x2-γ=
2 2

2
2 3 4 2

-(2+2γ)x +7x+1-γ
2 7 1 γx 1- + + +1+
x x x x

 
 
 

= 

2

2

2 3 4 2

7 1-γ-(2+2γ)+ +
x x

2 7 1 γ1- + + +1+
x x x x

  το 

οποίο όταν το x→+∞ έχει όριο το -1-γ, το οποίο το θέλω μηδέν άρα πρέπει γ=-1. 

Θα δείξουμε ότι  4 2

x +
lim ( x -2x +7x+1
 

-x2+1)=0. 

Πράγματι 4 2

x +
lim ( x -2x +7x+1
 

-x2+1)= 
x +
lim
 

2 3 4 2

7
x

2 7 1 11- + + +1-
x x x x

=0. 

Άρα α=1, β=0, γ=-1. 

Προσοχή 

 

Η επαλήθευση ήταν απαραίτητη αφού οι συνθήκες α=1 και β=0 ήταν καταρχήν 

αναγκαίες (χωρίς να γνωρίζουμε ότι ήταν και ικανές) για να είναι το όριο μηδέν. 

 

6 Αν μR να υπολογισθεί το 
 

2 2

x +
lim( μx + 2x + 1 - x +1) . 

Λύση: 

 



 61 

Ισχύει 2

x +
lim(μx +2x+1)
 

= 2

x +
lim (μx )
 

=-∞ όταν μ<0. Επομένως για να έχει νόημα το 

ζητούμενο όριο πρέπει μ≥0, αφού τότε 2

x +
lim(μx +2x+1)
 

=+∞. 

Όμως 2 2μx +2x+1- x +1=
2 2

2 1 1x μ+ + - 1+
x x x

 
  
 

. 

Επομένως Α= 2 2

x +
lim( μx +2x+1- x +1)
 

=
x +
lim
  2 2

2 1 1x μ+ + - 1+
x x x

  
      

. 

Άρα για μ>1 ισχύει Α=+∞·  μ-1 =+∞, για 0≤μ<1 Α=+∞·  μ-1 =-∞, ενώ για μ=1 

έχουμε την απροσδιόριστη μορφή +∞·0. 

Για να αρθεί η προηγούμενη απροσδιοριστία, χρησιμοποιούμε την ταυτότητα: 

α-β=
2 2α -β

α+β
, με α= 2x +2x+1  και β= 2x +1 . Τότε ισχύει: 

2 2x +2x+1- x +1 =
2 2

2x
x +2x+1+ x +1

=

2 2

2x
2 1 1x 1+ + + 1+
x x x


 
  
 

 για x>0. 

Άρα Α=2. 

 

7 Για τις διάφορες πραγματικές τιμές του μ να υπολογισθεί το όριο: 

 
3 2

2x

(μ - 2)x + μx + 1lim
μ -1 x +1

. 

Λύση: 

 

Η συνάρτηση f(x)=
 

3 2

2

(μ-2)x +μx +1
μ-1 x +1

 ορίζεται σε διάστημα της μορφής (-∞,α), όπου α 

κατάλληλος αριθμός ώστε να μην μηδενίζεται ο παρονομαστής. 

 Έστω (μ-2)(μ-1)≠0  μ≠1,2. Τότε 
 

3 2

2x -

(μ-2)x +μx +1lim
μ-1 x +1 

=
 

3

2x -

(μ-2)xlim
μ-1 x 

= 

 x -

(μ-2)lim x
μ-1 

. 

Όμως όταν μ-2
μ-1

>0  (μ-1)(μ-2)>0  μ(-∞,1)(2,+∞), τότε 
 x -

(μ-2)lim x
μ-1 

=-∞. 
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Όταν όμως μ-2
μ-1

<0 δηλαδή όταν μ(1,2), τότε 
 x -

(μ-2)lim x
μ-1 

=+∞. 

 Αν μ=1 τότε 
x -
lim f(x)
 

=  3 2

x -
lim -x -x +1
 

=  3

x -
lim -x
 

=-(-∞)=+∞. 

 Αν μ=2 τότε 
x -
lim f(x)
 

=
2

2x -

2x +1lim
x +1 

=
2

2x -

2xlim
x 

=2. Άρα 

x -
lim f(x)
 

=
,  αν μ (- ,1) (2,+ )
,                    αν μ [1,2)

2,                              αν μ=2

    
 



. 

 

8 Αν για τη συνάρτηση f ορισμένη στο R ισχύει  x -lim (f(x) + 2x) =1, να βρεθούν τα 

όρια: 

α)  x -lim f(x)              β)  

  
      

x -
1lim f(x) 1+ -1
x

. 

Λύση: 

 

α) Θέτουμε f(x)+2x = g(x), προφανώς x -lim g(x)  =1. Όμως f(x)=g(x)-2x, επομένως 

x -lim f(x)  =  x -lim g(x)-2x   = 1-(-∞)=1+(+∞)=+∞. 

β) Επειδή x -
1lim 1+ -1
x 

 
  
 

=0, το όριο x -
1lim f(x) 1+ -1
x 

  
      

 έχει την απροσδιόριστη 

μορφή +∞·0. 

Για να αρθεί η προηγούμενη απροσδιοριστία, θέτουμε στη θέση της f(x) την ίση της 

g(x)-2x (βλ. ερ. α)). Τότε: 

1f(x) 1+ -1
x

 
  
 

=   1g(x)-2x 1+ -1
x

 
   
 

=g(x) 11+ -1
x

 
  
 

1-2x 1+ -1
x

 
  
 

. 

Όμως x -
1lim g(x) 1+ -1
x 

  
      

=1·0=0. 

Επίσης ισχύει:  

12x 1+ -1
x

 
   
 

=2x·

11 1
x
11+ 1
x

 


, επομένως x -

1
xlim 2x· 
11+ 1
x

 

 
 
 
   

= x -
2lim
11+ 1
x

 

 
 
 
   

=1. 
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Άρα τελικά x -
1lim f(x) 1+ -1
x 

  
      

=0-1=-1. 

 

9 Αν για την συνάρτηση f ισχύει x2-x+2≤xf(x)≤x2-x+3, για κάθε x(0,+∞) να 

βρεθούν τα όρια: 

α) xlim f(x)              β) x
f(x)lim
x

              γ)  xlim f(x) - ημx . 

Λύση: 

 

α) Επειδή x2-x+2>0 για κάθε xR (Δ=-7<0, α=1>0), συμπεραίνουμε ότι f(x)>0 για 

κάθε x(0,+∞). Επομένως 0<
2x -x+2

x
<f(x)<

2x -x+3
x

 ή 
2

x
x -x+2

> 1
f(x)

>
2

x
x -x+3

. 

Όμως x +lim
  2

x
x -x+2

= x +lim
  2

x
x -x+3

=0, επομένως και x +lim
 

1
f(x)

=0. 

Αλλά όμως αν g(x)= 1
f(x)

 ισχύει g(x)>0 και x +lim
 

g(x)=0, επομένως x +lim
 

1
g(x)

=+∞, 

δηλαδή x +lim
 

f(x)=+∞. 

β) Απο την ανισωτική σχέση της υποθέσεως διαιρώντας με x2, παίρνουμε τη σχέση: 
2

2

x -x+2
x

< f(x)
x

<
2

2

x -x+3
x

 και επειδή x +lim
 

2

2

x -x+2
x

= x +lim
 

2

2

x -x+3
x

=1, συμπεραίνουμε 

ότι x +lim
 

f(x)
x

=1. 

γ) Ισχύει 
2x -x+2

x
<f(x)<

2x -x+3
x

 (1) και -1≤ημx≤1  -1≤-ημx≤1 (2).  

Προσθέτουμε τις (1) και (2) κατά μέλη. Τότε 

0<
2x -2x+2

x
<f(x)-ημx<

2x +3
x

, επομένως 
2

x
x -2x+2

> 1
f(x)-ημx

>
2

x
x +3

. 

Όμως x +lim
  2

x
x -2x+2

= x +lim
  2

x
x +3

=0, άρα και x +lim
 

1
f(x)-ημx

=0. 

Επειδή δε 0<f(x)-ημx συμπεραίνουμε όπως και στο ερώτημα β), πως x +lim
 

(f(x)-

ημx)=+∞. 
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ΟΡΙΟ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΣΤΟ ΑΠΕΙΡΟ 

Άλυτες Ασκήσεις 
 

 

1 Να βρεθούν τα όρια: 

α) 5 4lim (-x +x +1)
x

    β) 7

x
-lim (3x x 1)


     γ) )1x(lim 8

x



    δ) 4

x
-2lim (-3x x 1)


  

2 Να βρεθούν τα όρια:  

α) 2x

-2x 5lim
x 1




        β) 
1xx
15x7xlim 2

2

x 



        γ) 

4

2x

x +1lim
-x +x+1

   δ) 
4

3x

x +1lim
x +x+1

 

3 Να υπολογισθεί το όριο  xlim x .  

4 Βρείτε τα όρια: 

α)   
x

2 2lim ( x 3x+2 x 7x 12)


             β) x)22xx(xlim 2
x




   

γ) x)1x(xlim 2
x




                                    δ)
x
lim ( x(x+α)-x)


 όπου α0 

5 Να βρεθούν τα όρια: 

α) 
3x

2x1xlim
2

x 



         β) 

3x
12x4xlim

2

x 



           γ)     

xxx

xlim
x 

 

6 Να βρεθούν τα όρια: 

α) x)1x(lim 4 4

x



      β) )x1x(x(lim 333 2

x



      γ) x)1x(lim 3 2

x



 

7 Να βρεθούν τα όρια: 

α) 
1x

xημxlim 2x 



        β) 

1x
1xlim

x 



 

8 Αν g(x)=αx+β-
1x
1x

2

3


  να βρεθούν τα α,β έτσι ώστε 

x
lim g(x)=2


. 

9 Να υπολογιστούν τα α,βR ώστε: 

α) 2

x
lim( x -2x+5-αx-β)=0


     β) 
x
lim
  24x -3x+1-αx+β = 1

4
.  

10 Αν α>0 να βρεθεί το όριο: 
1αx

1lim
x 

. 
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11 Αν κ είναι η ρίζα της εξισώσεως x7+x5+x=0 και λ=
11x

24xlim
3

3

κx 




, να βρείτε για 

τις διάφορες τιμές του μR το όριο: 
1)x(1

5x1)x(4λ1)xμ-(2λlim 2

23

x 



.  

12 Αν μR να υπολογισθεί το 2

x +
lim ( x +x+1+2μx)
 

. 

13 Να βρεθούν τα όρια: 

α) 
4

4x

2ln x+3lnx-1lim
3ln x-3lnx+1

        β) 
x x

x xx

2 -3 +1lim
4 +2

     γ)  
x
lim ln x+ημx ln x


   . 

14 Αν  
x
lim 2f(x)-x


=1 να υπολογισθούν τα όρια: 

α) 
x
lim f(x)


      β)  
x
lim 2f(x)+2x


      γ) 
x

xlim
f(x)

      δ) 
3

4 2x

x f(x)+5lim
2x +x

. 

15 Δίνεται η συνάρτηση f ορισμένη στο R, τέτοια ώστε 
2

x

f(x)-xlim
2x+1

= 1
2

 και 

2

2x

f(x)-λx +5lim
2x +3

=0. Να βρεθεί η τιμή του πραγματικού αριθμού λ. 

16 Για τις διάφορες πραγματικές τιμές του μ να υπολογισθούν τα όρια: 

α) 
 

3 2

2x

(μ-2)x +μx +1lim
μ-1 x +1

       β) 
 

2

2x

μx +x+2lim
μ-1 x +1

 

17 Να βρεθούν τα όρια: 

α) 
3 2

3 2x

2x -x +1 +3
lim

-x -x +1
        β) 

x

-x+1 +1
lim

x+3
 

18 Να βρεθούν τα όρια: 

α) 
x

ημxlim
x

        β) 
x

1 1lim
x x

  
 

        γ) 
2x

1ημ
xlim

x +x+1-1
        δ) 

2

x

1- x +1lim
x+ημx

 

19 Να βρεθεί το όριο 
x x+1

x+1 xx

α +2lim
α +2

 όπου α>0. 
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Απαντήσεις - Υποδείξεις 
 

1 α)  , β) ∞, γ) +∞, δ) -∞.        2 α) 0, β) 7, γ) -∞, δ) ∞.       3 Ισχύει 

x
1lim
x = x

1lim
x =

x

1lim
x

=0, κλπ, +∞.      4 α) Ισχύει 2 2x -3x+2- x -7x+12 = 

2 2

4x-10
x -3x+2+ x -7x+12

=

2 2

10x 4-
x

3 2 7 12x 1- + + 1- +
x x x x

 
 
 

 
 
 

 κλπ. Το ζητούμενο όριο είναι 2 

όταν x→+∞, ενω ισούται με -2 όταν x→-∞. β) Ισχύει 2x x +2x+2-x = 

x  2x +2x+2-1 =x
2

2 2x 1+ + -1
x x

 
  
 

. Άρα το ζητούμενο όριο είναι +∞ όταν x→+∞, 

ενω ισούται με -∞ όταν x→-∞. γ) Ισχύει 2x x +1+x =x  2x +1+1 = 

x
2

1x 1+ +1
x

 
  
 

. Επομένως το όριο ισούται με -∞·(+∞)=-∞. δ) Ισχύει x(x+α)-x = 

2x +αx-x = αx 1+ -x
x

. Αν x→-∞ τότε το όριο ισούται με +∞. Αν x→+∞, τότε 

2x +αx-x =
2

αx
x +αx +x

 και το όριό του ισούται με α
2

.     5 α) Ισχύει 
2x +1-x+2
x+3

= 

2

1x 1+ -x+2
x

3x 1+
x

 
 
 

 κλπ, 0 όταν x→+∞, -2 όταν x→-∞ β) Ισχύει 
24x -2x+1

x+3
= 

2

2 1x 4-
x x

3x 1+
x



 
 
 

 κλπ, 2 όταν x→+∞, -2 όταν x→-∞ γ) Ισχύει x

x+ x+ x
= 

x

x+ xx 1+
x

 
 
 
 

= 1

1 11+ +
x x x

, το όριο είναι 1.     6 α) Είναι 44 x +1-x = 



 67 

4

1x 1 1
x

 
   

 
, επομένως το όριο είναι το +∞·2=+∞, β) Με τη βοήθεια της 

ταυτότητας α-β=
3 3

2 2

α -β
α +αβ+β

 συμπεραίνουμε ότι: 

23 3 3x ( x+1- x ) = 23 x ·
2 2 23 3 3

x+1-x
x +2x+1+ x +x + x

  =
23

23 3 3
2

x
2 1 1x 1+ + + 1+ +1
x x x

 
 
 

=

3 3
2

1
2 1 11+ + + 1+ +1
x x x

, επομένως το όριο είναι το 1
3

, γ) Για x>0 ισχύει 23 x 1 x  = 

3
3

3

1 1x x
x x

   
 

=x 3
3

1 1 1
x x

 
   

 
 που έχει όριο το +∞·(-1)=-∞. Για x<0 ισχύει 

23 x 1 x  =  3
3

3

1 1-x - - -x
x x

 
 
 

=  3
3 -x 3

3

1 1- -
x x

-x=-x 3
3

1 1- -
x x

-x=-x 3
3

1 1- - 1
x x

 
  

 
 

που έχει όριο το +∞·1=+∞.           7 α) Ισχύει -1≤ημx≤1, -1≤συνx≤1, επομένως -2≤ 

ημx +συνx≤2 άρα 
2

-2
x +1

≤
2

ημx+συνx
x +1

≤
2

2
x +1

 κλπ, 
1x

xημxlim 2x 



=0. β) Ισχύει 

x 1
x 1



>0  x(-∞,-1)(1,+∞), επομένως για x<-1 ισχύει 
x

x 1lim
x 1




=1, ενώ για x>1, 

x

x 1lim
x 1




=1.    8 Βλέπε από τις λυμένες την 4), α=1, β=2.      9 Βλέπε από τις λυμένες 

την 5), α) α=1, β=-1, β) α=2,β=1.       10 
1αx

1lim
x 

=
x

1x
xlim

1x α+
x





 
 
 

=0. 

11 x7+x5+x=0  x(x6+x4+1)=0  x=0, άρα κ=0 και λ= 1
2

. Αν μ>2, -∞, αν μ<2, +∞, 

αν μ=2, +∞.      12 Αν μ>- 1
2

 τότε 
x +
lim f(x)
 

=+∞, αν μ<- 1
2

 τότε
x +
lim f(x)
 

=-∞, ενώ όταν 

μ=- 1
2

 τότε 
x +
lim f(x)
 

= 1
2

.        13 α) 
4

4x

2ln x+3lnx-1lim
3ln x-3lnx+1

=
3 4

3 4

x

3 12+ -
ln x ln xlim 3 13- +

ln x ln x


= 2
3

, 
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β) 
x x

x xx

2 -3 +1lim
4 +2

=

x x

x

x

x
x

2 13 -1+
3 3

lim
14 1+
2



    
    
    
  
  

  

=

x x

x

xx

2 1-1+
3 3 3lim
4 11+

2



    
               

    

=0, 

γ)  
x
lim ln x+ημx ln x


   =
x

x+ημxlim ln
x

  
    

=0, αφού 
x

ημxlim
x

=0.     14 Θέτουμε 

g(x) = 2f(x)-x , τότε 
x
lim g(x)


=1 και f(x)= 1 1x g(x)
2 2

 , α) 
x
lim f(x)


=
x

1 1lim x+ g(x)
2 2

 
 
 

 

=+∞,   β)  
x
lim 2f(x)+2x


=+∞,   γ) 
x

xlim
f(x)

=
x

2lim g(x)1+
x


=2,   δ) Διαιρούμε τους 

όρους του κλάσματος με  4f (x) , τότε 
3

4 2x

x f(x)+5lim
2x +x

= 1
4

.     15 Θέτουμε 

2f(x)-x
2x+1

=g(x), x≠- 1
2

 και 
2

2

f(x)-λx +5
2x +3

=h(x), xR. Τότε 

f(x)=g(x)(2x+1)+x2=h(x)(2x2+3)+λx2-5 ή g(x)·
2

2x+1
2x +3

+
2

2

x
2x +3

=h(x)+
2

2

λx -5
2x +3

. 

Παίρνουμε τα όρια και των δύο μελών και τελικά λ=1.        16 α) Aν μ(-

∞,1)(2,+∞), τότε 
x
lim f(x)


=+∞, αν μ[1,2), τότε 
x
lim f(x)


=-∞, αν μ=2 τότε 

x
lim f(x)


=2, β) αν μ≠0,1 τότε 
x
lim f(x)


= μ
μ-1

, αν μ=0 τότε 
x
lim f(x)


= 0, αν μ=1 τότε 

x
lim f(x)


=+∞.          17 α) Επειδή  3 2

x
lim 2x -x +1 =+


 , υπάρχει αR, τέτοιο ώστε 

2x3-x2+1>0 για κάθε x(α,+∞), ομοίως επειδή  3 2

x
lim -x -x +1


=-∞ υπάρχει βR, 

τέτοιο ώστε -x3-x2+1<0 για κάθε x(β,+∞). Επομένως για x μεγαλύτερο του α και 

του β, ισχύει 
3 2

3 2x

2x -x +1 +3
lim

-x -x +1
=

3 2

3 2x

2x -x +4lim
x +x -1

=2, β) Ομοίως 
x

-x+1 +1
lim

x+3
= 

x

-x+2lim
-x-3

=1.     18 α) Ισχύει - 1
x

≤ ημx
x

≤ 1
x

 για κάθε x>0, άρα 
x

ημxlim
x

=0, β) 

Ομοίως, όπως προηγουμένως 
x

1 1lim
x x

  
 

=0, γ) 
2x

1ημ
xlim

x +x+1-1
= 
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2

x

1 1 11+ + +1 1 x x xlim ημ 1x x 1+
x



 
 
 
 
 
 

=0, δ) 
2

x

1- x +1lim
x+ημx

= 
 

2

2x

1-x -1lim
(x+ημx) 1+ x +1

= 

2x

-1lim
ημ x 1+ x +11+

x x

   
  

  

=-1   19 Όταν α=1, τότε Α=
x x+1

x+1 xx

α +2lim
α +2

=2, αν α=2 τότε 

Α=1. Όταν α<2 
2
 <1, τότε Α=

x

xx

α +2
2lim
α α+1
2



 
 
 
 
 
 

=2, όταν α>2  1> 2


, τότε Α= 

x

xx

21+2
αlim
2α+
α



 
 
 
 
 
 

= 1

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Ο Ρ Ι Ο  Σ Υ Ν Α Ρ Τ Η Σ Ε Ω Σ  
Ερωτήσεις κατανοήσεως 

 

  Ερωτήσεις Σωστού Λάθους 
 
1 Αν 


f(x)lim

0x
 τότε 


g(x))(f(x)lim

0x
+ g(x)lim

0x
.                                Σ             Λ 

 

2 Αν f(x)lim
0xx

, g(x)lim
0xx

R τότε f(x)lim
0xx

= g(x)lim
0xx

 f(x)=g(x).     Σ             Λ 
 

3 Αν f(x)=g(x) τότε )x(flim
0xx

= )x(glim
0xx

.                                                 Σ              Λ 
 

4 Αν )x(flim
1x

< )x(glim
1x

 τότε f(x)<g(x) κοντά στο 1.                               Σ              Λ 
 

5 Αν οι συναρτήσεις f, g έχουν όριο στο 0 και f(x)>g(x) κοντά στο 0, 
    τότε )x(flim

0x
> )x(glim

0x
.                                                                        Σ              Λ 

 

6 ημx
xlim

0x
=1.                                                                                            Σ              Λ 

 

7 Το 
1-x

xlim
2

1x

1


 δεν υπάρχει.                                                                    Σ              Λ 
 

8 Το 4-xlim 2

1x
 R.                                                                               Σ              Λ 

 

9 
x

ημxlim
π/2x

=1.                                                                                          Σ              Λ 
 

10 
1-συνx

xlim
0x

=1.                                                                                    Σ              Λ 
 

11 
x

ημxlim
π/2x

=
π
2 .                                                                                      Σ              Λ 

 

12 
x

συνx-1lim
0x

=0.                                                                                    Σ              Λ 

 

13 Αν η συνάρτηση f είναι ορισμένη στο R τότε 
πx

lim


(ημx+f(x))=         Σ              Λ 

            f(π).       

14 Αν f(x)≥0 για κάθε xR τότε 
0x

lim


)x(f = )0(f .                             Σ              Λ 
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15 Αν )x(flim
2x

=1 τότε )x(flim
2x

=1 ή )x(flim
2x

=-1.                                    Σ              Λ 

 

16 Αν για τις συναρτήσεις f,g,h ισχύει f(x)≤g(x)≤h(x) για κάθε x≥4  

          και 
3x

lim


f(x) =
3x

lim


h(x)=λ τότε 
3x

lim


g(x)=λ.                                     Σ              Λ 

 

17 Αν για τις συναρτήσεις f,g,h ισχύει f(x)≤g(x)≤h(x) για κάθε x≥4  

και 
4x

lim


f(x) =
4x

lim


h(x)=λ τότε 
4x

lim g(x)=λ.                                             Σ              Λ 

 

18 Αν 0g(x))(f(x)lim
0x




 τότε g(x)lim
0x

= f(x)lim
0x

.                                   Σ              Λ 
 

19 Αν 
f(x)
g(x)lim

0xx
=0, τότε g(x)lim

0xx
=0.                                                       Σ              Λ 

 

20 Αν f: ΑR και f(x)lim
0xx

=kR, τότε x0A.                                         Σ              Λ 
 

21 Αν 


g(x))(f(x)lim
0xx

 lR, τότε f(x)lim
0xx

, g(x)lim
0xx

R.                    Σ              Λ 
 

22 Αν 
 0

lim
xx

f(x)=mR και 
 0

lim
xx

f(x)=nR τότε nm.                                  Σ              Λ 
 

23 Αν 
0

lim
x

(f(x)+συνx)R, τότε 
0

lim
x

(f(x)+συνx)=
0

lim
x

f(x)+1.                    Σ              Λ 
 

24 Ισχύει 
0x x

lim


f2(x)=0  
0x x

lim


f (x)=0.                                                         Σ              Λ 

 

25 Ισχύει 
0x x

lim


f2(x)=4  
0x x

lim


f (x)=2 ή 
0x x

lim


f (x)=-2.                                 Σ              Λ 

 

26 Η συνάρτηση f(x)= x-1  κοντά στο 1 είναι θετική.                               Σ              Λ 
 

27 Η συνάρτηση f(x)=
2

1
x

 είναι μικρότερη από το 1 κοντά στο 0.             Σ              Λ 

 

28 Η συνάρτηση f είναι ορισμένη και γνησίως αύξουσα στο [0,+) 

τότε
x
lim


f(x)=+                                                                                         Σ              Λ 
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 Ερωτήσεις Πολλαπλών Επιλογών 

 

   Κυκλώστε ένα μόνο από τα γράμματα Α, Β, Γ, Δ, E υποδηλώνοντας την σωστή 

απάντηση σε κάθε μία από τις παρακάτω ασκήσεις. 

1 Αν (f(x)g(x))lim
1x

= λR, τότε το λ ισούται με: 

Α. f(1)g(1)           B. f(x)lim
1x

 g(x)lim
1x

           Γ. f(1)  g(x)lim
1x

           Δ. f(x)lim
1x

g(1) 

Ε. Τίποτα κατ’ ανάγκην από τα προηγούμενα 

 

2 Αν f(x)lim
1x

= 3, τότε: 

Α. f(1)=3                 B. f(1)=3 κοντά στο 1                 Γ. f(x)lim
1x 

=-3 

Δ. 3 2

1x
9(x)2flim 


=3         Ε. Τίποτα κατ’ ανάγκην από τα προηγούμενα 

 

3 Αν f,g δύο συναρτήσεις με πεδίο ορισμού το R και
0xx

lim


f(x) = 0, τότε: 

Α. 
0xx

lim


(f(x)g(x))=0              B. 
0xx

lim


(f(x)+g(x)) =
0xx

lim


g(x)               Γ. 
0xx

lim
 g(x)

f(x) =0 

Δ. 
0xx

lim
 1x

f(x)
2 

=0                   Ε. 
0xx

lim
 1xx

f(x)
2 

=0 
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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ-ΥΠΟΔΕΙΞΕΙΣ 
ΣΤΙΣ ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΕΩΣ 

 

1 Λάθος. Δεν γνωρίζουμε αν υπάρχει το όριο g(x)lim
0x

. 

2 Λάθος. Για παράδειγμα αν g(x)=x2, f(x)=x, τότε 


f(x)lim
0x

g(x)lim
0x

=0, όμως  

       g(x)≠f(x). 

3 Λάθος. Δεν γνωρίζουμε αν υπάρχουν τα όρια )x(flim
0xx

, )x(glim
0xx

. 

4 Σωστό. Βλέπε την πρώτη ιδιότητα των ορίων (§ 3.2). 

5 Λάθος. f(x)=x2, g(x)=x3, για x(-1,1).    6 Σωστό, αφού 
xημ

x =
1

x
xημ 







 . 

7 Λάθος. 
1-x
1xlim

2

1x




= )1x(lim
1x




=2.   8 Λάθος, γιατί το x δεν μπορεί να πλησιάζει το 

1 οσοδήποτε κοντά θέλουμε. 

9 Λάθος, 
x

ημxlim
π/2x

=2/π.      10 Λάθος, γιατί 
x

1xσυνlim
0x




=0.      11 Σωστό 

12 Σωστό.        13 Λάθος, γιατί δεν γνωρίζουμε αν 
πx

lim


f(x)=f(π).   14 Λάθος, γιατί 

δεν γνωρίζουμε αν υπάρχει το 
0x

lim


f(x). 

15 Λάθος, παράδειγμα η f(x)=







2  xαν  1-
2 xαν   1

.      16 Λάθος, η ανισοτική σχέση θα 

είχε αποτέλεσμα αν ίσχυε κοντά στο 3. 

17 Σωστό.  18 Λάθος, γιατί δεν γνωρίζουμε αν υπάρχουν τα όρια 

)x(flim
0xx

, )x(glim
0xx

.    19 Λάθος, γιατί δεν γνωρίζουμε αν υπάρχει το όριο )x(flim
0xx

. 

Πράγματι αν f(x)=
x
1 , g(x)=1, τότε 

f(x)
g(x)lim

0x
=0, ενώ )x(glim

0xx
=1.   20 Λάθος, βλ. 

παρατήρηση στον ορισμό του ορίου, f(x)=x, xR*, x0=0.    21 Λάθος. Πράγματι 

έστω f(x)=







0

0

x  xαν  1-
x xαν   1

, g(x)=







0

0

x  xαν  1
x xαν   1

.  22 Λάθος. Πράγματι έστω 
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f(x)=







0

0

x  xαν  1
x xαν   1

.    23 Λάθος, γιατί δεν γνωρίζουμε αν υπάρχει το όριο )x(flim
0xx

   

.24 Σωστό αφού f(x)= 2f (x)  και -f(x)≤f(x)≤f(x).   25 Λάθος, παράδειγμα 

η f(x)= 0

0

2,  x x
-2,  x<x

 
.     26 Σωστό,     27 Λάθος,   28 Λάθος,

x
lim


1-
x+1

 
 
 

=0 

 

 Ερωτήσεις Πολλαπλών Επιλογών 

 

1 E. Δεν γνωρίζουμε αν υπάρχουν τα όρια )x(flim
1x

, )x(glim
1x

. 

2 Δ.     3 Το Ε, αφού δεν γνωρίζουμε αν υπάρχει το 
0x x

limg(x)


, επίσης x2+x+1≠0 για 

κάθε xR. Το Δ απορρίπτεται γιατί είναι πιθανόν το x0 να είναι ρίζα του x2-1.  
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