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Να αποδείξετε ότι: βα  και   0β , α µε  , 0 x  κάθε   για
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Υπόδειξη : 

Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x)
+

 για την ποία 

έχουµε : ⎥⎦
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άρα η g είναι γνησίως φθίνουσα οπότε: 0g(x)g(x) lim
x
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+∞→

 

βα  και   0β , α µε  , 0 x  κάθε  για
xβ
xα xβ

≠>>⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

=

0x κάθε για0 >>

0  x,  0
x)(βx)(α

α)(β
(x)  2

2
><

++

−
−=′

Επειδή είναι  µπορούµε να ορίσουµε IR   x,   
f(x)

(x)  f
g(x) ∈

′
= . Επειδή η f είναι 

δύο φορές παραγωγίσιµη θα έχουµε: 
[ ]

[ ] 0  
f(x)

(x)  ff(x)(x)  f
(x)  g 2

2
>

′−⋅′′
=′  (λόγω της υπόθεσης). Άρα η 

g είναι γνησίως αύξουσα. 

Έστω f µια συνάρτηση δύο φορές παραγωγίσιµη µε  0f(x) > και 

. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση [ ] IR  x  κάθε   για0(x)  ff(x)(x)  f 2 ∈>′−⋅′′ f
 f ′

 είναι γνησίως 

αύξουσα και ότι : IRy ,  x   κάθε   γιαf(y)f(x)
2
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⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +

. 

Επειδή 0(x)  f  g(x)f(x)(x)  f >′⇒⋅=′  δηλαδή η f(x) είναι γνησίως αύξουσα για x>0 και άρα 
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 IR  IR : →

Υπόδειξη : 

IR  x  κάθε   για0f(x) ∈>

Απόδειξη της σχέσης : IRy ,  x   κάθε   γιαf(y)f(x)
2

yx
f ∈⋅≤⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +  

10ς τρόπος  

Υποθέτουµε ότι x<y και θέτουµε 
2

yx
z

+
=  οπότε 

x<z<y και εποµένως αρκεί να δείξουµε ότι: 

20ς τρόπος  

Επειδή είναι f(x) IR  x  κάθε  για0  µπορούµε να 

ορίσουµε τη συνάρτηση 

 και )y  x υποθ(    y][x,u , logf(u)φ(u) <∈=

∈>

IRzxκαιzxx)f(2zf(x)f(x) ∈<−⋅≤



. 

Επειδή f(x)>0 αρκεί να δείξουµε ότι: 

 

Θεωρούµε τη συνάρτηση 

 και 

έχουµε 

z] , (   x,  (z)fx)f(2zf(x)h(x) 2 −∞∈−−⋅=

z] , (   x,   0
x)f(2zf(x)
x)g(2zg(x)

 ... (x)  h −∞∈<
−⋅
−−

==′  

αφού f(x)>0 και η g είναι γνησίως αύξουσα. 

Εποµένως η h είναι γνησίως φθίνουσα, οπότε 

...   0h(z)h(x) ⇒=≥  

εφαρµόζουµε το θεώρηµα µέσης τιµής στα 

διαστήµατα [ …… 

IRz ,x     και   z   x,   x)f(2zf(x)f(x) ∈<−⋅≤

IRz ,x     και   z   x,   0(z)fx)f(2zf(x) 2 ∈<≥−−⋅

y] , 
2

yx
[   και   ]

2
yx

 , 
++

x
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 ∆ίνεται η συνάρτηση IR IR :f → , δύο φορές παραγωγίσιµη, η οποία σε σηµείο  

παρουσιάζει τοπικό ακρότατο το 0 και ικανοποιεί τη σχέση: 

IRx0 ∈

IR x  καθε   για,   f(x))(x)  (f4(x) f ∈−′⋅>′′ .  

1. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 2xef(x)g(x) −⋅=  είναι κυρτή στο IR. 

2. Να αποδείξετε ότι: IR x κάθε   για0f(x) ∈≥  

Υπόδειξη : 

     1.      IR   x,   ef(x)2e(x)  f(x)  g 2x2x ∈⋅−⋅′=′ −−  και   

           
IR   x,   0) 4f(x)(x)  4f(x)  f(e

 e4f(x)e(x)  2fe(x)  2fe(x)  f(x)  g
2x

2x2x2x2x
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2.  Άρα η είναι γνησίως αύξουσα και εποµένως έχουµε:   g ′

              0)(x  g(x)  g    xx 00 =′≤′⇒≤  και άρα η ] x, (   στο   g 0−∞  είναι γνησίως φθίνουσα  

              δηλαδή  0f(x)    0)g(xef(x)g(x) 0
2x ≥⇒=≥⋅= − . Στο ίδιο συµπέρασµα καταλήγουµε  

              και όταν   0xx ≥
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Να υπολογίσετε το όριο : ⎥⎦
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Υπόδειξη : 
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⋅  δηλαδή όταν ∞+→x  έχουµε απροσδιοριστία της µορφής  . 
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x  και άρα από το θεώρηµα De L ΄ Hospital έχουµε 
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0
0

Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x)   η οποία παίρνει τη µορφή 

 και επειδή η εκθετική συνάρτηση είναι συνεχής αρκεί να βρούµε το 

x
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→
. Ικανοποιούνται οι υποθέσεις του θεωρήµατος De L΄  Hospital και έχουµε:  
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Να αποδείξετε ότι: 0 β , α  µε     βα  
2
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Υπόδειξη : 

Έχουµε απροσδιοριστία της µορφής  ∞1  
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Να αποδείξετε ότι: 
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Υπόδειξη : 
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Να προσδιοριστούν οι πραγµατικοί αριθµοί α , β ώστε η συνάρτηση f µε 

xν

xν22

ν e2
e1)βx(αx

f(x) lim ⋅

⋅

+∞→ +
⋅++⋅+

=  να είναι παραγωγίσιµη στο IR. 

Υπόδειξη : 
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Εποµένως 
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 Προφανώς η f είναι παραγωγίσιµη για κάθε . Για να είναι 

παραγωγίσιµη και στο  πρέπει κατ΄ αρχάς να είναι συνεχής ……. Από όπου προκύπτει β= -1 

0x ≠

0x =
Για να είναι παραγωγίσιµη πρέπει …… IRα∈ . 
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∆ίνεται η συνάρτηση IR IR :f → , για την οποία είναι : 

IRα µε  IRy,  x   κάθε   γιαf(x)yxαy)f(x ∈∈+⋅⋅=+  και 2f(2)  ,  1f(1) =−= . 

1. Να αποδείξετε ότι η f παραγωγίζεται . 

2. Να βρείτε τον τύπο της f . 

Υπόδειξη : 

1. xα
h

f(x)f(x)hxα
h

f(x)h)f(x
(x)  f limlim

0h0h
⋅=

−+⋅⋅
=

−+
=′

→→
 δηλ. f   IR  x  κάθεx   γιαα(x) ∈⋅=′

Παραγωγίζοντας την δεδοµένη σχέση έχουµε: 

 

Για x=1 έχουµε :  

∆ίνονται οι παραγωγίσιµες συναρτήσεις f , g στο διάστηµα [0 , 2]. Αν ισχύει 

 και  , να αποδείξετε ότι: 

9
8

(1)  g   και   3g(1) −=′=  
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2c
και

2α
...

2cα2
και

1c
2
α

2f(2)
και

1f(1)
  δηλ. f(x)  

          και εποµένως παραγωγίζεται. 

2. Αφού  IR   x  κάθεx   γιαα(x)  f ∈⋅=′ IR   x,   c
2
xα

f(x)  
2

∈+
⋅

=⇒  

     Προσδιορισµός των α , c: 

2x2 −=
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[ ] [ ] 2] , [0  x  κάθε   για09 g(x) f(x)2 32 ∈=+−⋅ 2(1)f  ,  3f(1) −=′=

Υπόδειξη : 

[ ] [ ] 3g(1) ...   09 g(1)  f(1) 2 32 =⇔⇔=+−⋅

[ ]
9
8

(1)  g  ...    0(x)  g  g(x) 3(x)  ff(x)4
1x2 −=′⇒⇒=′⋅⋅−′⋅⋅

=
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 ∆ίνεται η άρτια συνάρτηση f, που είναι παραγωγίσιµη στο IR και η συνάρτηση g µε 

.  3xf(x)1)(xg(x) 2 +⋅+=

1. Βρείτε το πεδίο ορισµού της συνάρτησης g. 

2. Να αποδείξετε ότι η g είναι παραγωγίσιµη στο IR. 

3. Να αποδείξετε ότι  3(0)  g =′

Υπόδειξη : 



1. Αφού η f είναι παραγωγίσιµη στο IR θα έχει πεδίο ορισµού το IR. Οι συναρτήσεις φ(x)=x2 +1 

και h(x)=3x έχουν πεδίο ορισµού το IR  και άρα το πεδίο ορισµού της g είναι το IR. 

2. Αφού οι f , φ , h είναι παραγωγίσιµες και η g θα είναι παραγωγίσιµη στο IR. 

3. . Όµως η f 

είναι άρτια δηλ. 

 

3(0)  f(0)  g  (x)  f1)(xf(x)x2(x)  g 3x f(x)1)(xg(x) 22 +′=′⇒′⋅++⋅⋅=′⇒+⋅+=

(0)  f(0)  f)0(  f    (x)  fx)(  f   IR  x  κάθε   γιαf(x)x)f(
0x

′⇒′=′−⇒′=−′−⇒∈=−
=

Άρα  3(0)  g =′
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